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En este trabajo se pretende mostrar los tres principales estimadores de varianza que se han propuesto en
regresion no paramétrica cuando se tiene una observacion de la variable respuesta Y por cada punto de la
variable independiente X, los cuales han sido una herramienta fundamental para obtener un estimado del
parametro de la varianza, ellos son el estimador de Rice (1984), el estimador de Gasser — Sroka y Jennen
Steinmetz (1986) y el estimador de Hall — Kay y Tittetington (1990), todo esto con el objetivo de mostrar que
tanto en regresion paramétrica como en regresion no paramétrica es de importancia ademas de la estimacion

de la funcion de regresion, la estimacion de la varianza O, con el proposito de estimar y probar
caracteristicas de la funcion de regresion.
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Abstract

This paper aims to show the three main estimators variance that have been proposed in nonparametric
regression when you have a comment on the response variable And for every point on the independent
variable X, which have been an essential tool to obtain an estimate parameter variance, they are the estimator
Rice (1984), the estimator Gasser — Sroka y Jennen Steinmetz (1986) and the estimator Hall - Kay and
Tittetington (1990), all this with the aim of showing that both Parametric regression as a nonparametric
regression is important addition to estimating the regression function, the estimate of variance, with the
purpose of estimating and test characteristics of the role of regression.
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1. Introduccion

En regresion lineal se requiere una estimacion de

la varianza (0*) para probar hipétesis y formar
estimados de intervalos pertenecientes al modelo
de regresion. Bajo la misma filosofia, en
regresion no paramétrica también resulta de
importancia el calculo de la estimacion de
varianza, siendo este el Gnico parametro a estimar
en un modelo de regresion de este tipo. Por lo
tanto, a través de varios afios han surgido tres
principales estimadores de varianza en regresion
no paramétrica, estimador de Rice (1984),
estimador de Gasser, Sroka y Jennen-Steinmetz
(1986) y estimador de Hall, Kay y Titterington
(1990), que han sido una herramienta
fundamental para la obtencion de una estimacion
del parametro de la varianza.

2. Analisis de regresion

En analisis de regresion, una pregunta clave es
cual sera el modelo mas adecuado para estudiar el
comportamiento de la variable respuesta con
respecto al conjunto de variables conocidas como
variables  explicativas. En el  contexto
paramétrico, la respuesta se busca dentro de un
conjunto de funciones cuya forma es conocida,
pero de la cual se desconocen algunas partes
especificas llamadas pardmetros (Olaya 2002).

En Eubank (1999) se describe el modelo de
regresion en la siguiente forma general. Se
supone, que se desea producir informacioén sobre
Y a partir del conocimiento de X . Se dispone
de observaciones de la variable continua Y para
n valores predeterminados de p variables

continuas X,,X,,...,X i las cuales se representan
como X. Sean (x;,¥,) = (X;,%y5--5X,,V;),

i=1,...,n las n observaciones de (X,Y). Se
asume que estas observaciones se relacionan a

través del modelo muestral:

v, =m(x;)+€ i=L..n (1)

Donde:
E(g)=0 y var(g;)=c"< 00,

Los m(x;) son valores de una funcién m en los

puntos X;,X,,...,X,. Y se llama cominmente

la respuesta, y X la covariable (o variable de
prediccion, o variable independiente, o variable
explicativa).

El nombre de regresion no paramétrica, hace idea
de que se trata de la contraparte de lo que se
conoce como regresion Paramétrica. “Los
objetivos del Andlisis de Regresion No-
Paramétrica son los mismos de su contraparte
paramétrica, vale decir, estimar y probar las
caracteristicas de la funcion de regresion.” En
Eubank (1999) al hacer introduccion a la
regresion no  paramétrica se  menciona
principalmente que en este tipo de regresion los
datos son utilizados para determinar el espacio de
la funcioén a la cual pertenece, siendo esta funcion
una curva de regresion desconocida. En regresion
paramétrica, en contraste a lo que ocurre en el
modelo no paramétrico, el investigador escoge
una posible familia de curvas m , de un conjunto
global de curvas, y con la familia de curvas
elegidas desarrolla el proceso inferencial, la
informacion que puede suministrar los datos
concerniente al modelo es restringida bajo la
forma del modelo paramétrico supuesto. Por lo
tanto, las técnicas de regresion no paramétrica
confian mas en el peso de la informacion de los
datos acerca de m que su contraparte
paramétrica.

Cabe precisar que en regresion no paramétrica la
forma de la funcién de regresion por la cual se
relacionan la variable explicativa (X) y respuesta
(Y) es desconocida, pero con una caracteristica
particular denominada “suavidad”, de ahi que el
procedimiento utilizado para estimar la funcion
de regresion m en regresion no paramétrica se
denomina “Suavizacion”, los datos se dejan
hablar y elegir una funcion sobre la cual solo
sabemos que es suave, de tal modo que, si se
quiere estimar m en X entonces se espera que

las observaciones y, asociadas a los X, mas

cercanos a X, contengan alguna informacion de
m en ese punto, por lo tanto es posible



promediar de alguna forma las respuestas y; mas
cercanas al punto donde se desea obtener una
estimacion de m(x) (Eubank, 1999). m es una

funcién perteneciente a algiin espacio de
funciones W. La seleccion de ¥ depende de qué
tan suave es posible asumir m ; usualmente W se
asume como el conjunto de todas las funciones
m que son continuas en un intervalo cerrado

[a,b] 0 quizas como el conjunto de todas las
funciones m que tienen k derivadas continuas
en [a,b] , para alglin entero positivo k. Los

limites los fija el investigador, pero se pueden
asumir, sin pérdida de generalidad a=0 y b=1
(Olaya 2002).

El procedimiento de “Suavizacion” utilizado para
la estimacion de la curva requiere del uso de
suavizadores, los cuales son una herramienta 1til
para resumir el comportamiento de una respuesta
Y como funcién de una variable explicativa X.

4. Estimacion de la varianza en regresion
no parametrica

A fin de completar la descripcion de un modelo
de regresiéon no paramétrico y, =m(x,)+¢&, ,
donde m(x;) es una funcién desconocida,
xl.D[O,l], 0<x <...€x,<1, y los & son
variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, con media cero(( = 0) y varianza
2 . -
constante (O0°), es necesario suministrar una

estimacion del parametro de la varianza. Durante
las dos ultimas décadas varios estimadores de

2 .

0" han sido propuestos, todas estas clases de
estimadores son aproximaciones de formas
cuadraticas del vector de observaciones

Y=1,,Y,,...,Y,) (Dette, Munk, Wagner,
1998).

Bowman y Azzalini (1997), presentan la

L 2 .
estimacion de 0~ de la siguiente forma:

En un modelo lineal estandar la suma de
cuadrados de los residuales suministra una base

Heuristiea @

para el céalculo de la varianza en un escenario no
paramétrico,

SCR = Z{yi - nA/l(xi)}z 2)

Usando la notacion matricial, los valores
ajustados m son dados por m =Sy, donde los

puntos de evaluacion son los puntos de disefio X;.

La matriz S es andloga a la matriz hat,
H = X(X'X)™" X' en un modelo lineal estandar
de la forma y = X@+¢. Los grados de libertad
para el error en un modelo lineal puede ser
expresado como tr(] -H ), si se realiza una

definicion analoga se obtiene una aproximacion
de los grados de libertad en un escenario no
paramétrico de la siguiente forma:

df or =tr(I=S), donde # denota la traza

de la matriz. La cantidad:

G*> =SCR/df,,, 3)

es una estimacién natural de O . La analogia
con un modelo lineal es complicada por la
presencia del sesgo en un estimador 71, lo que
tiene un efecto de inflacion en el tamafio de la
suma de cuadrados de los residuales. Una posible
solucion es reducir el sesgo, empleando un
pequefio  parametro de suavizacion para

L . 2
propositos de estimar T~ .
Los estimadores que han sido propuestos para
2 L
0" basados en las formas cuadraticas del vector
de observaciones Y =(1},Y,,...,Y,) siguen la

forma general:
g; =Y'DY/tr(D) (4)

Y se encuentran divididos en dos clases (Tiejun
Tong y Yuedong Wang (2005); Dette, Munk,
Wagner, 1998):

1. En la primera clase, los estimadores
dependen explicitamente del parametro de
suavizacion y son aquellos estimadores
basados en la suma de cuadrados de los
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residuales resultantes de algin ajuste no
paramétrico de m por métodos de
suavizacion tales como Spline o Kernel. En
general, este es un ajuste lineal de la forma

Y =AY, donde A es un matriz de
suavizacion, que conduce a un estimador
correspondiente a la forma general que
presenta la ecuacion 2) con

D=(I-A)"(I-A). Estos estimadores de

primera clase se conocen como estimadores
basados en residuales, dependen criticamente
de la cantidad de suavizacion. Algunos
métodos requieren el conocimiento de
cantidades desconocidas como:

1 1
Im'(x)zdx 0 J.m"(x)zdx
0 0

En la segunda clase, los estimadores no
dependen explicitamente de la constante de
suavizacion, usan diferencias para remover la
tendencia en la funciéon media, una idea
originada del andlisis de series de tiempo.
Esta clase de método no requiere una
estimacion de la funcion media y son
llamados estimadores basados en diferencias.
Aqui D es una matriz simétrica nXn,
definida positiva que depende de los puntos
de disefio y no de las observaciones. A
primera vista estos estimadores parecen ser
independientes de una constante de
suavizacion, pero se debe observar que el
orden de las diferencias tiene una influencia,
la cual es comparable con el parametro de
suavizacion de la primera clase. El orden de
un estimador basado en diferencias es el
numero de observaciones involucradas para
calcular un residual local. En la literatura,
casi todos los métodos basados en diferencias
han sido desarrollados de forma univariada
en x, con excepcion de Kulasekera y
Gallagher (2002) quienes extendieron los
métodos basados en diferencias al espacio

multivariado xD[O,l]d . Sin embargo, los
métodos de Kulasekera y Gallagher (2002)
requieren de un orden artificial de los puntos

de disefio en x [ [O,l]d .

Entre los estimadores de varianza mas
conocidos de la segunda clase que han sido
propuestos, de forma univariada en x, se
encuentra el estimador de Hall, Kay y
Titterington (1990), Gasser, Sroka y Jennen-
Steinmetz (1986) y Rice (1984).

4.1 Estimador de Rice

El estimador propuesto por Rice (1984), es de
primer orden y conocido como un estimador
simple de residual local, estd basado en las
diferencias ordinarias de la variable respuesta
(Dette, Munk, Wagner, 1998). Especificamente,
la forma del estimador es:

. 1 n
6 =— > -va)

L 2n-n5

Donde, por simple notacion, se asume que las
observaciones (xl., yl.) han sido ordenadas
0<x <..=x,<1

(Bowman y Azzalini, 1997). Una desventaja de
esta aproximacion es que las diferencias y, —y,_

porx,, es decir

resultan influenciadas por la fluctuacién de la
funcion de regresion subyacente a las
observaciones y , y por lo tanto se producira

una sobreestimacion de 0. Bowman y Azzalini
(1997) hacen alusion al comportamiento de este
estimador considerando que:

E(y, =)’ =207 +{m(x) = m(x,)}’
De ahi que:
E(ﬁ;) = E[ﬁg(% _yi—l)zj

o 1 N _ 2
E(a;)_—Q(n_D{;zaz +§m@.) m(x,--l)}}

E(A):Z(n—l)aj_{ 1

TP vy ;{m(x»—m(x,--])}

E(G;) =0 +sesgo



De tal manera que si el tamafio de muestra es
muy grande, n tiende a infinito (n — ), el
sesgo tiende a cero (Bowman y Azzalini, 1997).

42 Estimador de Gasser-Srokay Jennen
Steinmetz

Gasser, Sroka y Jennen-Steinmetz (1986)
proponen un estimador de varianza de segundo
orden (Dette, Munk, Wagner, 1998), que trabaja
el problema de la influencia de las fluctuaciones
del estimador de Rice, usando una interpolacion
lineal para la estimacion de la observacion i-
ésima, lo cual involucra la creacion de seudo —
residuales definidos como:

i _ i-1 _
X — X X =X

1 1

~_ Xy TX X, ~ X,
g - 1+ 1 y + l ! y[+l _yl (6)
i1

i—

Estos miden la diferencia entre los y, y la linea

que asocia sus dos vecinos mas cercanos
(Bowman y Azzalini, 1997), en otras palabras,

mide la diferencia entre y, y el valor x; en el
ajuste lineal resultante de (x,_,y,.) ¥y

(X415 ;41 ) (Dette, Munk, Wagner, 1998).

~

Si Ly es escrito en la  forma
X, —X,
- =T T
a;Y;iy by~ y,, con a= ~ y
Xinn ~Xiq
X. —X.
— i i-1
b=——-—7"7",
Xist ~Xiq

Entonces el estimador de la varianza es:

O 22
C; €&, (7

1
A2 _
OGsy =
n-23
2 2 2 -1
Donde ¢; =(a; +b +1)" corresponde a la
expresion del coeficiente inverso de la varianza

de los g', (Bowman y Azzalini, 1997), puesto

que:

Hewrstiea @

var(€)) = var(a,y,_; + by, ~ ;)
var(€,) = ai2 var(y,,) + bi2 var(y,,,) + var(y,)
var(€)=a’c’ +b’0” + 0’

var(8) =0 (a? + b7 +1)

Por lo tanto: var(§,) =0’c; .

De igual forma es posible obtener la esperanza de
los seudo-residuales como:

EE?)=(a? +07 +1)0" +0ln)
Sroka y Jennen-Steinmetz, 1986).

(Gasser,

Donde O(n"%)es la tasa de convergencia que
hace que el riesgo decaiga a cero para los
estimadores no paramétricos, para algin 0 >0
que depende de la suavidad de m (Eubank,
1999).

o o A2
Para puntos de disefios equidistantes, Uq; se

reduce a:
=Yg 1Y
=Sy -yt | @
GSJ 3(71_2) — Zyll yl 2y11 ()

Gasser, Sroka y Jennen-Steinmetz (1986), hacen
mencion a los siguientes supuestos, los cuales son
necesarios para obtener resultados asintoticos:

*  Supuesto 1: No existen medidas multiples en
algin  punto de  disefio, esto es

a=x<x,<..<x,=b;a=0,b=1sin
pérdida de generalidad.

*  Supuesto 2: Se requiere que:
max|x, = x,_,| = O(l/n)

* Supuesto 3: Los errores {£i}son
independientes e idénticamente distribuidos

con E(£,)=0, var(g,) = 0%, Elg} )< 0.
e Supuesto 4: La funcion m es continua.

Si C denota una matriz diagonal
(n - 2)>< (n - 2) con C;, =c,,,;, A denota una
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matriz tridiagonal (n - 2) X n con elementos

A, =a.,.A,,.,="1A.,=b,

il i+l i,i+2 i

y D=A'C’A.

i+l

El vector de seudo residuales € = (52 yeres En_l) y
€= (81 yer .£n) estan  relacionados  por
€=Ag+B, donde B representa el sesgo,

entonces 62, = (n-2)" |C%| ? 1o que conduce

a (Gasser, Sroka y Jennen-Steinmetz 1986):

4
var (ﬁésj )= (M—Z)Ztr (D 2)
n -

4

Donde:

y = E[(%) },i =34

E(sf): y,0°, E(g;‘): y,o'

O(n™°) Es la tasa de convergencia que

hace que el riesgo decaiga a cero para los
estimadores no parametricos, para algiun
0 >0 que depende de la suavidad de
m (Eubank, 1999).

El primer término restado ), se anula si la

distribucion de los errores es simétrica. Para un
disefio equidistante con errores normalmente
distribuidos, la expresion anterior se reduce a:

0'4(2+197j/(n—2).

4.3. Estimador de Hall - Kay y Tittetington
Hall, Kay y Titterington en 1990, introducen otro
estimador basado en diferencias sucesivas

{di}i:—ml,---,mz’ este estimador es una

generalizacion de los dos anteriormente
mencionados, con:

2 ;=0 (10)
k=0

2

D d; =1 (11
k=0
Donde d_,,,d,, #0, m, y m, son enteros

positivos 'y r =m, +m, denota el orden del
estimador de varianza:

—m, my 2
oy =1 ypy=_! z[zd%m] (12)

n-—r n—r i=my+1\_k=-m,

Note que si r=1 se obtiene el estimador de Rice
(1984), donde (d,,d,)=(27"?,-27"?). Ahora

si =2 se logra el estimador de Gasser, Sroka y
Jennen-Steinmetz, donde:

1/2
(dy,d,,d,) = (6_1/29[§j 9_6_1/2)

para puntos de disefio equidistantes (Dette,
Munk, Wagner, 1998).

Hall, Kay y Titterington (1990), en su articulo
titulado “estimacion de la varianza en regresion
no paramétrica basada en diferencias Optimas
asintoticas”, exponen el calculo de las sucesiones
de  diferencias que  resultan  Optimas
asintoticamente al utilizar este tipo de
estimadores, puesto que por ejemplo para un
estimador de segundo orden existen diferentes
sucesiones que se podrian utilizar en su calculo y
cumplen las condiciones de la ecuacion (10) y
ecuacion (11), tal es el caso de la sucesion de

diferencias mas comunmente usada
1 l 1
2 (2) 6

(d,.d,.d,)=| -6 2, 3 ,—6 2 |, aunque como

mencionan estos autores resulta sustancialmente
mejor utilizar

1 2 11 2
(d():dladz): 2[52 +1}“5:‘Z(52 _IJ para

llevar a cabo la estimacion, las diferencias de
primer orden son Unicas. Para los estimadores
basados en sucesiones de diferencias Optimas la



varianza asintotica y el error cuadratico medio
: 1.2
son ambos igualesa n T~ , donde:

2
r’ = Var(€2)+20'4 )y [ZdjdﬁkJ
k0| j

2
_ 4
=0 {K+2%(%djdj+kJ } (13)

Donde K denota la curtosis de &/0, K =0en

caso de que los errores sean normalesy K >0 en
caso de que la distribucion de los errores tenga un
comportamiento cercano a la normal.

Como ya se mencioné las sucesiones de
diferencias de primer orden son unicas, de ahi
que el problema se centre en la escogencia de las
diferencias de un orden mayor. Asumiendo por
simplicidad que m, =0, m, =r. La seleccion

Optima de la sucesion dy,...,d, implica

Heuristiea @B v

Zr:djdj+k =—(2r)" (1 <|k| < r). Ademas de
j=1

ello la varianza minima asintotica al utilizar un

r-ésimo orden de sucesiones estd dada por

n_lle,donde: Il = var(£2)+ rTlot

Los estimadores basados en diferencias son
atractivos desde el punto de vista practico, porque
ellos frecuentemente tienen pequefios sesgos para
tamafnos de muestra pequefios. En aplicaciones
practicas la eleccion del orden 7y una apropiada
sucesion de las diferencias, es delicado, puesto
que estas dos componentes son aquellas que

minimizan el Error Cuadratico Medio (ECM )

Tabla 1. Sucesiones de diferencias optimas para 0 < v <10 . Cifras redondeadas a cuatro decimales.

¥ =

1 [0.7071,-0.7071)

2 0.2090,-0.5,-0.3000)

3 [0.1942,0.2809 03852 ,-0.8582 |

4 [0.2708,-0.0142,0.6909, -0.4858,-0.4617 )

5 (09064 ,-0 2600,-0 2167 —-0.1774,-0.1420 -0 1103 )

g (0.2400,0 0300 ,-0.0342,0. 7738, -0.3587, -0.3038, -0.3472 )

7 (0.5302,-0.1965 ,~0.1728 ~0.1506,-0.1299 0 1107 ,-0.0950 -0 0768 |

g (0.2171,0 0467 ,~0.0046 ,~0 0348 ,0 2207 ,-0 2860 ,-0 2453 -0 2260 ,-0 2279 |

Q (0.9443,-0.1572,-0.1430 -0 1287 -0.1152,-0.1025,-0.0905 -0 0792, -0.0687,-0.058% |
10 | (0.1995,00539,0,0104,-0.0140,-0.0325,0.8510,-0.2384,-0.2079, -0.1882,-0.1830,-0 2507 )

2
minimizar: C=Z(Zd1d/+k] sujeta a las

K20\ j

condiciones de las ecuaciones (10) y (11).

La Tabla 1. lista las sucesiones de orden 7 de
diferencias Optimas para 1<7r<10. Estas
sucesiones de diferencias optimas son Unicas en
orden y signo (Hall, Kay y Titterington ,1990).

Para el orden r-ésimo de las sucesiones de

diferencias optimas ¢ es equivalente a (2;’)_1 y

en muestras finitas. Tiejun, Tong y Yuedong
Wang (2005) al realizar repetidas simulaciones
encontraron que el estimador de Hall — Kay y
Tittetington (1990) (1990) se desempeia mejor
cuando la funcidén m es suave y/o el tamafio de
muestra n es grande. Con respecto al estimador
de Gasser — Sroka y Jennen Steinmetz (1986) se
encontré que este se desempefia mejor cuando
m es poco suave y/o n es pequefio.
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