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Resumen

La teoria de codificacion es una de las diversas ramas de la matematica que es atractiva
debido a la interacciéon activa entre las invenciones sofisticadas de ingenierfa y las mate-
méticas abstractas. En este documento se presentan algunos de los conceptos bésicos de los
c6digos convolucionales, los cuales son un tipo de cdédigos correctores de errores diferentes de
los codigos de bloque, cuya principal diferencia entre ellos es la introducciéon del concepto de
memoria para el caso convolucional. Sin embargo, se muestra que algunas de las definiciones
aplicables a los codigos de bloque lineales y ciclicos pueden darse también en el contexto de
los codigos convolucionales.

Ademas, se expone como construir el codificador fisico de un cédigo convolucional, cua-
tro representaciones analiticas y dos representaciones gréaficas para realizar el proceso de
codificacion y la forma de pasar de una representacién a otra. También se presenta una
breve descripcion de los coédigos convolucionales ciclico tomando como principal referencia el
articulo “On Cyclic Convolutional Codes” de la autoria de Heide Gluesing-Luerssen y Wiland
Schmale del ano 2004. En este trabajo se muestra como el programa computacional SAGE
es una herramienta tutil para facilitar algunos calculos, que a mano pueden resultar tediosos;
permitiendo exhibir ejemplos mas grandes a los que suelen encontrarse en la literatura. Este
objetivo se logra a partir de la implementacion de algoritmos basados en los conceptos aqui

presentados.

Palabras clave: Codigo Convolucional, Coédigo Convolucional Ciclico, o-ciclicidad, Factores

invariantes, Anillo de polinomios torcido.

III



v




Abstract

Coding theory is one of several branches of mathematics that is attractive because of the
active interaction between sophisticated engineering inventions and abstract mathematics.
This dissertation presents some of the basic concepts of convolutional codes, which are a
type of error-correcting codes different from block codes, whose main difference between
them is the introduction of the concept of memory on the convolutional case. However, it
is shown how some of the definitions applicable to linear and cyclic block codes can also be
given in the context of convolutional codes.

In addition, we explain how to construct the physical encoder of a convolutional code, four
analytical representations and two graphic representations to perform the encoding process
and how to pass from one representation to another; as well as a brief description of the
algebraic structure of cyclical convolutional codes taking as main reference the article “On
Cyclic Convolutional Codes” wrote by Heide Gluesing-Luerssen and Wiland Schmale in 2004.
This work shows how the mathematical software system SAGE is a useful tool to facilitate
some calculations, which can be tedious by hand; so we can exhibit larger examples than
those usually found in the literature. This objective is achieved through the implementation

of algorithms based on the concepts presented here.
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Introducciéon

Un codigo es el resultado de la aplicacion de un sistema de signos y reglas que permiten
cambiar la forma de un mensaje para que pueda ser transmitido a través de un medio. En
nuestra cotidianidad hacemos uso de ciertos tipos de codigos como son: el lenguaje cotidiano,
la notaciéon musical y las senales de transito, entre otros; los cuales no son codigos en el
sentido matematico, pero en su esencia tienen los mismos objetivos. El lenguaje cotidiano es
un codigo de longitud variable, el cual no tiene buenas propiedades en cuanto a la detecciéon
y correccion de errores. En este caso, algunas veces es posible detectar errores por sintaxis o
contexto, pero en ciertas ocasiones es muy dificil corregirlo. Por ejemplo, si al transmitir un
mensaje se recibe la palabra “Xo”, esta puede ser interpretada por su receptor como “No”,
“Yo” o “Lo” que son palabras codigo dependiendo del contexto; pues en el caso de que esta
se encuentre en la frase “Xo te quiero” las posibles opciones serian “No te quiero” o “Yo te
quiero” sin embargo, no se puede asegurar cual de los dos fue el mensaje enviado; es decir
es posible detectar el error pero no necesariamente corregirlo. Inclusive, algunas veces no se
puede ni siquiera detectar el error, por ejemplo si queremos transmitir la palabra “pila”, en
un listado de compras familiares, se podria cometer un error al escribir en nuestro teléfono
y enviar “pala’.

En general cuando se transmite un mensaje este es enviado a través de un medio, el cual
se denomina canal y se escoge dependiendo del tipo de informacion. Para iniciar el proceso
es necesario expresar el mensaje, denominado palabras fuente, en términos acordes a los que
el canal esta capacitado para enviar como palabras cédigo. A este proceso se le denomina
codificacion. Una vez se codifica el mensaje, este es llevado a través del canal hasta el punto
donde es recibido por el receptor en los mismos términos que maneja el canal.

Luego se requiere otro proceso, el cual tiene como objetivo que el receptor entienda el
mensaje y sea capaz de detectar o corregir los posibles errores generados en la transmision
del mensaje original. Estos errores pueden originarse por distintos fenémenos entre los cuales
podrian mencionarse: errores humanos, ruido, interferencias electromagnéticas, perturbacio-
nes eléctricas naturales (tales como relampagos) o por fuentes artificiales, por ejemplo las
lineas de transmision de alto voltaje, circuitos de conmutacién de una computadora digital

cercana, entre otras. Una manera de esquematizar todo el proceso aqui descrito es mediante

XV
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el siguiente diagrama.

[emisor| — — | decodificacion| — [receptor
/]\

El origen de la Teoria de Codigos esta ligado con el trabajo del ingeniero electrénico
y matemaéatico estadounidense Claude Shannon y su articulo “A Mathematical Theory of
Communication” [25], el cual dio origen a la Teoria de Codigos y la Teoria de la Informacion.
La Teorfa de Codigos Correctores de Errores, tiene como objetivo principal construir codigos
que permitan enviar la mayor informaciéon posible, detectar los errores producidos en la
transmision y corregirlos. Sin embargo, el articulo de Shannon no contenfa una construccion
explicita de tales codigos. Desde entonces diversas técnicas matematicas se utilizan con este
fin, dando como resultado diferentes familias de codigos, tales como los cddigos de bloque,
codigos lineales, codigos ciclicos, codigos convolucionales, coédigos proyectivos, entre otros.
En la actualidad son varias las ramas de la matematica involucradas en la construccion de
estos codigos; entre ellas estan Algebra Lineal, Teoria de Grupos, Teoria de Anillos, Teoria
de Campos Finitos, Teoria de Mo6dulos, Geometria Algebraica, Combinatoria, Teoria de
Numeros.

El concepto de codigo convolucional fue presentado por Peter Elias [4] en 1955, mientras
que la teorfa matematica de estos codigos fue desarrollada por G. David Forney Jr. [5] en la
década de 1970, y posteriormente Robert McEliece [17] en 1998 dio un planteamiento desde
el adlgebra moderna. Un abordaje profundo puede consultarse en los libros de Shun Lin y
Daniel Costello [15], Philippe Piret [20], Ajay Dholakia [3], Rolf Johannesson y Kamil Sh.
Zigangirov [14], entre otros.

Los codigos convolucionales y los cédigos de bloque son los tipos de codigos més utilizados
en la practica de la ingenieria, por su sencillez y utilidad. Estos codigos, no solo poseen buenas
propiedades generales sino también algoritmos eficientes de codificacion y decodificacion,
hecho que conduce a la necesidad de mantener una fundamentacién matematica fuerte para
el diseno de codigos tutiles. En consecuencia, la teorfa de codificacion es una de las diversas
ramas de la matemaética que es atractiva debido a la interaccion activa entre las invenciones
sofisticadas de ingenieria y matematicas abstractas.

Los co6digos convolucionales son un tipo de coédigos correctores de errores diferentes de
los codigos de bloque. La principal diferencia entre ellos es la introducciéon del concepto de
memoria, esto es la codificacion en un tiempo ¢ no depende solo de la secuencia de entrada
en ese instante sino también de un ntimero finito de entradas anteriores. Sin embargo algunas
de las definiciones aplicables a los codigos de bloque lineales y ciclicos pueden darse también

en el contexto de los cédigos convolucionales, por ejemplo algunas de ellas se muestran en
la tabla 1.
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’ Codigos de Bloque Lineales \ Codigos Convolucionales
Peso de Hamming Peso de Hamming de un vector polinémico
Distancia Distancia entre dos vectores polindémicos
Distancia Minima Distancia Libre
Matriz Generadora Matriz Generadora
Matriz de Control de Paridad Matriz de Control de Paridad
Ciclicidad o-Ciclicidad

Tabla 1: Algunos conceptos semejantes.

En este documento se presentan los codigos convolucionales desde dos puntos de vista,
inicialmente a partir de las series de Laurent, se muestra las diferentes formas de representar
tanto las k-secuencias de informaciéon como las n-secuencias codigo, y el proceso para pasar
de una representacion a otra. Sin embargo, también se muestra un segundo enfoque, ya no
en el contexto de las series formales de potencias sino tomando las palabras cédigo como
elementos de un anillo de polinomios el cual se usa principalmente para trabajar con cédigos
convolucionales ciclicos.

Adicionalmente, se expone como construir el codificador fisico de un c6digo convolucional
y como usarlo para realizar el proceso de codificacion. También se muestra como determi-
nar las secuencias generadoras discretas a partir del codificador fisico. Se exhiben diferentes
representaciones de un codificador convolucional y la operacién convolucional usando diferen-
tes procedimientos, como por ejemplo: matriz generadora discreta semi-infinita, secuencias
generadoras polinomiales; para los cuales se construyeron algoritmos implementados en el
programa computacional SAGE. Por otro lado se estudian dos representaciones gréficas co-
mo son: el diagrama de estado y el diagrama enrejado y cémo codificar una secuencia de
informacion a partir de estas.

En este trabajo se muestra que es posible definir el concepto de codigo convolucional
dual y se muestra como obtener la matriz de control de paridad mediante la forma de Smith
de una matriz generadora polinomial del c6digo convolucional dado. Finalmente, se presenta
el estado del arte acerca de la estructura algebraica de los cdédigos convolucionales ciclicos
tomando como referencia principal el articulo “On Cyclic Convolutional Codes” de Heide
Gluesing-Luerssen y Wiland Schmale [9], mostrando como SAGE puede ser una herramienta
util para conseguir resultados en proyectos de investigacion futuros.

Este trabajo de investigacion se divide en tres capitulos y contiene un apéndice en el cual
se exponen los algoritmos con una implementacion en el programa computacional SAGE que
se usan en el desarrollo de este documento para facilitar algunos calculos. En el Capitulo 1
se presentan algunos conceptos basicos de Cédigos Lineales y Teoria de Mdédulos necesarios
para el desarrollo de los temas de los capitulos siguientes, asi como también la definicion de
forma de Smith de una matriz polinomial y un método para determinarla, y el concepto de
anillo de polinomios torcido que es fundamental en el desarrollo del Capitulo 3.

El segundo capitulo contiene inicialmente la notaciéon para elementos en un cédigo con-
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volucional, su definiciéon formal y la matriz generadora del mismo, se presentan diferentes
representaciones para el codificador convolucional y la operacion convolucional como son:
codificador fisico, secuencias generadoras discretas, matriz generadora discreta semi-infinita,
generadores polinomiales, matriz generadora polinomial y dos representaciones graficas; se
expone un algoritmo de decodificacion grafico conocido como el algoritmo de Viterbi y para
finalizar la definicién de codigo convolucional dual y un método para determinar la matriz
de control de paridad a partir de una matriz generadora polinomial dada.

En el ultimo capitulo se exponen las bases para el estudio de los c6digos convoluciona-
les ciclicos, algunas implementaciones en SAGE que son Tutiles para determinar una matriz

generadora de un codigo convolucional o-ciclico y cierta relacién con los nimeros de Midy.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo con el fin de facilitar la comprension de los temas a tratar en los demés
capitulos, se presenta una serie de nociones y resultados basicos de codigos lineales y teoria de
modulos, asi como también el concepto de forma normal de Smith de una matriz polinomial

y la definiciéon formal de anillo de polinomios torcido.

1.1. Codigos Lineales

En esta seccion se presentan algunos de los conceptos basicos de codigos de bloque,
codigos lineales y codigos lineales ciclicos que pueden darse también en el contexto de los
codigos convolucionales como se vera en el desarrollo de los Capitulos 2 y 3.

Un conjunto finito A = {ay,as,...,a,} se denomina alfabeto, los elementos de A se
llaman simbolos, una sucesion de n simbolos se denomina una n-upla o palabra de longitud
n sobre A. Sea A" el conjunto de todas las n-uplas sobre A, asi cualquier subconjunto no
vacio C' de A™ es un cadigo de bloque g-ario. Cada elemento en C' se llama palabra cidigo y
si C' contiene M elementos, entonces se dice que el codigo C' tiene longitud n y tamano M
o simplemente que C' es un (n, M)-coédigo. Si C' no es de bloque entonces C' se denomina
codigo de longitud variable.

Un ejemplo de codigo de longitud variable es el codigo C' sobre el alfabeto A = {0, 1}
definido por C' = {(0),(1,0),(1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1,1)}.

Usualmente, A se toma como el campo finito F,, donde g es una potencia de un primo. Asi,



2 Preliminares

cuando el alfabeto es Fy, F3 6 Fy, se dice que C' es un cddigo binario, ternario o cuaternario,

respectivamente.
Ejemplo 1.1. Los siguientes son codigos de bloque
i) ¢1 =1{(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} sobre Fy es un (4,4)-codigo binario.

i) Cy ={(2,1,0),(1,2,0),(1,2,2),(2,1,1)} sobre F3 es un (3,4)-codigo ternario.

La capacidad de detectar o corregir errores de un cédigo viene dada en términos de la

distancia minima, la cual se define a partir de la distancia de Hamming.

Definiciéon 1.1.
La distancia de Hamming entre n-uplas es el nimero de componentes en que difieren,
dv,v") = #{i : v; # v}}. La distancia minima de un cdédigo es la menor distancia de

Hamming entre las palabras del codigo,

d(C) = min{d(z,y)}.

z,yeC

Un (n, M)-codigo de bloque con distancia minima d es un (n, M, d)-coédigo. Es bien
conocido que un codigo C' con distancia minima d, puede detectar (d — 1) errores y corregir

| (d —1)/2] errores.

Ejemplo 1.2.
Se denotan las palabras del codigo C; del ejemplo 1.1, como ¢y = (0,0,0,0), ¢; = (1,0,1,0),
e =(0,1,0,1) y 3 = (1,1, 1, 1).

Las distancias de Hamming son:
d(CQ, Cl) = d(CO, C2) = d(Cl, Cg) = d(CQ, Cg) =2 y d(Co, Cg) = d(Cl, CQ) =4,

Luego la distancia minima de C} es 2, esto es ('} es un (4, 4, 2)-codigo. El cual puede detectar

3 errores y corregir 1 error.

Observacion 1.1. El concepto de distancia de Hamming se utiliza en el proceso de deco-

dificacion. Sea C' un cédigo, supéngase que palabras codigo son enviadas sobre un canal de
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comunicacion. Si x es una palabra recibida, la decodificacion por distancia minima decodifica

T a ¢, si d(z,¢,) es minima entre todas las palabras codigo, es decir
d(x,c;) = min{d(z,c),c € C}.

Ejemplo 1.3.
Para el codigo C' = {(0,1,1,0,1),(0,0,0,1,1),(1,0,1,1,0), (1,1,0,0,0)}. Se usa la decodifi-
cacion por distancia minima para decodificar la palabra recibida (0,1, 1,1, 1).

Se calcula las distancias:
d((0,1,1,1,1),(0,1,1,0,1)) = 1,

d((0,1,1,1,1),(0,0,0,1,1)) = 2,
d((0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0)) = 3,
d((0,1,1,1,1),(1,1,0,0,0)) = 4.
Se decodifica (0,1,1,1,1) como la palabra codigo (0,1,1,0,1).

Definiciéon 1.2.
El peso de Hamming de una palabra x en Fy es el nimero de sus componentes no nulas,
wt(x) = #{i : ; # 0}. El peso minimo de Hamming de C, denotado por wt(C') es el minimo

de los pesos de todas las palabras no nulas de C. Es decir,
wt(C) = min{wt(c) : ¢ € C,c # 0}.

Ejemplo 1.4.
Nuevamente se considera el codigo C; del ejemplo 1.1 y las palabras de este como se deno-
taron en el ejemplo 1.2. Luego, los pesos de Hamming de las palabras no nulas del codigo

Ch son: wt(cy) = 2, wt(cg) = 2 y wi(cz) = 4. Por tanto el peso minimo de C es wt(C) = 2.

Definiciéon 1.3.
Un cdodigo lineal g-ario C' de longitud n es un subespacio vectorial de Fy de dimension k.
En este caso se dice que C' es un [n, k]-cddigo. Ademds, una matriz generadora de C' es una

matriz G € IF’;X” cuyas filas forman un base para C.
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Cabe notar que la matriz generadora siempre existe y es de rango k, por tal motivo un
codigo lineal se puede ver también como la imagen de la transformacion lineal inyectiva
P ]F’; — [} definida por ¢(u) = uG para todo u € ]F’; y G una matriz generadora. Esta

transformacion representa la codificacion.

Ejemplo 1.5.
Si se consideran los codigos C7 y Cy del ejemplo 1.1. Se puede ver que el codigo C; es
un codigo lineal ya que cumple la condicién de ser cerrado bajo la suma de sus elementos
condicién que es necesaria para ser subespacio vectorial, la cual ademas es suficiente para el
caso de los subespacios sobre Fy pues los escalares son 0 y 1. Pero el codigo Cs no es lineal
dado que el elemento (0,0,0) = (2,1,0) + (1,2,0) & Cs.

El codigo lineal C) tiene a lo mas dos elementos linealmente independientes (L.I), por
ejemplo (1,0,1,0) y (0,1,0,1) son L.I., pero también lo son (0,1,0,1) y (1,1,1,1). Asi que

matrices generadoras para el codigo C; son:

1010 0101
Gl — O G2 =
0101 1111

En general, determinar la distancia minima de un (n, M)-codigo de bloque arbitrario,
es una tarea que puede llevar mucho tiempo, dado que es necesario calcular (Aj ) distancias
de Hamming. Pero, para un [n, k]-codigo lineal sobre I, este calculo se simplifica conside-
rablemente, ya que la distancia minima satisface la siguiente igualdad, ver [16, Teorema
4.3.8]

d(C) = min {d(z,y)} = min{w(c)} = wt(C).

por lo cual solo se requiere calcular M — 1 pesos posibles donde M = ¢* es el tamaio de C.

Ejemplo 1.6.
Para determinar la distancia minima del c6digo lineal C'; en lugar de calcular las 6 distancias
que se calcularon en el ejemplo 1.2, basta con calcular los 3 pesos posibles que se calcularon

en el ejemplo 1.4.

Un [n, k]-codigo lineal C' por ser un subespacio vectorial, tiene asociado un subespacio
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vectorial denominado el dual C*, el cual también es un codigo lineal y se define a continua-

cion

Definicioén 1.4.

Sea C' un |n, k]-cddigo lineal. El conjunto
Ct={z eF,:x-c=0 para todo c € C}.
es el codigo dual de C'.

De esta manera el cddigo dual de un codigo lineal, se define como el complemento
ortogonal del codigo lineal C. Ademas, se puede probar que C' @ C*+ = Fy.

Dado que C* es un codigo lineal, este tiene una matriz generadora H mediante la cual
se define la matriz de control de paridad de C. Asi, una matriz de control de paridad de
C es una matriz generadora de C*, tal matriz siempre existe y es de dimensién n — k x n.
Ademas, si G es una matriz generadora de C' se satisface que GHT = 0, lo cual implica que

para todo c € C, cHT = 0.

Ejemplo 1.7.

Determinar el codigo dual C*+ del codigo lineal binario
¢ ={(0,0,0,0,0),(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1)}.

Una base para C' es {(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)}. De ahi que una matriz generadora para C

es

10110
G =
01011
Ahora, se calcula una base para el espacio nulo del sistema x G = 0, con X = (x1, T2, T3, T4, T5)

en . El generado por estos elementos por definicion es el codigo dual de C

XGT:<£L’1 To T3 X4 .1'5)' 10 =($1+x3+a¢4 $2+$4+$5):<0 0)
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Asf una base para C* es {(1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0),(0,1,0,0,1)} por lo tanto

c+ ={(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,1,0,1,0),(0,1,0,0, 1),

(0,0,1,1,1),(1,1,1,0,1),(0,1,1,1,0),(1,1,0,1,1)}.
Una matriz de control de paridad de C' es

10100
H=111010
01001

Usando la matriz de control de paridad, David Slepian en 1960 dio un método general

de decodificacion para codigos lineales [27], del cual se puede encontrar mayor informacion

en [16, Sec. 4.8].

Definiciéon 1.5.
Sea C' un [n, k]-cddigo con matriz de paridad H. Siv € Fy, el sindrome de v se define por

s(v) = sy(v) = vHT.

En particular para cada e € I todos los elementos del conjunto e+ C' = {e+c:ceC}

tienen el mismo sindrome, pues por linealidad
(e+c)H' =eH" + cH" = eH” paratodo ce€C

La decodificacion por sindromes, que asigna a cada sindrome el vector de peso minimo en el
conjunto e+ C' correspondiente llamado lider, permitira decodificar cualquier palabra codigo

enviada segun la capacidad de deteccion y correcciéon de errores.

Ejemplo 1.8.
Considere el codigo C' del ejemplo 1.7. Suponga que se recibi6 la palabra x = (1,1,0,1,1).

Se usa la matriz de control de paridad

1 0100
H=111010
01001

para decodificar la palabra recibida.
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Primero se calculan los conjuntos e + C":
Co = (0,0,0,0,0) + C ={(0,0,0,0,0),(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1),(1,1,1,0,1)}

¢y = (0,0,0,0,1) + C = {(0,0,0,0,1),(1,0,1,1,1), (0,1,0,1,0), (1,1,1,0,0)}
Cy = (0,0,0,1,0) + C = {(0,0,0,1,0),(1,0,1,0,0), (0,1,0,0,1), (1,1,1,1, 1)}
Cs = (0,0,1,0,0) + C = {(0,0,1,0,0), (1,0,0,1,0), (0,1,1,1,1), (1,1,0,0, 1)}
Cy = (0,1,0,0,0) + C = {(0,1,0,0,0), (1,1,1,1,0), (0,0,0,1,1), (1,0,1,0, 1)}
Cs = (1,0,0,0,0) + C = {(1,0,0,0,0), (0,0,1,1,0),(1,1,0,1,1), (0,1,1,0,1)}
Cs = (0,0,1,0,1) + C = {(0,0,1,0,1),(1,0,0,1,1), (0,1,1,1,0), (1,1,0,0,0)}
C- = (0,1,1,0,0) + C = {(0,0,0,0,0), (1,1,0,1,0), (0,0,1,1,1), (1,0,0,0, 1)}

Como, s(z) = xH' = (1,0,1) y el sindrome de los elementos de C5 es el mismo, ademés
la palabra de peso minimo en C5 es (1,0,0,0,0). Por tanto la palabra x se decodifica como

c=x+(1,0,0,0,0) = (1,1,0,1,1) + (1,0,0,0,0) = (0,1,0,1,1).

Una clase importante de codigos lineales son los codigos ciclicos, para los cuales su
estructura matematica facilita los procesos de codificacion y decodificacién. Ademés, un
codigo ciclico de longitud n es determinado totalmente por un polinomio de grado menor

que n, denominado polinomio generador.

Definiciéon 1.6.

Un codigo lineal C C Ky es ciclico si
CoC1 -+ Cp_oCpn_1 € C' implica ¢,_1coc1 -+ Cpho € C.

Es decir, segiin esta definicién, un codigo lineal C' es ciclico si es cerrado bajo el despla-

zamiento ciclico de las letras que componen cada palabra.

Ejemplo 1.9.
Sean C3 = {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y Cy = {(0,0,0),(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}
[3, 4]-codigos lineales sobre Fy. El codigo C5 es ciclico, pero Cy no lo es pues la palabra

(1,1,0) ¢ C, y esta se obtiene de la palabra codigo (1,0,1) luego de un desplazamiento
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ciclico.

Ahora se presenta una forma de caracterizar un codigo ciclico, que permite ver la estruc-

tura algebraica que estos poseen. Si C' es un c6digo lineal sobre [y, entonces a cada palabra

Fq[z]
(zn—1)

codigo ¢ = (g, c1,...,cn1) € C, se le asocia un polinomio en el anillo cociente R,, =

de las clases residuales de F,[z] modulo 2™ — 1 de la siguiente manera,

¢: Fy — R,
c — o¢lc)=lco+crx+--+cpa™ .

donde ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales de C' sobre el subespacio ¢(C) de R,,.
Ademas, se puede probar que C' es un codigo ciclico, si y solo si, ¢(C) es un ideal del anillo
cociente R,. En consecuencia estudiar codigos ciclicos es equivalente a estudiar ideales del
anillo R, con la particularidad de que R,, es un dominio de ideales principales.

Luego para todo ideal no cero I de R, existe un tnico polinomio moénico de grado

minimal que lo genera. El tinico polinomio ménico se denomina el polinomio generador de

mn

»» el polinomio generador de ¢(C') es llamado también

I. Para un codigo ciclico C' sobre F
el polinomio generador de C'. Esto evidencia una ventaja ya que los cddigos ciclicos, pueden
ser determinados completamente mediante un polinomio de grado menor que n, donde n es
la longitud del codigo.

Sin embargo, un codigo ciclico C' puede ser generado por otros polinomios distintos al
polinomio generador. Por lo tanto, se adopta la notacion C' = ({p(z))) que significa que C
es el ideal generado por p(z) y que p(z) es el polinomio generador de C.

Existen dos maneras de codificar mensajes utilizando codigos ciclicos. Una de ellas es
dado C' = ((g(z))) un [n,n — r]-codigo ciclico, con grad(g(z)) = r. Se puede codificar el
mensaje g-ario r(x) de longitud n — r, de la siguiente forma c(z) = r(z)g(x).

Sea g(z) el polinomio generador de un [n,n — r]-codigo ciclico C'. Se puede probar que
g(x) divide a 2™ — 1 en R, luego 2™ — 1 = g(x)h(x) donde h(z) € F,[x] es un polinomio de
grado n — r. El polinomio A(x) se denomina el polinomio de control de C.

Sea h(z) = ¥¥ ja;z" un polinomio de grado k sobre F, se define el polinomio reciproco
hgr(x) como

hr(z) = 2"h(1/2) = BF_jap_;2".
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Si L es un codigo ciclico, entonces el codigo dual Lt es también un codigo ciclico el cual
es generado por hy 'hr(r) donde hy es el término independiente del polinomio de control de

Ly hg(x) su polinomio reciproco.

1.2. Forma de Smith de una matriz polinomial

A continuacién se introducen dos matrices cuadradas invertibles con entradas en F[z],
que se denominan elementales con ellas se realizan operaciones elementales, las cuales son el
producto del efecto de multiplicar a izquierda o a derecha por estas matrices.

Sean p(z) € Fy[z] y e;; una matriz cuadrada con 1 en la posicion (7,7) y 0 en las demas
posiciones. Luego, P;; = 1 — e; — €j; + €;; + €j; es la matriz elemental invertible por medio
de la cual se realiza la permutaciéon de filas ¢ y j o las columnas ¢ y j dependiendo de si
multiplica a la izquierda o derecha de una matriz. Es claro que R;l = P;.

Ahora se considera la matriz T;;(p(z)) = 1 + p(2)e;;, la cual es invertible dado que

Tij(p(2))Tij(=p(2)) = (1 + p(2)e;;) (1 — p(2)e;;) = 1.

Esta matriz lleva a cabo la adicion de los elementos de la i-ésima fila (i-ésima columna)
multiplicados por p(z) a los elementos de la j-ésima fila (j-ésima columna) si la multiplicacion
se realiza a izquierda (derecha) de una matriz.

A continuacion, se presenta la descomposicion en factores invariantes de una matriz que

se basa en el siguiente resultado algebraico, ver [13, p. 181].

Teorema 1.1. (Forma de Smith)
Sea G(z) una matriz polinomial con entradas en F,[z] de tamano k x n, con k < n de rango

r. Entonces G(z) puede escribirse de la siguiente manera
G(z) = A(2)I'(2)B(z), (1.1)

donde A(z) y B(z) son matrices polinomiales invertibles con entradas en F,[z] de tama-
no k x k y n x n respectivamente y I'(z) es una matriz diagonal de tamano k X n cuyos
elementos no nulos v;(z) € Fylz] con 1 < i <r satisfacen que v;(2) | viy1(2), dicha matriz

['(z) se denomina la forma de Smith de G(z2) y la expresion en la ecuacion (1.1) se llama
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descomposicion en factores invariantes de G(z).
Ademds, si Ai(z) € Fylz] es el mdzimo comun divisor de los i x i menores de G(z),

entonces v;(z) = Ai(2)/A;i—1(2) para 1 <i <71 y Ao(z) = 1 por convencion.

Demostracion.
Si G(z) = 0, no hay nada que probar. Asi se asume que G(z) # 0.

Sea ¢;;(z) un elemento no nulo de G(z) con gr(g;;(z)) minimal. Por medio transforma-
ciones elementales por fila y columna, se lleva dicho elemento a la posicion (1, 1). Supongase
ahora que esta alli. Sean aij(z) con 1 <1< kyl<j <nlos elementos de esta nueva
matriz. Para j > 1, se divide un elemento de la primera fila ay;(2) por a;1(z), entonces se

tiene que

a15(2) = a11(2)Bj(2) + Bi;(z), donde gr(Bi;(z)) < gr(an(z)).

Ahora, se suma la primera columna multiplicada por —f;(z) a la j-ésima columna. Esta
operacion elemental reemplaza oq;(2) por 51(z). Si 51;(2) # 0 se obtiene una matriz equi-
valente para la cual se ha reducido el grado minimo de una entrada no nula. Se repite el

procedimiento original a esta nueva matriz. Del mismo modo, si

aji(z) = an1(2)Bj(2) + Bji(2), donde gr(Bj:(2)) < gr(an(z)),

entonces por medio de operaciones elementales por fila del mismo tipo del caso anterior,
permiten obtener una matriz para la cual se reduce el grado minimo de las entradas no cero
de la primera columna. Dado que el grado es siempre un entero no negativo en un nimero
finito de aplicaciones de este proceso se obtiene una matriz equivalente G'(z) = (5;;(2)) en
la cual fy1(2) tiene grado minimal y 811 | Bi; ¥y B | Ba para todo @ > 1y todo j > 1.
Entonces por medio de transformaciones elementales en las filas y columnas se obtiene una

matriz equivalente de la forma

611(2) 0 0
0
G//(Z)

Sea 71(z) = P11(2). A continuacion se demuestra que 7(z) divide a todos los elementos

en G"(z) = (0;;(2)). Suponga que v;(2) 1 d;;(2), entonces se suma la j-ésima columna a la
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primera obteniendo una nueva columna. Repetir el primer proceso proporciona un elemento
en la posicion (1,1) con menor grado que [311(2), lo cual es una contradiccion.
Luego, repitiendo el procedimiento inicial a la sub-matriz G”(z) se obtiene una matriz

equivalente de la forma

Bu(z) 0 0 - 0
0 6u(2) 0 -+ 0
0 0

G"(2)
0 0

Asi v5(2) = 6011(2), si se procede como antes en un ndmero finito de pasos se obtiene la
matriz diagonal I'(z) cuyos elementos no nulos satisfacen que v;(z) | 7i41(2).

Ahora, se prueba que A; no se afecta por operaciones elementales de fila o columna
en G(z). Sea A(z) = (a;;(2)) de tamano b x b con entradas en F,[z] cualquier producto
de operaciones elementales de fila. La entrada (7,7) de A(2)G(z) es D>, aix(2)gr;(2). Esto
prueba que las filas de A(z)G(z) son combinacion lineal de de las filas de G(z). Por lo tanto,
los i x ¢ menores de A(z)G(z) son combinacion lineal de los ¢ x ¢ menores de G(z). Asi, el
méximo comun divisor de todos los ¢ x ¢ menores de G(z) es un divisor del méximo comin
divisor de todos los ¢ x i menores de A(z)G(z). Dado que el determinante de A(z) es 1
esta es invertible, A71(2) existe y es una matriz polinomial de tamatio b x b. Repitiendo
el argumento anterior para la matriz A~'(2)(A(2)G(z)) se garantiza que el maximo comin
divisor de todos los i x i menores de A(z)G(z) son un divisor de todos los ¢ x i menores de
A71(2)(A(2)G(2)) = G(z). Por lo tanto, el méximo comin divisor de todos los menores de
G(z) y de A(z)G(z) son el mismo. Asi A;(z) es invariante bajo operaciones elementales de
fila. Con un argumento analogo, se puede probar que A;(z) es invariante bajo operaciones
elementales por columna.

La forma de I'(z) muestra que
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Luego, si Ag(z) = 1 se tiene que

Ay(2) )
(2) = , para 1 <7 < 7.
(%) A P
La unicidad de los A;(z) implica la unicidad de los 7;(z) para todo i. O

Ejemplo 1.10.

Determinar la forma de Smith de la matriz polinomial binaria

1+2z =z 1

22 1 14 z+ 22

y su descomposicion en factores invariantes G(z) = A(z)['(z) B(2).
Para determinar la forma de Smith de la matriz G(z) se procede como en la demostracion
del Teorema 1.1, asi primero se debe ubicar en la posicion (1,1) un elemento de grado

minimal; para ello se permutan las columnas 1y 3 asi

1 z 14z
G(Z)P13:
142+22 1 22

Luego, para hacer 0 los elemenetos en las posiciones (1,2) y (1, 3) se realizan operaciones

del tipo 7Tj; como sigue

1 0 0
(G(Z)Plg)Tlg(Z)Tlg(l + Z) =
1+z+22 142z+22+2° 1422428
A continuacion se hace 0 la posicion (2, 1), para ello basta con multiplicar por la izquierda

la matriz anterior por Ty (1 + z + 2%) y se tiene

1 0 0
T21(1 +z+ 22)(G(Z)P13T12(2)T13(1 + Z)) = = G/(Z>
0 1+z+22+2% 1422428

Siguiendo la técnica de la prueba se divide 1 + 22 4+ 23 por 1 + 2 + 22 + 23 obteniendo
1+ 224+ 28 =14+ 2+22+2%1 + 2,

de lo cual se sigue que se debe sumar la columna 2 a la 3 de la matriz G'(z) para obtener
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) 1 0 0
G (Z)ng(]_) =
0 1+z+22+2 2
Ahora, en la matriz obtenida en el paso anterior se permutan las columnas 2 y 3 y se

tiene

/ 10 0
(G'(2)T23(1)) Pog =
0 2 1+z+22+28

Ahora se debe dividir 1 + z + 22 + 23 por z esto es
I+z+22 422 =2(1+2+2%) +1.

Luego, se multiplica la columna 2 por 1+ z + 22 y se le suma a la columna 3, asi

(G/( )ng( >P23)T23(1 + 2z + 22) =

Nuevamente es necesario intercambiar las columnas 2 y 3 como sigue

, , 100
(G'(2)T3(1) PasTas(1 + 2 + 27)) Paz =
01 =
Luego se divide z por 1 obteniendo que z = 1(2) + 0, asf finalmente a la columna 3 se le

suma 2z veces la columna 2, esto es

1 00
(G/( )ng( )P23T23(1 +z+ Z2>P23)T23(2) = = F(Z)
010

El proceso termina dado que la matriz G(z) tiene rango 2 y de su forma de Smith se
tiene que los factores invariantes son todos iguales a 1.

Finalmente para obtener la descomposicion de la matriz G(z), basta con rastrear hacia
atras las matrices elementales usadas en el proceso para obtener I'(z) y multiplicar esta por

sus inversas como sigue

G(2) = Ty (1 4 2 + 22)1(2)(Tas(2) PasTas(1 + 2 + 2%) PosTos (1) Tis(1 + 2)Tha(2) Pi3)
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De lo cual se concluye que

1 0
Az) =Tor(1 + 2+ 2%) =
1+2+2% 1

B(Z) = TQS(Z)P23T23(1 + z + 22)P23T23(1)T13(]_ + Z)Tlg(Z)Plg,
1+2 z 1
= [1+224+2% 1+2+2242% 0

2+ 22 14+ 24 22 0

Por lo tanto, se tiene que la siguiente descomposicion de la matriz G(z)

142 Z 1
1 0 1 00

G(z) = 1+2242% 14+24+22+2% 0
1+2z+4+2%2 1 010

z + 22 14 2+ 22 0

1.3. Mobdulos

En esta seccion se presentan algunos conceptos y propiedades basicas de la teoria de
modulos, puesto que se usan a lo largo del documento y son necesarios principalmente en el

Capitulo 3.

Definiciéon 1.7. (R-mddulo)
Sea R un anillo. Un grupo abeliano M escrito aditivamente, se denomina un R-mddulo

1zquierdo si para cada a € R y cada m € M se tiene que un producto am € M tal que:
i) (a+b)m=am+bm
i) a(my +ms) = amy + ams
iii) a(bm) = (ab)m

w) 1m =m para todo a,b € R y m,my,my € M.
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Anélogamente, se define R-mo6dulo a derecha, considerando la multiplicacién de elemen-

tos de M por elementos de R al lado derecho. Ahora se presenta la definicon de R-submodulo.

Definiciéon 1.8. (R-submddulo)
Sea M un mddulo sobre un anillo R. Un subconjunto no vacio N C M se llama un

R-submaodulo de M si se cumplen las siguientes condiciones:
i) Para todo x,y € N se tiene que x +y € N.
it) Para todor € R y todo n € N se cumple que rn € N.

A continuacién, se presentan las definiciones basicas para extender la nocién de base de

un espacio vectorial, para el caso de un médulo definido sobre un anillo.

Definicion 1.9. (Conjunto generador)
Un congunto S = {s;}ier de elementos de un R-mddulo M es un conjunto de generadores
de M si M = RS; es decir, si todo elemento de M puede escribirse como una combinacion

lineal finita de elementos de S con coeficientes en R.

Definiciéon 1.10. (Independencia lineal)

Un conjunto S = {s;}ier de elementos de un R-mdodulo M es linealmente independiente
o simplemente R-libre si, para cualquier combinacion lineal finita de elemento en S con
coeficientes en R

TiySiy + TiySip + -+ + 13,8, =0,

implica que Ty, =714 =+ =1;, =0

Definicion 1.11. (Base o R-base)
Un conjunto S = {s;}ics de elementos de un R-médulo M es una base de M sobre R o una

R-base si, S es un conjunto de generadores linealmente independientes.

Definiciéon 1.12. (R-mddulo libre)

Un R-mdodulo M es libre si este tiene una base.

El siguiente teorema es fundamental en la prueba de la Proposicion 3.1.
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Teorema 1.2.
Sean R un dominio de ideales principales, F' un R-mddulo libre de dimension finita y M un

submodulo de F. Entonces M es libre y su dimension es menor o igual que la dimension de

F.

Demostracion.

Sean {x1,x, - ,x,} una base de F'y M, la interseccion de M con (xy,--- ,x,) el modulo
generado por xy,- -« , x,.

Entonces M; = M N (xq) es un modulo de (x;) y es del tipo (ayz1) para algiun a; € R.
Asi, M, es cero o libre de dimensién 1.

Ahora como hipétesis de inducciéon se asume que M, es libre de dimensiéon menor o igual
que .

Sea .7 el conjunto que consiste de todos los elementos a € R tales que existe un elemento

x € M que puede escribirse en la forma
x=0bxy+ -+ bx,+axr, 1 conb; €R.

Luego 7 es un ideal de R y es principal, generado por un elemento a, .
Si a,41 =0, entonces M, 1 = M, y termina el paso inductivo.

Sia.iq # 0, seaw € M, tal que el coeficiente de w con respecto a x,41 €s a,1, esto es
w=d1x1 + doxy + -+ - + dp Ty + Apyp1 241
Sea x € M, entonces
xr=bxy +byro+ -+ bz + b 17,01 conb; € R,

pero M,y = M N {(xy, - Tpy1) luego © € M y b,y € &7 es decir, existe ¢ € R tal que

br11 = ca,y1, de ahi que
Tr = bll'l + bg&?g + -+ brill'r + CQyi1Tr41;
y se tiene

r—cw = c1xy + cxs + - - - + ¢ + 0x,py g con ¢; = b; — cd; € R,
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Asi, x — cw € M,.. Luego todo x € M, se puede escribir como
T =T + o + - + ¢, + cw para algin ¢ € R,

esto es M,..1 = M, + (w).

Ahora, suponga que M, N (w) # (0). Sea z € M, N (w) entonces
z=bixy +byro+ -+ bz, vy z=g(dx;+ - +dx, +a,17.41) con g#0€R.

Luego 0 = ¢y + coxg + - -+ + ¢ + gar117,41 con ¢; = b; — gd;, lo cual contradice que
{x1,29, -+ , 2,41} es un conjunto linealmente independiente ya que ga,.; # 0. Por lo tanto
M, N (w) = (0).

Asi, M, ;1 se puede escribir como una suma directa de M, y (w), lo cual garantiza que

M, 14 es libre de dimensiéon menor o igual que r + 1. O

Definicion 1.13. (Suma directa)
Sean R un anillo, M un R-mddulo izquierdo y Ny, Na, ..., Ny R-submddulos izquierdos de
M. Entonces M es la suma directa de los submddulos M; que se denota M = ®F_| N;, si las

siguientes condiciones se cumplen:
i) M =Ny + Ny+ -+ Ny.
i) Para todo 1 <i <k, N;N(D_,,; N;) ={0}

Definicion 1.14. (Sumando directo)
Un submddulo N de un R-mddulo M es un sumando directo de M si existe otro mddulo N’

tal que M = N & N'.

Los Lemas 1.1 y 1.2 sobre sumandos directos que se presentan a continuacion, se requieren

para garantizar la veracidad de la Proposicion 3.2.

Lema 1.1. Sean R un anillo, M un R-mddulo izquierdo y Ny, N, ..., N R-submddulos

1zquierdos de M. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) M=N,®N; ®---® N



18

Preliminares

ii) Todo elemento m € M puede escribirse de forma unica como

m=mny+ns+---+n, conn; € N;;,1<i<k

Demostracion.
i) = 1i) Suponga que M es suma directa de los R-submodulos izquierdos Ny, Na, ..., Ni; luego
para cada m € M existen ny,ng,...,np con n; € N; para 1 < ¢ < k tales que

i) = 1)

m = ny + ng + - - - + ng. Ahora, suponga que esta representacion no es tnica, es decir

m=mn)+nh,+---+mn) conn, € N; para 1 <i <k de ahi que
ny+ng+ ot ng=n +ny 4+ 0.
Luego,
ng— My =ng — N+ Ny — NG+ -+ Ny — Ny Nyt — Ny g + -+ 0y — 1y,

conn;—n; € Ny y ni—nj+ng—nyt- 401 —ni_y+nip—nj g+ Hng—ny € 30,5 Ny,
y de la Definicién 1.13 se tiene que N; N (3_,; N;) = {0}, asi n; —nj = 0. Por lo tanto

n; = n; para todo 1 <i < k.

Suponga que para cada m € M se puede escribir de forma tnica como
m=mny+ng+---+n,conn; €N;, paral <1< k.

De la hipotesis se tiene que M = N; 4+ No + --- + Ni. Se prueba a continuacién que
Ni (3.2 N;) = {0}. Para ello suponga que existe € N; N (3_,; IV;), entonces
r=x+0,conz€N;y0€  Njtambiénz =0+zcon0€ N; yx €} ;N

asi dado que la representacion de x € M es tnica se tiene que x = 0. O

Lema 1.2.

Sea R un anillo. Sean M un R-mddulo izquierdo y N un R-submddulo de M. Entonces N

es un sumando directo de M si y solo si existe una funcion m: M — N que es R-lineal y la

identidad en N.

Demostracion.

Si N es un sumando directo de M, entonces existe un R-submodulo N’ tal que M = N @ N'.
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Luego cualquier m € M puede expresarse de forma tnica como m = n+n’ para alginn € N
y n' € N'. Ahora sea m : M — N definida por m(m) = n donde n es el elemento tnico de
N en la representacion de m. Ahora sean my,my € M y r € R, entonces m(m; + msg) =
7((n1+n2)+(n)+nh)) = ni+ne = m(my)+7m(ma) y w(rmy) = n(rny+rnf) = rng = re(my).
Asi m es R-lineal y es la funcion identidad en V.

Reciprocamente, sean m € M, n = w(m) y n’ = m—nluego w(n') = 7(m—n) = 0. Sea N’
el kernel de 7, entonces n’ € N’. Ahora parar € R, n(rn’) = n(rm—rn) = w(rm) —n(rn) =
r(m(m) — m(n)) = 0 lo cual implica que rn’ € N’. Asi N’ es un R-modulo izquierdo de M.

Dado que M = N + N"y NN N’ =0 se tiene que N es un sumando directo de M. n

La Definicion 1.15 y el Teorema 1.3 son necesarios en la Secciéon 3.2 para la demostracion

de la Proposicion 3.6.

Definiciéon 1.15. (A Invariante)
Un subespacion R' C R se denomina invariante con respecto al operador A o A invariante
si AR’ C R'; es decir, si x € R' implica Az € R'. En otras palabras, el operador A lleva un

vector del subespacio R' en otro vector del mismo subespacio.

Teorema 1.3. (Teorema de Descomposicion de un Espacio en Subespacios Invariantes)
Sean E un k-espacio vectorial, A un operador de E. Si el polinomio minimal p(\) se
descompone como producto de dos polinomios ménicos coprimos () y 2(X); es decir,
P(A) = P1(N)h2(N). Entonces, E se descompone en suma directa de subespacios invariantes
por A

E = ker 1 (A) @ ker ¢5(A),

con kerp;(A) = {z € E : ¢;(A)x = 0} para i = 1,2. Ademds, el polinomio minimal de
ker ¢;(A) es ¥;(\) para i =1,2.

Demostracion. Ver |7, p.179| O



20 Preliminares

1.4. Anillos de polinomios torcidos

En esta seccion se presentan los requisitos para que un anillo S sea un anillo de polinomios
torcido! en una indeterminada x sobre algtin anillo R. Si se quiere que los coeficientes
de los polinomios estén a la izquierda, entonces los elementos de S deben tener la forma
ro +rix+---+r,x" paran € ZT y r; € R. Para que los coeficientes y grados estén bien
definidos, se requiere que dos polinomios sean iguales solo si sus coeficientes coinciden. Esto
significa que hasta ahora se pide que S sea un R-moédulo izquierdo con base {1, z, 2%, 23,... }.

Ademés, un requisito basico que se pide es que la multiplicacién de polinomios debe
respetar grados en la medida de lo posible; en particular el grado de un producto de po-
linomios no debe ser mayor que la suma de los grados de los factores. Para satisfacer este
requisito, es suficiente asumir que, para cada r € R el producto xr pueda escribirse con
coeficientes a la izquierda y tenga grado a lo mas 1. En otras palabras xzr = r’x + r” para
algunos 7', r"” € R. Dado que se supone que los coeficientes de un polinomio son tnicos 7’
y r”" deben depender tnicamente de r. Por lo tanto, deben existir funciones o, 6 : R — R
tales que zr = a(r)x + 6(r)para todo r € R. Ahora, por el hecho de estar trabajando en un
anillo cabe preguntar ;qué propiedades se imponen a v y 67

La ley distributiva requiere que xz(r+s) = xr+xzs para todo r, s € R, de donde se deduce
que o y ¢ deben ser funciones aditivas. Dado que z1 = z, se tiene que a(1) =1y 6(1) = 0.

La ley asociativa requiere que z(rs) = (xr)s para todo r, s € R, por lo cual
a(rs)z+(rs) = (a(r)z+5(r))s = a(r)(a(s)z + d(s)) + d(r)s.

Por lo tanto, se tiene «a(rs) = a(r)a(s) y d(rs) = a(r)i(s) + 6(r)s para r,s € R. En
particular, o debe ser un endomorfismo en el anillo R. La funcién § es similar a una derivacién
excepto por la apariciéon de « y esta se denomina una derivacion torcida® con respecto a «

o simplemente una a-derivacion.

Definicién 1.16. (a-derivacion)
Sea o un endomorfismo en el anillo R. Una a-derivacion en R es cualquier funcion aditiva

d: R — R tal que 6(rs) = a(r)o(s) + (r)s para todo parr,s € R y 6(1) = 0.

'En inglés, Skew polynomials rings.
2En ingles, skew derivation.
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Observacion 1.2. Estrictamente hablando, se defini6 una a-derivacién izquierda, aunque
en este trabajo no seré necesario el concepto de a-derivacién derecha, esta se puede definir
como una funcion aditiva § : R — R tal que 6(rs) = 0(r)a(s) +rd(s) para todo par r,s € R
y 6(1) = 0.

En el caso de una derivacion ordinaria, no es necesario incluir la condicion §(1) = 0, pero
en la definicion de una a-derivacion si, ya que se deduce de la regla del producto torcido?.
Si « es la funcion identidad en R, entonces la a-derivacion § es precisamente una derivacion
ordinaria.

Lo anterior lleva a construir un anillo de polinomios torcido en el cual la multiplicaciéon

es afectada por un endomorfismo « de anillos y una a-derivacion 9.

Definicion 1.17. (Anillo de polinomios torcido sobre R)
Sea R un anillo, o un endomorfismo del anillo R y 0 una a-derivacion en R. Se denota

S = R[z;a, ] al conjunto tal que
a) S es un anillo, que contiene a R como subanillo.
b) x es un elemento de S.
c) S es un R-modulo libre izquierdo con base {1,z, 2%, ...}.
d) xr = a(r)z + §(r) para todo r € R.
El anillo S se denomina un anillo de polinomios torcido sobre R.

Observacion 1.3. Cabe aclarar que algunos autores prefieren que sus anillos de polinomios
torcidos tengan coeficientes a la derecha. Para lograr esto se inicia con un anillo R, o un
endomorfismo de R y ¢ una a-derivacion derecha en R. El correspondiente anillo de polino-
mios torcido es un R-modulo libre derecho con base {1, x,z?%, ...}, donde zr = za(r) + d(r)

para todo r € R.

Hasta el momento, la definicién dada es solamente una lista de condiciones, pero no se ha

probado que un anillo de la forma R[x; o, §] existe, ni que este sea tnico salvo isomorfismos.

3En inglés, skew product.
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Por otra parte, una vez descrita una regla de multiplicacion explicita para R|x; «,d], el
proceso para demostrar que este es un anillo no es el habitual de verificar los axiomas de
anillo; sino que se prueba la existencia de R[z;a, d] sin definir explicitamente la multiplica-
cion. Dicha prueba puede encontrarse en [10, Prop. 2.3]. En la Seccion 3.2 del Capitulo 3 se
trabaja con un tipo particular de estos anillos esto es el caso cuando la a-derivacion § = 0,
y en esta caso se tiene que R[z;«a,0] = R[z;al.

A partir del item d) de la Definiciéon 1.17 se puede determinar una formula general para
expresar z'r, para cualquier s € Ny r € R, como un polinomio con coeficientes a izquierda.

Por ejemplo,

2r = 22(ar) = 2% (a(r)z + 8(r) = 2%a(r)z + 225(r) = x(za(r))z + z(zd(r))
= a(a(a(r)z +d(alr))e +(a(d(r)) +4(5(r)))
= (za?(r)2? + (26(a(r)))z + (za(3(r)))x + 26%(r)
= [a(e®(r))z +6(a*(r))]e* + [a(é(a(r)))r + 3(5(a(r)))lx
+Ha(a((r))z + d(a(d(r))]e + [a(5(r)x + 6(5%(r))]
= a?(r)z® + [0a®(r) + ada(r) + a?6(r)]z? + [6%a(r) + 6ad(r) + ad?(r)]z + 8(r).



Capitulo 2

Codigos Convolucionales

Este capitulo se divide en cinco secciones, en la primera se presenta la definicion de un
c6digo convolucional desde el punto de vista de las series de Laurent y en el mismo sentido
la definicion de codificador convolucional, las diferentes formas de representar tanto las
k-secuencias de informacion como las n-secuencias codigo; la segunda secciéon esta dedicada
a el codificador fisico de un coédigo convolucional; en la tercera secciéon se muestran las
representaciones analiticas y algunas graficas relacionadas a un codificador convolucional y
la operaciéon de codificacion convolucional. En la cuarta seccién se expone la decodificacion
mediante el algoritmo de Viterbi y finalmente en la tltima seccién se introduce el concepto
de codigo dual de un cédigo convolucional. La principal referencia de este capitulo es el libro

de A. Dholakia, ver [3].

2.1. Definicién y notacién

La definiciéon de cédigo convolucional puede presentarse de dos formas diferentes. Una
consiste en definir primero el codificador y a partir de este establecer el cddigo y la otra es
hacerlo en el sentido contrario; sin embargo en los dos casos se define el mismo objeto. En
este documento se asumira la posicion de definir primero el codigo y luego el codificador.

Ademés, estas definiciones pueden darse en diferentes niveles de generalidad, lo que
depende de la estructura escogida tanto para el alfabeto como para los elementos del codigo.

Los elementos de estos conjuntos se pueden tomar de las siguientes estructuras algebraicas

23
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infinitas, siendo F un campo arbitrario: F[z] el anillo de polinomios en la indeterminada z
con coeficientes en el campo F, ver [12, p. 149|; F(z) = {p/q : p,q € F|z] y ¢ # 0} el campo
de funciones racionales en z sobre F, ver |1, p. 342|; F[[2]] = {X2,/fiz" : f; € F} el anillo de
series de potencias formales en z sobre F, ver [12, p. 154] o F((2)) = {2 ___f;i2': fi € F} el
campo de series formales de Laurent, ver [18, p. 873].

Para el caso del campo de las series formales de Laurent, cabe recordar la forma en que
se construyen los inversos multiplicativos. Dado que los elementos en el conjunto de las series
formales de potencias F[[z]], son de la forma f(z) = >~ a,z" con coeficientes en el campo
[F, este conjunto es un dominio entero con la adicién y la multiplicacion usuales. Una serie
formal de potencias f(z) admite un inverso multiplicativo f~!(z) en F[[z]] si y solo si ag # 0,
ver |18, Teorema 1|. Ahora, si f(z) es cualquier elemento no nulo de F((z)) entonces no todos
sus coeficientes son cero y si e es el menor indice tal que a. # 0, f(z) se puede reescribir
como f(z) = z°h(z) para algiun h(z) € F[[z]] el cual admite un inverso multiplicativo. Luego,
f~Y2) = 27°h~1(2) es el inverso multiplicativo de f(z) el cual es un elemento de F((z)). Por
lo tanto, F((2)) junto con la adicién y multiplicaciéon usuales forman un campo.

Antes de dar las definiciones de c6digo y codificador convolucional se presentaran algunas

notaciones previas que facilitardn su comprension.

Notacién 2.1.
Dado k € Z*, se entiende por una k-tipla de informacién en el tiempo ¢ a un elemento de
F* el cual usualmente se denota con u; = (ugl), u§2), e ,ugk)). [gualmente, a partir de las

k-uplas de informacioén u; se construye una k-secuencia de informacion, como un elemento

de F*((z)) y que se representa como

u(z) = Z w2’ (2.1)

donde para algtn r € Z se tiene que u; = 0 para t < r.

Similarmente, para n € Z*, con v, = (v,ﬁl), "Ut(Q), e ,v§”)) se representa una n-upla codigo
en el tiempo t, luego la n-secuencia cédigo definida a partir de las n-tiplas cédigo v,, puede

representarse Ccomo

v(z) = Y vz, (2.2)

t=—o00



2.1 - Definicién y notacién 25

donde para algin s € Z se tiene que v; = 0 para t < s, el cual es un elemento de F"((2)).

La notacion anterior extiende aquella utilizada en la teoria de codigos de bloque para
referirse a una palabra mensaje y una palabra codigo, ver [11, p. 1].

De lo anterior se sigue que,

u(z) =20 w =u2 U2 4

= (u$1)7 U£«2), <o 7u’$’k))zr + (uﬁgh Uf«?p s 7u$~]21)ZT+1 +o
_ (u£l)zr7 u7(»2)z7", o 7u£k)zr> + (u£212r+17 nglzrﬂ, o 7“1("]212T+1) 4
= ( W 4 u,(izlz’““ B u,@lzrﬂ oo uPer 4 uff?lz”l + ).

Ahora, si se hace

ul® = (@, ufly )y u(z) = w2 ] (23)
parai = 1,2, ..., k, entonces la k-secuencia de informacion w(z) puede representarse como el
vector u(z) = (uM(2),u®(2),...,u®(2)) en F((2))* y de esta manera se tiene la relacion
que permite representar u(z) por u = (u, u®, .. u®).

Similarmente, la mn-secuencia co6digo, puede simbolizarse por medio del vector
v(z) = (vW(2),vP(2),...,v"(2)) en F((2))" y puede asociarse a v = (v, v?, ... v™).
Aunque se puede dar una definicién general de codigos convolucionales sobre cualquier

campo en este trabajo se usaran campos finitos IF;, donde ¢ es una potencia de un primo.

Definicién 2.1.
Un (n, k)-codigo convolucional C es un Fy((2))-subespacio del espacio vectorial F ((2))" de

dimension k, donde F, es un campo finito. La velocidad del codigo es R = k/n.

Ahora, un codificador es una transformacion que acepta una k-tpla de informaciéon wu,
y produce una n-upla cédigo v; como salida en el instante ¢. A diferencia de lo que sucede
en los codigos de bloque, esta transformacion tiene memoria, es decir la n-upla cédigo v; no
depende solo de la k-tpla de informacién u, sino también de algunas k-tplas de informacion
u; para [ < t. Cuando se utilizan las m k-uplas de informacién anteriores se dice que la
memoria es m y se dird que es un (n, k, m)-coédigo convolucional.

A continuacion se procede a dar la definicién de un codificador para un coédigo convolu-

cional dado.
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Definiciéon 2.2.
Un (n, k,m)-codificador convolucional para el cédigo convolucional C es una matriz G(z)
de tamanio k x n, con entradas en el subconjunto F,[z] de F,((2)), cuyas filas generan al

(n, k,m)-cidigo convolucional C'.

En consecuencia, un (n, k, m)-coédigo convolucional C' que tenga como codificador convo-
lucional la matriz G(z), es la imagen de la funcion lineal F,((2))* — F,((z))", definida por

u(2)G(2).

Observacion 2.1. En las definiciones anteriores, los elementos de un cédigo convolucional
en realidad son series infinitas. Este es el enfoque tradicional que se puede encontrar en
la literatura sobre codigos convolucionales, ver [3, 14, 17]; sin embargo en este trabajo se
consideraran elementos con soporte finito tanto para las k-secuencias de informaciéon como
para las n-secuencias c6digo.

De esta manera, las expresiones dadas en (2.1), (2.2) y (2.3) se pueden presentar como
sigue; w(2) = S, w2t para las k-secuencias de informacion; v(z) = S0 " v,2¢ para las
n-secuencias codigo y u® = (u{”, ul?, .. ul) )y u®(2) = ul’) + iz + - 4 ) 2N
para las componentes de u y u(z) .

En consecuencia, en lugar de trabajar con elementos del F,((z))-espacio vectorial F,((2))"
el trabajo se desarrollara en el IF[z]-mo6dulo F[z]™. En este contexto los codigos convolucio-
nales son F,[z]-submodulos de F [z]™ como se vera en la Seccion 3.1 del Capitulo 3; bajo esta
definicién alternativa note que tanto las k-secuencias de informaciéon como las n-secuencias

codigo son finitas a diferencia del contexto de las series de Laurent en el cual estas son

infinitas.

En las siguientes secciones para facilitar la presentacion en los ejemplos se consideran

secuencias finitas.

2.2. Codificador fisico de un cédigo convolucional

El esquema de codificacion de un codificador convolucional se puede implementar usando

registros de desplazamiento lineal o tambien conocidos como circuitos secuenciales lineales!,

'En inglés, Linear Shift-Registers o Linear Sequential Circuits (LSC).
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el cual consiste de una red con un numero finito de terminales de entrada y de salida. Las
senales aplicadas a las terminales de entrada son tomadas del campo finito I, y se aplican
simultaneamente a todas las terminales de entrada en instantes discretos de tiempo. La red
en el registro de desplazamiento lineal consta de una interconexién de un ntmero finito de

componentes principales.

—_

Elemento de retardo Sumador g-ario

Figura 2.1: Elemento de retardo y sumador q-ario.

Las componentes principales de un registro de desplazamiento lineal son por una parte
sumadores que sirven para implementar suma modulo ¢ y por otra parte elementos de retardo
también llamados elementos de memoria usados para retrasar o almacenar una senal de
entrada por unidad de tiempo. En la figura 2.1 se muestra un elemento retardo con una
entrada y una salida y un sumador g-ario con dos entradas y una salida.

En general, un elemento de retardo almacena un elemento de entrada para cada instante
de tiempo, después se sustituye por otro elemento de entrada o se mueve al siguiente elemento
de retardo o es descartado. El sumador toma todas las senales de entrada y de retardo que
estan relacionados con él, los suma modulo ¢ y produce la salida en cada instante de tiempo.
Finalmente, las secuencias de salida son intercaladas por un serializador para formar una
secuencia de salida tnica.

A continuacion se considera el siguiente codificador fisico

(1)
ok

Serializador

+
U,v(g)

Figura 2.2: Codificador Convolucional de velocidad R = 1/2.

Como se puede observar el codificador consiste de una terminal de entrada, dos elementos

de retardo, dos sumadores y tiene dos salidas. Luego, la velocidad del codificador anterior
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es R =1/2. Esto es, la 1-secuencia de informacion w = (ug, ug,...,uy_1) se desplaza desde
la izquierda un elemento a la vez y dos secuencias codigos v y v® son las salidas de los
sumadores modulo g. Por tanto, en la unidad de tiempo t el elemento de informaciéon actual
es U, los elementos de retardo almacenados en las cajas son u;_ 1 y u;_o, respectivamente;

. e . . . 1
los cuales para el tiempo inicial ¢ = 0 se asume que contienen ceros; y las dos salidas son 1)15 )

2 . . ) . .
y vg ) La primera salida es la suma modulo ¢ de u; y u;_o, mientras que la segunda salida es
la suma moédulo ¢ de uy, u;—1 v us_o; es decir, la operaciéon de codificacion puede ser descrita

por medio de las siguientes ecuaciones

Ut(l) = u; + u—2(médq) y Ut(2) = U + U1 + u—p(mbdq).

Después de determinar las salidas respectivas en cada tiempo, los elementos de retardo se
desplazan de la siguiente forma, u; toma el lugar de u; 1, u;_q sustituye a u;_o y uy_o €s
descartado puesto que no se vuelve a utilizar. Este proceso se detiene cuando los elementos
de retardo vuelven a su estado inicial; esto es todos iguales a cero, por lo cual para este caso
después del tiempo t = N — 1 se requiere adicionar dos entradas de ceros que corresponde
al nimero de elementos de retardo.

Finalmente, el serializador intercala las componentes de v(!) y v® para formar la salida

1 @ 1) %2)

v =", 0, oV v (2) 1 2 ).

1)
yUg Vg "oy UNG 1, U

Ademas, se puede ver que la diferencia bésica entre los codigos de bloque y los codigos
convolucionales, es que en los primeros el elemento codificado en el tiempo ¢ depende solo de
la secuencia de informacion en este tiempo; mientras que en los c6digos convolucionales la
secuencia codigo en el tiempo t no depende exclusivamente de la secuencia de informaciéon
en ese instante, sino también de m secuencias de informaciéon anteriores; es decir, un codigo
convolucional requiere memoria, pero un cédigo de bloque no.

En general, la velocidad del codificador es R = k/n donde en cada instante de tiempo,
k es el naimero de elementos de entrada y n es el nimero de elementos de salida. Si se
utiliza un (n, k, m)-codificador convolucional, para codificar una k-secuencia de informacion
de longitud N, en el proceso son codificados k- N datos para obtener una n-secuencia c6digo

de longitud M = N + m, la cual tendréd n - M datos de salida, donde los tltimos n - m
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datos son generados por los m bloques de ceros que se le adjuntan a las k-secuencias de
informacién para terminar el proceso.
A continuacion se presenta un ejemplo en el cual las entradas se toman sobre el campo

Fy que es generalmente el campo mas usado en la literatura.

Ejemplo 2.1.
Considere el codificador convolucional de la figura 2.2 y la 1-secuencia de informacion
u = 1101001. Suponga que los elementos de retardo iniciales son ceros.

Los célculos para cada tiempo se presentan en tabla 2.1.

. Elementos .
Tiempo | Entrada do Retardo Salidas
t Uy Up—1 | Ug—n vgl) = Uy + Up_o(mbd2) vt(z) = Uy + U1 + Up_o(mbd2)
0 1 0 0 1+40=1 1+04+0=1
1 1 1 0 1+40=1 1+414+0=0
2 0 1 1 0+1=1 0+1+1=0
3 1 0 1 1+1=0 1+40+1=0
4 0 1 0 0+0=0 0+1+0=1
5 0 0 1 0+1=1 0+0+1=1
6 1 0 0 1+40=1 1+404+0=1
7 0 1 0 0+0=0 0+1+0=1
8 0 0 1 0+1=1 0+0+1=1

Tabla 2.1: Codificacion de 1101001 usando el codificador de la figura 2.2.

El proceso se detiene en el tiempo ¢t = 8 dado que para t = 9 y en adelante, tanto la entrada

como los elementos de retardo son cero y por tanto las salidas seran siempre cero.

Asi, se obtiene vV = 111001101 y v = 100011111 y la 2-secuencia codigo es

v=11 10 10 00 01 11 11 O1 11.

2.3. Representaciéon de codificadores convolucionales

A continuaciéon se expone la representacion de un codificador convolucional y la opera-
cion convolucional mediante; secuencias generadoras discretas, matriz generadora discreta
semi-infinita, generadores polinomiales, matriz generadora polinomial y dos representaciones
graficas que son: el diagrama de estado y el diagrama enrejado; y la forma de pasar de una

representacion a otra.
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2.3.1. Representacion analitica

En esta parte se exponen las diferentes representaciones analiticas, relacionadas a un

codificador convolucional y la operaciéon de codificacién convolucional.

1. Secuencias generadoras discretas

Para el caso de un (n, 1, m)-codigo convolucional, un codificador convolucional de veloci-
dad R = 1/n es representado por las 1-secuencias generadoras g\ = (g(()j ), g%j ), ey g,(,z)) para
j =1,2,...,n. La operacién de codificacién convolucional *, la cual denota la convolucion

discreta de la 1-secuencia de informacion w = (ug,uq,us,...,uy_1) con cada l-secuencia

generadora, se expresa mediante

v =uxg¥, paraj=1,2,...,n, (2.4)

donde cada componente de v) se calcula por medio de la siguiente regla vgj ) = Yoo Ui gl(j )

conu;_; =0sit<l.
Asi las 1-secuencias codigo v\ = (v(gj), vgj), véj), . 71}((?\?—&-771)—1) con 1 < j < n, dependen de
la 1-secuencia de informacion wu.

La n-secuencia generadora compuesta que se construye al serializar las 1-secuencias

generadoras g, con 1 < j < n es

2 n 1 2 n n
g:( (gl)ag(())vyg(() )7g§ )7g§ )77g§ )77955)797(73)7797&1))

El proceso anteriormente descrito es el fundamento del algoritmo secgen A.3. ver, p.

99, implementado en el programa computacional SAGE.

Observacion 2.2. Dado que las secuencias generadoras especifican las entradas a cada
sumador binario en el codificador fisico, para obtenerlas a partir del codificador convolucional

fisico binario se procede como sigue. Para [ =0,1,.... my j=1,2,...,n.
i) gl(j) = 0, si u;_; no esta conectado con la salida j.
i1) gl(j) =1, si uy_; estd conectado con la salida j.

En lo que sigue se da un ejemplo de estos conceptos.
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Ejemplo 2.2.
Considere el codificador convolucional del (2,1,2)-codigo convolucional de la figura 2.2.

Entonces las 1-secuencias generadoras para este codificador son
gV =(1,01) y ¢g¥=(1,1,1).
La 2-secuencia generadora compuesta es
g= (11 01 11).

Si se considera la 1-secuencia de informacion u = 11, y se calcula la 2-secuencia codigo,
se debe calcular vV = u x gV y v® = u x g?. Para ello se calculan las componentes de

cada vector como sigue

2 1) (1) (1)

v = 300 uomigt) = uogs? +usigl? +uiagd? = 1(1) +0(0) +0(1) = 1.
v =7 guisigl) = wigh? +uegl? +uigd =1(1) +1(0) +0(1) = 1.
v =37 usigl” = uagd? +ungl” +uegd? = 0(1) +1(0) +1(1) = 1.
v = 37 gus_igl” = usgl? +uagl? +ugl? = 0(1)+0(0) +1(1) =1
v =37 guomig”) = uogl” +uigl? +uiagl =1(1) +0(1) +0(1) = 1.
v =7 guimig® = wgl® +uogl? +usigl? =1(1) +1(1) +0(1) = 0.
v = 7 g uasigl” = uagl® + gl +ugl? =0(1) +1(1) +1(1) = 0.
v =7 gusigl? = usgl” +usg® +uegl = 0(1)+0(1) +1(1) = 1.

De lo anterior se tiene que v!) = (1111) y »® = (1001). Por tanto, la 2-secuencia codigo
resultante es v = (11 10 10 11).

Usando el algoritmo secgen A.3 implementado en SAGE, las entradas son: la 1-secuencia
de informacién u = 11 que se representa por u=vector (GF (2), [1,1]) y las 1-secuencias
generadoras gV = (1,0,1) y g® = (1,1, 1) que se ingresan en una lista g=[g1, g2] donde
gl=vector (GF(2),[1,0,1]) y g2=vector (GF(2), [1,1,1]) y finalmente después

de llamar el algoritmo se obtiene por salida

secgen (u, g)

este vector es la 2-secuencia c6digo v que se calculd previamente.
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Ejemplo 2.3.

Considere el (5,1, 3)-codificador convolucional con secuencias generadoras g = 1000,
g? = 1010, g® = 0100, g¥ = 0111 y g©® = 1111. Para codificar la l-secuencia de
informacion w = 101101011 usando el algoritmo A.3 se obtiene que las entradas en SAGE

son

u=vector (Gr(2),11,0,1,1,0,1,0,1,11);
gl=vector(GF(2),[1,0,0,0]); g2=vector(GF(2),[1,0,1,0]);
g3=vector(GF(2),[0,1,0,0]); gd4=vector(GF(2),[0,1,1,17);
gb=vector (GF(2),[1,1,1,11);

g=[gl,92,93,94,95]
Al llamar el algoritmo secgen se tiene que la 5-secuencia codigo es

secgen (u, g)

i, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, O, O, O, 1, O, O, O, O, O, O, 1, 1)

Ahora, un codificador convolucional, de un (n, k, m)-coédigo convolucional con k > 1 el

cual tiene velocidad de codificacion R = k/n es representado por nk 1-secuencias generadoras
(j)_( @ () (4) i =1.92 k i—=1.92 L i6n d difi P

9" = (96,91 9im) coni=12...kyj=12...n Laoperacion de codificacion
convolucional, es la convolucién discreta de la secuencia de informacién con las secuencias

generadoras Yy Se expresa por

k
v =3 " ul g paraj=1,2,....n, (2.5)

i=1

donde cada componente de v\ se calcula por medio de la regla

kK m
o9 = Z Zuglgi(fl) con UEZ,)Z =0sit<l. (2.6)

i=1 1=0
Asi, cada una de las n 1-secuencias codigo vV = (v(()j), v%j), e ,vé?&rm)fl) paral < j <n,
depende de cada una de las I-secuencias de informacion u® = (uéi),ugi), . ,ug\?_l) con

1 <14 < k y dicha dependencia esta determinada por las 1-secuencias generadoras.



2.3 - Representacion de codificadores convolucionales 33

La n-secuencia generadora compuesta para la i-ésima entrada es

2 n 2 n
9i = (901901 910+ G Tims - G (2.7)

para 1 < i < k, la cual se obtienen al serializar las n 1-secuencias generadoras gz(»j ) para un
1 fijo.
Observacion 2.3. Si k£ > 1, las secuencias generadoras se obtienen del codificador fisico

binario como sigue. Para [ =0,1,...,m,+1=1,2,....kyj=1,2,...,n.

i) gi(? =0, si ug?l no esté conectado con la salida j.

(@)

(Jl') — 1, si uy”, esta conectado con la salida j.

i) 9;,
Ejemplo 2.4.
En la figura 2.3 se muestra un codificador convolucional de un (3, 2, 2)-codigo convolucional

binario. El codificador tiene dos registros de desplazamiento cada uno con una 1l-secuencia

de informacion u con i = 1,2 como entradas para cada instante de tiempo.

v(l) ]
u®
5
u N v(2) _§ v
SNy B
”e) /,s\‘b,,m

Figura 2.3: Codificador Convolucional de velocidad R = 2/3.

El codificador tiene seis 1-secuencias generadoras, que son

gV = (1,0,0), gy = (0,0,0),
g% =(0,0,0), g% = (1,0,0),
g'¥ = (0,1,0), g = (0,1,1).

Las dos 3-secuencias generadoras compuestas para este codificador son

g, =(100 001 000) y  g,=(010 001 001).
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Ahora, considere la 2-secuencia de informacion w = 11 01 y suponga que los elementos
de retardo iniciales son cero.
Las 1-secuencias de informacién son u® = (1,0) y u® = (1,1). De ahi se obtiene que las

salidas son

v = u® % g 4 u® % gl = (1,0,0,0) + (0,0,0,0) = (1,0,0,0),
v® = ul x gi? +u® x g = (0,0,0,0) + (1,1,0,0) = (1,1,0,0),

v® = u® % g® + u® « gl¥ = (0,1,0,0) + (0,1,0,1) = (0,0,0,1).

Por tanto, la 3-secuencia codigo es v = (110 010 000 001).

Ahora, para usar el algoritmo ksecgen A.4, ver p. 99, implementado en SAGE, con-
sidere las siguientes entradas: la 2-secuencia de informacion w = (11 01) la cual se re-
presenta por una lista de vectores u=[ul,u2] donde ul=vector (GF(2),[1,0]) ¥y
u2=vector (GF (2), [1,1]) y las seis 1-secuencias generadoras usadas anteriormente en

una lista de listas de vectores asi, g=[[gl1,g912,913], [g21,922,g23]] donde
gll=vector(GF(2),[1,0,0]), gl2=vector(GF (2),[0,0,01),

gl3=vector (GF(2), [0,1,0]), g2l=vector(GF (2),[0,0,01),
g22=vector (GF (2),[1,0,0]) y g23=vector (GF (2), [0,1,1]).
Luego, de llamar el algoritmo ksecgen se obtiene el vector
ksecgen (u, g)

(¢, 1, 0, 0, 1, O, O, O, O, O, O, 1)
el cual representa la 3-secuencia c6digo v obtenida anteriormente.

Ejemplo 2.5.

Considere nuevamente el (3,2, 2)-codificador de la figura 2.3, lo cual implica que se usa-
ran las secuencias generadoras determinadas en el ejemplo 2.4, a continuacién por medio
del algoritmo ksecgen implementado en SAGE, se determina la 3-secuencia cédigo de la

2-secuencia de informacion w =10 11 01 10 10 01 11. Luego las entradas en SAGE son

ul=vector (GF(2),[(1,1,0,1,1,0,11);
u2=vector (GF(2),[(0,1,1,0,0,1,11);
u=[ul,u2];

gll=vector (GF(2),[1,0,0]); gl2=vector(GF(2),[0,0,0]);
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gl3=vector (GF(2), [0,1,0]); g2l=vector(GF(2),[0,0,0]);
g22=vector (GF(2),[1,0,0]); g23=vector(GF(2),[0,1,11]);

g=[[91ll,912,913], [921,922,923]]
finalmente se tiene por salida el vector

ksecgen (u, g)

que representa la 3-secuencia codigo.

2. Matriz generadora discreta semi-infinita.

La ecuacién (2.6) permite calcular cada componente de una n-secuencia cédigo v\,
a continuacién se muestra la forma de representar la codificaciéon de una k-secuencia de
informacioén por medio de un producto de matrices.

De la ecuacion (2.6) se tiene

kK m
:ZZuflg” conul? = 0sit <l

=1 [=0

o =gy +uthgl Fuhets o ugl
g5 + uhgg) + gy + - g, -+
u gig + uihgild +uhgly + -+ ug),
con uiz_)l =0sit<l.

Ahora, dado que para 0 <[ < m, se tiene que u;_; = (ugl)l,uf)l, e ,uﬁ)l) con u;_; =0

si t < [, denotando

se tiene que v = utG(()j) + ut_ngj) + ut_gng) ot u, GY.
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De lo anterior, es posible determinar la componente v, de la n-secuencia cédigo v por

medio de una multiplicaciéon de matrices. Para 0 < [ < m sea

1 (2 (n)
910 G910 " Y91y
1 (2 (n)
g g .« .. g
G = 20 Y2, 2,0 7 (2.8)
1 (2 (n)
Ikl 9kg " iy

entonces un bloque codificado v; esta dado por
Uy = ’U,tGO + ut,1G1 + 4 ’U,t,me, (29)

donde u;_; = 0 para t < [. Note que las componentes de la matriz GG; son las entradas de
las n-secuencias generadoras compuestas g, de la ecuacion (2.7) .

De esta manera la k-secuencia de informaciéon u se codifica por medio de de la ecuacion
v = uG, (2.10)

con GG una matriz de bloques construida a partir de las matrices G; de la siguiente manera

Gy Gy Gy -+ Gp

Go Gy - Guo Gy
G — o ' : (2.11)

GO Gmf2 Gmfl Gm

donde las entradas en blanco corresponden a la matriz nula de tamano k X n y la dimension
de la matriz G depende de la longitud de la k-secuencia de informacion de entrada; en efecto,
si u tiene longitud N la matriz generadora es de tamano N x (N + m).

La matriz G se conoce como la matriz generadora discreta semi-infinita para el (n, k, m)-

codigo convolucional C' y las matrices G; para 0 < [ < m son las submatrices generadoras.

Observacion 2.4. Dado que las 1-secuencias generadoras para un (n, 1, m)-codigo convo-
lucional son de la forma g\ = ( éj),ggj), s ,gfﬁ)) para j = 1,2,...,n, se tiene que para
[=0,1,....,m

Gz=<gl(1) g gl(")>,
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y la matriz generadora discreta semi-infinita es

(1) (2) (n) (1) (2) (n) (1 (2) (n)

90 90 ---Y90 9191 ---01 gm ' gm” .. Gm
_ 1 2 n 1 2 n 1 2 n
G = g as? g g gl g g . (212)

La codificaciéon usando las componentes de la matriz generadora discreta semi-infinita
se implementé en SAGE en un algoritmo ttil para cualquier valor de k; dicho algoritmo se

denomina matgen A.5, ver, p. 100.

Ejemplo 2.6.

La matriz generadora semi-infinita G para el (2, 1, 2)-codificador de la figura 2.2 es

11 01 11
11 01 11
G = 11 01 11

Note que la primera fila de la matriz generadora G es la 2-secuencia generadora com-
puesta, la segunda fila se obtiene por desplazamiento de la primera fila dos posiciones a la

derecha y sucesivamente la fila siguiente es la anterior desplazada dos posiciones a la derecha.

Por otro lado, la 2-secuencia codigo correspondiente a la 1-secuencia de informacion

u=(110 1 0 0 1)de longitud 7 se obtiene realizando la siguiente multiplicacion

11 01 11
11 01 11
11 01 11
uG=(1101001) 11 01 11 :
11 01 11
11 01 11
11 01 11

y su producto o salidaesv = (11 10 10 00 01 11 11 01 11),la cual es una 2-secuencia
codigo de longitud 9, es decir la salida consta de 18 datos.

Para usar el algoritmo matgen A.5 que tiene por entradas la 1-secuencia de informacion
u=(1 10 1 0 0 1)y las componentes de la matriz generadora semi-infinita, se debe te-
ner en cuenta que u esté representado por un vector con entradas en el campo finito [Fy esto es

u=vector (GF(2),[1,1,0,1,0,0,11); y una lista de vectores con entradas en el mis-
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mo campo que son las componentes de la matriz generadora G, asi G=[G0, G1,G2] donde
GO=Matrix(GF(2),1,2,[1,1]), Gl=Matrix(GF(2),1,2,[0,1]) y G2=Matrix(

GF(2),1,2,[1,11). En consecuencia, se obtiene una lista de vectores

matgen (u, G)

(¢, 1), (1, 0), (1, 0), (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 1), (0, 1),(1, 1)]
que representa la 2-secuencia codigo obtenida anteriormente.

Note que la secuencia obtenida en el ejemplo anterior es la misma que se obtuvo con el

codificador fisico y con las secuencias generadoras en los ejemplos 2.1 y 2.2, respectivamente.

Ejemplo 2.7.

Se considera el (5, 1, 3)-codificador convolucional cuyas componentes de la matriz generadora
son Gy = (1,1,0,0,1), G; = (0,0,1,1,1), Gy = (0,1,0,1,1) y G3 = (0,0,0,1,1) para
codificar la 1-secuencia de informacion w = (1,0,1,1,0, 1,0, 1, 1) usando el algoritmo A.5 se

tiene

GO=Matrix(GF(2),1,5,[1,1,0,0,1]); Gl=Matrix(GF(2),1,5,10,0,1,1,11);
G2=Matrix(GF(2),1,5,[0,1,0,1,1]); G3=Matrix(GF(2),1,5,10,0,0,1,11);
G=[G0,G1,G2,G3];

u=vector (G¥(2),[11,0,1,1,0,1,0,1,11);

matgen (u, G)

[¢(,0,0,1), ¢,0,1,2,1), ¢(1,0,0,1,0), (1,1,1,0,1),

(0,1,1,0,0), (1,0,0,0,1), (0,0,1,0,0), (1,0,0,1,0),

(1,1,0,1), ¢o,1,1,0,0), ¢0,1,0,0,0), (0,0,0,1,1)]

Ejemplo 2.8.
En este ejemplo se determina la matriz generadora semi-infinita G para el (3, 2, 2)-codificador
de la figura 2.3. De las 3-secuencias generadoras compuestas obtenidas en el ejemplo 2.4 se

obtiene que las componentes de la matriz generadora son

100 00 1 000
G0:<o 1 o) G1:(0 0 1) GF(O 0 1)
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Por lo tanto, la matriz generadora discreta es

100 001 0O0O
010 001 001
G = 100 001 00O
10 001 001
Luego, se considera la 2-secuencia de informacion v = (11 01), y se determina la

3-secuencia codigo usando la ecuacion (2.9), dado que w es una 2-secuencia de longitud
N = 2 entonces la 3-secuencia codigo tendra longitud M = N +m = 4, de ahi que se debe

calcular v; parat =0,1, 2,3, esto es
Vg = 'U,()G() + ’U,_1G1 + U_QGQ,

y como 0 < 1< 2, se tiene u_; =u_o = (0 0) asi

vo = uoGlo = (1 1)<(1) ! 8):(1 1 0).

Ahora v; = u1Gy + uoG1 + u_1Go, pero 1 < 2 entonces u_; = (0 0), de ahi que

1 00 0 0 1
v = u Gy + uGr = (0 1) (0 1 0) +(1 1) (0 0 1) ’
esto es

vi=(0 1 0)+(0 0 0)=(0 1 0).

Luego vy = usGo + u1G1 + ugGa, donde uy = (0 0), de ahi que

1
vy = u1 Gy + uGe = (0 1)(8 8 1>+(1 1)(8 8 (1)>’

asi

va=(0 0 1)+ (0 0 1)=(0 0 0).

Finalmente, vs = u3Gy + usG1 + u1Gso, con uz = uy = (0 0), luego

s = Gy = (0 1)(8 X ?):(o 0 1).

Por lo tanto, la 3-secuencia codigo es v = (110 010 000 001), la cual coincide con la

obtenida en el ejemplo 2.4 usando las secuencias generadoras.
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Ahora, se considera el algoritmo matgen A.5 el cual tiene por entradas un vector y
una lista de matrices que representan la 2-secuencia de informacion y las componentes de la
matriz generadora, respectivamente, de ahi que el vector de entrada w se representa por
u=vector (GF(2),[1,1,0,1]) y la lista por G=[G0, G1, G2] con
GO=Matrix(GF(2),2,3,11,0,0,0,1,01);
Gl=Matrix(GF(2),2,3,10,0,1,0,0,11);
G2=Matrix(GF(2),2,3,10,0,0,0,0,11)

De esta manera, al llamar el algoritmo se consigue
matgen (u, G)
r¢, 12, o), ¢, 1, 0), (0, 0, 0), (0, 0, 1)]

que es una lista de vectores que representa la 3-secuencia codigo.

Ejemplo 2.9.
Usando el codificador del ejemplo 2.8 y con ayuda del algoritmo A.5 se codifica la 2-secuencia

de informacion w = (10 11 01 10 10 01 11) como sigue

GO=Matrix(GF(2),2,3,11,0,0,0,1,01);
Gl=Matrix(GF(2),2,3,10,0,1,0,0,11);
G2=Matrix(GF(2),2,3,10,0,0,0,0,11);

G=[G0,G1l,G2];

u=vector (GF(2),11,0,1,1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,17);
matgen (u, G)

(¢, o, 0, (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, O, 0), (1, 0, Oy,

0, 1, 1), 1, 1, 1), (0, 0, 1), (0, 0, 1)]

en este caso se obtiene la misma 3-secuencia c6digo encontrada en el ejemplo 2.5.

3. Generadores polinomiales

Como se hizo en la notacion 2.1 con las k-secuencias de informacioén y las n-secuencias

()

codigo las secuencias generadoras g;”’ parat=1,2,...,ky j =1,...,n se pueden represen-

tar como polinomios en la indeterminada z, como sigue.
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9 = (oo o) evtonces g(2) = of + o=+ + g parn

Dado que g;
cadat=1,2,....kyj=1,...,n
De esta manera, la operacion de convolucién descrita en la ecuacion (2.5) se puede

representar polinomialmente como

k

v (2) = ul(2)g?(2), (2.13)

i=1

U) esta dado por

k m
::jij}jztﬂg”, (2.14)

i=1 [=0

se observa que cada coeficiente v,

lo que verifica la ecuacion (2.6).
Note que para el caso de un (n, 1, m)- codificador convolucional la ecuacion (2.13) se

transforma en
v (2) = u(2)g¥(2). (2.15)

Aqui, la multiplicacién de polinomios se lleva a cabo sobre el anillo de polinomios F,[z].

Ejemplo 2.10.

Los polinomios generadores del (2, 1,2)-codificador de la figura 2.2 son
gV(z) =1+ 2? gP(2) =142+ 22

Ahora usando el polinomio de informacion w(z) = 1+ z, que corresponde a la 1-secuencia de
informacién del ejemplo 2.2, se determina vV (2) y v(?(2) calculando los siguientes productos

de polinomios
V() =u(z)xgW(2) =2+ 22+ 2+1 v?(2) =u(2) xgP(2) = 2+ 1

Por lo tanto la 2-secuencia polinomial es v(z) = (2% + 22 + 2 + 1, 2% + 1).
Si se usa del algoritmo secgenpol A.6, ver p. 102, implementado en SAGE se obtiene

que las entradas son
P.<z> = GF (2) []
gl=1+z"2; g2=1+z+z"2;

g=[gl, g2]
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u=1l+z
al llamar el algoritmo secgenpol, se obtiene por salida

secgenpol (u, g)

[z"3 + z"2 + z + 1, z*3 + 1]

Ejemplo 2.11.

Se considera el (5,1, 3)-codificador convolucional con secuencias generadoras polinomiales
gV(z) = 1, gB(2) = 1+ 22, gO(2) = 2, gO(2) = 2+ 22+ 28 y gO(2) = 1+ 2 + 22 + 23,
para codificar la 1-secuencia de informacion w(z) = 1+ 2 + 22 + 23 + 2% + 27 + 28 usando el

algoritmo A.6 se tiene

P.<z> = GF(2) []
gl=1; g2=1+z"2; g3=z; gd4=z+z"2+z"3; g5=1+z+z"2+z"3
g=[g91,92,93,94,95]
u=1+z"2+z"3+z"5+z"7+z"8
secgenpol (u, g)
[z"8+2z"T+2z2"5+z2"3+z"2+1, z"10+z"9+z"8+z"4+z"3+1,

z"9+z"8+z"6+z"4+z"3+z, z"11l+z"7+z"2+z, z"11+z"8+z"5+z"3+z+1]
Es decir, la secuencia codigo obtenida es
v(z)=(P+ 2"+ P+ P+ 2+ 1,20+ A+ A+ 1, B P
A A M AP A D).

Ejemplo 2.12.

Analogamente al ejemplo 2.10, los polinomios generadores del (3, 2, 2)-codificador de la figura

2.3 son
o =1, o =0,
o’ =0 o =1
gV =2, g¥ =24 22

La codificacion para la 2-secuencia de informaciéon del ejemplo 2.4 usando la representacion

polinomial u(z) = (1,1 + 2), luego se debe calcular v"¥) para j = 1,2, 3 usando la ecuacién
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(2.15), esto es

Por tanto, v(z) = (1,1 + z, 2%).

Ahora, con el algoritmo ksecgenpol A.7, ver p. 102, las entradas son

P.<z> = GF(2) []

gll=14+0xz; gl2=0+0*xz; gl3=z
g21=0+0%2z; g22=1+0%z; g23=z+z"2
g=[[gll,912,913], [921,922,g23]]
ul=1; u2=1+z

u=[ul,u2]
después de llamar el algoritmo ksecgenpol en SAGE se tiene por salida

ksecgenpol (u, g)

[ll Z + 1, ZA3]

Ejemplo 2.13.

Considere el (3,2, 2)-codificador cuyos polinomios generadores son

gtV =1, gy’ =0,
g =0, gy =1,
g ==, gy =z+22

Luego, para codificar la 2-secuencia polinomial w(z) = (1+ 2+ 2%+ 21+ 2% 2+ 22 4+ 2° + 29),

usando el algoritmo A.7 implementado en SAGE, se tiene

P.<z> = GF (2) []

gll=14+0%xz; gl2=0+0*z; gl3=z
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g21=0+0xz; g22=1+0%z; g23=z+z"2
g=[[l9ll,912,913], [921,922,923]]
ul=1+z+z"3+z"4+z"6; u2=z+z"2+z"5+z"6

u=[ul,u2]

ksecgenpol (u, g)

[z"6 + 24 + z*3 + z + 1, 276 + z"5 + z"2 + z,

z™"8 + z°7 + z76 + z"5 +z]

4. Matriz generadora polinomial

A partir de la representacion polinomial de las secuencias generadoras, se tiene que la
matriz generadora semi-infinita dada en la ecuacion (2.11) tiene su respectiva representacion

polinomial, llamada la matriz generadora polinomial y estéd dada por

") ¢P() - (2
D, g)z o ¥>z
() = g5 (2) g5 (2) 95" (2)
g’(2) 97 - g"(2)

donde, cada entrada gz(-j )(z) es un polinomio. Asi, la operacion de codificaciéon esta dada por
v(z) = u(2)G(2).
(7)

Los polinomios generadores g;”’(z) para cualquier ¢ dado y para todo j = 1,...,n de-
tectan la influencia de la entrada i-ésima en todas las n salidas. El polinomio generador o
polinomios de mayor grado para un ¢ dado, determina el ntimero maximo de simbolos de
informacion pasados del flujo de entrada que necesitan ser almacenados en el i-ésimo registro
de desplazamiento.

Ademas, note que la matriz G(z) puede obtenerse también a partir de las submatrices

generadoras dadas en la ecuacion (2.8) como sigue
G(2) = Go+ Gz + Goz® + - + Gp2™. (2.16)

A continuacion se presenta ejemplos en los cuales para la codificacion se hace uso de la

matriz generadora polinomial.



2.3 - Representacion de codificadores convolucionales 45

Ejemplo 2.14.

La matriz generadora polinomial del (2, 1, 2)-codificador de la figura 2.2 es
Gi(z) = (g(l)(z) g(2)(z)) =(1+2" 1+z+2%). (2.17)

Para codificar la 1-secuencia de informacion polinomial u(z) = 1 + z, basta con realizar

el producto escalar entre u(z) y G1(z). Asi, la 2-secuencia codigo es
v(z)=(FP+2+z+1 2 +1).

Haciendo uso del algoritmo matgenpol A.8, ver p. 103, se tiene que las entradas son

P.<z> = GF(2) []
gl=1+z"2; g2=1+z+z"2
g=vector (P, [gl,g92])

u=1l+z
después de llamar el algoritmo la salida es

matgenpol (u, g)

(z*"3 + z?*2 + z + 1, z°3 + 1)

Ejemplo 2.15.
Considere el (5, 1, 3)-codificador convolucional para el cual una matriz generadora polinomial
es
G(z) =(gW(z) gP(z) ¢¥(x) () ¢®(»))
=1 1422 2z 2+22+2% 1+z2+22+23).
Para codificar la 1-secuencia de informacion w(z) = 1+ 2 + 22 + 23 + 2° + 27 + 2® se usa el

algoritmo A.8 y se tiene:

P.<z> = GF(2) []

gl=1; g2=1+z"2; g3=z; gd4=z+z"2+z"3; g5=1l+z+z"2+z"3
g=vector (P, [gl,g2,93,94,95])
u=14+z"24+z"3+z"5+z2"7+2"8

matgenpol (u, g)

(z"8+z"T7+z"5+z"3+z"2+1, z*10+z"9+z"8+z"4+z"3+1,
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z"9+z"8+z"6+z"4+z2"3+z, z"11+z"7+z"2+z, z"11+z"8+z"5+z"3+z+1)

Ejemplo 2.16.

La matriz generadora polinomial del (3,2, 2)-codificador de la figura 2.3 es

@, @), 3)(, 5
Go(2) = g1 (2) gi'(2) gi(2) _ 10 ' (2.18)

93(2) ¢() 9(2) 0 1 2422

En este caso para realizar la codificacion de una 2-secuencia de informaciéon
u(z) = (1 1+ z), es suficiente con realizar el producto del vector u(z) por la matriz

generadora, esto es

10 z
u(2)Ga(z) = (1 1+2) =(1 1+z 2°).
01 2422

Por lo tanto, la 3-secuencia codigo es v(z) = (1 1+2z 2°).
Para usar el algoritmo kmatgenpol A.9, ver p. 104 , es necesario en SAGE escribir las

entradas como sigue

P.<z> = GF(2) []

gll=1+0xz; gl2=0+0xz; gl3=z

g21=0+0%xz; g22=1+0%z; g23=z+z"2
G=Matrix(P,2,3, [gll,gl2,913,921,922,923])
ul=1l; uz2=1+z

U=vector (P, [ul,u2])
Después se llama el algoritmo para obtener el secuencia coédigo

kmatgenpol (U, G)

(1/ z + l, ZA3)

Ejemplo 2.17.
Considere el (3,2, 2)-codificador cuya matriz generadora polinomial es la misma del ejemplo

2.16, para codificar la 2-secuencia de informaciéon polinomial

w(z) = (1+z+22+ 24+ 2% 2+ 22+ 2° + 29),
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con ayuda del algoritmo kmatgenpol A.9. Se tiene

P.<z> = GF (2) []

gll=1+0%xz; gl2=0+0%z; gl3=z

g21=0+0%z; g22=1+0%z; g23=z+z"2
G=Matrix(P,2,3,[gll,gl2,913,921,922,923])
ul=1l+z+z"3+z"4+z"6; u2=z+z"2+z"5+z"6
U=vector (P, [ul,u2])

kmatgenpol (U, G)

(z"64+2z"4+2"34+z+1, z"6+z"5+z"2+z, z"8+z"7+z2"6+2"5+2)

2.3.2. Representaciones graficas.

Otra forma de representar el proceso de codificacion convolucional es mediante graficas.
En este apartado se exponen dos representaciones gréficas, las cuales seran necesarias para

la decodificacién mediante el algoritmo de Viterbi, ver Seccion 2.4.1.

1. Diagrama de estado.

Cada matriz polindémica de un cédigo convolucional se puede asociar con un diagrama de
estado que permite hacer la codificacion. El diagrama de estado esta intimamente relacionado
con el diagrama de registro de desplazamiento lineal y proporciona una representacion visual
para encontrar la salida en cualquier tiempo t.

Primero, se presenta la construccion del diagrama de estado para un (n, 1, m)-codigo

convolucional.

Definiciéon 2.3.
El estado de un (n, 1, m)-codificador en el tiempo t consiste de los contenidos en los elementos
de retardo en su respectivo registro de desplazamiento lineal en el tiempo t que entraron

anteriormente; es decir, para el tiempo t el estado estd dado por (i1, Ur—g, ..., Ut—m).

En el ejemplo 2.14, el estado del codificador G1(2) = (14 2% 1+ 2 + 2?) en el tiempo
t, es el contenido de los dos elementos de retardo del registro de desplazamiento lineal; esto

es (Ur—1,U-2).
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En general, v = uG produce n ecuaciones para calcular los vt(j ), con 1 < j5 < nenel
tiempo ¢ en términos del estado (u;—1, us_9,...,u_) v la entrada u,. Por lo tanto, a partir

de estas ecuaciones si se conocen el estado en el tiempo ¢ y la entrada u,;, se puede calcular

la salida v;.

Definicion 2.4.
El conjunto de estados de un codificador de un (n,1,m)-cddigo convolucional es el con-

Junto de todas las m-iplas binarias ordenadas; es decir, 5.

El conjunto de estados es de tamano 2" y representa todos los posibles estados que un

codificador puede tener en cualquier instante de tiempo.

Definiciéon 2.5.

El diagrama de estados es un grafo dirigido etiquetado el cual se determina de la si-
guiente manera. Los vértices del grafo son el conjunto de estados. Hay dos tipos de aris-
tas dirigidas: solida y discontinua. Una arista dirigida desde un vértice a otro es solida
st la entrada es O y discontinua si la entrada es 1; la arista es etiquetada con la salida.
En otras palabras, una arista dirigida desde el vértice (uy_q1, U2, ..., U—m) hacia el vértice
(Ue, Up—1, U2, - - ., Us—(m1)) €S sOlida siuy = 0 y discontinua si uy = 1 y es etiquetado con

1 n
(D, ™).

Note que al ver los vértices en los extremos de la arista, se determina el contenido del
registro de desplazamiento lineal en el tiempo ¢ y por tanto se puede calcular la etiqueta de

la arista, dependiendo si la arista es continua o discontinua.

Ejemplo 2.18.
En la figura 2.4 se muestra el diagrama de estados para la matriz generadora G1(z) del
ejemplo 2.14. Se presentan dos versiones del diagrama de estados. Se puede codificar cual-
quier mensaje atravesando el diagrama en la figura 2.4 a) siempre iniciando en el estado 00
y terminando en el mismo estado.

Por ejemplo, si 101 se va a codificar, comenzara en el estado 00, pasa por la arista
discontinua pues la primera entrada es 1; esta arista termina en el estado 10 y tiene por

salida 11. Luego pasa por la arista solida, pues la siguiente entrada es 0, desde el estado
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Tiempo t — 1 Tiempo ¢

00 00 = 00
00

T

~ 01 e

(01 » 10
00 L

Ym‘—‘ —10
11

Figura 2.4: Diagrama de estados del codificador de la figura 2.2

10 al estado 01 y salida 01. Ahora, atraviesa el borde discontinuo, dado que la entrada es
1, desde el estado 01 al estado 10 y salida 00. Ya no hay mas entradas, pero atin no se ha
llegado al estado 00, por lo cual las siguientes entradas seran 0 hasta llegar al estado de
todos cero. Por lo tanto se atraviesa desde el estado 10 hasta el estado 01 por la arista solida
con salida 01; finalmente se pasa del estado 01 al estado 00 a lo largo de la arista solida con
salida 11. En consecuencia, la codificacion de 101 es por tanto la recopilacion de las salidas
que se fueron obteniendo en el proceso; esto es 11 01 00 01 11.

La figura 2.4 b) es esencialmente el mismo diagrama ampliado para mostrar los estados

en el tiempo t — 1y t.

La misma idea general es valida para un (n, k)-codigo convolucional con matriz genera-

dora polinomial G(z) = (¢! (2)) con k > 1. Para 1 < i < k, sea

m; = méx gr(g"(2))

1<j<n !

el maximo grado entre las entradas de la fila i; m; se denomina el grado de la i-ésima

fila de G(z). Se adopta la convencion de que el polinomio cero tiene grado —oo. Sea

u = (u(l), u?, ... ,u(k)) una k-secuencia de informacion siendo ui” la i-ésima entrada en el

tiempo t. Sea uG = v = (vM, ..., v™) la n-secuencia cédigo resultante. Cada vt(j) es una
combinacion de algunos de los ugf) con T € {t,t —1,...,t —m;}. De ahi, si se conocen las

entradas ugf) y todas las entradas de orden ¢ desde el tiempo ¢t — 1 hasta regresar al tiempo

t — m,;, se puede determinar la salida. Asi que en el instante ¢, se dice que el codificador
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esta en el estado (ugl_)l, e ,uf_’ml,uf_)l, . ,ug)mz, . ,ugli)l, e ,ui@mk). El conjunto de es-

tados de G es el conjunto de todas las (my + mg + - - - + my)-tplas binarias ordenadas. El
conjunto de estados es de tamano 2™1+m2+ Mk v representa todos los posibles estados que
un codificador puede tener en cualquier tiempo. Note que la memoria m del codificador G
es el maximo de los m;; en particular cuando k£ = 1, se tiene que m = mj.

El diagrama de estados para el caso £ > 1 se construye como en el caso k = 1.
Los vértices del grafo dirigido etiquetado son el conjunto de estados. Sin embargo esta
vez, deben haber 2% tipos de aristas que representan cada una de las posibles entradas

(u,gl), u§2), . ,ugk)). De nuevo la arista se etiqueta con la salida (vt(l), vf), Ce Uy

Ejemplo 2.19.
En la figura 2.5 se muestra el diagrama de estados para el (3, 2, 2)-codigo convolucional cuyo

codificador fisico se muestra en la figura 2.3 y tiene matriz generadora polinimial

1 0 z
Ga(z) = ,
0 1 z+22
del ejemplo 2.16.

Para la construccion del diagrama de estados es necesaria la siguiente informacion

1. Para cada instante de tiempo ¢ el estado es de la forma (ugl_)l, u,@l, ug)z), dado que el

grado de la fila 1 y 2 de la matriz G5(z) son respectivamente m; = 1y mgy = 2.

2. El diagrama de estados esta compuesto por 8 vértices, que son los elementos del conjun-

to de estados F3 = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1)}.

3. Las entradas en cada instante de tiempo son de la forma (uﬁ”,uf)). Las posibles

entradas son:

(0,0) representada en el diagrama por una linea solida roja  —

0,1) representada en el diagrama por una linea discontinua negra ----

(0,1)
(1,0) representada en el diagrama por una linea solida negra _—
(1,1)

1,1

, representada en el diagrama por una linea discontinua roja = ----

O

4. La salida para cada instante de tiempo es v, = (v; 7, v; ,vt(g)) donde cada componente
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000

Figura 2.5: Diagrama de estados del codificador de la Figura 2.3
estd determinada por las siguientes ecuaciones

o =u?, w? =y oY = wl e e (med2).  (2.19)

Y

2. Diagrama enrejado

El diagrama enrejado para un codificador de un codigo convolucional es solamente una
extension del diagrama de estados comenzando en el instante ¢ = 0. Se ilustra esto en la
figura 2.6 para la matriz generadora G(z) del (2, 1)-codigo convolucional del ejemplo 2.14.

Los estados son etiquetados a = 00, b = 01, ¢ = 10 y d = 11. Observe que el enrejado
es una extension de la figura 2.4 b), entendiendo que en el instante t = 0, el tnico estado
utilizado es el estado a; entonces, en el tiempo ¢ = 1 los tnicos estados que se pueden alcanzar
son a y ¢, por lo cual son los tinicos dibujados hasta ese momento. La codificacion se puede

lograr recorriendo el enrejado de izquierda a derecha iniciando en el estado a y terminando
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Figura 2.6: Enrejado del codificador G1(z) = (1+ 22 1+ z+ 22)

en el estado a. El estado s € {a,b,c,d} en el tiempo t se denota por s;. Por ejemplo, para
codificar 101 se pasa por la trayectoria agcibscsbsas iniciando en una arista discontinua, a
continuacion una solida, luego otra discontinua y finalmente dos aristas solidas, ya que se
deben adicionar dos ceros como entrada para terminar en el estado a. Esto produce la 2-
secuencia codigo 11 01 00 01 11 luego de escribir las etiquetas en las aristas de la trayectoria

recorrida.

2.4. Decodificacion

En esta seccion se expone un método de decodificacion para un (n, k, m)-codigo convolu-
cional llamado Algoritmo de Viterbi y en el cual es necesario el uso de las representaciones
graficas expuestas en la Seccion 2.3.2. Cabe aclarar que este método es eficiente para valores

de n y k pequenos.

2.4.1. El algoritmo de Viterbi

El algoritmo de Viterbi utiliza el diagrama enrejado de un codificador de un codigo
convolucional para determinar la decodificacion de una secuencia recibida. La version del
algoritmo que se presenta realiza la decodificaciéon al vecino méas cercano, que no es otra

cosa que la decodificacion por distancia minima, ver observacién 1.1 . Supongase que una
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k-secuencia de informacion de longitud N se codifica usando una matriz generadora con
memoria m. El algoritmo requiere que se considere la posicion del enrejado que inicia en el
instante ¢ = 0 y termina en el momento M = N + m; este se denomina el enrejado truncado
N. La figura 2.7 muestra el enrejado truncado en N = 6 para la matriz generadora G;(z)

del ejemplo 2.14 que se utiliza para decodificar un mensaje de longitud 6.

Yy = 11 10 11 10 01 10 10 11
00 00
11 11

7 8

Figura 2.7: Enrejado truncado N = 6 del codificador G1(z) = (1 + 22 1+ z + 22).

Suponga que la k-secuencia de informacion u® = (u(()i),ugi),ugi), o ,u,(j)) con 0 <1 <

N — 1 es codificada usando la matriz generadora G para generar una n-secuencia codi-

go v = (Uéj),vij),véj),...,v((f\hm)fl) con 1 < 5 < n. En lo que sigue se asume que

cl) — (céj), ng), céj), o 708\)7+m)—1) con 1 < 7 <n es recibida.

A continuacion se presentan algunas definiciones necesarias para el algoritmo de Viterbi.

Definiciéon 2.6.
Si e es la arista que conecta el estado s del instante t — 1 con el estado s’ en el tiempo t,
entonces el peso de la arista e es la distancia de Hamming entre la etiqueta de la arista e y
la componente ¢;_1 de la n-secuencia recibida.

Por otro lado, el peso de una trayectoria P a través del enrejado es la suma de los pesos

de las aristas de la trayectoria.

De la definicion anterior se tiene que el peso de las aristas y de las trayectorias dependen

del vector recibido.
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Definiciéon 2.7.

Se denota el estado cero por a y en el tiempo 0 por ag. Suponga que P es una trayectoria en
el enrejado que inicia en ag y termina en el instante t en el estado s. La trayectoria P se
dice es una trayectoria sobreviviente en el instante t, si su peso es el mds pequeno entre los
pesos de todos los caminos que inician en ag y terminan en el estado s en el tiempo t. La
coleccion de todas las trayectorias sobrevivientes que inician en ag y terminan en el estado

s en el instante t se denota por S(s,t).

Si P es una trayectoria en el enrejado, partiendo de ay y terminando en el instan-
te I, se define cp a la n-secuencia cédigo asociada con P, donde cp; es la etiqueta en
la arista en P desde el estado en el tiempo t hasta el estado en el tiempo ¢t 4+ 1 para
0 <t < I. Adicionalmente, se define como up el mensaje asociado con P donde up, es la
entrada identificada por el tipo de arista en P desde el estado en el instante ¢ hasta el estado

en el instante ¢t + 1 para 0 < ¢t < min{/, N}.

Algoritmo 2.1.

El algoritmo de decodificacion de Viterbi consta de los siguientes pasos

1. Dibujar el diagrama enrejado truncado en N de G(z), reemplazando las etiquetas de

las aristas por el peso de cada arista. Denote con a el estado O.
2. Calcular S(s,1) para todos los estados s utilizando el enrejado del paso 1.

3. Repetir lo siguiente para t = 2,3,..., M usando el enrejado del paso 1. Suponiendo
que S(s,t — 1) fue calculado para todos los estados s, calcular S(s,t) para todo s
de la siguiente manera. Para cada estado s’ y cada arista e desde s’ a s, formar la
trayectoria P conformada por P’ seguida de e donde P’ € S(s,t — 1). Incluir P en

S(s,t) unicamente si tiene el peso més pequeno entre todas las trayectorias.

4. Un vecino més cercano a c es cualquier cp para P € S(s, M) obtenido a partir del

mensaje dado por up.

Ejemplo 2.20.

En este ejemplo se ilustra el algoritmo de Viterbi para decodificar la 2-secuencia recibida
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y =11 10 11 10 01 10 10 11 para lo cual inicialmente se usa el enrejado de la figura 2.7,

en el cual aparece y en la parte superior. El enrejado del paso 1 se muestra en la figura 2.8.

a =00 2 1 9
)
0,
b—01 ™
c=10
d=11
t= 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.8: Pesos en el enrejado de la figura 2.7.

Ahora para el paso 2, se tiene

S(av 1) = {aoal}’ S(b7 1) = ¢a

S(e, 1) ={aper }, S(d, 1) = ¢.

A partir de estos conjuntos se puede calcular S(s,2) usando la regla del paso 3 y se

obtiene

S(a,2) = {aparas}, S(b,2) = {apciba },

S(C, 2) = {a0a162}7 S(d, 2) = {aocldg}.

Se observa que las trayectorias en S(s, 2) inician con aga; 0 agcy, las cuales son las trayectorias
de §(s,1). Se puede construir S(a,3) a partir de los caminos en cada S(s,2) y se tiene que
solo hay dos posibilidades, una es aga;as seguida por la arista asaz resultando la trayectoria
apaiasag v la otra es agceiby seguida por la arista byas resultando la trayectoria agciboas; sin
embargo, la primera tiene peso 5 y la segunta tiene peso 2, por lo tanto S(a, 3) = {agc1b2as}.
El calculo de los otros S(s,3) es similar. De esta forma se contintia hasta calcular S(a,8).
Todas las trayectorias sobreviviventes se muestran en la figura 2.9, en la cual para hacer
los célculos mas sencillos se ha graficado cada trayectoria con el peso en color rojo bajo su

vértice final.
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1
4 2
)
2
t= 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.9: Decodificacion en el enrejado de la figura 2.7.

Note que algunas trayectorias se interrumpen, esto se debe a que cuando se anade una
arista mas a la trayectoria, la trayectoria resultante tiene mayor peso que otras trayectorias

que terminan en el mismo vértice.

1
4 2
)
2
t= 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.10: Trayectoria P el enrejado de la figura 2.7.

Para finalizar con el paso 4, note que S(a,8) contiene solo una trayectoria esta es P =
apc1dadsbycsdgbrag la cual tiene peso 2 y se resalta en color azul en la figura 2.10. Asi, la
palabra cédigo cp obtenida de la trayectoria P en la figura 2.7 es 11 10 10 10 00 10 10 11
que se diferencia en 2 posiciones de la 2-secuencia recibida. Ademés, como aristas solidas
provienen de entrada 0 y las aristas discontinuas de entradas 1 entonces, de las 6 primeras
aristas en la trayectoria P se puede deducir que la 1-secuencia de informacién enviada fue

111011.
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2.5. (Cobdigo convolucional dual

En esta seccion se presenta la definicion de coédigo convolucional dual y su relacion con el
sindrome de una n-secuencia recibida, como también un método para determinar una matriz
de control de paridad polinomial a partir de una matriz generadora polinomial.

De igual forma que para el caso de los codigos lineales un codigo convolucional es un
subespacio vectorial y dado que todo subespacio vectorial tiene su respectivo complemento
ortogonal surge el hecho de que cada codigo convolucional también tiene su respectivo codigo

convolucional dual.

Definicién 2.8.
Sea C' un (n, k)-codigo convolucional. Entonces su cédigo convolucional dual C*+ es un subes-

pacio (n — k)-dimensional del espacio vectorial Fy((2))", el cual es ortogonal a C'.

El c6digo convolucional dual C* es generado por cualquier codificador H(z) de velocidad
R =n—k/n tal que
G(z)H(z)" = 0. (2.20)

La matriz H(z) se denomina la matriz de control de paridad del codigo C. Un método para
determinar H(z) a partir de la matriz G(z) se presenta méas adelante en esta seccion.

El codificador de un cédigo convolucional dual, puede representarse por medio de cual-
quiera de los métodos expuestos en la Seccidén 2.3, pues este sigue siendo el codificador de

un cédigo convolucional.

2.5.1. Codificador polinomial de un cédigo convolucional dual

A continuacion se presenta un método para determinar una matriz generadora polinomial
H(z) de un codigo convolucional dual C*, a partir de una matriz generadora polinomial
G(z) de un codigo convolucional C' mediante la aplicacion del Teorema 1.1, el cual permite
determinar la descomposicion en factores invariantes de G(z).

Sea (GG(z) una matriz generadora polinomial de un c6digo convolucional C'. Del Teorema

1.1 se tiene que una descomposicion en factores invariantes de G(z) tiene la forma
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donde A(z) es una matriz de operaciones elementales por fila de tamarno k x k' y B(z) es
una matriz de operaciones elementales por columna de tamano n X n, luego tales matrices
son polinomiales e invertibles y B~1(z) existe.

Ahora, sea B;(z) la matriz compuesta por las dltimas (n — k)-columnas de B~!(z).
Entonces, la matriz de control de paridad H(z) para el codigo convolucional dual puede

definirse como

H(z) = Bi(2)". (2.21)

La matriz H(z) definida en la ecuacion (2.21) tiene rango m — k. A continuacion se
garantiza que H (z) satisface la condicion de la ecuacion (2.20); esto es G(z)By(z) = 0.

Como G(z) = A(2)['(2)B(z) entonces G(z)B1(z) = A(2)['(2)B(2)Bi(z). Sea I, = [d;]
tal que §;; = 1sii =7y d;; =0sii#j. Dado que By(z) es la matriz formada por las

tltimas n — k columnas de B(z)™! y sabiendo que B(z)B(z)~! = I, se tiene

k1 Orgte Orges - O1g
dokt1 Oopte  Oapgs - Doy
Orx(n—k)
B(2)B1(2) = | Spi1p41 Okiiksz Okiikss - Oksim | =
In—k
Okt2k+1 Okt2kt2 Oki2kts - Oktom
6n,k+1 6n,k+2 5n,k+3 e 6n,n

Ahora, como G(z) es de rango k, del Teorema 1.1 se concluye que G(z) tiene k factores

invariantes, esto es

Mm o0 0 - 0
0 7% 0 - 0

Fz)=10 0 v -+ 0 Openon
0 0 0 -

Asi, T'(2)B(2)B1(2) = Ogx(n—k), por lo tanto G(z)H(z)" = 0 con H(z) como se defini6
en la ecuacion (2.21).

Note que la matriz de control de paridad de un cédigo convolucional no es tinica, ya que
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es posible obtener otra si H(z) se multiplica por cualquier matriz cuadrada no singular de

tamano (n — k).

Ejemplo 2.21.

La matriz generadora polinomial del (2, 1, 2)-codificador de la figura 2.2 es
Gz)=(1+2" 142+427).

Para determinar la matriz de control de paridad de este codificador se debe encontrar una
descomposicion en factores invariantes de G(z) para lo cual se usa el proceso descrito en la
demostracion del Teorema 1.1, como sigue.

Dado que deg(1+2%) = deg(1+2z+2?%) = 2 no se requiere transformar la matriz G(z),pues
un elemento de grado minimo ya se encuentra en la posicién (1,1). Luego se divide 1+ z + 22

entre 1 + 22, y se tiene que
1+z+22= (14231 + 2z con deg(z) < deg(1 + 2%).

A continuacion se trasforma la matriz G(z) sumandole a la columna 2 la columna 1 esto
es:

G(2)T1a(1) = (14 2°  2).

Obteniendo una matriz G1(z) = (1 + 22  z), en la cual el grado minimo de las entradas no
nulas es menor que en G(z) y debido a que la componente (1, 2) es diferente de cero se repite
el proceso aplicado a la matriz G;(z).

Como deg(z) < deg(1 + 2?), primero se debe permutar las columnas 1 y 2, esto es
G1(2) Py = (z 1+ 22) )
Ahora, al dividir 1 + 22 entre z se obtiene
1+ 2% =2(2) + 1 con deg(1) < deg(z).

Se transforma la matriz G1(z) P2 sumandole a la columna 2 la columna 1 multiplicada por

2z obteniendo

G1(2)Pi2Tia(2) = (2 1) = Ga(2).
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Nuevamente, se obtiene una matriz G(z) en la que el minimo de las entras no nulas es
menor que en G1(z) y cuya componente (1,2) es no nula, asi que se debe repetir el proceso
a la matriz Ga(z).

Dado que deg(1) < deg(z) se intercambia las columnas 1y 2 de la matriz Go(2) y luego

se suma la columna 1 multiplicada por z a la columna 2 y se tiene
Go(2)PiaTia(z) = (1 0).
En este caso la componente (1,2) es cero, por lo cual el proceso termina asi
['(2) = G(2)T12(1) PioTh2(2) PioTia(2) = (1 0).

Luego, G(Z) = F(Z)Tlg(Z)Plngg(Z)Plngg(l) de ahi que B(Z) = T12<Z)P12T12(Z)P12T12(1)

esto es
1422 142422 . 142z 142422
B(z) = y B(z)" =
z 1+ 2 z 14 22
Asi,
14+2+2°2
Bi(z) =
1+ 22

Por lo tanto,

H(z)=(1+z+2" 1+427).

Ejemplo 2.22.

La matriz generadora polinomial del (3,2, 2)-codificador de la figura 2.3 es

1 0 z
GQ(Z) =
0 1 z+422

Para determinar la matriz de control de paridad de este codificador se busca una descom-

posicion en factores invariantes de Ga(z). Asi se obtiene

1 00
F(Z) = GQ(Z)Tlg(Z)T23(Z + 22) =
010

Luego Go(z) = I'(2)Tes(z + 22)T13(2), de ahi que B(z) = Toz(z + 22)T13(2) v
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1 0 z
B(z)'=B(z)= |0 1 z+2?
0 0 1

Por lo tanto

es la matriz de control de paridad buscada.

2.5.2. Ex-sindrome y sindrome convolucional

David Forney Jr. en [6] llama a la transpuesta de la matriz de control de paridad H(z)

el ex-sindrome? convolucional el cual tiene la propiedad,
v(2)H(2)" =0 siy solo si v(z) € C. (2.22)

Sea r(z) la n-secuencia recibida cuando la n-secuencia codigo v(z) fue transmitida por un
canal. La secuencia r(z) € F,((z))" puede ser diferente de la n-secuencia cédigo transmitida

v(z) dado que el canal puede introducir errores. Sea e(z) la n-secuencia de error, esto es
r(z) =v(z) + e(z). (2.23)

En la siguiente definiciéon se evidencia que el ex-sindrome es 1til en la formaciéon de la

(n — k)-secuencia sindrome correspondiente a la n-secuencia recibida 7(z).

Definiciéon 2.9.

La (n — k)-secuencia sindrome s(z) se define por
s(z) =r(2)H(2)". (2.24)
Luego, de las ecuaciones (2.23) y (2.24) se tiene

s(z) = v(2)H(2)" +e(2)H(2)",

2En inglés, syndrome-former
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pero como v(z) € C se tiene v(z)H(2)T = 0 asi

Por lo tanto, el sindrome depende solo de los errores introducidos por el canal y no de
la k-secuencia de informacion transmitida.
Como se hizo para el caso de la matriz generadora polinomial en la ecuacion (2.16), el

ex-sindrome H(z)” puede expresarse por medio de la siguiente ecuacion
H(z)" =Hy +H{ z+H) 2+ -+ H} 2™, (2.25)

donde H] es una matriz con entradas en F, de tamafio n x (n — k) para cada 0 <i < myy
la memoria del ex-sindrome es mg. En general, la memoria de un ex-sindrome no es igual a
la memoria de la matriz generadora G(z).

A partir de la ecuacion (2.25), la condicién dada en (2.22) puede expresarse como
v Hy + v HY (2) + -+ v HYL (2)™ =0, para0 <t < N+m—1 (2.26)

Luego, para cualquier n-secuencia co6digo v = (vg, v1,...,Unim—1) se tiene de forma equi-

valente que

vH' =0
donde
Hy Hf Hy - Hp,
gl HY ... HY | HT
o' = o e : , (2.27)
Hy - Hy _, Hj _, HJ

es una matriz semi-infinita ex-sindrome correspondiente a la matriz semi-infinita generado-
ra G dada en la ecuacion (2.11) y las matrices Hg con 0 < p < my son las respectivas

submatrices ex-sindrome. De lo anterior se sabe que
GH" = 0.

Ademas, tanto las secuencias generadoras discretas como las polinomiales del ex-sindrome

son las componentes de las matrices generadoras en su respectiva representacion, de igual
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forma que en la Seccion 2.3 para el caso de una matriz generadora de un cédigo convolucional.
Dado que el sindrome se puede obtener por medio del producto de matrices este también se
puede configurar en un circuito secuencial lineal, en dicho circuito se implementa la ecuaciéon
matricial s = rH7T.

A continuacion, se presentan ejemplos de lo expuesto en esta subseccion.

Ejemplo 2.23.
Para el (2,1, 2)-codificador de la figura 2.2 en el ejemplo 2.21 se obtuvo que una matriz de
control de paridad es

H(z)=(1+2z+2" 1+427).
Luego, el correspondiente ex-sindrome convolucional es

T 14 2+ 22
H(z)" =

1+ 22

De ahi que las submatrices ex-sindrome son

1 1
) HlTI y HZTI
1 0 1

Hy =

Asi, la matriz semi-infinita ex-sindrome es

—
— O
— = O = =
O ===
—_

Cuyo circuito secuencial lineal correspondiente, que consta de dos entradas (M, r?) y

una salida s se muestra en la figura 2.11

() é

o)

Y

Figura 2.11: Un ex-sindrome para el codificador la figura 2.2.
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Ejemplo 2.24.
Considere el (3,2, 2)-codificador de la figura 2.3, para el cual en el ejemplo 2.22 se concluyd

que

es una matriz de control de paridad.

Ahora, su correspondiente ex-sindrome convolucional es

z
H(z)' = | 2422
1
Luego, las submatrices ex-sindrome son
0 1 0

H =|of, H' =|1| v HI =|1
1 0 0

Asi, la matriz semi-infinita ex-sindrome es

010
01 1
100
01 0
01 1

H" = 10 0
0 1 0
0 1 1
1 0 0

Finalmente, su circuito secuencial lineal consta de tres entradas "), 7 +®) y una salida

s el cual se muestra en la figura 2.12

(1
z °
r r(2 > s
®3) ‘
LA

Figura 2.12: Un ex-sindrome para el codificador la figura 2.3.



Capitulo 3

Codigos Convolucionales Ciclicos

En este capitulo se presenta la definicién de codigo convolucional ciclico para lo cual en
adelante F, es un campo finito y n un entero positivo tal que ¢ { n. El nimero n denota la
longitud del codigo; cabe resaltar que la condicién impuesta es la misma que se hace en la
construccion de codigos de bloque ciclicos, esto para que el polinomio x™ — 1 se factorice en

polinomios irreducibles distintos en F,,.

3.1. Conceptos basicos
Antes de la definicion de codigo convolucional ciclico se presentan algunos conceptos
basicos sobre submddulos y sumandos directos de F,[z]" que se usaran méas adelante.

Proposicion 3.1.

Sea V' un F,[z]-submddulo de F,[z]". Entonces se satisfacen las siguientes propiedades.

i) V tiene una base finita y toda base de V' tiene el mismo cardinal, el cual se denomina

rango de V.
it) St vy, v,...,v, € F[2]" forman un conjunto generador de V', entonces
V1
3 T v2 TXn
V=imM={uM :u €F,2]"}, donde M = | . | €Fy[z]""
v,

i11) Sean P € F,[z]”*" y M como en ii) con sus r filas linealmente independientes, esto es

de rango r. Entonces V- =1m(PM) si y solo si P es invertible sobre F,[z].

65
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Demostracion.

i)

i)

Como F, es un campo, entonces F,[z] es un dominio de ideales principales y dado que
F,[z]" es un F,[z]-mo6dulo libre entonces, por el Teorema 1.2, el submodulo V' de F,[z]™

tiene una base.

A continuacion, se prueba que toda base de V' tiene el mismo nimero de elementos,esto
es igual cardinal. Para ello se verifica que si S = {v1,vs,...,v,} es una base para V
y T = {w;,ws,...,w,} es un conjunto linealmente independiente de vectores en V,

entonces r < n.

Considere el conjunto 77 = {wi,v1,vs,...,v,}. Como S genera a V, T} también
lo genera y puesto que w; es una combinacién lineal de los vectores de S, T es
linealmente dependiente. Entonces, algin v; es una combinacion lineal de los vectores

que le preceden en T;.

Luego, S1 = T \ {v;} genera a V' y sea Ty, = {wq, wy,v1,...,0;-1,Vj41,...,Vn},
entonces T5 es linealmente dependiente, luego algin vector en 75 es una combinaciéon
lineal de los vectores precedentes en T5. Pero, como 7' es un conjunto linealmente
independiente dicho vector no puede ser w1, asi que dicho vector es v; para algin i # j.
Este proceso se repite un ntimero finito de veces. Si se eliminan todos los vectores de
S antes que se pueda incluir todos los vectores de T', entonces el conjunto resultante
es un subconjunto de 7' linealmente dependiente, lo cual es una contradiccion. Esto
significa que en el proceso los elementos de S no se pueden agotar antes de incluir

todos los elementos de T'; es decir r < n.

Finalmente, si S y T son bases de V', de lo anterior se tiene que n = r.

Sea {vy,vs,...,v,} C F,[z|" un conjunto generador de V. Es decir, todo elemen-
to de V' puede escribirse como una combinacién lineal de elementos en el conjunto

{v1,v9,...,v,} con coeficientes en FF,[z], luego para € V se tiene

T = U1V] + UV + -+ + UV, CON U, Ug, ..., Uy € Fylz].
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Ahora, si se define
Al

v
u = (up,ug,...,u) €Ff2]" v M= :2 € F,[2]™",

v,
se tiene que & = uM. Por lo tanto, V =1im M = {uM : u € F [2]"}.

i71) Dada una matriz A, con p(A) se denota el namero de filas (o columnas) linealmente
independientes de la matriz A, denominado el rango de A. Supongase que P € F[z]™"
es una matriz tal que V' = im PM. Por hipoétesis se tiene que V' = im M, lo que significa
que V es de rango r. De esta manera dado que PM es una matriz de tamano r X n que

genera a V', entonces PM tiene r filas linealmente independientes, esto es p(PM) = r.

Puesto que

p(PM) < min{p(P), p(M)},
y como por hipotesis p(M) = r entonces
r = p(PM) < min{p(P),r} < p(P).
Ademéas, P es de tamano r x r luego p(P) < r, asi p(P) = r. Por lo tanto, P es
invertible.
Reciprocamente, supéngase que P es invertible sobre F,[z]. Entonces P! existe. Sea
v € V luego, por el item i7) se tiene que

v=uM =uP 'PM =4'PM € im(PM),

con u’ = uP~! € F,[z]"; es decir, V C im(PM).

Ahora, sea t € im(PM) entonces t = wPM para algin u € F [z]", luego
t=uPM =u"M € im(M),

con u” =uP € F,[2]", esto es im(PM) C V. Esto es, V =1im PM. O

n

La Proposicion 3.1 garantiza que todo F [z]-submodulo V' de F,[2]" es libre y puede

escribirse como

V — ]H]G = {UG u E Fq[z]k}i
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donde k es el rango de V' y G € F,[2]**" es una matriz cuyas filas son una base de V.
Cualquier matriz GG de este tipo se denomina matriz generadora del moédulo V. Ademas esta
es Unica salvo la multiplicaciéon izquierda por una matriz invertible; esto es para cualquier
par de matrices G, G’ € F,[2]**" de rango k la identidad im G = im G’ es equivalente a
G' = PG para alguna matriz invertible P € F,[z]"*.

Se puede probar que si V' es un sumando directo de F,[z]™ de rango k, la forma de Smith

de cualquier matriz generadora G de V esta dada por I' = (I, Ogxn_k), ver [9, Prop. 2.2].

Proposicion 3.2.
Sea V' un F,[z]-submddulo de F,[z]" y G € F,[2]**" una matriz generadora de V. Entonces

G es invertible a derecha si y solo si' V' es un sumando directo de F[z]".

Demostracion.
Sea G € F,[2]"** la matriz inversa a derecha de G; es decir, tal que GG = I;.. Considere la

funciéon
m: Filz]" — Vo
v — 7(v)=vGG.

Por la definicion de la funcién 7 y las propiedades de las operaciones de matrices se tiene
que 7 es F,[z]-lineal. Ahora, como V = im G entonces para cada v € V existe u € F,[2]* tal
que v = uG. Luego

m(v) = (uG)GG = uG = v;

es decir, 7 es la identidad en V. Asi, por el Lema 1.2 se tiene que V' es un sumando directo
de IF,[2]™.

Reciprocamente, se tiene por hipotesis que V' es un sumando directo de F,[2]" y G es una
matriz generadora, luego la descomposicion en factores invariantes de G es G = AI' B, donde
Ay B son matriz invertibles de tamano k X k y n x n respectivamente y I' = (Iy  Opxpn—rk)-

Sea G' = BT A™! y dado que I'T? = [}, se tiene que GG’ = (AT'B)(B™'TTA™) = I};

esto es, GG es invertible a derecha. [l

Proposicién 3.3.

Sea V' un F,[z]-submddulo sumando directo de Fy[z|". Entonces para todo v € F,[2]" y todo
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A € Fylz] no nulo se tiene que
Av €V implica v € V.

Demostracion.

Sea G € F,[2]"" una matriz generadora de V, dado que Av € V entonces \v = uG para
algtn u € F,[z]*. Sea G € F,[z]"** la matriz inversa a derecha de G y considere u’ = vG,
luego

2 = MG = uGa = .

Asi Mu’'G = uG = M entonces A[u'G — v] = 0, pero como A # 0 y F,[z] es un dominio

entero se tiene que u'G = v, estoes v € V. ]

Es bien conocido que en la teoria de espacios vectoriales todo subespacio es un sumando
directo. Sin embargo, la Proposicién 3.2 sugiere que esto no sucede en el caso de los F,[z]-

submodulos del modulo F[z]™. A continuacion se proporciona un ejemplo de esta situacion.

Ejemplo 3.1.
Sea (z) = {gz : g € F,[2]} el F,[2]-submoddulo de F,[z] generado por z. Supéngase que (z) es
un sumando directo de F,[z]. Dado que z € (z) por la Proposicion 3.3 se tiene que 1 € (z)

lo cual es una contradiccion.

Proposicion 3.4.
Sean V.W F,|z]-submddulos de F,[z]" que tienen el mismo rango y tales que W C V. Si

W = imé con CAJ mvertible a derecha entonces V. =W.

Demostracion.
Sean G = (g;5), G = (Gij) € Fy[2]"" tales que V = imG y W = im G. Como W C V, se
tiene

imG = {vG : v € Fy[2]*} C {uG:u e F[2]} = imG. (3.1)

Sea e; € F,[z]* el vector que contiene un 1 en la i-ésima componente y cero en las demés,
entonces ;G = (g1, Gi2, - - -, Gin); €8 decir, la i-ésima fila de la matriz G puede escribirse
como e;G. De la ecuacion (3.1), se tiene que existe u; € F,[2]* tal que e,G = w;G para

1 <i <k, de ahi que existe una matriz U € F,[z]*** tal que G =UG.
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Ahora, sea G’ 1a inversa a derecha de G entonces I, = GG = UG’ZJ\’, luego el sistema
zU = 0 con x € F,[z]* tiene solucién tnica = 0, esto es U es invertible. Asi, por el item

iii) de la Proposicion 3.1 se tiene que V =1im G = im UG = imG=W. O]

En la Seccion 2.5 se present6 el concepto de dual de un co6digo convolucional visto como
un subespacio vectorial de IF,((2))". Este concepto tiene sentido porque en un espacio vec-
torial cualquier subespacio es un sumando directo. De esta manera, se puede adaptar este
concepto cuando se tiene sumando directo de Fy[z]|"; por lo tanto usando las ideas dadas en

la Subseccion 2.5.1 se prueba el siguiente resultado.

Proposicion 3.5.
Sea V- C F,[2]" un submddulo y G € F,[z]*" una matriz genradora de V invertible a derecha.

Entonces existe una matriz N € F [2]"™*"%) tal que V = ker N = {v € F [2]" : vN = 0}.

A continuacion se presenta la definicién formal de un cédigo convolucional en el contexto
de F,[z]-submodulos de F,[z]". En [8, p. 4] se menciona que en [23, 24] se plantea y discu-
te en detalle el problema de si la teorfa algebraica de los codigos convolucionales deberia
desarrollarse desde el contexto de las series de Laurent o en el contexto de los polinomios.
Ademas, en la observacion 2.4 de [9, p.5| se menciona la existencia de una correspondencia
uno a uno entre codigos convolucionales como subespacios de F,((z))" con matriz generadora

polinémica y codigos convolucionales en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 3.1.
Sea G € F,[2]"™ una matriz de rango k. Un submddulo C' = im G C F,[z]" se denomina un

coadigo convolucional si la matriz G es invertible a derecha.

En la teoria clésica de los codigos convolucionales como subespacios de F,((z))" una
matriz generadora polinomica invertible a derecha se denomina béasica o matriz generadora
basica, ver [14, p.80]. De la Proposicion 3.2 se tiene que un codigo convolucional es un
sumando directo de F,[z]" de rango k. Ademas, la Proposicion 3.5 garantiza que cada codigo
convolucional C' C [F,[z]" tiene una matriz de control de paridad; es decir, existe una matriz
H € F [2]"*("") tal que C = ker H = {v € F [2]" : vH = 0}.

A continuacién se presentan las definiciones de complejidad de un codigo convolucional,

grado de un vector y grado fila de una matriz, conceptos necesarios para definir matriz
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generadora minimal. En |8, 9| los autores aclaran que no se ha establecido una notacion
estandar para el parametro llamado complejidad del codigo, por ejemplo en [14, p.83] se
denomina longitud de restriccién generall.

Antes de presentar dichas definiciones cabe mencionar, que un k-menor de una matriz

G es un determinante de tamafo k X k de la matriz G.

Definiciéon 3.2.

Sean F, un campo finito y G € F [2]**™ una matriz de rango k. El nimero
0 = max{gr v:v es un k-menor de G}, (3.2)
se denomina la complejidad de la matriz G o del submddulo im G.

Definiciéon 3.3.
Sea G una matriz generadora de un codigo convolucional, entonces la complejidad del codigo

es 1qual a la complejidad de la matriz G.

Naturalmente, un coédigo convolucional de complejidad cero es un coédigo de bloque,
porque esto significa que las entradas de su matriz generadora son polinomios constantes;

esto es, son elementos de [Fy.
Definiciéon 3.4.

1. Siv= Z;VZO v;2) € Fylz]* donde v; € F}, entonces el grado de v es N y se denota

grv=N. Ademds, gr 0 = —oc0.

2. Sea G = (gij) € F,[2]**™ entonces el grado de la i-ésima fila de G se denota v; y se

define por v; = max;<j<,{gr gi;}-

En [8] los autores afirman que en [5, Tma. 1] se demuestra que cada submodulo de F,[2]"

tiene una matriz generadora minimal en el sentido de la siguiente definicion.

Definicion 3.5.
Sea G € F,[2]""™ una matriz de rango k y complejidad & y sean vy, va, ..., v, los grados de

las filas de G, se dice que G es minimal si 0 = Zle ;.

'En inglés, overall constraint length.
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El concepto méas importante para un cédigo es su distancia, pues esta sirve para deter-
minar su capacidad de correccion y deteccion de errores, por lo tanto, la calidad del codigo.

La definicion de distancia libre de un c6digo convolucional se presenta a continuacion.
Definiciéon 3.6.

1. El peso de la palabra v = Y1\ v;2" € F,[2]", se define como

N

wt(v) = Zwt(vi) € Ny,

1=0

donde wt(v;) denota el peso de Hamming del vector constante v; € Fy.

2. La distancia libre de un codigo C' C F,[2]" se define como

dlibre(c) = min{th(U) ved \ {O}}

3.2. Ciclicidad

A continuacion se expone la nocién de ciclicidad en los codigos convolucionales, para
esto se inicia recordando este concepto en codigos de bloque ciclicos. Un codigo de bloque

C C Iy se dice ciclico si este es invariante bajo desplazamientos ciclicos, es decir, si
(v, V1,...,Up1) € C entonces  (Vp_1,00,...,0n_2) € C, (3.3)

o equivalentemente, C'S C C' donde
01 --- 0

S = e Fm, (3.4)

00
10 0

Una herramienta importante en la teoria de codigos de bloque ciclicos es la llamada
representacién polinomial. Esta se basa en el F -isomorfismo, dado por

o F? — R,

q .
v= V0, , V1) — ¢(v)=TI v’

donde R,, = F,[z]/ (™ — 1) es el anillo cociente definido por, R, = {f € F [z] : gr(f) < n}

con multiplicaciéon médulo 2™ — 1.
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La funcién ¢ interpreta el desplazamiento ciclico como la multiplicaciéon por z. Como
consecuencia, un cédigo de bloque ciclico C' puede ahora presentarse como un ideal ¢(C') en

R, y viceversa, en otras palabras, un cédigo de bloque C' es ciclico si y solo si
a€ ¢(C) implica za€ ¢(C).

Esto significa que estudiar codigos de bloque ciclicos en Fy es equivalente a estudiar
ideales en R,,. Ademas, dado que R,, es un dominio de ideales principales, esto representa
ciertas ventajas a la hora de estudiar la estructura de los codigos de bloque ciclicos, ver [11,
Cap. 4], en particular cada codigo de bloque ciclico tiene un polinomio generador.

Para extender este concepto de los codigos de bloque ciclicos al contexto de codigos

convolucionales se considera la siguiente funcién

o Fllm o — R[]
Zj]‘igl'vjzj — Zj]\iglgb('vj)zj, (35)

donde v; € F} y ¢(v;) € R, para todo j. Cabe observar que usando la notacion del Capitulo

2 esta funcion puede expresarse de la siguiente manera

P Folol R, [2] »
(Zf\ia_l@vsjzi%:o — Yt (Z}:ol az‘ﬂf]) 2 (3.6)

donde M — 1 es el méximo grado de los polinomios del vector de entrada.

Teorema 3.1.

La funcion ¢ dada por (3.5) es un F,[z]-isomorfismo de F[z]-mddulos.

Demostracion.

Sean u,v € F [z|" y r € F,[z] con

<

h

N—-1

_ j _ i _ t

u = w;z, v= vl yr= Tz
i=0

j t=0

I
o

Supoéngase que M —1 < N — 1y asimase que u; = 0 para M < j < N — 1. Dado que ¢ es
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un F,-isomorfismo se tiene

plutv)=p ( 3T W) = 3 b+ e = 3 [pla) + o)
=3 6w+ 3 o) = plan) + (o)

Ahora,

e[ ) (£ fom )

h+M-—1 k h+M—-1 k
k k
SHINTD SERI R o S
k=0 0

p=
M—

- [Z ] [Z ¢<uj>zj] — ro(w)

t=0
Ademas, si u # v por la definicién de igualdad de polinomios y de la funcién ¢, se tiene

que p(u) # ¢(v). Finalmente, si T € R,[z] entonces

m n—1 m
-3 (Z ) =3 ola):
i=0 \j=0 i=0
con a; = (ap, ;. ,a,-1) € Fy, esto es existe x = Sorsaizt € Fylz]" tal que
olx)="T. O

En este sentido, seria muy natural definir c6digos convolucionales ciclicos justo como se
hace para codigos de bloque ciclicos, esto es que se cumpla la expresion (3.3) o dicho de otra

manera que si C' es un c6digo convolucional se denomina ciclico si satisface que
v € ¢(C) implica zv € (C).

Sin embargo, P. Piret en [19] demostr6é que los codigos convolucionales que satisfacen
esta condicién son nuevamente codigos de bloque ciclicos y por tanto este analisis no condu-
ciria al descubrimiento de nuevos codigos convolucionales. A continuacién se presenta una

demostracion, basada en [9], de este resultado.

Proposicion 3.6.
Sea C C F,[z]" un cddigo convolucional que satisface (3.3). Entonces C es un codigo de

bloque.



3.2 - Ciclicidad 75

Demostracion.
Por hipotesis, CS C C siendo S como en (3.4). Sea A = zI,, — S, luego para determinar el

polinomio caracteristico de S, ps(x), se calcula det(A), esto es

x -1 0 0 --- 0
0O = -1 0 --- 0
det(A) = det(xl, —S)=det [ . . . . .
10 0 0 -z

Realizando el calculo de este determinante mediante el desarrollo de cofactores por la primera

columna, se tiene

r —1 -+ 0 -1 0 -+ 0

0 = --- 0 . rx —1 --- 0
ps(z)=zdet [ . . . . +(=1)""(=1) det : _— :

00 2/ yim 00 - =1 @

de ahi que, ps(x) = z(z" 1) + (=1)""2(=1)""! = 2" + (=1)**1. Asi, el polinomio ca-
racteristico de S es 2" — 1; ademés el determinante del menor (n,1) de la matriz A es
det(M,;) = (—1)"!, luego sin importar cual sea el determinante de los demés menores de
orden n — 1 se tiene que el méaximo comun divisor de todos los menores de orden n — 1 de
la matriz caracteristica A es 1. Por lo tanto, el polinomio minimal de S es 2™ — 1, ver |7, p.
90].

Sea 2" — 1 = m---m, la factorizaciéon en polinomios irreducibles diferentes sobre F,.

Luego, por el Teorema 1.3, se tiene la descomposicion
F,[z]" = kerm(S) @ - -+ @ ker m,.(5),

en submodulos los cuales son sumandos directos minimales S-invariantes, ver Definicion

1.15. Dado que C' es un sumando directo, también se tiene
C = ®jer kerm;(S), donde T' = {i : kerm;(S) N C # {0}}.

Supongase que m;(z) = by + bz + - - - + by, por definicion 7;(S) = bol, + 1S+ -+ - +b,.S*

luego para v = Zj]\igl a;z’ € ker;(S) para algin i € T

7T1(S)(’U) = ’U(bo[n + bls +--+ tht) = b(]’UIn + bl’l)S +--+ bt’USt =0.
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De lo cual se tiene

0= b()(a() +az+---+ aM_le_l)In + bl(ao +aiz+ -+ aM_le_l)S + -4
bi(ag+ayz+ - +ay 12 HS!
= (bg(];o[n + blCLOS R thLQSt) + (b[)al[n + b1a15 —+ -+ btalst)z 4+ -4

(boaMfljn + blaM,lS + -+ btaM,lSt)zM’l.

Lo que implica (bya;I,, + b1a;S + -+ + ba;S*) = 0 para 0 < j < M — 1, esto si y solo si
mi(S)(a;) =0 para 0 < j < M — 1 o equivalentemente a; € ker7;(S) para 0 < j < M — 1.
De ahi que, ker 7;(.S) es generado como F,[z]-mddulo por vectores constantes y dado que
F7 es S invariante, se tiene que el Fy[z]-modulo ker 7;(S) es generado por ker m;(S) N Fy.
Entonces C' tiene una base en Fy.
Esto conduce directamente a una matriz generadora constante y por tanto a un codifica-
dor constante para C'. Esto significa que la complejidad es cero, y como se explica después

de la Definicion 3.3, esto implica que C' es un cédigo de bloque. O]

Como se menciona en los articulos [8, 9] el resultado presentado en la Proposicion 3.6 llevo
a Piret en [19] a presentar una nocién méas general y compleja de ciclicidad para codigos
convolucionales. En lugar de invarianza bajo desplazamientos ciclicos de C' mediante la

matriz de desplazamiento S dada en (3.4), dada por

M-1 M-
Z v;2' € C, implica Z v;S2' € C,

Piret introduce una especie de grado de cuasi-ciclicidad. Precisamente él llamé a C' un co6digo
convolucional ciclico, si existe algin m, el cual es coprimo con la longitud del cédigo n, tal
que

- M-1
Z v;z' € O, implica Z 0,502 e C. (3.7)
=0 i=0

En el lenguaje polinomial, es decir en el anillo de polinomios R,[z], esto se interpreta

como sigue
M-1
Z d(v;)2" € o(C), implica Z P(v;)z™) 2 € p(C). (3.8)
=0

La siguiente proposiciéon permite introducir una estructura de F,-algebra en el Fy|z]-
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modulo izquierdo R,[z] que se extiende del algebra R, [z].

Proposicion 3.7.
Sim y n son coprimos, entonces la funcion h : R, — R, definida por h(z) = x™ es un

F,-automorfismo en R,.

Demostracion.

Sean a,b € F, y p(z) = 3.1 aia?, q(z) = Y277 bia', € R, entonces

h(ap(x) 4+ bg(x)) =h (i(aai + bbi)xi> = g (aa; + bb;)(z™)"

1=0 i=
n—1 n—1
=a Z a;(x™) + b Z a;(z™)"
i=0 i=0

=ah(p(z)) + bh(q(x)).

Esto es h es un homomorfismo de F,-moédulos. Ademas, por las definiciones de igualdad de
polinomios y de la funcién se tiene que h es inyectiva. Para la sobreyectividad; dado que

existen t y k en Z tales que 1 = mt 4+ nk, se sigue que
T = xmt-l—nk — JthZL'nk — l’mt(l) — :L,mt — h(l’t),

. . . -1 ; .

esto es, la preimagen de z en R, es a'. De ahi que, si p(z) = Y/, a;2" € R, su preimagen
n—1 ti

es g(x) = > iy ax".

Por lo tanto, la funcién h es un F,-automorfismo en R,. n

En este sentido se puede ver, a partir de la ecuacion (3.8) y la Proposicion 3.7, que el
concepto de ciclicidad de Piret es un caso particular de aquel dado por Roos en [21], el cual
es una extension natural para un Fj -automorfismo o arbitrario de R,.

Cabe notar que en este documento cambia la escritura de los elementos en F,[z]" es
diferente a la que es utilizada en los articulos [8, 9], pues en este trabajo los coeficientes
de los polinomios en F [z]™ se escriben siempre a la izquierda de la variable z, como se
puede observar por ejemplo en la ecuacion (3.7) y de igual manera los elementos en R, [z] se
escribiran con coeficientes a izquierda como se evidencia en la ecuacion (3.8).

Antes de mostrar la generalizacion de Roos, se presenta el anillo de polinomios torcido
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R, [z; 0] el cual es isomorfo a F,[z]" como F,[z]-médulo derecho y algunas de sus caracteris-
ticas.

Para hacerlo, tenga en cuenta que F, puede considerarse como un subcampo del anillo
R, y en consecuencia R, es una [ -algebra. En lo que sigue se vera que el grupo de automor-
fismos Autp, (R,) del F,-algebra R, juega un papel importante para la definicion de codigos
convolucionales. Ademés cada automorfismo o € Autg, (R,) esta tnicamente determinado
por el valor de o(z) € R,,. En particular, o(xz) = z es la identidad en R,. Pero cabe aclarar
que no todas las opciones para o(z) determinan un F,-automorfismo en R,; en este sentido
la Proposiciéon 3.7 se constituye en una herramienta para construir automorfismos de R,,.
Por otro lado, en [9, Cor. 3.2] se presenta una formula para calcular el cardinal de Autg, (R,,).

En [8] los autores comentan que la idea principal de Piret fue imponer una nueva es-
tructura de anillo a R,[z] y llamar a un codigo convolucional ciclico si es un ideal derecho
con respecto a la nueva estructura definida. Esta nueva estructura es no conmutativa y se
basa en un automorfismo arbitrariamente elegido en R,,. Esta nueva estructura se muestra

a continuacion.

Definicion 3.7.
Sea 0 € Auty, (R,). Se define el producto de A = Zij\io a;z' y B = Zjﬂio bzl € Ry|z] por
N M N+M
Ax, B= (Z aizi> *, (Z bjzj) = Z (Z aiai(bj)> 2
i=0 =0 k=0 \itj=k

para todo N, M € Ny y a;,b; € R,

El conjunto R,[z] dotado con la suma usual de polinomios, la multiplicacion *, y la
multiplicacion clésica para los coeficientes en el anillo cociente R,,, es un anillo de polinomios
torcido el cual se denota por R, [z; o). El anillo R,,[z; o] también se denomina algebra de Piret
con parametros q,n, o.

Observe que la multiplicacion en R, [z; o] es simplemente una extension de la multiplica-

cién conmutativa en R,, junto con la siguiente regla

2%, a = o(a)z para todo a € R,. (3.9)
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En particular, se tiene

z %5, A = Az para todo A € .

Por tanto, el producto habitual siempre que el factor de la izquierda esté en F,[z]; es preci-

samente

N M N+M
Ax, B = (Z aizi> *, (Z bizi) = Z <Z aibj> 2
i=0 i=0

k=0 \k=itj

para todo A € R,[z] y B € F[z].

Note que siempre se ponen los coeficientes de z a su izquierda. Esto es, por supuesto
una cuestion de eleccion, pero la forma explicita de que el producto *, no es conmutativo
depende de ello. Usando la regla de multiplicacion (3.9) los coeficientes siempre se pueden
desplazar a la derecha de z si se aplica una potencia adecuada de 0~!. Ademas, es claro que
la indeterminada z no conmuta con los coeficientes de R,, a menos que o sea la identidad,
lo cual evidencia la importancia de diferenciar entre coeficientes izquierdos y derechos de z.

Dado que la multiplicaciéon en el anillo R, sigue siendo la usual, se tiene que R,, es un
subanillo conmutativo de R,[z;0]. Ademas dado que o|g, = idp, se sigue que el anillo de
polinomios F,[z] es un subanillo conmutativo del anillo torcido R,,[z;0]; como consecuencia
R, [z; 0] tiene estructura de F,[z]-modulo izquierdo y derecho.

Como la nueva estructura de anillo en R,, estd determina por el automorfismo o, Gluesing-
Luerssen y Schmale en [9] proponen el nombre de o-ciclicidad para la estructura ciclica de los
c6digos convolucionales. En la siguiente definicion se introduce esta nocion para submodulos

arbitrarios de F,[z]".

Definicién 3.8.
Sean q y n primos relativos y o € Autg, (Ry,). Un submddulo C' de Fy[z]" se dice o-ciclico si

d d
g= Zgizi € p(C) implica g*,x = Zgiai(x)zi € p(0). (3.10)
i=0

i=0

En [9] los autores mencionan que, Roos en [21]| extendié la ecuacion (3.10) a una es-
tructura de F,[z]-modulo derecho en R,[z], hecho que se utilizo para investigar en detalle
la estructura de cédigo convolucional o-ciclico. Desafortunadamente, en este contexto no es
posible construir polinomios generadores. Parece ser més tutil usar %, para una estructura

de anillo no conmutativo como el anillo R,[z; 0] como se muestra a continuacion.
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Definicién 3.9.

Sea o € Autg,(R,). Considere la funcion ¢ : Fy[2]" = R,[z;0] como en (3.5), donde ahora
las imdgenes @(v) = Zj]\igl d(v;)27 son vistas como elementos de R,|z;c]. Un submddulo
S CF,[2]" se dice o-ciclico si p(S) es un ideal derecho de R, [z;c]. Un cddigo convolucional

C CF [z]" se dice o-ciclico si C es un sumando directo de Fy[z|™ y es un submddulo o-ciclico.

Note que la funcion ¢ : F,[2]" — R,[z; 0] dada en la Definicién 3.9 es un isomorfismo de
[F,[#]-modulos derechos. Sin embargo, ¢ no es un isomorfismo de F,[z]-mo6dulos izquierdos.

En efecto, sea a € R,[z;0] y r = z € F [z] entonces

Asi ¢(ra) # ro(a) para o # idg,,.

Es importante tener en cuenta que con base en la Definicién 3.9, un submodulo C' de
[F,[#]™ es o-ciclico si y solo si su version polinomial ¢(C') es un ideal derecho en R,[z;0]. Los
codigos convolucionales o-ciclicos son los Ry, |[z; o]-submoédulos de R, [z; 0] que son sumandos
directos del F,[z]-modulo derecho R,[z;0]. Como se vera esto implica que son sumandos di-
rectos como R,[z; o]-mo6dulos. En otra palabras, cada codigo o-ciclico tiene un complemento

que es o-ciclico.
Ejemplo 3.2. Sea F, = {0,1,a,0%} y n = 3.

1. Considere el automorfismo o dado por o(z) = a?z. Se quiere encontrar el codigo

convolucional o-ciclico méas pequeno que contiene la palabra cédigo
v=(1+2+2%a+z+a*2% o+ 2+ a2 € Fyfz]’.
Primero que todo, ¢(C') debe contener el ideal en R,[z; 0] generado por el polinomio

g=p)=1+azr+ar’+ (14 z+ 2°)a’z + (&® + az + 2°)2°.
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Un célculo
T, g =0 +x+ar’+ (1 +x+2%)a’z + (0® + az + 2°)2* = o’g.
Asi 2% x, g = ag. Ademaés, se puede verificar que la matriz
G = (1+z+z2 a+ 24 a?2? oz2+z+ozz2)

es bésica y por tanto C' = im G es el codigo convolucional o-ciclico mas pequeno
que contiene la palabra v. Este co6digo pasa a ser bastante bueno, dado que se puede
probar que df...(C) = 9, que es el valor maximo de la distancia libre de cualquier
codigo unidimensional de longitud 3 y complejidad 2, ver [22, Teorema 2.2|. Por tanto,

C' es un MDS-codigo en el sentido de [22, Def. 2.5].

2. Considérese también la situacion en 1, con el automorfismo o = id. En este caso la

multiplicaciéon por x se corresponde simplemente con el desplazamiento ciclico habitual
T . - , -y .

y por lo tanto, el codigo convolucional o-ciclico méas pequeno C” que contiene la palabra

v tiene que satisfacer im G’ C C’, donde

P4+z4+a22 142422 a4 z+4+a?2?

(1+z—|—22 a+ 2+ a?2? a2+z+az2>
G =
a+z+a?2?2 P+z+a2> 142427

Dado que det G’ # 0, el codigo C” es 3-dimensional y por la Proposicion 3.4, se tiene
C/ = 1m]3 = F4[Z]3.

Por lo tanto, C” es un codigo de bloque y asi este es un ejemplo del resultado en la

Proposiciéon 3.6.

3.3. Algunos calculos con SAGE para cédigos convolu-
cionales ciclicos

En esta seccion se exhibe una manera de usar el programa computacional SAGE para
realizar implementaciones que son tutiles para determinar una matriz generadora de un c6digo

convolucional o-ciclico.
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Ejemplo 3.3.

Sean R; = Fy[x]/ (27 — 1) y o(z) = 2° un elemento en Auty,(R7). Dado
g=1l+2"+2°+2'+ (z+ 2>+ 2° +2°)2 + (1 + o + 2" + 2°)2% € Ry[2; 0], (3.11)

entonces (g) = {gf : f € Ry[z;0]} es el ideal derecho generado por g en R;[z;0]. Ademas,
para C' = ¢~ ((g)) C Fy[2]" se prueba que C es un sumando directo de Fy[2]", asf C' es un
codigo convolucional o-ciclico.

Sea f = Zz‘]\io fiz* € Rq[z;0]. Como f; € Ry, entonces f; = aip + anx + -+ + ax® con

a;; € Fo para 0 <i < Ny 0 <j <6, luego

gf = ngzz —ngzz —Zg aio + aipx + - + apr’) 2’

N N
= Z(gaio + gaix + - - + gaea’)2’ = Z(gaio + grap + - + gxlais)z’
1=0 1=0
N

= Y gan?' + Z granz + -+ Z gala?’
0 =0 —

N
—gzazoz +9$Zazoz +- +9I62ai62i3
i=0

con Zfio a;jz' € Fylz] para 0 < j < 6. Por lo tanto

2

<g> :gean[z}{gag:mang} (312)

Luego, de la ecuacion (3.12) y por medio del isomorfismo ¢ dado en (3.5) se tiene que,

v '(9)
C = {uG :u € Fy[2]"}, donde G = v (gac)

_ € Fy[2]™". (3.13)
v~ (g2°)
Ahora, para calcular gz? para 0 < j < 6 se debe usar la regla de multiplicacion dada en la

ecuacion (3.9) de la siguiente manera

gr=(x+ 2} +2* + )+ 1+ +2° + 252+ (2 + 23 + 2* 4 25)22

gr? = (@ + 2t + 2%+ 2%) + (z + 2t + 2 + 2%z + (L + 2+ 2% + 1)

Los demés productos se obtienen como combinacion lineal de los tres primeros elementos
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como sigue
g2® =g+ g2*, gz'=g+gr+g2®, g2°=g+gr, g2°=gr+ gz’

De ahi que (g) = genwz}{g,gx,g:ﬁ} y dado que ¢! es un isomorfismo se tiene que
C = {uG : u € Fy[z]*}, donde
v 1(g) 14+22  2+22 1+z 1+z 1+ 22 z 22
G=| ¢ gz) | = z  l+z+22 0 1+z+4+2% 1+22 1+22 z .
0 1(gx?) 22 z+22 1422 0 l+z 142422 142
Se puede verificar que G es invertible a derecha y minimal. Por lo tanto, C' C Fy[2]7 es un

c6digo convolucional o-ciclico.

Por supuesto, como se ve en el ejemplo anterior, los calculos hechos generalmente son
enredados de completar manualmente. De esta manera, en el apéndice se proponen los al-
goritmos: Imagen inversa de la funcion ¢ A.12, ver p. 105, Grado fila A.11, ver p. 105, y
Complejidad A.10, ver p. 104, los cuales ayudan a simplificar estos procedimientos. De esta
manera, los valores anteriores se pueden calcular de la siguiente manera.

Primero en SAGE se definen los anillos sobre los cuales se realizan las cuentas asi, para
construir el anillo de polinomios Fy[z] se define por F . <x>=GF (2) [], para el anillo cociente
R; esta dado por A.<y>=QuotientRing (F,F.ideal (x"~7-1)), el automorfismo sobre
R7 se define como sigue sigma=A.hom ([y+y”*2+y~3]) y finalmente el anillo torcido en
la variable z y automorfismo o, R;[z;0]| es S.<z>=A[’z’',sigmal].

Luego, el generador g dado en la ecuacion (3.11) se representa en SAGE como elemento
en S por g=1l+y*2+y"*34+y"4+ (y+y 24y 3+y”5) *z+ (1+y+y~4+y”~6) xz"2 ahora se
calculan los productos gz, gx?, que en este caso se representan por gxy y g*y*2 respecti-

vamente y se obtiene

gxy=(y"6+ty"3+y"2+y) xz"2+ (y"4+y"2+y+1) xz+y*5+y"4+y " 3+y

gxy"2=(y"5+y"4+y"3+y) xz"2+ (v 6+y " 3+y+l) xz+y " 6+y " S5+yt4+y 2
Para los deméas productos se pregunta si cumplen la igualdad esto es

g*xy"*3==g+g*xy"2; True

g*xy~4==gtgxy+gxy”~2; True
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g*xy”5==gt+gxy; True

g*xy”~6==gxy+g*y”2; True

Luego para obtener la matriz generadora se usa el algoritmo phi_inv A.12, implemen-

tado en SAGE y se procede como sigue

G=Matrix ([phi_inv(g,7,2),phi_inv(gxy,7,2),phi_inv(gxy"*2,7,2)1)

[x"2+1 X"2+Xx x+1 x+1 x"2+1 X x"2]
[ X X" "2+x+1 0 x"2+x+1 x"2+1 x"2+1 x]
[ x"2 x"2+x  x"2+1 0 x+1 x"2+x+1 x + 1]

Para comprobar que la matriz G es basica basta con calcular su forma normal de Smith

en SAGE y verificar que esta es I' = (I3 03x4), lo cual se cumple como se vera a continuacion

G.smith form() [0]
[1 00 0 0 0 0]
[01 00 0 0O 0]

[001 000 0]

Finalmente, haciendo uso de los algoritmos grado_fila A.11 y complexity A.10 se
comprueba que la matriz G es minimal verificando en SAGE la igualdad dada en la ecuacion

3.5, esto es

complexity (G)==sum([grado_fila(G,i) for i in [0..2]1])

True

La principal herramienta para describir los ideales derechos, y por ende los codigos con-
volucionales ciclicos, en R, [z; o] es el hecho de que R, es un élgebra semisimple. Dado que

n 'y ¢ son coprimos, el polinomio x" — 1 es libre de cuadrados y se puede factorizar de la

siguiente manera

" —1=mmy-- -7, (3.14)

donde 7y, ma, ..., m, € F,[z] son polinomios irreducibles, moénicos y diferentes dos a dos. Los

polinomios en (3.14) son ordenados de la siguiente manera

gromy = =gr My < -+ < 8Ly My otrg 41 = = 8Ly Tyt s (3.15)
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donde r{ +---+ry=71.Searg =0yl = 1+Zf\;10r,\ parat = 1,...,s, y se obtiene la
particion {1,...,7} = RMU---UR® con R® = {l,,l, +1,...,l; + r, — 1}. También es

necesario el uso de la siguiente relacion de equivalencia
k~1l siysolosi gr,m = gr,m. (3.16)

Por lo tanto, k ~ [ si y solo si k y [ pertenecen al mismo conjunto de indices R*) para algtin
t.
El Teorema Chino del Resto, ver [12, Cap. III, Cor. 2.27| proporciona un isomorfismo de

anillos
1/}1 Rn — K1XK2X"'XKT (317)
a — [pl(a)7p2(a)7""p7"(a’)]7 ‘
donde K}, = F,[z]/ (m) ¥ pr denota la proyeccion candnica en Kj. Note que Ky = K siy
solo si k ~ [. Como se indica en la ecuacion (3.17) los elementos en el producto directo se

denotan por [ay, as,...,a,]. Se puede verificar que los elementos
(k) — o1 _
e =4 ([(Orh<j<r]) para k=1,2,....r,

determinan de forma tnica el conjunto de idempotentes primitivos de R,. El subcampo
K® =e®R, =710 x - x0x K x0x---x0) se denomina la k-ésima componente
de R,. Ademas, R, = KM & -.-& K probando que R, es un anillo Artiniano semisimple,
ver [12, Cap. IX, Tm. 3.7|. En particular, R, tiene un namero finito de ideales, cada uno de
los cuales es isomorfo a un producto directo de campos. Ademas, a € R,, es una unidad en
R, siy solosi e®a 0 paratodol=1,...,7r.

Ahora, se expone el efecto de un automorfismo dado o € Autg, (R, ) en las componentes.
Se puede ver que para cada K se tiene que O’(K(k)) = KO para algan [ tal que [ ~ k. En
otras palabras,

o(e®) = e para algan 1 tal que &k~ 1. (3.18)
Lo cual da lugar a la siguiente definicion
Definicién 3.10.

Sea 0 € Auty, (R,,). Se define la permutacion I1, € S, por medio de 11,(k) = | donde [ es tal

que O'(E(k)) =eO para todo k = 1,...,r, con Il, se denota la permutacion correspondiente
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a 0. Ademds, define la relacion de equivalencia ~, en el conjunto de indices {1,...,r} via

k ~, | si existe algun i € Ny tal que o*(e®) = 0.

Por su puesto, la permutacion II, simplemente refleja la permutaciéon inducida por o en
el conjunto {e® ... M} es decir o(¢®) = eM=(*) La relacién de equivalencia ~, puede
también expresarse como k =~ [ si y solo si k y [ pertenecen al mismo ciclo de permutacion
I1,. Dado que la permutacion I1, satisface I1,(R®") = R® para todot = 1,...,r, ver (3.18),
se obtiene que cada uno de sus ciclos esta contenido en uno de los conjuntos R"). En otras
palabras

k ~, [ entonces k ~ [ para todo k,l € {1,...,r}.

La consideracion anterior proporciona una forma alternativa de calcular los automorfismos

en R, lo cual se prueba en [9)].

Observacion 3.1.

Cada permutacion II € S, que satisface II(R®) = R® para todo k € {1,...,r} es la
permutacion I1, de un F,-automorfismo o en R,,. Por lo tanto, o es tal que o(K®) = K1)
para todo k = 1,...,r. Puesto que hay en general muchos isomorfismos entre K*) y K K)
la permutacion II no determina completamente el automorfismo. Més bien, se consiguen
todos los automorfismo o en R, que satisfacen II, = II para un automorfismo fijo entre
K® vy KTF) ysando el grupo de automorfismo Autp, (R,) para presentar los restantes. Se
puede probar que de esta forma se obtienen todos los automorfismo en R,,, ver [28]. Con esta
consideracion es posible calcular la cardinalidad del grupo de automorfismos. En efecto, note
que 71!...7,! cuenta el niimero de todas la permutaciones II que satisfacen II(R®) = R!
para todo t. Como cada k estd en uno de los conjuntos R®) = {l,, [, +1,...,,+r, — 1}y

}Auth(K(lt))‘ = gr, I, asi
| Autg, (R,)| = (gr, IL,)™ ... (gr,m,)=r!. . orgl (3.19)

A partir de esta descripcion del anillo semisimple R,, y sus automorfismos disponibles,
ahora para algin o € Autg, (R,) se considera al algebra de Piret R,[z;0] sobre R,. Este
anillo es por supuesto, un R,-modulo y como tal semisimple (es decir, todo R,-submoédulo

de R, [z; 0] es un sumando directo, ver [12, Cap. IX. Tm. 3.7]). Sin embargo, para el estudio
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de los codigos o-ciclicos es necesario estudiar la estructura del anillo junto con la estructura
de F,-modulo derecho. Esto se estudié detalladamente en [9] y lleva a lo siguiente.

Sabiendo que 1 = ¢ + ... 4+ (") se puede escribir cada polinomio f € R,[z;0] en la
forma

donde f*) se denomina la k-ésima componente de f. Ademas, el conjunto

Tr={ke{l,....,r}: f® £0},

se denomina el soporte de f. De la ecuacion (3.9) zte®) = e®) 2t para algtan k' tal que
k ~, K'. Por lo tanto, cada f € R,[z;0] puede escribirse como una combinacion R,-lineal

de elementos de la forma

e®zt conp>0yk=1,...,r (3.21)

Se llama a estos elementos los monomios de R,|z;0]. En particular, la k-ésima componente

f®) =gk f de f satisface
f® e geng {eWat >0,k =, kY, (3.22)

donde el generado debe ser entendido con respecto a los coeficientes izquierdos. Asi, los
coeficientes derechos de f*) no estan en e®¥)R,, sino mas bien estan en los campos K*) =
e® R, donde k' ~, k. A partir de esto y la ortogonalidad de los idempotentes se sigue
inmediatamente la ortogonalidad de las componentes correspondientes a los ciclos disjuntos,

precisamente

f.g € Rulz;0],k %4 | entonces f®) gl = g fk) —

Ejemplo 3.4.

Se considera de nuevo el ejemplo 3.3 donde el polinomio 27 — 1 = mmem3 con T = x + 1,
m=x3+x+1ym=23+2%+ 1. Luego, en la notacion de las ecuaciones (3.14) y (3.15) se
tiene que r; =1y ro=2deahir =3, s =2, l1:1+Z?\:0r,\:1yl2:1—1—21:07“,\:2.
Asi RY = {1} y R® = {2,3}.

Ademés, se tiene que los idempotentes primitivos son

eW=lto+?2+28+0r+2°+2°% @D =14+z+22+2 y e® =142 +2° 425
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Para o(r) = 2° se tiene o(eW) = eW, g(e®@) = ¢® y ¢(c®) = ¢@. En otras palabras o
induce la permutacion 11, = (1)(2, 3).

Finalmente, el polinomio g dado en la ecuacion (3.11) satisface que
gV =9 =0y ¢g®=00+2+2"® 4 26@2 426322 = g.

Tener esta descripcion de los polinomios en el dlgebra de Piret R,[z; 0] a mano, permite
estudiar los ideales derechos. En [9] se establecié una teoria del tipo bases de Groebner para
R,[z;0]. Se basa en los monomios dados en la ecuaciéon (3.21) y conduce a un algoritmo de
reduccion al igual que para los polinimios conmutativos en varias variables. Esto se ve de la

siguiente manera
Definiciéon 3.11.

1. Dados dos monomios €™z y cW2¥ se define

eWzt < eWa¥ siysolosip<v opu=vyk<l.

2. Para un polinomio f =3 o fu2" = >, 02 1-1 f,eW2" € R,[z : o], sea LM(f) el
monomio e® 2" mds grande (con respecto al orden <) el cual tiene un coeficiente no
cero en f, esto es para el cual fue(k) # 0. El monomio LM (f) se denomina el monomio

principal de f. Los sumandos f,eWz" se denominan términos de f.

3. Un polinomio f € R,[z;0] se denomina reducido si para todo k,l=1,...,r con k #1

ningiin término distinto de cero de f*) es divisible a izquierda por LM (fV).

4. Un polinomio f € Ry[z; 0] se denomina un polinomio componente si f = f* para

algun k=1,...,r.

Se puede verificar que < es un buen orden en el conjunto de monomios con respecto a la
multiplicacion en la medida que el producto sea diferente de cero. Tenga en cuenta que una
componente f*) siempre es reducida.

Son necesarios los siguientes resultados sobre los ideales principales derechos que se pro-

baron en [9] para el caso de ideales principales izquierdos y en este corresponden a [9, Cor.

4.13, Prop. 7.10, Tm. 7.13]
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Teorema 3.2. Sea 0 € Auty, (R,). Entonces

1. Cada ideal derecho T € R, [z, o] tiene polinomio generador reducido. Mds precisamente,

existe un polinomio reducido g € R,[z, 0| tal que

Z=A{gf:f€R,z0]}

Ademas, el generador reducido es unico salvo multiplicacion derecha por unidades en

R,.

2. Sea C' C F,[2]" un codigo convolucional o-ciclico. Entonces el ideal ¢(C') es principal
y asi tiene un generador reducido g € Ry,[z; 0. Ademds, el soporte de g satisface que

T, =Ty, donde gy denota el término constante de g.

3. Sea g € R,[z;0] un polinomio reducido. Entonces ¢~ *((g)) C F,[z]" es un sumando
directo de IF,[z]™ (por lo tanto es un codigo convolucional o-ciclico) si y solo si existen

a € R, y una unidad v € R,[z; 0] tales que g = av.

4. Sea g € Ry[z;0] un polinomio reducido con soporte T,. Para |l € T, sea gr, m = ki,

donde m es como en (3.14) y escriba k = ZleTg ki. Entonces la matriz

i
G = (tp (g )))leTg,ogigmq

es una matriz generadora minimal del submddulo S = im G C F,[z]". Como conse-

cuencia S es un submaodulo de rango k y complejidad 6 = ZleTg rigr, g,

El ejemplo 3.3 fue presentado en el articulo [8, Ejemplo. 2.3] para el automorfismo

° sin embargo con ayuda de la siguiente rutina implementada en SAGE este ejemplo

olx) ==
se puede replicar para los automorfismos de R; siempre que g € R;[z; 0| sea un polinomio

compontente.

def comprueba(g,kl ,n,q,p):
F.<x> = GF(q) []
A.<y> = QuotientRing (F,F.ideal (x"n—1))
sigma = A.hom ([p])
S.<z> = A"z’ ,sigma]
FS = matrix (GF(q) ,[[1,0,0,0,0,0,0],[0,1,0,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0,0]])
G = matriz_red(g,kl,n,q)
v = sum([grado_fila(G,i) for i in [0..kl—1]])
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return [FS—G.smith form () [0],v=—complexity (G) ]

Precisamente, Cornelis Roos en [21, p.680] presenta la tabla 3.1 de todos los automorfis-
mos de R; = Fy[z]/ (z7 — 1).

v, w42 +a5 o4 2+ a3+ 2t + b
Lot + a3+ 2% x4+ 23+t + b
7

x

2 x4+t x4 2+t + 2+ 2
:v4; x4+x5—|—x6; x+x2+x4+x5+x6;
x
x

w4t +2° x4+t 4 25+ 2
6 22 4ot + 2% 22 + 23 + 2* 4 2% + 25,

Tabla 3.1: Automorfismos de Ry = Fa[z]/ (27 —1).

En la tabla 3.2, se presentan los automorfismos de R; para los que g = ¢, es decir ¢ es
un polinomio compontente y por lo tanto es reducido. Para un automorfismo ¢ en la tabla
3.2, se tiene que el submoddulo (g) es un codigo convolucional o-ciclico y la matriz generadora

obtenida es bésica y minimal.

23 x+ 2?4+ 2%+ 2+ 23+ 2+ ab;
25 v+t 4+ 2% o+ 2% + 2t + 2+ af;
xG;x2+x4—|—x6;x2+x3+$4+x5+x6.

Tabla 3.2: Automorfismos de Ry para los cuales g es un polinomio componente.
Por otro lado al tomar o = z + 2° + 2°, se tiene que g = ¢® + ¢®, donde

g =ge® =(2® + 2® + 22 + 2) % 2,
9P =ge® =@ 42t rr+ D) 242t 2t 427+ 1

Sin embargo, en este caso no es posible verificar que ¢ es un polinomio reducido por tal motivo
no se puede aplicar el Teorema 3.2 para determinar si g genera un c6digo convolucional o-
ciclico y determinar una matriz generadora minimal.

Por lo anterior en este caso aqui se aplicara el Teorema 3.2 para ¢® y ¢® con ayuda de

SAGE como se muestra a continuacion

F.<x> = GF (2) []

A.<y>=QuotientRing (F,F.ideal (x*7-1))
sigma=A.hom([y+y"3+y"*5])
S.<z>=A[’z’,sigma]
g2=(y"5+y"3+yt2+y) *z
g3=(y"6+yt4+y+1l) xz"2 + y 4+y*3+y*2+1

Luego, por medio del algoritmo A.13 se calculan las matrices generadoras Gy y G3 co-

rrespondientes
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G2=matriz_red(g2,3,7,2)
G3=matriz_red(g3,3,7,2)

Finalmente se calcula la forma de Smith de cada matriz para determinar si estas generan

o no un codigo convolucional o-ciclico

G2.smith_form() [0]
[1 000 O0O0 0]
[01 0000 0]
[001 000 0]

G3.smith_form() [0]
[1 0 0 0 0 0 0]
[0 1 0 0 0 0 0]
[0 O £t7°3+41 0 0 O O]

De lo anterior se tiene que la matriz G'3 no es basica, lo que implica que para el automor-
fismo o = 2 + 2° + 2°, el submédulo (¢g®) no es un coédigo convolucional o-ciclico puesto
que no es un sumando directo, sin embargo el submédulo (g®) si lo es.

Por medio de SAGE se puede verificar que se obtienen resultados similares para los
automorfismos de R; que no se encuentran en la la tabla 3.2, demostrando asi que con ¢

es posible construir un cédigo convolucional o-ciclico, pero con ¢ no.

3.4. Numeros de Midy y coédigos convolucionales

Aplicando el Teorema 3.2 al ejemplo 3.3 y dado que del ejemplo 3.4 se tiene que g = g

es un polinomio componente, entonces una matriz generadora para el coédigo esta dada por

v~ '(9)
G = (gp‘%gm)) .
v~ (g2%)

De esta manera el rango de este codigo es k = gr,m = 3 y la complejidad es
§ = gr,mygr,g® = 3 x2 = 6. En este ejemplo es importante que en la factorizacion
de 7 — 1 en [y todos los polinomios (excepto x — 1) sean del mismo grado. Este resultado
en realidad se puede obtener para x? — 1 cuando p es un primo impar, pero esta misma si-
tuacién se consigue para algunos nimeros compuestos conocidos como los nimeros de Midy,
ver Teorema 3.4.

Sean N y b enteros positivos primos relativos, b > 1 la base de numeracion, |b| el orden
de b en el grupo multiplicativo Uy de enteros positivos menores que N y primos relativos
con N,y x € Uy. Se sabe que al escribir la fraccion ¥ en base b, ésta es periddica. El periodo
denota la secuencia de digitos en base b que se repite en tal expresion, se puede probar que

|b] i es la longitud del periodo de la fraccion §. Sean d, k enteros positivos con |b], = dk,
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d>1y % = 0.aiaz-ayp|,, donde la barra indica el periodo y los a; son digitos en base b.
A continuacién se separa el periodo ajas - - - ap|,, en d bloques de longitud k cada uno. De
esta forma sea

Aj = [aG-nraG-nrs2 - ajrle

d

el nimero representado en base b por el j-ésimo bloque y Sy(z) = > A;. Si para todo
j=1
r € Uy, la suma Sy(z) es multiplo de b* — 1 se dice que N tiene la propiedad de Midy para

byd.
Dados b y N se denota con My(NN) el conjunto de todos los d tales que N tiene la
propiedad de Midy para by d y se llamara a este, el conjunto de Midy de N para la base b.

Con v,(N) se indica el mayor exponente del primo p en la factorizacion prima de N.

Definiciéon 3.12.
Se dice que N es un numero de Midy base b, si N es un entero impar compuesto primo

relativo con b y by vy tal que todo divisor d > 1 de |b|y pertenece a My(N).

En [2] se prueba que cuando N es un nimero de Midy base b se puede caracterizar a

partir del orden médulo p, denotado por |b|,, para cada divisor primo p de N.

Teorema 3.3.

N es un nimero de Midy base b si y solo si |b|y = |b|, para todo p divisor primo de N.

Por otro lado, el concepto de ntimero de Midy se puede obtener usando la nocion de

clases g-ciclotémicas modulo n.

Definicién 3.13 (Clase ciclotomica).
Sea s un entero con 0 < s < n. La clase g-ciclotomica de s modulo n se define como el
conjunto

C,={s¢ médn:0<i<r},

donde r es el menor entero positivo tal que sq” = s mod n.

El menor elemento de C; se llama el representante de clase. Ademaés es facil probar que
Zn = U C’i;

donde la uniéon se hace sobre los ¢ representantes de clase y

C; SiiECj,
C’zﬂC’] -

(),  en caso contrario.

De estas dos tultimas afirmaciones se sigue que las clases g-ciclotémicas modulo n se consti-
tuyen en una particion de Z,. En [26] los autores Shevelev et al. introducen el concepto de

overpseudoprimo base b de la siguiente manera.
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Definicién 3.14.
Un numero compuesto n primo realtivo con b, se denomina un overpseudoprimo base b st
satisface que

n = ry(n)lbl, + 1,

donde ry(n) denota el nimero de clases b-ciclotomicas mdodulo n diferentes a la que contiene
el 0.

Observe que la definicién anterior significa que un niimero n es un overseudoprimo base
b si y solo si todas las clases ciclotomicas, excepto aquella que contiene al 0, tienen el mismo
cardinal.

En [26] se demuestra que el concepto de numero de Midy base b es equivalente al concepto
de overpseudoprimo base b.

En la literatura el concepto clase g-ciclotémica moédulo n aparece en el contexto de
los codigos de bloque ciclicos, como una herramienta para encontrar la factorizaciéon en
polinomios irreducibles del polinomio 2™ — 1 en F,, como se muestra a continuacion

Sea g una potencia de un primo, n primo relativo con ¢ y o un elemento primitivo de F,

donde t = |q|,,. Se puede obtener una factorizaciéon prima de 2™ — 1 de la siguiente manera.

Teorema 3.4 (|11, Teorema 4.1.1]).
Sea n un entero positivo primo relativo con q. Sean t = |q|, y o una raiz n-ésima primitiva

de la unidad en Fy. Entonces

1. Para cada entero s con 0 < s < n el polinomio minimal de o® en IF, estd dado por

M,s(x) = H (x — o).

1€Cs

2. Ademds
" —1= H]\/[as(a:),

es una factorizacion de x™ — 1 en polinomios irreducibles en IF,, donde s recorre los
representantes de las clases q-ciclotomicas modulo n.

N
: . . ooooat =1
En consecuencia, cuando N es un niimero de Midy base b, el polinomio —_1 °° puede

expresar como producto de polinomios del mismo grado, esto es |Cs| donde s es un repre-
sentante de las clases g-ciclotémicas modulo n.

De lo anterior se tiene que

eV —1=mmy- -, (3.23)
donde m = x — 1,my,...,m € F,[z] son polinomios irreducibles, moénicos y diferentes dos
a dos. Dado que los polinomios 7, ..., T, son del mismo grado estos son ordenados en dos

grupos de la siguiente manera

gr.(z—1) <gr,m=gr,m ="+ =gr, T, (3.24)
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luego de la ecuacion (3.15) se sigue que 1y = 1y ro =7 — 1. Searg =0y I, = 1 + >0 7
para t = 1,2, la particién {1,...,r} = RO UR® con R® = {l,, 1, +1,... 1, +r, — 1}.

Ademas, la ecuacion (3.19) se transforma en
| Autp, (R,)| = (gr, m2)  (r — 1)L (3.25)

Finalmente por el item 4 del Teorema 3.2 para cuando N es un nimero de Midy base ¢ se
tiene la siguiente estructura para la matriz generadora minimal de un c6digo convolucional

o-ciclico y su complejidad.

Teorema 3.5.
Sean N un nimero de Midy base q y s un representante de una clase q-ciclotomica modulo N
no nula. Sea g € Ry,[z; 0] un polinomio reducido con soporte T,. Paral € T, sea k; = gr, m,

donde m es como en (3.23). Entonces

1. Una matriz generadora minimal del submddulo S =im G C F,[z]V es
(1o (0
G = (90 (x g( )>)l€Tg,0§i§mfl :

2. Si1 e T,, entonces S es un submddulo de rango k = 1+(|T,|—1) gr, m2 y la complejidad
es 0 =gr. gV +gr, m Y ier, gr. g
I#1

3. 8t 1 & T,, entonces S es un submodulo de rango k = |T,|gr, ™ y la complejidad es

0 = gr, T2 Y ey, BT, q.

En particular, si g es un polinomio componente, /N es un niimero de Midy base ¢ y s es un
representante de una clase ¢-ciclotémica médulo N no nula, la matriz generadora minimal
del submédulo S = im G C F [z]Y es G = (¢~ !(z'g)) donde 0 < i < |C4|. El rango de este
codigo es igual a |Cy| y la complejidad es § = |Cs] gr, g.



Conclusiones

1. En este trabajo se describen conceptos fundamentales de la teoria basica sobre los
codigos convolucionales, presentando ejemplos de los conceptos y los procesos de co-
dificaciéon y un método de decodificacion; lo cual proporciona las bases para animar
al lector en el estudio més a fondo de las cuestiones aqui tratadas. Cabe resaltar que
la mayoria de los procesos aqui descritos se presentan de manera detallada, dado que
en los textos estudiados se omiten pasos que dificultan comprender con claridad los

conceptos y la manera como se realizan los procesos.

2. En el desarrollo del documento se evidencia cémo evolucionan los conceptos algebraicos
desde los conceptos de codigos de bloque, pasando por codigos lineales hasta llegar a

los codigos convolucionales.

3. Adicionalmente, se presenta la evolucién del concepto de cdédigo convolucional ciclico
hasta llegar a la estructura de los codigos convolucionales o-ciclicos con base en el
articulo “On Cyclic Convolutional Codes”, reelaborando de manera detallada las prue-
bas necesarias para que estas sean més claras, ademas algunas son produccién propia
ante la ausencia de las mismas en los textos y articulos estudiados, por ejemplo las
demostraciones de las Proposiciones 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 . También fue posible estable-
cer algunas propiedades de la matriz generadora de un co6digo convolucional o-ciclico

cuando su longitud es un namero de Midy.

4. Finalmente, el trabajo sirve para comprobar que el programa computacional SAGE,
es una herramienta wtil para realizar calculos permitiendo presentar ejemplos mas
grandes de los que se encuentra usualmente en la bibliografia consultada, de esta
manera demostrando ser un recurso importante y el cual debe ser estudiado con mayor

profundidad para conseguir resultados en proyectos de investigacion futuros.
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Apéndice A
Algoritmos e implementacion en SAGE

En este apéndice se consigna el pseudocodigo de los algoritmos y su implementacion en
el programa computacional SAGE utilizados en el presente trabajo de investigacion. De los

cuales se hace una breve descripciéon de su fundamento tedrico e implementacion.

Algoritmo A.1. (Convolucion discreta, convodiscre)
Para el caso de un (n, 1,m)-codigo convolucional, este algoritmo calcula la convolucion dis-
creta, de la 1-secuencia de informaciéon con una 1-secuencia generadora y se basa en la

ecuacion 2.4.

Algoritmo A.1 Convolucion discreta

Entrada: 1-secuencia de informaciéon binaria w, 1-secuencia generadora binaria g@).
Salida: 1-secuencia codigo v\,

1: Calcular N = longitud de u.

2: Calcular m = longitud de g¥.

3: M=N+m

4: 'V = vector 0 de longitud M.

5. Agregar m ceros al comienzo y al final de w.

6: parat=0: M — 1 hacer

T: V[t] = uft : t +m]- gl

8: fin para

9: devolver vector V

Para su implementaciéon en SAGE, el algoritmo recibe dos vectores u y g con entradas

en el campo Fy, donde u representa la 1-secuencia de informacion w = (ug, u1, ug, ..., uy)
y g representa una de las 1-secuencias generadoras g\ = ( (()j ), gij ), ey gﬁr{)); finalmente la

salida de este algoritmo es un vector v que representa la 1-secuencia codificada v/,

def convodiscre(u,g):
""" El1 algoritmo recibe por entradas dos vectores con entradas en el campo de
Galois de orden 2 y da por salida un vector que es la

convolucién discreta de u con g."""
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N=len(u

)
m=len(g)—
GO:llst(g)

(reversed(G0));

r(G

F(2),G1);

Gl=list
G=vecto
M=N-+n;
p=N+2xm;
U=vector (GF(2) ,[0 for i in [0..p—1]]);
for d in [0..N—-1]:
Umtd]=u[d]
V=vector (GF(2) ,[0 for s in [1..M]]);
for k in [0..M-1]:
f=k-+m;
Ul=vector (GF(2) ,[U[i] for i in [k..f]]);
V[k|=Ul.inner product (G);
return(V);

Algoritmo A.2. (Serializador, serializador)

Este algoritmo, recibe como entrada una lista de vectores definidos sobre el campo Fy de igual
longitud; intercala las componentes de cada vector en la lista formando un nuevo vector que
serd posteriormente la salida. Este algoritmo se usa para la codificacion usando secuencias

generadoras y también puede usarse para el calculo de las secuencias compuestas.

Algoritmo A.2 Serializador

Entrada: Lista L de vectores de igual longitud con entradas sobre el campo Fs.
Salida: Vector con entradas sobre el campo Fs.
1: Calcular t = longitud de L.
2: Calcular p = longitud de L[1].
3 h=1txp
4: 'V = vector 0 de longitud h.
5: para k =1 : p hacer
6 para s = 1 :t hacer
7 V[t *k+ s] = L[s|[k].
8 fin para
9: fin para

10: devolver vector V'

Su implementacion en SAGE es

def serializador (L):

""" Este algoritmo recibe por entrada una lista de vectores cuyas componentes
pertenecen al campo de Galois de orden 2 y tiene por salida un vector """
t=len(L);
p-len(L[0]);
h=t*p;
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V=vector (GF(2) ,[0 for s in [1..h]]);
for k in [0..p—1]:
for s in [0..t—1]:
V[tsk+s|=L[s]|[k];
return(V);

Algoritmo A.3. (Secuencias Generadoras, secgen)
Para el caso de un (n, 1, m)-codigo convolucional, este algoritmo calcula la n-secuencia co-
digo v, de la 1-secuencia de informacion uw = (ug, u1,us, ..., uy), usando las l-secuencias

generadoras gV/) = ( (()j),g§j), . ,g%)) conl<j<n.

Algoritmo A.3 Secuencias Generadoras

Entrada: 1-secuencia de informacion binaria w, una lista g de las 1-secuencias generadoras
binarias g¥).
Salida: n-secuencia codigo v.
1: Calcular n = longitud de g.
Calcular m = longitud de una l-secuencias generadoras binarias g menos 1.
V1 = lista vacia.
para j = 1 :n hacer
Calcular la convolucion discreta de w con g¥) e insertar al final de V1.
fin para
V' = serializar (V1).
devolver vector V.

P> g ey

Su implementaciéon en SAGE es

def secgen(u,g):

""" Este algoritmo recibe un vector u que representa una l-secuencia de
informacion y una lista de vectores que son las secuencias generadoras y
tiene por salida un vector que representa la secuencia cédigo """

n-len(g);

m=len(g[0]) —1;

Vi=[l;

for j in [0..n—1]:

V1.append(convodiscre (u,g[j]));

V=serializador (V1)

return(V);

Algoritmo A.4. (k-Secuencias Generadoras, ksecgen)

Para el caso de un (n,k > 1,m)-codigo convolucional, este algoritmo calcula la n-secuncia
codificada, de la k-secuencia de informacién usando las m + 1 1-secuencias generadoras. El
algoritmo recibe una lista de vectores u con entradas en el campo Fs, que representa la k-
secuencia de informacion u = (ug, u1, ug, . .., uy) y una lista g de m+1 vectores con entradas
en el campo Fy que son las 1-secuencias generadoras g\ = (g(()j ), ggj ), cee gg)); finalmente
la salida de este algoritmo es un vector v que representa la n-secuencia cédigo de longitud

M =N +m.
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Algoritmo A.4 k-Secuencias Generadoras

Entrada: k-secuencia de informacién binaria w, una lista g de las 1-secuencias generadoras
binarias g\,
Salida: n-secuencia codigo v.
1: Calcular n = longitud de g]0].
: Calcular k£ = longitud de .
: Calcular m = longitud de g[0][0] menos 1.
: V1 = lista vacia.
para j = 1 :n hacer
B = lista vacia.
para i =1:k hacer
Calcular la convolucion discreta de uli] con g[i][j] e insertar al final
de B.
9: fin para
10: Sumar los vectores en B e insertar el vector suma al final de V1
11: fin para
12: V = serializar (V'1).
13: devolver vector V.

P> Wy

Su implementaciéon en SAGE es

def ksecgen(u,g):

""" Este algoritmo recibe una lista de vectores u que representa una k-
secuencia de informacion y una lista de vectores que son las secuencias
generadoras y tiene por salida un vector que representa la n-secuencia
cdédigo """
n=len(g[0]) ;
k=len(u);
m=len(g[0]]0]) ~1;

Vi={];
for j in [0..n—1]:
B=[];
for i in [0..k—1]:
B.append(convodiscre (ul[i],g[i][]i]));
V1.append (sum(vector (v)for v in B));
V=serializador (V1)
return(V);

Algoritmo A.5. (Matriz Generadora, matgen)

Para un (n, k, m)-codigo convolucional este algoritmo se basa en la ecuacion (2.9), recibe
un vector u con entradas en el campo Fy, que representa la k-secuencia de informaciéon
u = (wp, U1, U, ..., uy) vy una lista G con las m + 1 matrices GG; con entradas en el campo
Fy que son las componentes de la matriz generadora semi-infinita como se muestra en la
ecuacion (2.11). Finalmente, la salida de este algoritmo es un vector v que representa la

n-secuencia codigo de longitud M = N + m.
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Algoritmo A.5 Matriz Generadora

Entrada: k-secuencia de informaciéon binaria u, una lista G con las componentes G; de la
matriz generadora G.
Salida: n-secuencia codigo v.
1: Calcular & = namero de filas de la matriz GJ[0].
: Calcular n = namero de columnas de la matriz G[0].
: Calcular m = longitud de G menos 1.
: Calcular N = longitud de w divido k.
: Calcular M = N +m.
: Construir una lista U con N vectores de longitud k.
: Agregar m vectores 0 de longitud k£ al comienzo y al final de U.
: V = lista vacia.
: parat=1: M hacer

10: B = lista vacia.

11: para i = 0 : m hacer

12: Calcular U[t +m — i] - G[i] e insertar al final de B.
13: fin para

14: Sumar los vectores en B e insertar el vector suma al final de V'
15: fin para

16: devolver vector V.

Su implementaciéon en SAGE es

def matgen(u,G):

"""Este algoritmo recibe un vector u de tamanho Nxk que representa una
k-secuencia de informacién de longitud N y una lista de matrices que
son las componentes de la matriz generadora y tiene por salida una
lista de vectores que representa la n-secuencia cdédigo """

n=G|[0].ncols () ;

k=G|[0].nrows () ;

N=len(u) /k;

m=len(G) —1;

M=N+m;

h=2+m+N;

U=[];

for p in [0..N—1]:

s=0;
w=[];
while s<=k—1:
w.append (u|s+pxk]|) ;
s=s-+1;
x=vector (GF(2) ,w);
U.append (x) ;

r=vector (GF(2) ,[0 for i in [0..k—1]]);

ul=[r for t in [0..h—1]];

for d in [0..N-1]:
ul (m+d]=U[d];

V=l
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for t in [0..M—1]:
B=[1;
for i in [0..m]:
B.append (ul [ t+m-i|*G[i]);
V.append (sum(vector(v)for v in B));
return(V);

Algoritmo A.6. (Secuencias Generadoras Polinomial, secgenpol)
Para el caso de un (n, 1,m)-coédigo convolucional, este algoritmo recibe una lista g con los
n polinomios generadores y el polinomio de informaciéon u y tiene por salida una lista de

polinomios v. Esta algoritmo se fundamenta en la ecuacion (2.15).

Algoritmo A.6 Secuencias Generadoras Polinomial

Entrada: 1-secuencia de informacion polinomial w(z), una lista g con las secuencias gene-
radoras polinimiales gt (z).
Salida: n-secuencia codigo v(z).
1: Calcular n = longitud de g.
2: V = lista vacia.
3: para s = 1 : n hacer
4: Calcular w - g[s] e insertar al final de V.
5: fin para
6: devolver vector V.

Su implementaciéon en SAGE es

def secgenpol(u,g):
""" Este algoritmo recibe un polinomio u que representa una l-secuencia de
informacidén y una lista de polinomios que son las secuencias
generadoras y tiene por salida una lista de polinomios que representa
la secuencia cdédigo """
n-len(g);
V=Il;
for s in [0..n—1]:
V.append (uxg[s]) ;
return(V);

Algoritmo A.7. (k-Secuencias Generadoras Polinomial, ksecgenpol)

Para el caso de un (n, k, m)-codigo convolucional con k > 1, este algoritmo recibe una lista g
con n listas con k polinomios generadores y una lista de polinomio de informaciéon u y tiene
por salida una lista v con n polinomios codigo. Esta algoritmo se fundamenta en la ecuaciéon
(2.13).
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Algoritmo A.7 k-Secuencias Generadoras Polinomial

Entrada: k-secuencia de informacion polinomial w(z), una lista g de listas, con las secuen-
cias generadoras polinimiales ggj )(z)
Salida: n-secuencia codigo v(z).
1: Calcular n = longitud de g[0].
2: Calcular k = longitud de u.
3: V = lista vacia.
4: para j = 1:n hacer
5: B = lista vacia.
6: parat:=1:k hacer
7 Calcular u[i] - g[i][j] e insertar al final de B.
8 fin para
9: Sumar los vectores en B e insertar el vector suma al final de V.
10: fin para
11: devolver vector V.

Su implementaciéon en SAGE es

def ksecgenpol(u,g):
""" Este algoritmo recibe una lista de polinomios u que representa una k-
secuencia de informacidén y una lista de listas de polinomios que son
las secuencias generadoras y tiene por salida lista de polinomios que

representa la n-secuencia cdédigo """

n=len(g[0]) ;

k=len(u);

V=1l

for j in [0..n—-1]:
B=[1;

for i in [0..k—-1]:
B.append (u[i |xgli][j]);
V.append (sum(v for v in B));
return(V);

Algoritmo A.8. (Matriz Generadora Polinomial, matgenpol)
Para el caso de un (n,1,m)-codigo convolucional, este algoritmo recibe un polinomio de
informacion u y un vector con los n polinomios generadores, es decir la matriz generadora

polinomial y tiene por salida un vector de polinomios.

Algoritmo A.8 Matriz Generadora Polinomial

Entrada: 1-secuencia de informacion polinomial w(z), un vector G(z) con las secuencias
generadoras polinimiales gt/ (z).
Salida: n-secuencia codigo v(z).
1: Calcular v(2) = u(z) - G(2).
2: devolver vector v(z).

Su implementaciéon en SAGE es
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def matgenpol(u,g):

"""Este algoritmo recibe un polinomio u que representa una l-secuencia de
informacidén y un vector con entradas polinomiales es decir la matriz
generadora polinomial y tiene por salida un vector de polinomios que
representa la n-secuencia cédigo """

V=uxg;

return(V);

Algoritmo A.9. (k Matriz Generadora Polinomial, kmatgenpol)
Para el caso de un (n, k, m)-coédigo convolucional, este algoritmo recibe un vector de infor-
macion U de longitud k, con entradas en Fy(z) y una matriz G de tamatio k X n cuyas

componentes son los polinomio generadores y tiene por salida un vector de polinomios.

Algoritmo A.9 k-Matriz Generadora Polinomial

Entrada: k-secuencia de informacion polinomial w(z), una matriz G(z) con las secuencias
generadoras polinomiales ggj ) (2).
Salida: n-secuencia codigo v(z).
1: Calcular v(2) = u(z) - G(2).

2: devolver vector v(z).

Su implementacion en SAGE es

def kmatgenpol (U,G):
"""Este algoritmo recibe un vector de polinomios U que representa una k-
secuencia de informacidén y una matriz G cuyas componentes son
polinomios, es decir la matriz generadora polinomial y tiene por

salida un vector de polinomios que representa la n-—-secuencia cdédigo

wnww

V=UxG;
return(V);

Algoritmo A.10. (Complejidad, complexity)
El algoritmo se fundamenta en la Definiciéon 3.3. Recibe una matriz generadora G € F,[z]**"

de un coédigo convolucional C' y tiene por salida la complejidad ¢ del codigo.

Algoritmo A.10 Complejidad

Entrada: Una matriz G de tamaiio k x n en F [2]"".
Salida: Un entero d que representa la complejidad del codigo.
1: Calcular £ = ntmero de filas de G.
2: Calcular una lista m con todos los k-menores.
3: Calcular una lista s con los grados de los k-menores en m.
4: devolver § = max(s).

Su implementacion en SAGE es
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def complexity (G):

"""Este algoritmo recibe una matriz G que representan una matriz generadora
de un (n,k)-cdédigo convolucional y tiene por salida la complejidad de G.
wun
k=G.nrows ()
m=G. minors (k)
s=[f.degree() for f in m]|

return max(Set(s))

Algoritmo A.11. (Grado fila de una matriz generadora, grado_fila)
El algoritmo de basa en el item 2 de la Definiciéon 3.4. Tiene por entradas una matriz

G € F,[2]**™ junto con un entero 1 < i < k y su salida el maximo grado de las entradas en

la i-ésima fila de G.

Algoritmo A.11 Grado fila
Entrada: Una matriz G de tamano k x n y dos enteros n e i, donde i representa el indice
de una fila de la matriz dada.
Salida: El maximo grado de la i-ésima fila de G.
1: Calcular n = ntmero de columnas de la matriz G.
2: Calcular en una lista T el grado de cada una de las entradas de la ¢-ésima fila de la
matriz G.
3: devolver max(T).

Su implementaciéon en SAGE es

def grado fila(G,i):
"""Este algoritmo recibe una matriz G que representa una matriz generadora de
un (n,k)-cddigo convolucional junto con un entero i entre 1 y k. Este
algoritmo tiene por salida el madximo grado de la i-ésima fila de G."""
n=G.ncols ()
T=[G[i][j].-degree() for j in [0..n—1]]

return max(T)

Algoritmo A.12. (Imagen inversa de la funcién ¢, phi_inv)
Este algoritmo recibe un polinomio g € R,[z] y devuelve un vector u € F,[z]"; es decir

calcula ¢(g) siendo ¢ la funcion definida en la ecuacion (3.5).
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Algoritmo A.12 Imagen inversa de la funcion ¢

Entrada: Un polinomio g € R,[z] y dos enteros n y ¢ primos relativos.
Salida: Un vector u € F[2]™.
1: Construir el anillo de polinomios F,[z].

: Calcular el vector C' € Fy de coeficientes del polinomio g.

: Calcular s = longitud de C.

: Crear el vector nulo fila de longitud n.

para k= 0:n — 1 hacer

paral=0:s— 1 hacer

Calcular los coeficientes de C[l] como un vector.
Calcular filalk] = C[l|[k] = t' + fila[k].

© P g Ly

fin para

[
o

: fin para
. devolver vector fila.

—
—

Su implementaciéon en SAGE es

def phi_ inv(g,n,q):
"""Este algoritmo recibe un polinomio g y devuelve un vector u, es decir
calcula la imagen inversa de g bajo la funcidén phi."""
F.<t> = GF(q) []
C = g.coefficients ()
s = len(C)
fila = [0 for i in [0..n—1]]
for k in [0..n—1]:
for 1 in [0..s—1]:
fila [k]=C[1].matrix () [0][k]*t"1+fila [k]

return fila

Algoritmo A.13. (Matriz generadora codigo convolucional o-ciclico, matriz_red)

Este algoritmo se fundamenta en el item 4 del Teorema 3.2 para el caso particular de un
polinomio componente. Asi este algoritmo recibe un polinomio componente g € R,[z] junto
con dos enteros n y ¢ primos relativos entre si y un entero k;. La salida es una matriz

generadora G del submodulo (g) C F,[2]".

Algoritmo A.13 Matriz Generadora CCC

Entrada: Un polinomio componente g € R,[z], dos enteros primos relativos n y ¢ junto
con un entero k; .
Salida: Una matriz generadora G del submodulo (g) C F [z]™.
1: L = lista vacia.
2: parat=0:kl—1 hacer
3: Calcular phi_inv (g*xy”~i, n, q) e insertar al final de la lista L.
4: fin para
5: Convertir la lista L a una matriz G con entradas en el anillo F,[z].
6: devolver G.

Su implementacion en SAGE es
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def matriz_red(g,kl,n,q):
"""Este algoritmo recibe un polinomio componente g junto con dos enteros n y
La salida es una matriz

g primos relativos entre si y un entero kl.
generadora G."""
L=1]
for i in [0..kl—1]:
p=phi_inv(g*y~i,n,q)
L.append (p)
R.<t>=GF(q) []

return matrix (R,L)
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