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Resumen

En este trabajo se considera el problema de valor inicial asociado al sistema de ecuaciones
acopladas de Gross-Pitaevskii (CGPE),
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sujeto a las condiciones iniciales @ (z,0) = fi(x), o(z,0) = fo(z) y P_(z,0) = f5(z), con
x € Ryt > 0 denotando la variable espacial y el tiempo, respectivamente. Las funciones ®; y
fx son de valor complejo y ®;(z,t) denota el conjugado complejo de ®;(x,t) para j = +,0, —
y k= 1,2,3, m denota la masa, f la constante de Planck reducida y ¢y y ¢y representan
constantes. Se da la motivacion de las técnicas comenzando considerando el problema en
dimensién finita. En segundo lugar aplicamos dicha teoria para establecer la existencia y
unicidad local del problema de valor inicial asociado al modelo (CGPE) que es estudiado
en [14] para describir la evolucién de un BEC con un grado de libertad. En tercer lugar se
muestra algunos resultados numéricos para el sistema (CGPE), mediante la utilizacién del
software MATHEMATICA de Wolfram versién 11.0. En particular, exploramos la propagacion
de una aproximacion de una soluciéon de onda viajera estacionaria peridédica del sistema
obtenida en [14].
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Introduccion

En este trabajo se considera el problema de valor inicial asociado al sistema de ecuaciones
acopladas de Gross-Pitaevskii (CGPE),
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sujeto a las condiciones iniciales @, (z,0) = fi(x), o(z,0) = fo(z) y _(x,0) = f5(z), con
x € Ryt > 0 denotando la variable espacial y el tiempo, respectivamente. Las funciones ®; y

fx son de valor complejo y ®,(z,t) denota el conjugado complejo de ®;(z,t) para j = +,0, —
y k = 1,2,3, m denota la masa, i la constante de Planck reducida y ¢y y ¢y representan
constantes. Se observa que el sistema anterior consta de 3 ecuaciones diferenciales de tipo
Schrodinger acopladas en sus términos no lineales cada uno de los cuales es de tipo ctibico.
Este tipo de sistemas tienen importantes aplicaciones fisicas en teoria de semiconductores,
Optica no lineal, fisica de plasma, dinamica de fluidos, teoria cuantica de campos y condensa-
cién de Bose-Einstein, entre otras. La ecuacién de Schrodinger en su forma lineal describe la
evolucion de una funcién onda en el tiempo en un sistema conservativo; esta funcién de onda
predice el estado cuantico de un sistema como su evolucién temporal, tales como electrones,
protones, neutrones y atomos.

Para el caso que nos concierne, el sistema (1) modela el comportamiento de un condensado de
Bose-Einstein (BEC) 1-espinorial. En Fisica, el BEC es el estado de agregacién de la materia
que se da en ciertos materiales a muy bajas temperaturas del orden de los nano kelvin
(107 K, donde 0 K = —273,5 °C). La propiedad que lo caracteriza es que una cantidad
macroscépica de las particulas del sistema pasan al nivel de minima energia, denominado
estado fundamental. A la agrupacién de las particulas en ese nivel se le llama condensado
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xii Introduccién

de Bose-Einstein. Esto era conocido por S. Nath Bose y por A. Einstein en la década de
1920 ([15],[16]). En 1961, L. P. Pitaevskii introdujo por primera vez, de forma rigurosa, el
concepto de funcién de onda macroscépica dependiente del tiempo [18], mostrando que el
condensado tiene una dinamica propia. Esta funcién de onda responde a la llamada ecuacion
de Gross-Pitaevskii

Ou h

e Aut Glu?
50 = Tagtut Gl

donde u es la funcién de onda del condensado y GG es la interaccion promedio entre dtomos,
que da origen a un termino no lineal |u|*u. Este enorme interés por la teoria de condensados
gaseosos llevé a numerosos grupos experimentales a intentar generar estos condensados. Fue
solo hasta junio de 1995 en un laboratorio del Instituto Nacional de Estandares y Tecnologia
de la ciudad de Boulder, Colorado, que los fisicos E. W. Ketterle, Cornell y C. Weimansepor
crearon por primera vez un condensado et al. [17]. Cuando se usa una trampa éptica para
confinar las particulas [2], se puede lograr un condensado espinorial experimentalmente. En los
experimentos actuales, los &tomos alcalinos se usan ampliamente y tienen un espin electrénico
de 1/2 con un espin nuclear de 3/2 para 23Na, ’Rb y “'Kb. Por lo tanto, el espin hiperfino
para estos dtomos como consecuencia de la interaccion entre el espin electrénico y el espin
nuclear puede ser 1 o 2. El sistema (1) modela un BEC de espin hiperfino igual a 1 (F =
1) como se muestra en [12], y constituye una fuente de importantes estudios tedricos y
experimentales en los utimos anos [1], [4], [5], [6], [7], [8], [10] y [11].

El primer objetivo del presente trabajo es hacer una revision de los conceptos y resultados
tedricos generales requeridos del Anadlisis Funcional para el estudio del problema de valor
inicial asociado a una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en un espacio de Banach.
Se da la motivacién de las técnicas comenzando considerando el problema en dimension finita.
El segundo objetivo es aplicar dicha teoria para establecer la existencia y unicidad local del
problema de valor inicial asociado al modelo (1) que es estudiado en [14] para describir la
evoluciéon de un BEC con un grado de libertad. El modelo consta de tres ecuaciones de campo
medio acopladas tipo Gross-Pitaevskii, que es diferente del bien conocido sistema Manakov,
y por lo tanto, las técnicas usadas en la literatura para obtener soluciones exactas de sistemas
de tipo Manakov no son aplicables en el presente caso. Este estudio de buena colocacion del
sistema para BEC (1) no ha sido tratado en la literatura disponible por el autor, pero si
ha sido considerada la existencia de estados estacionarios del sistema, por ejemplo en [26] y
diversas soluciones exactas de onda viajera estacionarias han sido obtenidas en [5], [6], [14].
El tercer objetivo es mostrar algunos resultados numéricos para el sistema (1), mediante la
utilizacion del software MATHEMATICA de Wolfram versién 11.0. En particular, exploramos
la propagacion de una aproximacion de una solucién de onda viajera estacionaria periddica
del sistema obtenida en [14].

Es importante aclarar que las técnicas expuestas aqui no son nuevas, y el objetivo del trabajo
es el de realizar un estudio monografico revisando estas técnicas y aplicandolas al caso del
problema (1).

El contenido de este trabajo estd distribuido en cuatro capitulos. En el primer capitulo
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se presentan los espacios de funciones necesarios para establecer la buena colocacién del
sistema (1). Ademas, se exponen algunas propiedades de los operadores lineales entre espacios
normados y aspectos basicos de la teoria de semigrupos fuertemente continuos y su aplicacion
al estudio de problemas de valor inicial asociados a ecuaciones diferenciales ordinarias en
espacios de Banach.

En el segundo capitulo se presenta la buena colocacién del problema, primero analizando la
parte lineal de este y luego reescribiendo el problema no lineal completo como un problema
de punto fijo en un espacio de Banach apropiado, al cual se le aplica el clasico principio de
punto fijo de Banach.

En el tercer capitulo, presentamos algunas simulaciones numéricas para el sistema (1) rea-
lizadas mediante el software MATHEMATICA de Wolfram versién 11.0. Finalmente, en el
cuarto capitulo se dan algunas conclusiones respecto a las técnicas usadas y posibles trabajos
futuros.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos preliminares matematicos que serdn necesarios
para el estudio de la teoria de existencia y unicidad de soluciones del problema de valor
inicial (1). Ademé&s nos proponemos hacer una descripcién de la estrategia general a través
de la llamada teoria de semigrupos, que se puede usar para abordar el estudio de problemas
de valor inicial asociados a ecuaciones diferenciales de tipo evolutivo, tal como el modelo
para describir condensados de Bose-Einstein dado en (1). Se incluyen en lo posible ejemplos
ilustrativos de los conceptos que se van introduciendo en el documento.

1.1 Espacios de Banach y de Hilbert

Comenzamos introduciendo el concepto de norma en un espacio vectorial. Para las demos-
traciones y resto de detalles, consultar [24], [27] y [28].

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial real o complejo. Una aplicacién || - || : X — R
se llama norma si esta cumple las siguientes propiedades:

(i) |||l > 0 para cualquier z € X y ||z|| = 0 si y sélo si x = 0;
(ii) [Jaz| = |a|||z| para todos x € X y escalares a; y
(iii) [l +yll < [zl + [lyll para todos z,y € X.

Si||-|| es una norma de X, se dice que (X, ||-||) es un espacio vectorial normado o simplemente
un espacio normado, y escribiremos X sin mencionar su norma cuando sea claro en el contexto
cuél es su norma. Un funcién no negativa || - || : X — R{ en un espacio vectorial X se llama
seminorma si || - || satisface la propiedad (ii) y (iii).

Observacién 1.1. Suponga que (X, || - ||) es un espacio vectorial normado.

1



) Preliminares

(1) Para cualquier z,y € X tenemos

[zl = 1lylll < llz =yl
Por lo tanto, la norma x — ||z|| es una funcién uniformemente continua.

(2) Dos normas || - || y || - || en el espacio vectorial X inducen la misma topologia si y s6lo
si existe una constante ¢ > 1 tal que

1
el < Y2l < efl]l”
para todo x € X. En este caso las llamaremos normas equivalentes.

El ejemplo tipico de espacio vectorial normado es R (o C"), para d € N fijo, con cualquiera

de las normas || - ||2, ]| - [|lec © || - |1, donde & = (21, 2,...,24)T vy
d 1/2 d
Il = (; |x|k) o el = mds il ] = ; 2. (1)

1.1.1 Espacios de Banach
La nocion de convergencia es fundamental en el andlisis de espacios normados.

Definicién 1.2.

(1) Una sucesion (z,,) en un espacio normado (X, ||.]|) decimos que converge a un x si para
todo € > 0 existe N(¢) € N tal que

|xn — ]| <€ si n> N(e).

(2) Unasucesién (z,,) en un espacio normado (X, ||.||) se dice que es una sucesion de Cauchy
si para todo € > 0 existe un N(¢) € N tal que

|Tm — znl| <,

para todos m,n > N. El espacio normado (X, ||.||) se llama completo si cualquier
sucesién de Cauchy en X converge a un elemento de X.

La nocion de sucesion de Cauchy da origen a uno de los tipos fundamentales de espacios
normados vectoriales.

Definicién 1.3. (Espacio de Banach) Un espacio vectorial normado (X, || - ||) se dice que
es un espacio de Banach si X es completo con respecto a la norma || - ||.



Espacios de Banach y de Hilbert 3

Ejemplo 1.1. Los siguientes son otros espacios de Banach y la mayoria de ellos son usados
en este trabajo.

(1) Los conjuntos R" (o C") son espacios de Banach con las normas || - ||2, || - [eo ¥ || - [I1
definidas en (1.1).

(2) B(R") ={f:R" — C: f es acotada}, equipado con la norma

[flloe = sup [f(x)],

zeR™

es un espacio de Banach. La convergencia de una sucesion de funciones en este espacio
es también llamado convergencia uniforme. Si en lugar de R™ ponemos N, entonces

* = (*(N) = B(N).

(3) El espacio
Cyp(R") ={f:R" — C: f continua y acotada},

con la norma uniforme o del supremo: ||f|| = ||fllcc = Supyegrn |f(2)| es un espacio
vectorial normado tal que es un subespacio cerrado de B(R"), y por lo tanto un espacio

de Banach. Notemos que si en lugar de R" colocamos un subconjunto compacto K C R",
entonces Cp(K) = C(K).

(4) Un caso especial es C([0,1]), y también el subespacio
CH([0,1]) = {f :[0,1] = C: f € C([0,1])},

en un espacio vectorial normado. C'([0,1]) es un espacio de Banach con la norma

| fllerqoa = max{|| fllocs ||f'[|oc}- Notemos que la norma ||f||. no es equivalente a
| Flles oy para £ € CH((0, 1), pero | fllexoy ¥ 1£]lo = |FO) 11l para £ € C1([0, 1)
st lo son.
Notacién. Escribiremos || - ||x para la norma definida en X, y para ahorrar escritura, es-
cribiremos simplemente la norma || - || si se sabe con antelacién el espacio en el que ella esta
definida.
Proposicién 1.1. Sean (X1, | ||lx,), -, (X, || - |lx,) espacios de Banach. Entonces el con-

gunto Xy X -+ x X, con su estructura de espacio vectorial producto es un espacio de Banach
con las normas

I, )l = (O, - [, )

donde ((zM,... 2)) € X| x -+ x X, para algin p € [1,00), o también
1z, 2™ oo = méx{[lz|x,, |2™|x, }.

Ademas, estas normas son equivalentes e inducen la topologia producto.
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Como tltimo ejemplo de espacios de Banach, estdn espacios LP(R") con 1 < p < oc.
Estos espacios seran fundamentales en este trabajo.

Ejemplo 1.2. Sea m la medida de Lebesgue sobre R". Para p € [1,00) y n € N fijos,

definimos la seminorma y
P
1= ([ \spam)
Rn

para cualquier funcién f : R™ — C en el espacio vectorial
LPRY) ={f: X = C: f medibley |||, < oo}

Aqui la integral [ dm es con respecto a la medida de Lebesgue m. Si consideramos la relacién
de equivalencia f ~ g si y solo si f = g m-c.t.p., para f,g € ZP(R™), entonces tenemos que
el espacio cociente

LP(R") := LP(R)/ ~, (1.2)

resulta ser un espacio de Banach con la norma || - [[,.
El andlogo de (1.2) para p = oo se construye de manera un poco diferente. Definamos

[1f llessup = essup,ega|f(2)] = mf{a > 0 :m({z - [f(z)| > a}) = 0},
y el espacio vectorial
LPR") ={f:R" = C: f esmedible y || f|lecssup < 00}.

De nuevo utilizando la relacién de equivalencia f ~ ¢ si y sélo si f = g m— c.t.p para
f,g € £°°(R"™), definimos

el cual es de nuevo un espacio de Banach con la norma del supremo esencial ||.|essup-

Observacién 1.2. (1) Observemos que || - ||, no es una norma en el espacio .Z?(R"), pues
la propiedad (i) de la definicién de norma falla.

(2) Notemos también que todo elemento de LP(R™) es una clase de equivalencia [f]. para
alguna f de ZP(R") para 1 < p < oo, asi, para abreviar escritura, escribiremos f € LP(R")
en lugar de [f]. € LP(R™).

(3) Para 1 <p < oo, la norma || - ||, no depende del representante de la clase [f]., es decir,
para h, g € [f]~, [All, = llgll,-

(4) En adelante denotaremos por ||.||o & la norma ||.||esssup-

Algunas resultados y desigualdades muy importantes que involucran los espacios LP son
los siguientes:
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Teorema 1.2. (Desigualdad de Hélder) Sea p,q € (1,00) satisface }17 + % =1 (en cuyo
caso q se llama exponente conjugado de p). Entonces

Ifglle < 1 1pllgla;

para cualesquier funciones medibles f,g: R™ — C.
Teorema 1.3. (Desigauldad de Mikowski) Sean f,g € LP(R") con 1 < p < 0o, entonces

1F+ gl < 171+ llgllp-

En el siguiente teorema se proporciona un estimativo en el espacio L” para la llamada
convolucion de dos funciones.

Teorema 1.4. (Young) Sean f € L'(R") y sea g € LP(R™) con 1 < p < co. Entonces para
casi todo x € R™ la funcion y — f(x —y)g(y) es integrable en R™ y definimos

(fxg)@):= | fygle—y)dy= [ [flz—y)g(y)dy,
Rn R"
el producto de convolucion de f y g. Ademds f*g € LP(R") y

1F*gllp < [[Fllllglly

Teorema 1.5. (Desigualdad de Young) Sean p,q,r € [1,00] tal que % =
Entonces para cualquier f € LP(R™) y g € LY(R™), fxge L"(R™) y

SR
+
Q=
|

[a—y

1F# glle < N[ fllpllgla-

Un resultado muy importante de teoria de integracién que sera usado frecuentemente en
este trabajo es el siguiente teorema:

Teorema 1.6. (Convergencia dominada) Sea m la medida de Lebesgue sobre R™ y sea
(fn) una sucesion de funciones medibles m-integrables de valor complejo con

f(z) = lim fo(z),

para todo x € R™. Suponga que existe una funcion m-integrable g : X — R§ con |f,] < g
para todo n € N. Entonces [ es m-integrable y

fdm = lim fndm.

Rn n—o0 R
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1.1.2 Espacios de Hilbert

Definicién 1.4. Un espacio con producto interno es un espacio vectorial sobre R (o C) con
una aplicacién llamada producto interno (-,-) : X x X — R (o C) tal que para cualesquier
z,y,2€ Xya,B€R (0C),

() (r,2) > 0 para X~{0};
ii) (z,z) =0siy sélosiz = 0;
(iii) (z,y) = (y,);
v) {ox + Py, 2) = alz, 2) + B{y, 2).
Observacién 1.3. Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interno.

(1) Se tiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[{z )| < llzllllyll

para todos z,y € X, donde la igualdad se cumple si y sé6lo si x y y son linealmente indepen-
dientes.

(2) Notemos que la férmula ||z|| := /(z,z) para todo € X, define una norma en X, de
manera que cualquier espacio con producto interno es también un espacio vectorial normado.

Definicién 1.5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno (H, (-, -))
el cual es completo con respecto a la norma || - || inducida por el producto interno.

Ejemplo 1.3. Ya hemos visto varios espacios de Hilbert sin conocer explicitamente el pro-
ducto interno subyacente.

(1) R" (0 C") con (z,y) = Eizl Z,Yr (comtinmente escrito x - y) dando la 2-norma,

d 1/2
]2 = (Z kaIQ) :
k=1

(2) 2 = (%(C), el espacio de las sucesiones cuadrado sumables en C, con producto interno
(x,y) = > 4o, 24Tr ¥y la 2-norma

o 1/2
]2 = (lek|2> :

k=1

(3) Para el caso p = 2 del Ejemplo 1.2, L*(R™) es un espacio de Hilbert con el producto
interno definido por

(fr9) = | fgdx,

R
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1/2
1= ([ 1sPar)

Notacién. Igual que en el caso de normas, denotaremos (-, -)x al producto interno de X,y
escribiremos simplemente (-, -} cuando se sabe el espacio en el cual esta definido éste producto
interno.

el cual induce la 2-norma

1.2 Operadores lineales

En esta seccion daremos una breve discusion de los operadores lineales, con el fin de tener
la teoria necesaria para operadores T' de un espacio de Banach X en un espacio Banach Y.
Para las demostraciones y detalles, consultar [27] y [28].

Definicién 1.6. (Operador lineal) Sean XY dos espacios vectoriales sobre un mismo
campo de escalares K (R o C). Un operador lineal T : D(T) C X — Y es una aplicacién que
satisface que

Tx+y) =T()+T(y), T(A\x)= I (z),

para todo z,y € X, A € K (R o C).
Usaremos ambas notaciones T'(z) y Tz para indicar la accién del operador en un elemento
x € D(T) del dominio.

Definicién 1.7. (Imagen y kernel) El espacio imagen de un operador lineal T' se denota
Im(T"), y es un subespacio de Y definido por

Im(T)={y €Y :y="Tx paraalgin z € D(T)}.
El espacio nulo o kernel de T, se denota ker(T"), y es un subespacio de X definido por

ker(T) ={z € X : Tx = 0}.

1.2.1 Operadores lineales acotados

El siguiente resultado nos da diferentes caracterizaciones para el concepto de continuidad
de un operador lineal.

Teorema 1.7. Sean X y Y dos espacios vectoriales normados y sea T : X — Y una trans-
formacion lineal. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T es uniformemente continua;
(2) T es continua;

(3) T es continua en 0;
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(4) Exziste K > 0 tal que | Tz|y < K siempre que v € X y ||z| < 1.
(5) Emiste K > 0 tal que | Tx|y < K||z|| para todo x € X.

Ejemplo 1.4. Sea la transformacién lineal T : C¢([0,1]) — C definida por

es continua. Aqui consideramos la norma del supremo en el espacio C¢([0, 1]).

Definicién 1.8. Sean X y Y dos espacios vectoriales normados y sea T' : X — Y una
transformacion lineal. Se dice que T es acotada si satisface una de la condiciones dadas en el
teorema 1.7. El conjunto de todas las transformaciones acotadas de X e Y se denota £L(X,Y).
Los elementos de £(X,Y’) son también llamados operadores lineales acotados o operadores
lineales o simplemente operadores. El conjunto £(X, X) se denotara por £L(X). Es claro que
si X y Y son espacios vectoriales normados, £(X,Y) C L(X,Y).

Ejemplo 1.5. Sea C[z] el subespacio de C¢([0,1]) formado por todos los polinomios con
coefiicientes complejos. Si T': C[z] — C|z] la transformacién lineal definida por

donde p’ es la derivada de p, entonces T no es continua.

Lema 1.8. Sean X y Y espacios vectoriales normados. Entonces L(X,Y) es un subespacio
vectorial de L(X,Y) y
1T = sup{[| T[]y - ||lz]lx <1},

es una norma en L(X,Y).

Ejemplo 1.6. Si T : C¢([0,1]) — C es el operador lineal acotado definido por

entonces ||| = 1.

Definicién 1.9. (Isometria) Sean X y Y espacios vectoriales normados y sea T' € L(X,Y).
Si [|[Tz||ly = ||z||x para todo x € X, se dice que T' es una isometria.

Ejemplo 1.7. Si X es un espacio vectorial normado e I x es la transformacion lineal identidad
en X, entonces [x es una isometria.

Teorema 1.9. 57 X es un espacio vectorial normado y'Y es un espacio de Banach, entonces
L(X,Y) es un espacio de Banach. En particular, si X es un espacio de Banach, entonces
L(X) es un espacio de Banach.
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Lema 1.10. Si X, Y y Z son espacios vectoriales normados y T € L(X,Y) y S € L(Y,Z) y
1S oT| < [ISIIT].

Aqui S o T denota la composicion de los operadores S y T'.

Ejemplo 1.8. (Operador de translacién) Para una funcién f: R — C y t > 0, definimos
(Te(0)f)(s) = f(s +1) seR,

la translacion por izquierda, mientras que

(T.(0)f)(s) = f(s —t) s€R,
es la translacion por derecha. Este operador definido en los espacios Cy(R), Cyp(R), Co(R), Cor(R),
L>(R) con la norma del supremo || - || y LP(R) con la norma || - ||,, es una isometria.

Definicién 1.10. (Operador invertible) Sean X,Y espacios vectoriales normados. Un
operador 7' € L(X,Y) se dice ser invertible si existe S € L(Y,X) tal que ST = Ix y
TS = Iy, en tal caso S es la inversa de T'y es denotado por . Aqui Iy denota el operador
identidad en el espacio X.

Teorema 1.11. (Serie de Neumann) Sea X un espacio de Banach. Si T € L(X) es un
operador con ||T|| < 1, entonces Iy — T es invertible y la inversa estd dada por

(Ix=7)"' =) 1"
k=0

Teorema 1.12. (Principio de acotacién uniforme) Sean X,Y espacios de Banach. Su-
ponga que S es un conjunto no vacio y, para cada s €,Ts € L(X,Y). Si, para cada u € U, el
congunto {||Tsu|l : s € S} es acotada, entonces el conjunto {||Ts|| : s € S} es acotado.

Corolario 1.13. Sea X,Y espacios de Banach y T, € L(X,Y), n=1,2,.... Suponga que,
lim,, o, Ty existe, para cada x € X, y defina Tx = lim,,_,, T,x. Entonces T € L(X,Y).

Para finalizar esta seccion, la siguiente definicién se usara mas adelante.

Definicién 1.11. (Operador cerrado) Un operador lineal 7' con dominio D(T) C X es
cerrado si para cualquier sucesion (xy)gen en D(T') con xx — x'y Txp — y en X para algunos
z,y € X, setienex € D(T)y Tx =y.

1.3 Transformada de Fourier en R"

En el ejemplo 1.2 definimos los espacios LP(R™) con 1 < p < co. Ahora definiremos un
operador lineal de gran utilidad al momento de resolver una ecuacién en derivadas parcia-
les. Para las demostraciones de estos resultados remitimos a [21], [22] y [23] citados en la
Bibliografia.
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1.3.1 Transformada de Fourier en L!'(R")

Definicién 1.12. Sea f € L'(R™) una funcién dada. Definimos la transformada de Fourier
de f, denotada como F (f) o f, por:

F(f) (€)= A(f) = (2;)”/2 /n f(x)e ™tdz, para ¢ € R", (1.3)
y su transformada inversa de Fourier
F L) (2) = (27r1)"/2 /n f(x)e™td¢,  para x € R", (1.4)

donde x - & = x1& + - + x4€4-

Listaremos algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier en L'(R"). En
primer lugar, la transformada de Fourier es un ejemplo muy importante de operador lineal
acotado.

Teorema 1.14. Sea f € L'(R"). Entonces:

(1) La aplicacion f — f define un operador lineal continuo (acotada) de L*'(R™) en L>=(R")
con

1Al < Il

~ ~

y la igualdad se cumple si f >0, es decir, f(0) = ||flloc = ||f]]1-
(2) f es continua.
(3) f(f) — 0 cuando [§| — oo.
(4) Sea g € L'(R™). Entonces

o — ~

(f * 9)(€) = (2m)"* F()5(£).

(5) Sea g € LY(R™). Entonces

F(y)g(y)dy = . f(y)g(y)dy.

R"

(6) Sizpf e LY(R™), donde xy denota la k-ésima coordenada de x. Entonces, f es diferen-
ctable con respecto a & y

—~ L —

O, f(§) = (—izr f)(§).
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Ejemplo 1.9. Sean e Ny g(z) = e/’ con t > 0. Calculemos §;.

1 Go12e 1 i
~ _ i|z|?t fn—ix-E _ —it(|z|*—z-£/1)
= e'"te T dr = e d
(&) (2m)/2 /n v (27 )n/? /]R” .

- 1)/2 / oSi it —anti /0] g
2m)" n

Como eXk=1l=it@i—2rée/D] = TTr_ e~ @k—=&/1) entonces debido al Teorema de Fubini

1 —it ¢ (22 —xp€ /t) 1 —zt(x —z€k /1)
(271_)”/2/Re k=1 ~TkEk 27r)n/ H kTVRSELY) dlpy

1 2
—z{ /4t —zt(:c —&5/2t)
271-)"/2 H k / kTSE dxy,.

Basta calcular entonces el factor k-ésimo de la ultima igualdad, esto es

e—i{,%/4t/e—it(ock—ﬂfk/2t)2dl,k _ e—igg/z;t/e—itxk?dxk
R R

(o ¢]
0

1/2 1/2
— 2e—i§£/4t 2_7T / — e_i€£/4t 2_7T /
8it 2it ’

de manera que

Q)

1
QW)n/QHe—sz/llt/ —zt(.rk £r/2t)? dl’k

n 1/2
1 H e /4t 2
(27?)”/ 2it

I
(2@15)”/2

Como ilustraremos més adelante, la transformada de Fourier es una biyeccién de L*(R")
en él mismo.

1.3.2 Transformada de Fourier en L*(R")

La transformada de Fourier se puede definir para funciones en L?(R") a travez del proceso
de limite. En efecto, el subconjunto L'(R™) N L?*(R™) es un subconjunto denso de L'(R") y
L*(R™).
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Teorema 1.15. (Plancherel) Sea f € L'(R") N L2(R"). Entonces, f € L2(R") y
1fll2 = [1f]]2-

Observacién 1.4. (1) Debido al Teorema 1.15 arriba, la transformada de Fourier define
un operador lineal acotado de L*(R™) N L?(R") en L?(R"). Como el espacio L'(R") N L*(R™)
en L*(R") es denso en L?(R™). Por lo tanto, existe una tinica extensién lineal acotada F en
todo L*(R™).

(2) Denotaremos F a la transformada de Fourier en L?(R") y usaremos la notacién f: F(f)
para f € L*(R™).

(3) En general, la definicién de f se realiza como un limite en L*(R™) de una sucesién
cualquiera (hy)reny en LY(R™) N L*(R™) que converge a f en L?*(R™). Tomando entonces
hi, = f para |z| < k 'y hy anuldndose en |z| > k. Entonces,

~ 1 : 1 .
- = —i(x-€) - - —i(x-€)
hi(€) (2m)n2 ek f(z)e dx (2m) /” hi(z)e dz,

y asi,

~ ~

hi(€) = f(¢€) € L*(R™) cuando k — oo.
El Teorema 1.15 afirma que F es una isometria. Ademas de eso, F es sobreyectivo.

Definicién 1.13. La inversa de la transformada de Fourier F : L? — L? est4 dada por

F'f() = Ff(-2), paratodo fe L*(R").

1.4 Espacios de Sobolev H*(R") con s > 0

Daremos una breve introduccién a los espacios clasicos de Sobolev H*(R™) con s > 0,
n € N. Los espacios de Sobolev miden la diferenciabilidad de funciones en L*(R"™) y son
una herramienta fundamental en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales. Para las
demostraciones de los resultados citados en esta seccién consultar [21], [22], [25] [23].

Definicién 1.14. Sea s > 0. Definimos el espacio de Sobolev H*(R™) por
H*(R") := {u € L*(R") : (1+&>)**0 e L*(R™)},
con producto interno

(o) = [ 1+ €T

y su respectiva norma definida por

1/2
el := (1 + €272, = ( [a +52>S|a<s>|2d5) .

n
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Observacion 1.5. Sea s > 0. Entonces

(1) H*°(R™) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido la Definicién 1.14.

(2) En particular H°(R™) es isomorfo via transformada de Fourier al espacio L*(R™).
Algunas propiedades bésicas las registramos a continuacion.

Teorema 1.16. Sean s,s' > 0 y u,v € H*(R™). Entonces

(1) lulls = flulls-

(2) Sis <5, entonces H* (R*) C H*(R™) y ||uls < ||ully para cualquier u € H¥ (R™).
(3) Siue H*(R") entonces D*u € H*~*(R"™), a < s, y se cumple la desigualdad

[1D%ul[s—a < [lulls.

Teorema 1.17. Sea s > n/2. Entonces H*(R™) es un dlgebra respecto al producto de funcio-
nes, es decir, wv € H*(R") si u,v € H*(R™) y se cumple la desigualdad

[uolly < Cs llull, ]l

donde Cy > 0 es una constante que depende de s.

En la siguiente seccién, definiremos la integral de Riemann para funciones con variable
real que toman valores en un espacio de Banach.

1.5 La integral de Riemann de funciones con valores vec-
toriales

Sea X un espacio de Banach. Denotaremos por C([a, b], X) al espacio de funciones conti-
nuas v : [a,b] — X. Para una funcién u € C([a, b], X ), definimos su integral de Riemann por
aproximacién en el sentido de sumas de Riemann. Para P, = {a =t; <ty <--- <1l =b} C
[a, b], sea

(5(Pk) :méX{t]‘+1 —tj j: ].,2,...7k'— 1},

y llamamos Py, una particién de [a, b] y 0(P;) la norma de la particion Py. Definimos la suma
de Riemann de u correspondiente a la particion Py por

B

S(Pow) = 3 ult) (i — 1),

j=1
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donde & es el ntmero de elementos en Pi. De la continuidad uniforme de u en el intervalo
compacto [a, b] se sigue que existe zo € X tal que S(Pg,u) converge a xq si 0(FP;) — 0. Con
mas precision, para todo € > 0 existe o > 0 tal que

1S (Pg,u) — xo||x <,

siempre que 0(P;) < J. Llamaremos este o € X la integral de Riemann de u y se denotard

por
b
/ u(s)ds.

La integral de Riemann asi definida disfruta de todas las propiedades usuales conocidas
por las funciones de valor escalar. Algunas de ellas son recogidas en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.18. Para una funcion continua u : [a,b] — X se cumple lo siguiente.

(1) Para cualquier sucesion de particiones (Py) con §(FPy) — 0, la suma de Riemann S(Py)
converge a la integral de Riemann de u.

(2) Laintegral de Riemann es un operador lineal acotado del espacio C([a,b], X') con valores

en X.
(8) SiT e L(X,Y), entonces
b b
T/ u(s)dt:/ Tu(s)ds.

(4) La funcion

es diferenciable con derivada u.

(5) Siwu:a,bl = X es continuamente diferenciable, entonces se tiene

u(b) — u(a) = / ’ o () ds.

Para la prueba de estas afirmaciones, se puede tomar el camino estandar para funciones
con valores escalares.

1.6 Semigrupos de operadores lineales

Con la idea de abordar mas adelante en este trabajo el problema de valor inicial (1), en esta
seccién analizaremos la versién abstracta de un problema de Cauchy en un espacio de Banach
X, v se introducia la teoria matematica necesaria en su estudio. Para las demostraciones y

el resto de detalles, consultar [20], [21] y [25].
du
— = Au(t)+ F(t,u(t)), 0<t<T,
= Au(t)+ Pt u(t) )

u(0) = f,
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donde A : D(A) C X — X es un operador lineal y F': [0,7] x X — X.

Definicién 1.15. (Solucién clasica) Una funcién u : [0,7] — X, es solucion cldsica de
(1.5) si u es continua en [0, 7], continuamente diferenciable en (0,7, u(t) € D(A) para todo
t € (0,T) y u satisface (1.5) en [0, 7], donde la derivada de u(t) en el punto ¢ se define por el
limite

lim u(t+h) — u(t)’

h—0+t h

siempre que este exista.
Denotaremos por u := u(-, f) a la solucién clésica que satisface (1.5) para el dato inicial
feX.

Definicién 1.16. (Buena colocacién) Decimos que (1.5) estd bien colocado si existe una
tunica solucién clasica u(-, f) para cada dato inicial f € X y la aplicacién f — u(-, f) de X
en C([0,7T],X) es continua con respecto a la topologia de X.

Notacion. En lo que sigue, para abreviar la escritura en algunas partes de esta seccién,
denotaremos la derivada con respecto a la variable real t por “*”, es decir, 4(0) = ZLu(t)| o

o 4(t) = Lu(t). La derivada es por derecha y por izquierda de u en la variable real ¢, la
denotaremos, %u(t) = 4(t*) y Lu(t) = 4(t7) respectivamente.

1.6.1 El problema de valor inicial en dimensién finita

Para motivar la introduccién de la llamada teoria de semigrupos para abordar problemas
generales que se puedan poner en la forma abstracta (1.5), consideremos primero un caso
especial homnogéneo en el que A € M, (R) es una matriz, y F' = 0, es decir,

du
- = Au(t), t>0, (1.6)
u(0) = f.

Es bien sabido que si f € R™ la tinica solucién u(t) de (1.6) esta dada por
u(t) = ef, >0,

donde
etA _ Aktk
' k!
k=0

La convergencia de la serie anterior esta garantizada por el siguiente teorema:

. . , . tA)F .
Corolario 1.19. Para cualquier nimero T > 0, la serie Y -, % converge uniformemente

para todo |t| < T: es decir, para cada T > 0 y € > 0, existe N € N tal que sim > N y
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|t| < T, entonces

3

< €.

Demostracion. Este resultado se tiene por lo siguiente

— [t]*|A]* — [T*[|A]*
<y MHAR 5 IEIAR

k=m4+1 ) k=m+1

" A

donde m € N, y debido a que e’ converge, entonces el tltimo término de la desigualdad
k
en la izquierda, >°° ., M <eparaun N e Nyn > N. ]

eAt

Algunas propiedades fundamentales de la funciéon exponencial ¢t — estdan dadas en el

siguiente teorema:

Teorema 1.20. Sean A, B € M, (R). Entonces

(1) e =1.

(2) (eh)t=e"

(3) Si AB = BA, entonces AeB = ePA yetel =eBet yettB = eleb.

Por otro lado, consideremos el caso no homogéneo de (1.6), esto es,

du
il Au(t) + F(t), 7)
u(0) =/,

donde A € M,(R) y F : [0,T] — R™ es una funcién continua. Se tiene en este caso que la
tnica solucion del problema de valor inicial (1.7) esta dada por

¢
u(t) = e f —|—/ =94 (s)ds.
0

e—tA

En efecto, si Zu(t) = Au(t) + F(t), entonces multiplicando por a ambos lados de la

dt
igualdad se sigue que

9 (e thu(t)) = e (1),

e S (u(t) + e A~ Ayult) =

entonces integrando de 0 a t se tiene que

ftA f / fsAF

y despejando u(t) se llega al resultado.
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1.6.2 Problema de valor inicial en dimension infinita

Semigrupos uniformemente continuos

El siguiente nivel de complejidad para el problema (1.5) con F' = 0, es cuando A es un
operador lineal continuo de un espacio de Banach con dimensién infinita X en si mismo. En
este caso, aun se pueden utilizar las mismas ideas del caso de dimensién finita.

Como se observé antes, la funcién S : Rf — M, (R) definida por S(t) = €' para un
A € M,(R) satisface £5(t) = AS(t) y S(0) = Lx y el conjunto {S(¢) : ¢ > 0} es un subgrupo
conmutativo en (M, (R),-). Ademds la aplicacién ¢ — S(¢) es un homomorfismo de (R{, +)
en (M,(R),-). Lo anterior motiva la siguiente definicién para el caso de un operador lineal
continuo A en un espacio de Banach X.

Definicién 1.17. Sea X un espacio de Banach.

(1) Una familia (S())¢>o de operadores lineales acotados en X se llama semigrupo (de un
pardmetro) en X si se cumple itemsep

(i) S(0) =Ix.
(ii) S(s+1t)=S(s)S(t) = S(t)S(s) para todos s,t > 0.
(2) Un semigrupo (S(t)):>0 en X es uniformemente continuo si

t—0t
(3) Una familia (S(t)):cr de operadores lineales acotados en X se llama grupo (de un pardme-
tro) en X si cumple la condicién (i) y la condicién (ii) del literal (1) para todos s,t € R. Y

si ademas satisface la condicién del literal (2), decimos que es un grupo (de un pardmetro)
uniformemente continuo en X.

Observacién 1.6. Veamos que el literal (1) de la Definicién 1.17 es equivalente a

lim ||S(t) — Ly = 0.

t—0t

Ejemplo 1.10. (Semigrupo de Matrices) Consideremos la familia de matrices (€4);5¢
donde A € M, (R). Mostremos que esta familia de operadores acotados es un semigrupo
uniformemente continuo.

(i) Es primer lugar, es inmediato que e*4 = 1.

(ii) En segundo lugar, dados s,t > 0, se sigue que e(*t)4 = es4et4,
De (i) y (ii) se tiene que (€');>o es un semigrupo en M, (R). Ahora mostremos que es
uniformemente continuo. Tenemos que

WA _ gtd _ gtdghd _ gtd _ gtd(ghd 1),
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asi, es suficiente probar la continuidad en 0, la cual se sigue de

. hk Ak
D

k=1

oS BFIALE _ g
< S AR ey

k=1

e — 1 =

Lo tltimo es debido que (/"4 —1) — 0 cuando h — 0. De aqui que, (€4);>0 es un semigrupo
uniformemente continuo en M, (R). M&s ain, como la ley de semigrupo se cumple en todo
R, la familia de matrices (€');cgr es un grupo uniformemente continuo en X.

Existen semigrupos que no son uniformemente continuos como lo muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.11. (Semigrupo de Traslacién) Consideremos los siguientes espacios de Ba-
nach:

L>(R), Cy(R), Cup(R), Co(R), Car(R).

todos dotados con la norma del supremo || - ||, y también consideremos el espacio de Banach
LP(R) con 1 < p < oo dotado con la norma || - ||,.

Si asumimos que X es cualquiera de estos espacios con su norma respectiva, la familia de
operadores de translacién por izquierda (7;(t)):>o en X, conforma un semigrupo en X, pero
no es uniformemente continuo. En efecto,

(Te(0))(x) = fz +0) = f(z) = (If)(z),

para todo f € X y z € R. Ademas para s,t >0, f € X yz € R,

(Te(s +0)f)(x) = flx+ (s +1)) = f((x +5) +1) = (Te(t) /) (x + 5),

pero Ty(t)f € X, entonces por definicién de T(t),

(Te(t) ) (x + s) = (To(s) Tu(t) ) (),

y de manera similar se muestra que (T;(s+t)f)(x) = (Ty(t)Te(s) f)(x). Por tanto Ty(s +t) =
Ty(s)Ty(t) = Ty(t)Ty(s) para todos s,t > 0. Més atin, como la ley de semigrupo se cumple
para todos s,t € R, tenemos que (T(t))tcr €s un grupo en X.

Por otro lado, para cada t € R, sabemos que el operador Tj(t) es una isometria, asi, para
s,t >0 con s # 0, se tiene que ||Ty(s) — Ix|| = 2. Luego Ty(t) no es uniformemente continuo.

Observacién 1.7. Un semigrupo (S(t))¢>o en un espacio de Banach X puede representar
un sistema dindmico lineal donde ¢ es el pardmetro “tiempo‘” y cada S(t) mapea el “espacio
de estados” del sistema en el mismo, que en este caso es X. Estas aplicaciones determinan
completamente el tiempo de evolucion del sistema en la siguiente manera: Si el sistema esté
en el estado f € X en el tiempo ¢t = 0, entonces para el tiempo ¢ esta en el estado S(t)f. Por
esta razén es conveniente llamar a la aplicacion t — S(t)f, drbita de f.
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Tomemos cualquier operador A € £L(X). Como en el caso de matrices podemos definir la
funcion exponencial por

>tk AR
et = Z—m : (1.8)
k=0 )

donde la convergencia de esta serie estd en £(X). Usando argumentos andlogos que en el
caso de dimensién finita, se puede mostrar que para cada t > 0, t — €' es diferenciable y
satisface L€' = Ae' y €"4 = L. En resumen:

Teorema 1.21. Para A € L(X). La familia (S(t))>0 dada por S(t) = €, cumple las
siguientes propiedades:

(1) (S(t))i>0 es un semigrupo uniformemente continuo en X.

(2) Para cada t >0 la aplicacién t — S(t) = e es diferenciable y satisface
S(t) = At =eA y  5(0) = Ix.

Reciprocamente, cualquier funcién T(-) : RE — L(X) que satisfaga T(t) = AT(t) y
T(0) =1, es de la forma T(t) = €' para algin A € L(X).

El siguiente resultado establece que todo semigrupo uniformemente continuo se puede ver
como la exponencial de algiin operador lineal acotado A.

Teorema 1.22. Cualquier semigrupo uniformemente continuo (S(t))i>0 en un espacio de
Banach X es de la forma S(t) = e con t > 0, para algin A € L(X).

Demostracion. Dado que convergencia uniforme implica continudad en £(X), cada S(t) es
continua y como S(0) = Ix, tenemos

1 [P
IX——/ S(s)ds|| <1
to Jo

para to > 0 suficientemente pequeno, en virtud de la Proposicion 1.18. Debido al Teorema
1.11 con T' = Iy — % f(fo S(s)ds, se tiene que el operador % foto S(s)ds es invertible, y por
tanto

V@Q:Amag@

es invertible también. Ademas como V es la integral de una funcién continua, luego ésta es
diferenciable con derivada
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Ver Proposicién 1.18(5). Esto implica que

S(t) = V(te) 'V (t)S(t) = V(ty) ™! /Oto S(t+ s)ds

V(to)_1/0+0 S(s)ds
V(to) 1 (V(t+to) = V(1))

De lo anterior se sigue que S(+) es diferenciable con derivada por derecha con

Qﬁ%zMnS@+m_S@L:Mn(§@t££>ﬂﬂzgmﬂﬂ023@ﬁmﬂ,

h—0t h h—0t h

y derivada por izquierda

S@):HmSw_sﬂ_m:(ﬁmsu—mﬂ%§5>:5@ywy

h—0+ h h—0+

Tomando S(0%) := A € £(X), tenemos que S(t) = AS(t) = S(t)A y S(0) = Ix. Luego por
Teorema 1.21(2), S(t) = €' para todo t > 0. O

Observacion 1.8. (1) Notemos que el operador A del Teorema 1.22 estd determinado de

forma tinica como la derivada de S(-) en 0, es decir, A = $(0). Llamaremos a este operador
A, el generador de (S(t))>o0.

(2) Como en la definicién de €' funciona para cualquier ¢t € R e incluso para t € C, cada
semigrupo uniformemente continuo se puede extender a un grupo uniformemente continuo
(e),cr 0 a (€");ec, Tespectivamente.

Las propiedades antes mencionadas nos permiten resolver el problema de valor inicial
(1.6) en el caso en que A es un operador lineal acotado en un espacio de Banach X.

Teorema 1.23. Para cualesquier f € X y A € L(X), el problema de valor inicial (1.6) tiene
una unica solucién dada por u(t) = e'Af.

Demostracion. Primero es claro de u(t) = et f con 0 <t < T, satisface el problema de valor
inicial (1.6). En efecto, del Teorema 1.21(b), como t +— €' es diferenciable, entonces para
feXy0<t<T, ues diferenciable, con derivada

u(t) = Ae f = Au(t),

ademéds u(0) = €% f = Ixf = f. Supongamos que v es una solucién de (1.6), y sea la funcién
2(t) = e~ (t), entonces aplicando la regla del producto en derivadas y por Teorema 1.21(b),

2(t) = —Ae u(t) + e Mo(t)
= —Ae u(t) + e Av(t) = 0.
Luego z(t) = 2(0) = f para 0 <t < T, y de aqui se tiene que v(t) = e f. ]
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Semigrupos fuertemente continuos

En esta seccion consideramos el problema de valor inicial homogéneo mas general

du
p = Au(t), (1.9)
u(0) =/,

donde A : D(A) C X — X es un operador lineal (posiblemente no continuo) en el espacio
de Banach X. En este caso, la serie que se us6 en (1.8) no tiene sentido pues las potencias
AF 1no estdn definidas para todo k. Sin embargo, podemos definir en base a las propiedades
de la exponencial antes mencionadas, el siguiente concepto extendido de un semigrupo de
operadores acotados, el cual nos conducird a la solucién del problema de valor inicial (1.9).

Definicién 1.18.

(1) Una familia (S(¢)):>o de operadores lineales acotados en un espacio de Banach X se
llama un semigrupo fuertemente continuo o Cy-semigrupo® si (S(t))¢>o es un semigrupo
en X (ver Definicién 1.17) y para todo f € X,
lim S(t)f = f.
Jim S(t)f = f

(2) Una familia (S(t))):er de operadores lineales acotados en X se llama grupo fuertemente
continuo o Cy-grupo en X, si es un grupo en X y se satisface la condicion del literal (1).

Notemos de nuevo que en el literal (1) de la Definicién 1.18; lim, ,o+ S(¢)f = f es equi-
valente a

Jm [S(®)f — fllx =0.

Para Cj-semigrupos necesitamos una definicion adecuada del llamado “generador” del
semigrupo. Este operador serd en general lineal, pero no acotado y definido solo en un subes-
pacio denso del espacio de Banach X.

El primer resultado que mencionaremos nos conecta nuevamente a la funcién exponencial:
Los C-semigrupos pueden crecer en norma a lo mas exponencialmente.

Proposicion 1.24. Sea (S(t))i>0 un Cy-semigrupo en X . Entonces existe un M > 1 yw € R
tal que para todo t > 0,
IS < Me™".

Demostracion. Fijemos un f € X, como la funcién s — S(s)f es continua en 0, entonces
existe un compacto [0, 7] tal que es acotada, es decir,

sup [|S(s)fllx < oo.
s€[0,n]

1El simbolo Cj significa Cesaro sumable de orden cero, es decir, la propiedad de continuidad lim;_,o S(t) f =
f para todo f € X.
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El principio de acotacién uniforme, implica que

M := sup ||S(s)] < 0.

s€[0,m]

Como [|S(0)|lop = 1, entonces M > 1. Tomando un ¢ > 0 arbitrario, escribimos t = nn + r
conn € Ny 0 <r <n. De esta representacion y la propiedad de semigrupo inferimos que

SN = [15(r)S(m)"[| < M|[S(n)"|
< MI[S)|" < M(ISl +1)"
< M([|S(n) +1|)" = Me*!

Y

(@)

con w = In(||S(n)|| +1). O

Por tanto, las érbitas de los Cy-semigrupos son exponencialmente acotadas. La maxima
cota inferior de estas cotas exponenciales juega un papel importante y sera de guia para las
secciones restantes.

Definicién 1.19. Para un Cy-semigrupo (S(t))i>0 su cota de crecimiento o su tipo esté
definida por

wo(S) := Inf{w € R : Existe M,, > 1 con ||S(t)|| < Me"" para todo t > 0}.

Maés ain, un semigrupo se llama acotado si podemos tomar w = 0 en 1.24, y contractivo
siw =0y M = 1 se cumple. Finalmente, el semigrupo (S(t)):>¢ se llama isométrico si

15@)fllx = [[fllx para todot >0y f € X.

Observacién 1.9. Para X = R" y un operador A € £(X), definimos S(t) = €. Este
semigrupo (S(t)):>o es de tipo (1, ]| A||), como una estimacién directa de la norma

||etA|| < etlAl

lo muestra. En contraste con esto, en la situaciéon de dimensién infinita puede suceder que el
semigrupo no sea de tipo (1,w) para todo w, incluso wy(S) = —oc.

La definicion de un Cy-semigrupo combina la propiedad analitica de la continuidad fuerte y
la propiedad algebraica de semigrupo. Mostraremos a continuacién que estas dos propiedades
se combinan de buena manera, y da algunas caracterizaciones equivalentes que permiten
verificar la continuidad fuerte.

Proposicién 1.25. Para un semigrupo (S(t))i>o0 en un espacio de Banach X, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) (S(t))i>0 es fuertemente continuo.

(2) lmyy; S(s)f = f para todost >0y f € X.
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(3) Existe 6 >0, M > 1, y un subconjunto denso D C X tal que
itemsep
(i) IS < M para todo t € [0,9].
(i) limy o+ S(t)f = f para todo f € D.

Demostracion.

(1) & (2) Para la condicién necesaria, fijemos f € X y sean t,h > 0. Entonces

S(t+h)f— St f=SH(Sh)f - f) si0 < h,
S(t+h)f —SH)f = S(t+h)(f —S(—=h)f), si—t < h<0.

En resumen, para |h| <t obtenemos

ISt = n)f = SEfllx < NSE=RILf = S(h)fllx < Me™||f — S(h])f]lx-

Luego la parte derecha de la desigualdad converge a 0 cuando |h| — 0 por la continuidad en
0 por la derecha, por lo que limy,_q ||S(t+h)f — S(t) fllx = 0, es decir, lim,_,; S(s)f = S(¢)f.

(3) & (1) La condicién necesaria es inmediata debido a la Proposicién 1.24. Para mostrar la
condicién suficiente, suponga que (S(t))>o es localmente acotado y fuertemente continuo en
un subespacio denso D C X. Tomemos un f € X arbitrario y (fz) C D, tal que fr — f.
Dado que existe M > 1y ¢ > 0 tal que ||S(¢)|| < M para todo t € [0,0] ¥

1S@) fx = SO fllx < SO = Fllo < Ml fi = fllx,

luego tomando supremo en [0, 4],

My := sup [|S(t)fx = SWO)flx < M| fi = fllx,
t€[0,0]
y cuando k — 0, My, — 0, por lo que S(t)fr — S(t)f uniformemente en [0,4]. Como todas
las funciones en la sucesién (S()fx) son continuas por derecha en 0, entonces la aplicacién
t — S(t)f es continua por derecha en 0, es decir, lim; ,o+ S(t)f = f y como f € X es
arbitrario, se sigue que (S(t))so es fuertemente continuo en X. O

Ejemplo 1.12. El semigrupo de translaciéon es un Cy-semigrupo en LP(R) para todo 1 <
p < 0.

En efecto, recordemos que el semigrupo de translacién es fuertemente continuo el espacio
de funciones uniformemente continuas y acotadas, y que el conjunto de funciones continuas
con soporte compacto es denso en LP(R). Tomando f € C.(R) y «, 5 € R tal que supp(f) C
[a, B], vemos que

1) = FC B = / ) = S5+ R)Pds < (5 =) s 17(s) = fls )

que se va a cero cuando h — 0 debido a la continuidad uniforme de f donde | f]|, =
(fa |f(s)|Pds)/P para f € LP(R). Ya que ||S(t)|| < 1, la afirmacién se sigue de la anterior
proposicion.
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Lema 1.26. Sea (S(t))i>0 un semigrupo fuertemente continuo y un elemento f € X. Para
la orbita w: t — S(t)f, las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) u es diferenciable en Ry ;
(2) w diferenciable por derecha en 0.
Si se cumplen (1) o (2), entonces u(t) = S(t)a(0).

Demostracion. Como es claro que (2) es un caso especial de (1), solo mostraremos que (2)
= (1). Primero tenemos por la continuidad de S(t) que

lim, (u(t +h) — u(t)) = lim & (S(t+h)f ~ S(1))

h—0+ h o+ h
= 5(1) Jim +(S(h) ~ f)
= 5() i, +(u(h) = u(0)) = S)i(0).

Por lo tanto u es diferenciable por derecha en RJ . Para la difereciabilidad por izquierda, para
—t < h < 0, escribimos

(S(t+h)f = S(t)f) — S(t)a(0)

= 5(t 4+ D) (f — S(=h)) — (0)) + St + i0) — S(1)i0).

S| =

Cuando h — 07, el primer termino del lado derecho de la igualdad tiende a 0 por la primera
parte y la acotacion de ||S(t + h)|| para h [—t,t]. El otro termino converge a 0 por la con-
tinuidad fuerte de S. Por tanto, u es diferenciable en ¢t > 0, y para todo t > 0, su derivada
es

u(t) = S(t)a(0). O

Definicién 1.20. (Generador Infinitesimal) El generador infinitesimal A : D(A) C X —
X de un Cy-semigrupo (S(t)):>o en un espacio de Banach X es el operador
Af = tim S0 2T

h—0t+ h

definido para cualquier f € X en su dominio

D(A) = {f € X: lim % existe}. (1.10)

h—0t

El dominio D(A), que es un subespacio lineal, es parte escencial del generador A. De
manera estricta siempre deberiamos denotarlo por el par (A, D(A)), pero por conveniencia,
sélo escribiremos A y asumimos implicitamente que su dominio estd dado por (1.10).
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Ejemplo 1.13. Consideremos los espacios de Banach del Ejemplo 1.11, y supongamos que
X es cualquiera de esos espacios. Entonces la familia de operadores traslaciéon por izquierda
(Ty(t))i>0 en X, se tiene que

i TN = 18) o Ft+9) = F(5)
t

t—0+ t t—0+

= 1'(5) = (Af)(s)

para cualesquiera f € X y s € R. Entonces
D(A) ={f € X : [ existe}.

Ejemplo 1.14. (La Ecuacién de Schréodinger Homogénea) Consideremos el problema
de valor inicial asociado a la ecuaciéon de Schrodinger homogénea,

du _ iAu, t>0, r€R"
ot (1.11)
u(0) = f(z)

Hallemos el Cy-semigrupo asociado al problema (1.11) con su respectivo generador in-
finitesimal. Aplicando Transformanda de Fourier en (1.11) con respecto a la variable z e
intercambiando la accién de F y 0;, obtenemos

e
8—1; = —il¢Pu, t>0, €€ R

ao0) = f).

De esta manera, en un punto fijo £ € R™, la solucién de (1.12) estd dada por u(t,§) =
e itk f (&) para cualquier ¢ > 0. Ahora tomamos transformada de Fourier inversa,

u(t)(x) = FH@(t,€)) (@) = F (e f(€) (@),

Haciendo S(t) := F (e "5‘2’5(\)) para cada t > 0, es claro que la solucién toma la forma
u(t)(x) = (S(t)f)(x) para todos t > 0y € R". Probemos que (S(t)):>0 es un Cy-semigrupo
en L*(R").

En efecto, por la linealidad de la transformada de Fourier y su inversa se tiene que para
f,ge >R ) yaeRyt>0,zeR"

SWO(f +9) = F (e ¥ F o g) (@) = F (e P (F + ) ()
= F e 1) (@) + F (e g) (a)
= (S f)(x) + (S(t)g) ().

(1.12)

Ademas,
S)(af) = F e af)(@)
= F (e " f) (x)
= aF (e f)(2) = a(SM) ) ().
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Luego (S(t)):>0 es una familia de operadores lineales. Para mostrar que son acotados, sean
t>0y feL*R),

IS0 fll2 = I1F (€7 Pl = e Flly = 1 fll2 = [1£1]2-

Luego S(t) es una isometria en L*(R"), y por tanto acotada para todo ¢ > 0.
Ahora probemos que (S(t))¢>0 es un semigrupo en L*(R™).

(i) Para cualquier f € L*(R") y x € R™, (S(0)f)(x) = f‘l(e_“f‘z‘of)(x) = f(z) = (If)(2).
Luego S(0) =
(ii) Para s,t >0y f € L*(R") y r € R",
(S(s+1)f)(x)

1 —z\§| (s+t) )(ZE)

F(e
=F (e —il¢]?s fz|£|2tf)< )
F (e —ilel?s Fp—1a-ill? tf)( )
Fo(e

)

He P F(S(t) ) ()
= (S(5)S(t)f)(x).

De (i) y (ii) se sigue que (S(t));>0 es un semigrupo en L*(R"). Ahora probemos que es un
Co-semigrupo en L*(R™).
Parat >0y f € L*(R"), de la definicién de S(t) y el Teorema de Plancherel 1.15,

1S = fllo = 17 F) = £l
= [le= " f — £l
= (e = 1) fll2.
Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, [|(e~€1*t — 1) ]| = 0 cuando ¢ — 07

Por tanto, (S(t))¢>0 es un Cp-semigrupo en L*(R™). Finalmente probemos que el generador
infinitesimal de (S(¢));>0 es el operador iA : H*(R™) C L*(R™) — L*(R").

HS(t){—f_Z.Af _ fl(eiljtf)—f_mf

2 2

N[ <f1<eifl "N-F .4 f>

t

—ilgPty _
_ ¥“'§'ﬂ
2

—ilgl’t _
e (efl + Z|§|2) f‘

2

2
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~

e
Luego por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, || (% +i &) F()]la — 0
cuando t — 0. Luego se sigue que si A es el generador del Cy-semigrupo S(t), entonces
A =iA.

El siguiente teorema establece que el concepto de semigrupo fuertemente continuo permite
resolver el problema de valor inicial (1.9) en el caso general en que A es un operador lineal
no continuo en un espacio de Banach X.

Proposicion 1.27. Para el generador infinitesimal A de un Cy-semigrupo (S(t))i>0 en un
espacio de Banach X, las siguientes propiedades se satisfacen.

(1) A: D(A) C X — X es un operador lineal.
(2) Si f € D(A), entonces S(t)f € D(A) parat >0, y

d

E(S(t)f) =S()Af=AS{t)f para todot > 0.

(8) Para un f € D(A), el semigrupo (S(t))i>o0 proporciona una solucion al problema de valor
inicial (1.9) para todo t > 0, dada por u(t) := S(t)f.

Demostracion. (1). La linealidad se sigue directamente de la definicion.

(2). Dado f € D(A) y t > 0. Mostremos que S(-)f es diferenciable en 0, con derivada
S(t)Af. Por la definicién de Af, la continuidad fuerte de S(t) y la ley de semigrupo se tiene
que

S(HAf = S(t) lim %
_ g SIS - S@)f
h—0t+ h
L Sit+hf=SH)f
=l T = Asr

(3). Esto es simplemente la reformulacién de (b) en términos de ecuaciones diferenciales
ordinarias. ]

Analizaremos ahora mas aspectos tedricos sobre los generadores infinitesimales y estable-
ceremos una generalizacion de la férmula de Newton-Leibniz.

Proposicién 1.28. El generador infinitesimal A de un Cy-semigrupo (S(t));>o tiene las si-
guientes propiedades.

(1) Para todot >0y f e X, se tiene

/OtS(s)fds € D(A).
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(2) Para cualquier t > 0, se tiene

S(t)f—f:A/tS(s)fds, si feX,
0
t
:/ S(t)Afds, si f € D(A).
0

(3) Para todo r,t >0y f € D(A),

St f — S f = / " S(s)Afds = A / " S(s)fds.

Demostracion. (1). Para g := fot S(s) fds calculemos el cociente diferencial

% — % <S(h) /Ots(s)fds — /OtS(s)de)

_ /Ot %(S(h +8)f — S(s)f)ds.

Como el integrando es continuo, podemos tomar limite cuando A — 01 y obtener

Ag = lim —S(h)g —9_

h—0t+

h—0t+

= /Ot u(s)ds

— u(t) = u(0) = S(t)f - f.

De esto se deduce que g € D(A)y Ag=S(t)f — f.

(2). Tomemos f € D(A), por la Proposicién 1.27(b), AS(t)f = S(t)Af se cumple, por
tanto v(t) := AS(t)f define una funcién continua. Para h > 0 definamos la funcién v, (t) :=
$(S(h+1t)f — S(t)f). Entonces tenemos

— /Ot lfm %(S(h +5)f —S(s)f)ds

Jon(8) = (Ol < IS0 | (500F - 1)~ Af

X

De lo anterior y de la definicién de A concluimos que v;, converge uniformemente en cualquier
intervalo compacto. Esto produce

t t
/ vp(s)ds — / v(s)ds cuando h — 0.
0 0
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En la parte (a) habfamos calculado el limite del lado izquierdo y vimos que es igual a S(t) f— f.
Por tanto,

S@f—f=AszM%,

que completa la demostracion.
(3). Sean r,t > 0y f € D(A), por el literal la Proposicién 1.27(b),

d
75 (8(8)f) = S(s)Af = AS(s)f,
luego integrando de r a t se tiene el resultado. O]

Teorema 1.29. El generador infinitesimal de un Cy-semigrupo es un operador lineal cerrado
y densamente definido que determina de manera unica al semigrupo.

Demostracion. Para mostrar que A es cerrado, sea (fx) C D(A) una sucesién y f,g € X tal
que fr — fyv Afy — g. Tenemos que mostrar que f € D(A) y Af = g. Parat > 0,

St fr— fr = /o S(s)Afrds,

en virtud de la Proposicién 1.28. Si hacemos ux(s) := S(s)Afr y u(s) := S(s)g, entonces
uy, — u uniformemente en [0, ¢] porque el semigrupo (S(t)):>o es localmente acotado, de esta
manera pasando al limite en la identidad, tenemos

S@f—lekwmw.

De esto deducimos que la funcién t — S(t)f es diferenciable en 0 con derivada S(0) = g.
Esto significa precisamente que f € D(A) y Af = g, que implica que A es cerrado.
Ahora mostremos que D(A) es denso en X. Sea f € X arbitrario y definamos

v(t) := %/OtS(s)fds, t > 0.

Por Proposicién 1.28, tenemos que v(t) € D(A). Como la funcién s — S(s)f es continua,
tenemos que v(t) — S(0)f cuando ¢t — 0.

Suponga que (7(t))i>0 es un Cyp-semigrupo con el mismo generador infinitesimal A de
(S(t))i>0. Sea f € D(A) y t > 0 fijo, y consideremos la funcién u : [0,t] — X dada por
u(s) := S(t — s)T(s)f. Entonces u es diferenciable y su derivada estd dada por la regla del
producto:

ds ds ds
= —AS(t — s)T(s)f + S(t — s)AT(s) f.

du(s) _ (iS(t _ S)) T(s)f 4+ S(t — S)i(T(S)f)
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Recordando que el semigrupo y su generador conmutan en D(A), ver la Proposicién 1.27(b),
obtenemos que el término del lado derecho es 0, asi que u debe ser idénticamente a una
constante. Esto implica que

es decir, los operadores lineales acotados T'(t) y S(t) coinciden en el subespacio denso D(A),
por tanto ellos deben ser iguales en todo X. O

Concluimos esta seccion con la propiedad mas importante del generador infinitesimal de
un semigrupo fuertemente continuo desde el punto de vista de las aplicaciones. El problema
abstracto de Cauchy (1.9) estd bien colocado.

Teorema 1.30. Un operador lineal A en un espacio de Banach genera al Cy-semigrupo
(S(t))e>0 si y sdlo si el problema abstracto de Cauchy (1.9) estd bien colocado.

Demostracion. Si A es el generador infinitesimal del Cp-semigrupo (S(t));>0, entonces la
buena colocacién del problema abstracto de Cauchy (1.9), se sigue del Teorema 1.29 y la
Proposicién 1.27.

Recipocamente, sea el problema abstracto de Cauchy (1.9) bien colocado. Usando la
solucién clasica u = u(-, f), donde f € D(A), para cualquier ¢t > 0, definimos

St)f :==ult, f).

Observe que todos los S(t) son operadores acotados en X. Su linealidad es una consecuencia
de la linealidad de A y la unicidad de u. Puesto que S(0)f = u(0, f) = f y por la unicidad
de la soluciéon tenemos

St+s)f =ult+s, f) =u(t,u(s, ) = S(t)S(s)f

para cualquier f € D(A) y s,t > 0. Por lo tanto (S(t)):>0 es un semigrupo en X.

Ademds, [|S(t)|| es uniformemente acotada en cualquier compacto [0, 7]. De lo contrario,
existiria una sucesién (tx) C [0,7] con ||S(tx)|] — oo cuando k — oo y podriamos escoger
una sucesién (fi) € D(A) convergiendo a 0 tal que

u(te, fi)ll = 1S (t) fell = 1,

que contradice las hipdtesis de u.

Como t — S(t)f es una aplicacién continua para cualquier f en el conjunto denso D(A), la
Proposicién 1.25(c) implica que (S(t))i>0 es un Cp-semigrupo en X. Denotemos su generador
por B. Los operadores A y B son ambos cerrados, y coinciden en sus dominios, siendo éste
el conjunto denso D(A), por tanto son iguales. ]
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Ya estamos en capacidad de resolver el problema de valor inicial no lineal, no homogéneo
dado por

du
o = Au®) +F(tu(t), 0<t<T (1.13)

donde la aplicacion A : D(A) € X — X es lineal definida en un dominio denso D(A),
F:0,T)xX > Xyu:[0,T] - X.

Proposicién 1.31. Sea F : [0,T] x X — X continua en X, si u € C([0,T], X) satisface el
problema de valor inicial (1.13), entonces u satisface la formulacion integral,

t

u(t) = S(t)f + /0 S(t — s)F(s,u(s))ds.

Demostracion. Sea (S(t))i>0 el Cp-semigrupo generado por A y sea u € C([0,7],X) una
solucién de (1.13). Entonces la funcién g(s) = S(t — s)u(s) es diferenciable para 0 < s <ty
se tiene

g(s) = —AS(t — s)u(s) + S(t — s)u(s)
= —AS(t — s)u(s) + S(t — s)Au(s) + S(t — s)F(t,u(s))
= S(t— $)F(t, u(s)),
donde en la primera igualdad se uso la regla del producto en derivadas, el hecho de que
u(t) € D(A) y la Proposicién 1.27(b), la segunda igualdad por la definicién de 4(s) y la
tercera igualdad de nuevo por Proposicién 1.27(b).

Como F' es continua, entonces S(t — s)F'(u(s)) es integrable e integrando lo anterior se
tiene que

/0 S(t — syu(s)ds = SO)u(t) — SH)u(0) = u(t) — S(t)f = /0 S(t — $)F(s, u(s))ds,

lo que es equivalente a

u(t) =S(t)f + /tS(t — $)F(s,u(s))ds,
0
como se queria. O

Definicién 1.21. (Solucién integral) Sean A el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo
(S(t))i>0 en X, F : [0,7] x X — X continua en X y f € X. Una funcién v € C([0,77], X)
que satisface la ecuacion

t

u(t) =S(t)f —i—/o S(t — s)F(s,u(s))ds, (1.14)

se llama una solucion integral del problema del valor inicial (1.13) en [0, T7.
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Teorema 1.32. Sea X wun espacio de Banach, F : [0,T] x X — X wuna funcidn conti-
nua, localmente Lipschitz en la sequnda variable y A es el generador infinitesimal de un
Co-semigrupo (S(t))i>o. Entonces dado f € X, existe T* < oo tal que el problema de valor
inicial (1.13) admite una unica solucion integral w : [0,T*] — X.

Demostracion. Mostremos que (1.13) admite una tnica solucién integral u, esto es, existe u
que satisface (1.14). Consideremos un intervalo arbitrario [0,7n] C [0,77, tal que F': [0,T] X
X — X en la bola cerrada

Biw) = {u € OO0, X) + u — wllo < K2 € [0,

donde w(t) = S(t)f para todo t € [0, 7], es Lipschitz.
De modo que,
[F(t,u) = F(t, v)|lx < Lllu—v]x,

para cualquierra u,v € X con |lu —w|| < K, |[v—w| < K,0<t<Ty L es la constante de
Lipschitz. Consideremos también la aplicacién ® : C'([0,7], X) — C([0,7], X) definida por

Qul(t) = S(t)f + /OtS(t — $)F(s,u(s))ds, 0<t<n.

Observemos que @ aplica la bola Bi(w) C C([0,7],X) en ella misma. En efecto, para u €

By (w), N = SUPp<i<T | F(t,w(t))]|x yn < %,

[®[u](t) — w(t)][x < /0 [S(t = s)llopl| F'(s, u(s)) || xds
< Oilng{IIS(t)||op}(LK + N)n,
< 40i?§T{||S(t>||°P}||f”X = K.

Veamos ahora que ® posee un unico punto fijo en esta bola. Se puede comprobar por la
definiciéon de ® que

|20l (1) — @lO)lx < sup 150w} n sup {u(t) —w(t) ),

< s S () = o),

< ;Oggn{w —o()x}

de modo que ® es una contraccion. Se sigue del Teorema de punto fijo de Banach la existencia

de un tnico punto fijo de ® que es ademas la solucién suave de (1.13) en el intervalo [0, 7).
Demostremos finalmente la unicidad. Supongamos que u(t) y v(t) son dos soluciones

integrales de (1.13). Entonces en cualquier intervalo cerrado [0, 7], en el que ambas soluciones
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existan se cumple
Jut) = o < [ IS opll(Fs. () = Pls.o(s)) s
< sup {S(0)o} 2 / Ju(s) — o(s)]xds.

Una aplicacién de la desigualdad de Gronwall (Ver Teorema 2.8 en el capitulo 2), nos permite
concluir que u(t) = v(t) para todo 0 <t < 7. O






Capitulo 2

Existencia y unicidad local

Luego de haber presentado los fundamentos de la teoria de semigrupos, en este capitulo
aplicaremos esta teoria matematica al estudio de la existencia y unicidad de soluciones del
problema de valor inicial asociado al sistema (1) formulado en la introduccién, esto es,

L0, R PO,

ih ot = —% O + (Co + Cg)(’q)+|2 + |<I>0’2)(I)+ + (CO — CQ)|®_|2(I)+ + CQE(D%,
L 0D n* 0% —
Zﬁa—to = _%W; + (co+ c2)(|P4]* + [P_[*) Do + co|Po|* Po + 2c2 PP, P, (2.1)
L 0D h? 0*®_ _
ih— == =5 =g+ (ot ) ([P + Do) 8 + (co — )| D1 PP + 2D D5,
sujeto a las condiciones iniciales
(I)+($,O) :¢1($), (IDO(va) :(b?(x)? CI),(QJ,O) :¢3(x)a

donde z € R, t > 0, ®; : Rx Rj — C y ®;(z,t) denota el conjugado complejo de @;(z,1)
para j = +,0,—,y fr : R = C para k = 1,2, 3. Al hacer el siguiente cambio de coordenadas
t— (1/h)t y de z +— (v/2m/h)z y reescribir las funciones por &, = uy, g = uy y ®_ = us,
obtenemos el nuevo sistema reescalado

ou 0% , . L

(?_t1 - 8x21 —i(co + co)(Jur|* + |uo|®)ur — i(co — co)|usl*us — icouizus3,

ou 0% _ . -

o =i —ilco+ e2) (nf? + Jusf?)uz — icoluzlPu — i2e;uurus, (2:2)
ous .0%us . . L

8_; - Zﬁ; —i(co + c)(Jug|* + ua|*)us — i(co — c2)|ur[Pus — icouyu3,

35
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sujeto a las condiciones iniciales

ul(x70) :fl(x)v U’Q(Ivo) :f2(x)7 U3:f3(‘7;)7

conxeRyt>0.
Una observacién muy importante es que el problema (2.1) se puede escribir en la forma
de problema de Cauchy abstracto

d
woo AU+ FU), 0<t<T,
dt (2.3)
uo) = f,
donde,
iz 00
U= (ur,ug,u3)’, U0)=f=(f,fo f5)', A=1] 0 iaa_; 0 |,
O O . 92

Y92

—i(co + o) (Jur|* + |ua|*)us — i(co — c2)us|*uy — icouzu3
F(U) = —i(CO —+ 02)(|U1|2 + |U3|2)U2 — ’iCO|UQ|QUQ — ZQCQU_QUﬂLg
—i(co + co)(|us|* + |ua|*)us — i(co — c2)|ur|Pus — icotyu’

Para s > 0, definamos los espacios
H*(R) := H*(R) x H*(R) x H*(R), L*R):= L*(R) x L*(R) x L*(R),
con las normas respectivas
%llege = ol + llealls + sl (2l = lzally + [lz2lly + sy,

donde = = (z1,79,23)"7 € H*(R). Entonces es claro que H*(R) y L?(R) son espacios de
Banach debido a la Proposicion 1.1.

Con estas convenciones podemos aplicar resultados en los espacios de Sobolev, transfor-
mada de Fourier y teoria de semigrupos vistos en el capitulo 1, para estudiar el problema no
lineal (2.2).

2.1 El problema lineal

Para resolver el problema no lineal completo (2.3) se debe estudiar en primer lugar la
parte lineal asociada al sistema. Analicemos entonces el problema lineal

d—U = AU, relR, t>0,
dt (24)

U(z,0) = f(x), x e R.
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Tomando la transformada de Fourier en (2.4) con respecto a la variable z e intercambiando
la accién de ™y %, obtenemos

% = AU, €€eR, t>0,

U0 = f9), 3:3
donde
R R R R R R R —i£? 0 0
U= (i, i, )", U(E0) = F(&) = (h(&), f(8), (&), A= 8 _ff2 _?gz

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en cada punto &, su solucién esta
dada por

Ue.t) =efe), t>o.

Pero )
. —i€2¢
N © Lk Tk (§] 0 0
A — %: 0 e o |, t>0.
k=0 0 0 e
Entonces
UEt)=e ™ f(e), t>0. (2.5)

Para recuperar la funciéon desconocida U, tomamos la transformada de Fourier inversa de

(2.6),

FH e Q) (@)
Ulet) = F 1 (060) @) = F* (e f(9) (0) = | F 1 (e R(©) () | (26)
FH (e € fy(9)) ()
Esta aplicacién U escrita en términos de las aplicaciones F~! y F y es suficiente para mos-
trar la existencia y unicidad de (2.4), y consecuentemente la formulacién local de (2.3). Sin

embargo para fines de experimentos numéricos calculemos su formula explicita.
Debido al Teorema 1.12, F~! aplica a productos de convolucién, asi para j = 1,2,3

FH e R©) (1) = @n) 2 (e7) « 77 (F(O) (o)
Del Ejemplo 1.9, tenemos que

o 2
F (e ) (@) = (2it) e,
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Luego

FH (e 50) () = ity 2%« fa) = iy [ 5

Haciendo

2
gi(x) == (4mit) 2w > 0.

La aplicacion U esta dada de forma explicita por

N\ — Z»(ac—y)2
(g0 % f1)(2) (4mit) =12 [ e fiy)dy X L
Ulz,t) = | (g% f2) (@) | = | (4mit)V/2 [ ei%fg(y)dy = W/Rez = f(y)dy,
Gex B (amity 172 f, €5 fy(w)dy
(2.7)
parax € Ryt > 0.
Para mostrar que U es solucién de (2.4), definamos la aplicacién
1 i() 2t~ g * fl 1 (—y)?
S f=F" <eﬂ(') U()) =|gxfo| = W/Rez i f(y)dy,

gt * f3

para cada t > 0y S(0)f := f con f = (f1, fo, f3)1 € L%(R). Con esto notemos que para
xr €Ryt >0, podemos reescribir a U por

Ulz,t) = (S@)f)(). (2.8)

Aunque definimos la aplicacién S(t) para t > 0, en realidad ésta queda bien definida para
cualquier ¢ € R. Més atin, S(¢) es un operador lineal unitario en L*(R) para cada t € R.

Lema 2.1. Para cada t € R, S(t) es un operador lineal acotado del espacio L*(R) en el
mismo, tal que ||S(t)]| < 1.

Demostracion. Seant > 0y f = (fi1, f2, f3)7 € L*(R). Puesto que g, € L'(R), entonces de
la desigualdad de Young, para cada j = 1,2, 3, la convolucion g, * f; existe y

lge * Fill2 < llgellsll £l
< 15l

En particular g, * f; € L*(R). Por lo tanto, S(t)f € L*(R).
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Mostremos que S(t) es lineal. En efecto, para cualesquiera f,g € L?(R),t e Ry \,u € R

SO +pg) = F ! (e*“'fuf/ﬁcg«)) ,

= 77 (e T () + ()

= FH (e R0 +e ().
= P (AN + P (ne ().
= AF (e ONF()) 4 pF (e G())
= AS(t)f + puS(t)g.

En lo anterior, la segunda y cuarta igualdad se dan por la linealidad de los operadores F
y F~1, respectivamente, y la cuarta y quinta igualdad por la homogeneidad de F y F!,
respectivamente. Ademas, si f = (f1, fo, f3)T € LE(R),

1@ e = [ (e Ai()) +HF‘ Gt )H+HF‘ (e RH0)|-
- ol fe ol e g

- J?l 2+’J?2 2+Hﬁ’ ’
= [[filly + I f2lly + [ 5]l
= || fll2,

donde la segunda y la cuarta igualdad es por la identidad de Plancherel (Teorema 1.15), y
la tercera igualdad es por ser [%€”|2 = 1. De aqui que S(t) sea una isometria y por lo tanto
que S| = 1. 0

Teorema 2.2. La familia de operadores lineales acotados (S(t))ier es un Co-grupo contrac-
tivo en L%(R). Sea s > 2. Su generador infinitesimal A es un operador lineal de H*(R) en
H*"%(R) que estd dado por

D(A) = H*(R),
Af =02 f = (i02 f1, 002 f2,i02 fs) ",

para f = (f1, f2, f3)T € H¥(R), donde 0%f). es la sequnda derivada en x en el sentido de
distribuciones para k = 1,2, 3.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicién 2.1, la familia (S(t))¢>o es una familia de opera-
dores lineales acotados. Mostremos que (S(t));>o es un semigrupo en H*(R).

(i) Sea f € L*(R). Por definicién, S(0)f = f = If, luego S(0) =
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(ii) Sean f € L%(R) y s,t € R,

De este modo de (i) y (ii) tenemos que (S(t))er es un grupo en L%*(R). Ahora probemos
que es un Cyp-grupo en L?(R), es decir, mostremos que la aplicacién ¢ — S(t)u para todo
f € L%(R), es continua en 0. Para cualquier f € L*(R),

lim S(8)f — fllge =lim | 7 (7 F) — 1

L2’

pero H]—Ll (e*i'%f) - fH es igual a
L2

I (50) s

entonces para k =1, 2, 3,

) -

GG

hE) = |7 = (O,
= (e + 1D*I @)
<A = g(9),

para { € Ry t > 0. Entonces g(§) > 0 para { € Ry [, g(§)d§ = 4 [, [fu(§)?dE = || fill3 =
| fll3 < oo. Consideremos una sucesién (¢, )nen en R tal que t, — 0 cuando n — co. Ademaés
t — h(&,t) es continua para todo t € R y es claro que £ — h(&,t) es integrable. Del Teorema
de convergencia dominada de Lebesgue (Teorema 1.6) se sigue que

o) s

Y

(i) -

Por un lado tenemos que

i [ Al ta)ds = [ Tim hie.t)ds = [ hie.0)dg =0,

n—oo R

probando la continuidad de ¢ — fR (&,t)d€ en t = 0, esto es,

lfmm / (€€ — 1) (&) Pde = 0.
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Asi, concluimos que limy o ||S(t)f — f||gs = 0. Ahora mostremos que el operador A definido
por D(A) = H¥(R) y Af = i0%f para f € H*(R), es el generador infinitesimal de (S(¢));>o.
Para cualquier f = (fi, f f5)' € H(R) y h £0,

st T I (cF0) =1 ;
h Oz? o2 f 0z? .
3 |7 (em O f() = ,
k=1 s—2

+i€2fu(€)

/R(l + 52)372 e hfk(i) — fk(&)

—i&2h __ N
/R(l + &%) (% + Zfz) fi(§)

Con a(€,h) :=e € h£0y ¢ eR fijo,

a(€h) - a<s,0>' _

9 1/2
d& )

9 1/2
dg) |

e~i€*h _q
h

< sup /(¢ h)| = €.

h h#£0

De manera que
2

P h) = (1+€%)"7

)

—i€2h .
(eTl +i§2> fe(&)
< (14 €226 fu(6). 12,
<41+ 21+ 221 f(6), 1

<A1+ | ful©)]P = BE).

Como B(&) > 0y [ B(§)dE = 4] full, < oo. Mostremos la continuidad de h — (&, h) en
h = 0. Sea (hy)nen en R tal que h, — 0 cuando n — oo. Del Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue (Teorema 1.6),

I hde = [ 1 hy)dE = L0)dE = 0.
i [ ple s = [ Tim o(€h)de = [ olé0dg =0

n—oo

De manera que

2

tim [ (e g = Jim [ (14632 a€ =0

—i&2h R
(e—hl + Zf?) T (§)
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Como es para cada k = 1,2, 3 se tiene que

SIS~ 1 4

lim || === 2 f

h—0

=0. [l

Hs—2

Teorema 2.3. El sistema (2.4) tiene solucion inica, es decir, la funcidn U definida por la
formula (2.8) es la inica que cumple

U(t+h) —U(t)

Y =0.

Hs—2

lim
h—0

—AU(t)

Demostracion. Sean t > 0y h > 0. Entonces

HU<t+h})L_U(t>—AU(t) 2:HS(tJrh){L—S(t)f_AS(W .
m'aww%vf>ﬂﬂAf N

< sl |2 =L :ﬁ

<=t ou],

La segunda igualdad por la ley de semigrupo y la tltima desigualdad por ser ||.S(t)| z(L2r)) <
1. Puesto que del Lema 2.2 anterior, tenemos que

SOt o
h/ Hs—2
cuando h — 0. Obtenemos que,
i || ZEE =V gl 2o 0
h—0 Hs—2

2.2 El problema no lineal

Recordemos que la aplicacién F' en (2.3) esta dada por

—i(co + co)(|ur|* + |ua|*)uy — i(co — c2)|us|*uy — icouzu’
F(U) = —’i(CO —|— CQ)(|U1|2 —|— |U3|2)U2 — iCO|UQ|2UQ — iQCQU_QU1U3
—i(co + co)(Jus|* + |ua|®)us — i(co — co)|u1|Puz — icouyu’

Lema 2.4. Si s > 1/2, entonces F : H*(R) — H*(R) y U,V € C([0,T], H*(R)), entonces
[1FU) = F(V)]

w LU=V

Hs»

donde L = L(||U]|

V]

ae o [V ke
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Demostracion. Sean U = (uy,ug, uz)’,V = (vi,v9,v3)T en C([0, T], H*(R)) y M = max{|co+
cal, 2|¢al, [ea]}. Denotando [U2 := 327, [uy|2 v [V[* := 325, |v;2, entonces

1EU) = F(V)|

= H—z’(co + ) (|UPuy — |V 01) — i2¢(|vs|*v1 — |us|?uy) — dcy(Tzus — v_gvg)Hs

HS

+ H—’l(Co + CQ)(|U|2U2 — |V|2'U2) — ’i2CQ(U_QU1U3 — ’U_Q'Uﬂ)g) — 7:62(|'02|2U2 — |U2|2U2)||S

+ H—i(co + ) (|UPus — |V |?v3) — i2¢o(|v1|?vs — |ui|?us) — ico(Trui — v_lvg)”S

< eo + ol |[UP(ur = v1) + (U = [V)our ], + 2lea] || Jor|* (01 = ua) + (fos|* = [us|*)ua |
+eal [Juz (@ — T3) + (uj — v3)75]],
+ o + o [[[U(ug — o) + ([UP = [V P)va | + 2]ea| [lurus (@ — T2) + (uruz — vivg)vz]|
+ |ea| |HU2’2(02 — uz) + (|va]* — !U2\2)U2||S
+leo + ol [[[UP(ug — v3) + (U = [VZ[)us |, + 2]ea] [|Jvs[*(vs — ug) + (Jor[* = | [*)us

+ |cal ||u3(ur — 1) + (43 — v3)or ]|,

IA

o + eal S5 (gl + [l lloslly + 101D 1T = Vg,

+ 2leal(lluslly + llusll el + o3 + (losll, + lusll) lall, + eell,)

+ (ol + luall) sl ) 10 = Vg

+ lea|(4 fually + +(luzll, + l[vall,) (losll, + lorlly) + Juzl o2 ll) 1T = Vg

< M ((JJull, + luzll, + usll)? + (lually + uall, + luslly) (loally + lvalls + llvslly)
+ ([oall, + l[o2ll, + llosll)?) 1U = V|

Hs
= M (|0 + 10 gz 1V lgge + V1) 10 = Vg
Si definimos
LU lggs > 1V lleae) 7= MU g + 10U llgge 1V ez + 1V [1gge)-
obtenemos que
I1E(U) = F(V)llgs < LU g > IV 1) 10 = V] e B

Teorema 2.5. Sea s > 1/2. Si U € C([0,T]; H*(R)) es una solucion de (2.3), entonces U
es una solucion de la ecuacion integral

Ut)=5S(t)f+ /Ot S(t—s)F(U(s))ds. (2.9)

Reciprocamente, si U € C([0,T], H*(R)) es una solucion de (2.9), entonces U € C*([0, T], H2(R))

es una solucion de (2.3), en el sentido

U(t+h) - U(t)
h

lim
h—0+

— AU(t) — F(U(t)) = 0. (2.10)

Hs—2
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Demostracion. Consideremos U € C([0, T]; H*(R)) una solucién de (2.9). Entonces la funcién
v(s) = S(t — s)U(s) es diferenciable en 0 < s <ty se tiene

L (s = (St = )U(s) + (¢~ ) (U(5))

)
= —AS(t —s)U(s) + S(t — s)(AU(s) + F(U(s)))
= —AS(t —s)U(s) + S(t — s)AU(s) + S(t — s)F(U(s))
=S(t—s)F(U(s)),

donde la primera igualdad es debido a la regla del producto en derivadas, el hecho que
U(s) € D(A) y por ser £(S(s)f) = S(s)Af = AS(s)f para s > 0; la segunda igualdad por
la definicién de £ (U(s)); v la tercera igualdad de nuevo por S(t — s)Af = AS(t — s) f para
0<s<t.

Por el Lema 2.4, F' es Lipschitz, y en consecuencia continua en H*(R). Integrando de 0 a
t y sabiendo que U(0) = f, tenemos
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Como

| R0 ) - ro)

Hs—2

_ H% (S(t )4 /0 TSt ) F(U(s))ds — S()f + /O S s)F(U(s))ds>

A (S(t) fr /O tS(t . s)F(U(s))ds> _ F(U(t))

Hs (R)S—Q
1

<[ st mr = s - ascor

Hs—2

i H% ( / (St h— )~ S(t— 5)) F(U(s))ds — A / st s)F(U(s))ds)

Hs—2

n H% </tt+h S(t+h - s)F(U(s))ds) - FU())

Hs—2

= HS(t) (%(S(h)f_ f) —Af) .
' H (S(hli_l B A) /ots“ —$)F(U(s)ds

(] S h - ) (FUGs) FU)s)

Hs—2

Hs—2

De los ultimos tres términos, el primero se va a cero cuando h — 0%, pues (S(t));>p es un
Co-semigrupo en H*2(R) y el operador A es su generador infinitesimal. Para el segundo
término, por la definicién de generado infinitesimal y fot S(t—s)F(U(s))ds € D(A), tenemos

H (S(h])z—l ) A) /ots“ ~ s)F(U(5))ds

— 0
Hsf2

cuando h — 07. Para estimar el dltimo termino

I+ (/ TSl h— )W) - FU)is )

Hs—2

Hs—2 d87

1 t+h
< / 1S(t + h— 8)(F(U(s) - FU)))]

recordemos que por el teorema del valor medio para integrales, para algin ¢t < p < ¢+ h, por
ser ||[S(t+h—p)|| <1, por el Lema 2.4, por ser p — ¢t cuando h — 0" y por la continuidad



46 Existencia y unicidad local

de U, tenemos

ﬁ/ ISt + R —s)(F(U(s)) = FU)) |l ggo-2 ds,

< IS +h = p)(FUP) - FU®))|

Hs—2
< S(t+h = p)(FU(p) = FU®)) |
< [SE+h=pHUP) = U]
< CNUp) = U@)]lg: = 0.
Por tanto, de estos resultados, concluimos que
i, s ;«2 —U0 _ 4u) - ruw) -0 -

Ahora el objetivo es mostrar la existencia de una solucién integral asociada a (2.3), para
tal propdsito necesitamos una herramienta muy importante en el drea de Analisis Matematico
conocida como el Teorema del punto fijo de Banach. Pero antes de presentarlo introducimos
la siguiente deficion:

Definicién 2.1. (Contraccién) Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach. Decimos que una
aplicacion T': X — X es una contraccion si existe 0 < § < 1 tal que

|T(x) —T(y)|lx <0|lr—ylx, paratodosz,ye X.

Teorema 2.6. (Punto fijo de Banach) Sea (X, | - || x) espacio de Banach. Si T : X — X
es una contraccion, entonces existe un unico punto fijo en X, es decir, un unico x € X tal
que T'(z) = x.

Demostracion. Escojamos un xy € X arbitrario. Definamos una sucesiéon (z,)nen, tal que
T(x,) = xny1 paran > 0. Si C es la constante de contraccién, notemos que

[Tnt1 — zullx = [|T(20) — T(2ni1)|| < COllwn — 2| x-
Iterando la desigualdad, deducimos que
Hanrl - anX < Cmel - IOHX'

Puesto que C' < 1, de la tltima desigualdad, se tiene que (z,)nen, €s una sucesién de Cauchy.
Por la completez de X, la sucesion es convergente, digamos a un x € X, es decir, x, - ¢ € X
si n — oco. Mostremos que 7'(z) = z.

1T () = xllx <|[T(x) = T(xn)llx + 1T (2n) — 2] x
< Oz = zallx + [len — zflx) = 0.
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De aqui que T'(x) = x. Finalmente para mostrar la unicidad, supongamos que T'(z) = z y
T(y) =y para z,y € X. Entonces

[z = yllx = [T(x) = T(y)lx < Clle —yllx.
Que es contradiccion salvo que z = y. O
Teorema 2.7. Sea s > 1/2 y f € H*(R). Entonces existe Ty > 0 una solucion U €
C([0,T]; H*(R)) de la ecuacion integral (2.9).
Demostracion. Con la norma

[Ulloo := sup ([[U(#)|g:) = sup (lur(@)]l; + uz(®)l; + [Jus@)]],)- (2.11)
t€[0,7) t€[0,7]

Sea U = (uy,ug,uz) € C([0,T]; H*(R)). Definamos el conjunto
BT.R) = {U € C0.TVEC(R): sup [U(6) = S(0) . < B
telo,

Es claro que E(T, R) es un subconjunto cerrado de C([0,T]; H*(R)) y por lo tanto completo
con la norma descrita en (2.11).

Notemos que F' restringida al subconjunto Er = {U € H*(R) : ||U — S(t) f||gs < R} C
H?*(R) es continua por el Lema 2.4 para cada t > 0. Para cada U € E(T, R) definamos la
féormula

T(U)() = S f + /0 tS(t— $)F(U(s))ds. (2.12)

Veamos que VU estd bien definida y va del espacio E(T', R) en el espacio C([0,7]; H*(R)). En
efecto, para U € E(T,R) C C([0,7];H*(R)), como U(s) € H*(R) y como F' : H*(R) —
H*(R) por el Lema 2.4, F(U(s)) € H*(R). Luego la accién S(t — s)F(U(s)) tiene sentido y
es integrable debido a que (S(t)):>0 es un Cy-semigrupo en H*(R). De manera que la férmula
en (2.12) esta bien definida para todo U € E(T, R).

Por otro lado, veamos que ¥(U) € C([0,7]; H*(R)) siempre que U € E(T,R). Para
U = (uy,us,u3) € C([0,T]; H*(R)), y t > 0,

)t +h) =T W) )] g

:HS(t—l—h)f—i-/0+ S(t—i—h—S)F(U(s))ds—S(t)f—/O S(t—s)F(U(s))ds

Hs

< IS@ESMh)f = 1)

ot H(S(h) _) /0 " S(t — $)F(U(s))ds

Hs

[ st n-spwis

Hs
De los ultimos tres términos, puesto que (S(t));>0 es un Cy-semigrupo en H*(R), el primer y
segundo término

1SS h)f = f

I H(S(h)—l) /Ot S(t— $)FU(s)ds| -0,

Hs
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cuando h — 0. Para el tercer término,

1S+ h —s)F(U(s))]

ue < [|1F(U(s))]

Hs >

y observemos que

1U()]

ae < [IU(s) = S(s)f]

e 1 [15(8) /]

s <R+ ||f]

- (2.13)
Por lo tanto si M = max{|co + cal, |c2|, 2|2},

1S +h = 5)F(U(5))lgs
< [[FU(s)]l s
< Jeo + eal (lually + [zl + llusl ) Nl + lluzll, + llusl,)
+ leal (sl luzlls + luzlls + llul, ually) (2.14)
+ 2leal (lun I llunlly + luzll sl + laal lusl,)
< M(JJuall, + luzll, + llusll, + (luall, + el + usll)?)
< MR+ flg + R+ fllg)?) = C,

Entonces,

s ds

/Hh S(t+h—s)F(U(s))ds

) g/t IS(t+h — $)F(U(s))]

t+h

De manera que

cuando h — 0. Por lo tanto, de estos resultados, tenemos que
lm [[F(U)(t + h) = C(U)(0) g = 0.

De aqui que
U:E(T,R)— C([0,T]; H*(R)).

Ahora mostremos que existe 77 > 0, tal que si 0 < T < T} y U € E(T,R), entonces
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V(U) e E(T,R). SeaU € E(T,R) y 0 <t <T, entonces

N U)(#) = S()f] /0 S(t = s)F(U(s))ds

Hs —
HS

e ds

< /0 |S(t — s)F(U(s))]

s ds

SAHFW@M

sAsz®r
< TLR + [ fllye).

La segunda desigualdad por ||S(t —s)||gs < 1, y la tercera y cuarta desigualdad por los
estimativos en (2.14) y (2.13), respectivamente.
Por tanto, escogiendo T < T} tal que

ms ds

R
T, =
YTLR | f]

y tomando supremo se tiene el resultado
U (U) = S() flleo < R

Finalmente, mostremos que existe Ty tal que W es una contraccién en E(T, R) y T < Ts.
En efecto, para U,V € E(T,R) y t > 0,

o= | [0 - P

ne)

e )(E) = e (V) (@)

Hs

s ds

< /0 IE(U(s)) — F(V(s))]

< /0 L|U(s) =V (s)|lg- ds
<TL sup (||U(t) = V(t)|

te(0,7)

H)-

La segunda desigualdad por el Lema 2.4 y la tercera tomando supremo del lado derecho e
integrando.
Asi, escogiendo T' < T, tal que

y tomando supremo del lado izquierdo, tenemos que
1
() =¥ (V)lloe < SIU = Voo

Asi pues, ¥ es una contraccién del espacio E(T, R) en él mismo. Por lo tanto considerando
T, < min(71,7T3) y aplicando el Teorema del punto fijo de Banach en E(7, R), encontramos
que existe un tnico punto fijo U : [0, 7] — H*(R) que satisface (2.9). O
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A continuacién mostraremos la unicidad de la solucién integral del teorema anterior en
todo el espacio C([0,7]; H*(R)) y la continuidad de dicha solucién respecto al dato inicial.
Para ello, usaremos la conocida desigualdad de Gronwall.

Teorema 2.8. (Desigualdad de Gronwall) Sea g : [0,7] — R continua y no negativa.
Supongamos que existen C, K > 0 tales que

g(t) < C+ K/tg(s)ds,
0

entonces

g(t) < Cert para todo t € [0,T).
Demostracion. Definamos la funcién

G(t)=C+ K/tg(s)ds.
0
Esta funcién G definida asi es continuamente diferenciable y satisface
g(t) <G(t) G'(t) = Kg(t).

Aplicando la regla de Leibniz al producto € %!G(t) y por lo anterior, tenemos

d, _ _ _ _
e Kiqt)) = e M Kg(t) — Ke ®'G(t) = Ke X'(g(t) — G(t)) < 0.
Por esto, e E!G(t) es decreciente, asf que se cumple e X!G(t) < G(0) = C. De aqui que

g(t) < G(t) < ce ™, O

Teorema 2.9. La solucidn obtenida en el teorema anterior (Teorema 2.7) es iunica y de-
pende continuamente de la condicion inicial f, es decir, la aplicacion f +— U de H*(R) en
C([0,T]; H*(R)) es continua.

Demostracion. Del teorema anterior, existen Ty y T, positivos tales que U = (uy, ug, ug) €
C([0,Tf; H*(R)) y V = (v1,v2,03) € C([0,T,]; H*(R)) que satisfacen (2.9) para todo t €
0, 7], con 7 = min(TYy, T,). De aqui que

1U(E) = VOl = HS(t)(f — )+ [ 8= ) FW ) - FVe)s

Hs

< IS@(F = )z + H [ st = sEwis) - Fvis)as

Hs

< [IS@ e

[F(U(s)) = F(V(s))]

\f — g

fs ds

t
et / 1S(¢ — 9)llcqiee
0

< If — gllge + / LIU(s) = V($) e d.
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Definiendo
K= ind L([lur ()]l s lua (o)l s [lua ()l s Mloa(s)lls s lv2(s)llg s (o)),
se|0,
tenemos .
U@ =Vl < N = 9llge + K/O 1U() = V()| ds.

De la desigualdad de Gronwall (Teorema 2.8), se sigue que

|U(t) = V()] gl 0<t< T

e < ||f_9|

Por lo tanto la unicidad y la dependencia continua de la solucién con respecto a la condicion
inicial se tienen. ]






Capitulo 3

Experimentos numeéricos

En este capitulo presentamos algunos experimentos numéricos utilizando el software M AT-
HEMATICA de Wolfram para aproximar la solucién del sistema reescalado

0o, b, . e

a_; — ZaT; —i(co + ) (| P4 4 |Po[2) Py — i(co — )| P_ 2Dy — iy ®_D2,

00y  0*0; . g

8_150 - axzo —i(co 4 c2) (|P4|* + [@_[*)Dg — ico|Po|* g — 12¢, PPy D, (3.1)
0. P . e

5 = e i(co+ ) (|]P_|? + |Po|*)P_ —i(co — 2)| P> P — icy®, P2,

sujeto a las condiciones iniciales

Dy (2,0) = fi(z), Do(,0) = folx), d_ = f3(x),

conxeRyt>0.

Con el fin de estudiar numéricamente este problema de valor inicial, es conveniente re-
escribir el sistema en términos de las partes real e imaginaria de las funciones ¢, , &y y ®_.
Asi definimos

O, =wuy +ivy, Pyp=us+ivy, P =ug+ivs,

CI)+(I',0) = hl + igl, (1)()(1', 0) = hg + igg, CI)_(£E70) = h13 + igg,

donde
u;,v; : R x[0,00) =R y hjg :R—>R

para j = 1,2,3. Entonces el problema de valor inicial reescalado se convierte en un nuevo
sistema de seis ecuaciones y seis valores iniciales como sigue:
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ou 0%

8_t1 = —%21 + (o + o) (uivy + udvy + v1v3 + v7) + (co — ¢o) (ujvy + v103)
+co (2uauzve — udvs + vivs)

ov 0%u ,

8_751 — 8721 — (co + ¢2) (uu3 + ugv? + ugvs + uj) — (co — 2) (wgu + ujvs)
—c (Uduz + ugvovs — uzvs)

8u2 621)2

- o + (o + ¢2) (udvg + udvy + vivg + v9v3) + ¢ (udvy + v3)
+262 (uluwg — UL U3V + UU3V] + U102U3)

(3.2)

8112 82u2

= (co + c2) (Wdug + ugui + ugvi + ugv?) + co (ugvd + ul)
—262 (u1u2u3 + U1VV3 — U2V V3 + Ugvlﬂg)

ou 0*v

8_153 = — 8x23 + (co + ¢2) (uvz + udvs + v3vg + v3) + (co — ca) (ufvs + v3iv3)
+CQ (2U1U2U2 + U%(—Ul) + ’Ulvg)

87)3 82U3

E = 92 — (Co + CQ) (U%Ug + UgU% + U3U§ + Ug) — (CO — 02) (U%U;«; + Ugvl)

—co (u1u3 — uv3 + 2upv1vy)
con condiciones iniciales

uy(z,0) = hy(x), ug(z,0) = hy(x), ug(z,0) = hs(x),

v1(7,0) = g1 (), v2(,0) = ga(), v3(,0) = g3(x).

Con respecto a soluciones exactas conocidas para el sistema en (3.1), tenemos el trabajo [14]
donde se deducen expresiones analiticas para soluciones exactas de tipo periddico para el
problema (3.1) que se pueden escribir en la forma siguiente:

D; =) (£)e’PTUY ¢ = p(x — 20t), (3.3)

donde €, 9, r son constantes y j = +,0, —. Luego al reemplazar la expresién (3.3) en (3.1)
da lugar a un sistema de ecuacién ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

=2+ [(co + ) (WL + §) + (co — c2)¥ + (92 — Q)b + cotp_1p§ = 0,
—r21g + [(co + c2) (W5 + %) — +cof + (0% — Qo)]tbo + 2c210400— = 0,

=2 + [(co + c2) (2 + ¥F) + (co — )T + (92 — Q)Y + cotpy)f = 0,
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donde debe cumplirse que 2, + Q_ = 2Q. De tal manera, una soluciéon exacta del sistema
anterior puede ser obtenida en términos de las funciones elipticas de Jacobi sn, dn y cn, y
por lo tanto obtenemos una solucién exacta correspondiente al sistema (3.1) en la forma

®y = b dnfr(z — 20t), k]eiPe—t)
d_ = csnfr(z — 20t), ke 2-0),

donde

4722 k?
(22 — p2k2)2’

60202:

4r2b% 2 k?
(2¢ — b22)2”

GV + 4b2 k% — 4t
(2¢2 — k22

Q=P+ +r Q=0+ r?k* +

Ahora si consideramos la situacién limite en la que el parametro & — 1, obtenemos la
expresion

b? 4
o, = ~52 tanh[r(z — 20t)]e!Pe= %),
c
®y = b sech[r(z — 20t)]e! V%) (3.4)

d_ = ctanh[r(z — 20t)]eVr=2-1),

donde
Ar?c?
bt + 4b%c? — 4t 4r2b2c?
92 2 2 _ .02 2
Q+—19 +7r°+r (202—b2)2 3 Q+—19 +7r +m,

y b,c,r,v son constantes. Utilizando el software MATHEMATICA realizamos simulaciones
numéricas mediante la rutina NDSolve|-] que utiliza el método de lineas para la aproxima-
cién de la variable temporal sobre una discretizacion de tipo elementos finitos en el espacio
de la ecuacién diferencial. El dominio computacional que se usé para el sistema (3.1) fue el
intervalo [0, 10], los parametros b, ¢, 7,1 se tomaron como b = ¢ = r = ¢ = 1 y los datos
iniciales y los correspondientes valores en las fronteras x = 0, x = 10 fueron tomados como
los valores exactos de las expresiones dadas en (3.4).

En las figuras que siguen presentamos las graficas obtenidas en la simulacion numérica
de las componentes real e imaginarias u;, v;,7 = 1,2, 3 en el sistema (3.1) y verificamos que
las soluciones obtenidas por MATHEMATICA coinciden con la dadas en el perfil limite dado



56 Experimentos numéricos

en (3.4). Esto permite verificar numéricamente que esta es en efecto una solucién periddica
aproximada del sistema (3.1).

0

(a) Componente uq (b) Componente vy

Figura 3.1. Gréficas de la parte real e imaginaria de & = uy + v

(a) Componente ug (b) Componente vo

Figura 3.2. Gréficas de la parte real e imaginaria de ®g = us + ivs
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(a) Componente us (b) Componente vo

Figura 3.3. Gréficas de la parte real e imaginaria de ®_ = ug + ivs






Capitulo 4

Conclusiones

1. Hemos mostrado que la teoria de los Cj-semigrupos de operadores continuos en espacios
de Banach, junto con la teoria de operadores lineales en espacios de Banach y demas
resultados de Andlisis Funcional estudiados durante la realizacion del presente trabajo,
permiten analizar de manera elegante problemas de valor inicial asociados a ecuaciones
diferenciales de tipo evolutivo, las cuales se puedan escribir como una ecuacion diferencial
de primer orden en un espacio de Banach apropiado.

2. El operador lineal no acotado A (obtenido en el estudio del problema lineal de (2.3)) es
el generador de un Cy-grupo (S(t))ser, €l cual permitié expresar la solucién del problema
homogéneo asociado (2.4) como la expresién simple S(¢)f para una condicién inicial f
dada. Esto permiti6 reformular el problema de valor inicial original no homogéneo (1),
como un problema de punto fijo para el operador asociado a la formulacion integral
dada en el Teorema 2.5. Asi, usando el principio de punto fijo de Banach se obtuvo
el resultado de existencia local para el problema (1). La desigualdad de Gronwall fue
muy herramienta muy importante para demostrar la unicidad de dicha solucién en todo
el espacio C([0,7],H*(R)), y su dependencia continua del dato inicial. El resultado
obtenido es similar al obtenido en [19] para el caso periédico de un sistema semejante
(pero solo con dos ecuaciones diferenciales) al considerado en el presente trabajo.

3. El estudio de la existencia y unicidad de soluciones del problema (1) en este trabajo solo
fue local, y por lo tanto, este da una motivacién para trabajos futuros donde se pretende
hacer un estudio de existencia global, analizando también el comportamiento asintético
de la solucién, fenémeno estudiado en la caracterizacién de soluciones globales. Otro
aspecto que se puede considerar es un estudio numérico mas completo usando por ejemplo
esquemas de tipo espectral en el espacio y diversas estrategias de discretizacién temporal
para aproximar las soluciones del problema (1) dependiente del tiempo y soluciones de
onda viajera estacionarias de la forma (3.3).
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