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Introduccion

M. Frechét introdujo en 1906 la teoria axiomaética de los espacios métricos y poco después,
Menger inici6 la teoria de los espacios métricos geodésicos. Una geodésica en un espacio métrico
(X,d) es un camino cuya longitud es igual a la distancia entre sus extremos. Menger generaliza
varios resultados de la geometria clasica e introduce nuevos métodos en los que utiliza solamente
la nocién de distancia y las desigualdades propias de los espacios métricos como la desigualdad
triangular. Menger escribié varios articulos relacionados con la nocién de geodésica y curvatu-
ra en los espacios métricos generales (ver |3, pag. 75-163|). Posteriormente, H. Busemann y P.
Alexandrov en la década 1930-1940 continuaron y profundizaron los trabajos de Menger. Una
sintesis de estos trabajos aparece en la monografia The geometry of geodesics (ver [1, capitulo
1]), en la cual se plantea un tratamiento axioméatico de los espacios geodésicos. Su punto de vista

es que las cuestiones de diferenciabilidad son a menudo innecesarias.

Nuestro propésito al escribir esta tesis es presentar de una manera detallada y simple el concepto
de G- espacio (espacio geodésico) estudiado por Busemann en [1]. Su teoria se desarrolla en los
espacios métricos completos que son finitamente compactos. Un espacio métrico (X, d) es
finitamente compacto si todo subconjunto infinito y acotado posee un punto de acumulacion,
lo que es simplemente la condicién de Bolzano- Weierstrass (BW) en R"™. En los espacios de
Banach de dimension infinita la condicién de BW no se satisface, lo que no impide demostrar
que un espacio de Banach de dimensién infinita y estrictamente convexo es un G- espacio como lo
demuestra A. Papadoupoulos en su libro Metric Spaces, Convezity and non Positive Curvature.

Este tema rebasa los propoésitos de esta tesis y por ello no serd abordado.

Para alcanzar el proposito de esta tesis, definiremos previamente algunos conceptos fundamen-
tales para el desarrollo de este trabajo tales como camino, longitud de camino, camino geodésico,
segmento geodésico y geodésica, ademas de algunas condiciones que garanticen la existencia de

los espacios geodésicos. Pero la existencia de geodésicas no se garantiza facilmente, atin si X es
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finitamente compacto y es por esta razén que H.Busemann en [1] hace uso de un axioma llamado
azioma de prolongabilidad local, que garantiza que si v es un camino geodésico desde x hasta y
y si 4 es un camino geodésico que une y con z, entonces vy U ¥ es un camino geodésico desde z
hasta z. Busemann también hace uso de un teorema sobre la existencia de segmentos geodésicos

que enunciaremos en el ultimo capitulo de este texto.

Finalmente definiremos un espacio geodésico o G-Espacio como un espacio métrico (X, d) en el
que se satisfacen las siguientes condiciones: La condicién sobre X de ser finitamente compacto,
la propiedad sobre la existencia de geodésicas, el axioma de prolongabilidad local o de la exis-

tencia local de prolongacién para caminos geodésicos y la condiciéon de unicidad de las geodésicas.

Esta tesis consta de 3 capitulos que reseriaremos a continuacién: El capitulo 1 trata sobre espa-
cios métricos e isometrias, se definen los limites superior e inferior de conjuntos, la convergencia
de isometrias y la métrica dp(u,v) definida entre isometrias X en X y donde p € X es un
punto determinado. Se definen los espacios finitamente compactos y se analiza la convergencia
de isometrias respecto a esta métrica. Se muestra también que en los espacios finitamente com-
pactos, la convergencia de sucesiones de isometrias respecto a esta métrica, es equivalente a la

convergencia puntual.

En el capitulo 2 se estudian los caminos o curvas; la longitud de un camino, los caminos recti-
ficables y el parametro longitud de arco. Si C([a,b], X) es la coleccion de todos los caminos que
empiezan en @ y terminan en b, entonces la funcion longitud I : C([a,b], X) — R U {oo} es semi-
continua inferiormente, considerando en €([a, b], X) la métrica d,. Como corolario se obtiene que
si (Yn)neN €s una sucesion de caminos que convergen uniformemente a vy € C([a, b], X), entonces

[(y) < lminf ().

El capitulo 3 es el capitulo central de esta tesis. Comprende el estudio de los G-espacios (espacios

geodésicos). Antes de abordarlos se estudian los l-espacios (espacios longitudinales), aquellos
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espacios métricos (X, d) para los cuales d(z,y) = igfl(y) donde el infimo se toma sobre todos
los caminos que conectan los puntos x e y (ver |2, pag. 34|). La métrica de un [-espacio se llama
l- métrica (métrica longitudinal). Definiremos un camino minimizante o € C([a,b], X), cuya
longitud es la minima entre las longitudes de las curvas en C([a,b], X), se demostrara la exis-
tencia de caminos minimizantes en espacios métricos finitamente compactos (ver [1, pag. 25|) vy
definiremos detalladamente los G-espacios, mostrando que en los G-espacios convexos en el sen-
tido de Menger siempre existe un segmento geodésico que conecta dos puntos distintos a,b € X.

Veremos algunos resultados que surgen como consecuencia de las definiciones en ambos casos.

v



Capitulo 1

Espacios Métricos e Isometrias

Este capitulo presenta algunos conceptos preliminares para el estudio de los capitulos posteriores,
si el lector se encuentra familiarizado con los conceptos que se presentan a continuacion, puede ir
directamente al siguiente capitulo. A continuacién introducimos el concepto de espacio métrico
(X,d), al cual llamaremos simplemente X cuando no halla lugar a confusion. Definiremos una
sucesion en el espacio métrico X y los limites superior e inferior de una sucesién en dicho espacio.
Mas adelante, definiremos un espacio métrico finitamente compacto y demostraremos algunos

resultados en torno a estos conceptos.

Se definen también las isometrias en un espacio métrico (X, d), como funciones que preservan la
distancia. Definiremos una métrica para establecer la distancia entre isometrias y veremos cuando
una sucesion de isometrias es convergente. Veremos algunos resultados sobre la convergencia
de isometrias en espacios finitamente compactos y finalmente hablaremos sobre el grupo de

isometrias de algunos espacios métricos.

1.1. Espacios Métricos y Sucesiones

Definicion(1.1.1) Una métrica o distancia en un conjunto no vacio X es una funciéon d de X x X

en R tal que;



(d1). d(z,y) > 0 para todo z,y € X y d(z,y) =0 si y s6lo si x = y.
(d2). d(z,y) = d(y, z) para todo z,y € X.
(d3). d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todo x,y,z € X.

Definicion(1.1.2) Un espacio métrico es una pareja (X, d) donde M es un conjunto no vacio y d

es una meétrica.

Definicién(1.1.3) Una sucesién en un espacio métrico (X, d) es una funcién n — f(n) de N en
X. Escribiremos z,, = f(n) y denotaremos por (x,)nen @ la sucesion f. Una subsucesion de una
sucesion (Tn)nen €s una sucesion (yn)nen donde y, = xp, v (kn)nen €s una sucesion estricta-

mente creciente de nimeros naturales.

Definicion(1.1.4) Una sucesion (x,)nen en un espacio métrico (X, d) es convergente si existe
x € X tal que para todo € > 0 existe Ny tal que d(z,,x) < € para todo n > Ny. Se dice que x es
un limite de la sucesion (xy,)nen y se escribe x, — x o lim,, x,, = z. Es facil ver que una sucesion

en un espacio métrico tiene a los més un limite (ver [4, Teorema 4.2]).

Proposicion(1.1.5) Una sucesion (zp,)nen converge a z si y solo si toda subsucesion (z, )nen de

esta sucesion converge a .

Demostracion. Ver |4, Teorema 4.5|.

Definicion(1.1.6) Sea (X, d) un espacio métrico, sean z € X y r > 0. La bola abierta B(z,r) de
centro = y radio r es el conjunto de los y tales que d(x,y) < r y la bola cerrada B(z,r) es el

conjunto de los y € X tales que d(x,y) <r.

Definicion(1.1.7) La clausura de un subconjunto A de un espacio métrico X es el conjunto A de



los z € X tales que B(x,r) N A # ¢ para todo r > 0.
Proposicién(1.1.8) x € A si y solo si existe una sucesion (z,,)nen en A tal que x, — x.
Demostracion. [Ver 4, Teorema 4.3].

Definicion(1.1.9) Diremos que z es un valor limite (o punto de acumulacién) de la sucesion
(Zn)nen si para todo € > 0 existe un subconjunto infinito V' C N tal que =, € B(x,¢e) sin € V.
En terminos simples, = es un valor limite de esta sucesion si para todo € > 0 la bola B(x,¢)

contiene infinitos terminos x,,.

Proposicion(1.1.10) Sea (z,)nen una sucesion en un espacio métrico (X, d). = es un valor limite

de esta sucesion si y sélo si existe una subsucesion (z, )nen tal que zp, — .

1.2. Limite Superior e Inferior de una Sucesién de Conjuntos

Definicion(1.2.1) Sea E,, una sucesiéon de conjuntos de un espacio métrico (X,d). El limite
superior de esta sucesion es el conjunto:
limE,, = ﬂ U Ey,
neN k<n
v el limite inferior de esta sucesién es el conjunto:
neNk<n
Teorema(1.2.2) Sea (X, d) un espacio métrico y (Ej)nen una sucesion de conjuntos en X. En-

tonces los enunciados siguientes son equivalentes:

1. x € limE,,.



2. Existe una sucesion (zy,)nen con x, € E, que posee una subsucesion (zg, )nen que converge

ax.

3. Para todo ¢ > 0 existe una sucesion creciente (kp)nen de ntuneros naturales tal que
B(z,€) N By, # ¢ para todo n € N. En términos menos precisos, toda bola B(x,¢€) in-

tercepta a un nimero infinito de F-es.

Observacion(1.2.3) No se debe confundir el limite superior e inferior de una sucesién de nimeros

reales. Si (,)nen s una sucesion de numeros reales, estos limites se definen asi:

limz,, = inf sup x,, y limx,, = sup inf xx.

n o k>n n k2n
Es posible que estos limites sean iguales a +00 0 a —oo. Por ejemplo, si x, = —n, entonces
limz,, = limzx,, = —occ.

Si consideramos R* = {R U +o00, —oo} entonces, en cualquier caso, estos limites superior e inferior

siempre existen y,
limz,, < limz,.

Ademas, si el limite inferior y el limite superior estan en R, entonces limz,, es el menor valor

limite de la sucesién y limx,, es el mayor valor limite de la sucesién.

Es claro que las consideraciones anteriores no tienen sentido en un espacio métrico arbitrario por

carecer de una relaciéon de orden.

Teorema(1.2.4) limFE,, C limFE,,.

Demostracion. Sea x € imF,, y sea € > 0. Existe ng € N tal que B(x,e) N Ey, # ¢ si k > ng. Se

definen ahora k; = ng, ka =no+ 1, ks =ng +2,...,k, =ng +n — 1,.... Es claro que (ky)nen es



una sucesion creciente de nimeros naturales y por el teorema anterior x € limFE,.

Definicion(1.2.5) Sea (M, d) un espacio métrico. Una sucesion (Ey,)nen de subconjuntos en M es

convergente con limite E si y solo si:

en tal caso escribiremos F = lim F,,.
n

Ejemplos (1.2.6) (Sobre limites de conjuntos).

1. Sea (E,)nen la sucesion constante, esto es, E, = E para todo n € N. Entonces;

limFE,, = E = limFE,,.

Comprobemos esta afirmacién: Sabemos que limFE, C limFE,. Ahora consideremos = €
limE,, y sea e > 0. Existe una sucesion creciente (ky,)nen tal que B(z,€) N By, # ¢. Luego
B(x,¢) N E # ¢ para todo n y por lo tanto x € E, asi imE,, C E. Por otro lado si z € F
entonces toda bola B(x,¢€) intercepta a E y como E, = E para todo n, se tiene de la

definicion de limite inferior, que x € limE,,.

) . A, n impar
2. Sea (Ep)nen la sucesion definida asi: F,, = . Entonces,

y por consiguiente este limite superior es vacio si AN B = ¢. Demostremos este resultado:
Supongamos que limE, # ¢ v sea x € limFE,,. Entonces existe una sucesion (x,),en con
x, € E, que posee una subsucesion (zg, Jneny que converge a x. Sea y, = Ty, Si ky es
impar y z, = xg, si kn es par. Entonces (yn)nen €s una sucesion en A que converge a x y

(2n)nen es una sucesiéon en B que converge a x. Luego x € AN B. Hemos demostrado que



limE,, € AN B. Sea ahora x € AN B. Entonces existen sucesiones (Z,)nen en A Y (Yn)nen

en B tales que =, — = y y, — z. La sucesion (x1,y1, 2, Y2, £3,Y3,...) = (2n)nen con

Yk st n=2k ) _
Zn = y zn € E, tienden a x como valor limite y por lo tanto
Top—1 St m=2k—1

x € limFE,,. Hemos demostrado el enunciado.

3. En R sea E,, = {x € R: 2 > n}. Entonces:
imE, = ¢.

Para demostrar este enunciado, sea (x,)neny una sucesion tal que z,, € E,. Ninguna sub-
sucesion de esta sucesion es convergente. En efecto, sea (xg, )neny una subsucesion, entonces

Tx, > kn y por tanto esta sucesién no es acotada, lo que implica que no es convergente.

Teorema(1.2.7) Sea (X, d) un espacio métrico, en el cual el orden esta dado por la inclusion (C).
Si (En)nen €8 una sucesion creciente de subconjutos de este espacio, entonces esta sucesion es

convergente v su limite es E, donde E = U E,,. Es decir:

n

lim E,, = llmE,, = limFE,, = E.
n

Demostracion. Si x € E y € > 0, entonces B(x,e) N E # ¢ y por lo tanto {x} N E, # ¢ para
algin p. Como Fy C Ey C ... C E, C ..., entonces B(xz,e) N E,, # ¢ si n > p. Luego = € imFE,,.

Hemos demostrado que E C limFE,,. Por otro lado observe que U FE; C FE, entonces U E.CFE
L o k<n k>n
para todo n y por tanto limFE,, C E, teniendo en cuenta el teorema (1.2.4) tenemos que:

limE,, C E C limE, C limE,,

de donde se obtiene la igualdad que se quiere probar.
Definicion(1.2.8) Un espacio métrico (X, d) es finitamente compacto si satisface el teorema de

Bolzano- Welierestrass:

Todo conjunto infinito acotado posee un punto de acumulacién



Si en particular nos referimos al espacio métrico (R",d) donde d es la norma euclidea, esta

propiedad equivale a que toda sucesion de Cauchy (z,,)nen posee una subsucesion convergente.

1.3. Isometrias

Definicion(1.3.1) Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que la funcién v : X — X es una
isometria si u preserva distancias, es decir, si d(u(p),u(q)) = d(p, q).
Es claro que si u preserva la distancia entonces u es inyectiva y su inversa es también una

isometria. Observe que si d(p, q) > 0 entonces d(u(p),u(q)) > 0y por lo tanto u(p) # u(q).

Definicion(1.3.2) La distancia d,(u,v) entre las isometrias u, v se define asi:

dp(u,v) = sup (d(u(z), v(z)))e @)

donde p es un punto arbitrario.

Observe al ser u una isometria, su inversa u=! lo es también y ademas d(p, u(z)) = d(u=!(p), z)

asi:

d(u(z),v(z)) < d(u(x),p) + d(p,v(z)) = d(z,u(p)) + d(v™(p),z) <
2d(z, p) + d(p,u”"(p)) + d(p, v~ (p)).

Dado que d(z,p)e”“¥P) < 1 tenemos que:

dp(u,v) <2+ d(p,u(p)) + d(p,v(p))

por lo que concluimos que esta distancia es finita. Ademas d(u,v) es acotada si X es acotado.

Teorema (1.3.3) La distancia definida en (1.3.2) posee las propiedades de una métrica:



1. dp(u,v) = dp(v,u) > 0y dy(u,v) = 0 siy solo si d(v(z),u(r)) = 0 para todo x, es decir

u="nv.

2. La desigualdad triangular
dp(u,v) < dp(u,w) + dp(w, v)

Demostracion de (2). Por la definicion del supremo, para todo € > 0, existe z tal que

By, 0) — € < d(u(z), v())e P2 < (d(u(z), w(2) +d(w(2), 0(2)))e P < dy(u, )+ dy(w,v).

Observacion: la distancia no depende de p. En efecto, si deseamos definir la distancia para

cualquier otro punto g, sea dy = sup (d(u(z), v(z)))e" ™D < sup (d(u(x), v(z)))e 1@PdPa) <
reX rzeX

dy(u, )P esta tltima desigualdad es consecuencia de la desigualdad triangular pues —d(z, ¢) <

d(p,q) — d(z,p). De manera equivalente tenemos que d,(u,v) > dp(u, v)e~¥P9 es decir:
dp(u, v)e P < d,(u,v) < dp(u,v)e P9

Ejemplos(1.3.3) (Sobre isometrias en espacios métricos con la métrica euclideana).

» Sea (F, p) un espacio euclideano sobre R o C y a € E fijo. La funcién x — a4+ x = 7(x) es

una traslacién en la direccién a. Esta funcién es una isometria pues

p(r(z),7(y)) = plz —a,y —a) =[x —yl| = p(z,y)

» En R? definimos la funcién ¢(z) = Az donde » € R? y

cos(f) —sen(h)

sen(f)  cos(6)
La funcién ¢ : R?> — R se llama rotaciéon en el plano y constituye una isometria. En
efecto, dados © = (21, 22),y = (y1,y2) € R?, tenemos que d(¢(z),¢(y)) = d(Ax, Ay) =
lAz — Ayll = [|A(z — y)|| = /(cos?(0) + sen?(0))(z1 — y1)? + (w2 — 2)? = d(z,y).




Teorema(1.3.4) Sea X un espacio vectorial con producto interno. Denotemos por ||.|| a la norma
asociada con el productos interno y denotemos por d a la distancia asociada con esta norma. Si

u: X — X una funcién lineal, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. w es una isometria lineal.
2. u preserva la norma, es decir, ||u(x)| = ||z|| para todo z € X.
3. u preserva el producto interno, es decir, (u(x)|u(y)) = (x|y) para todo z,y € X.

Demostracion. 1. = 2. Sea u una isometria lineal, entonces |u(x) — u(y)|| = d(u(z),u(y)) =
d(z,y) = ||l — yl||, en particular ||u(x)| = d(u(x),u(0x)) = d(z,0x) = ||z|| para todo z € X.

Observe que u(0x) = Ox pues u es lineal. En conclusién u preserva la norma.

2. = 3. Supongamos que u preserva la norma, vamos a probar que dados z,y € X, (u(x)|u(y)) =

(z]y). Dado que:

(2ly) = 5(llz +ylI* = llz* = lyl*) ¥
(u(@)lu(y)) = 5(lu(z) +u@)* = lu@)]* = lu@)]*) = 30lu@ +y)II* = u@)]* = lu@)]?)

pues u es lineal. Dado que u preserva la norma obtenemos de lo anterior que (u(z)|u(y)) = (z|y).

3. = 1. Sean z,y € X. Entonces:

d(u(@), u(y))® = llulz = y)II* = (u(z = y)lulz —y) = (= = yle —y) = |z —y|* = d(z,y)*.

Luego d(u(z),u(y)) = d(x,y) es decir, u es una isometria.

Teorema(1.3.5) Sea u : R™ — R"™ una funcién lineal. Entonces u es una isometria si y solo si la

imagen de una base ortonormal es una base ortonormal.

Demostracion. Supongamos que u es una isometria y sea by, bo, ..., b, una base ortonormal, es

decir, para cada b;,b; elementos de la base, el producto escalar (b;|b;) = 0sii # jy (bi|bj) =



1 si ¢ = j. Queremos probar que u(by),u(bs),...,u(b,) es una base ortonormal, pero esto es
consecuencia inmediata del teorema anterior pues u preserva el producto interno. Asi dados

u(b;), u(b;) tenemos que:
(u(b2)|u(b])) = (bl‘b]) == 52] Donde 57;]' =1sii= j y 6ij =0siz? 75 j

Ahora supongamos que la imagen de una base ortonormal es ortonormal. Sea u(by ), u(b2), ..., u(by)

una base ortogonal y x € R™.

l2[” = (2le) = { O wrbi)l O _wiby) | =D at,y
k=1 J=1

lu@)|* = (u(@)u(z)) = | O zrfO))IO_zju®);) | = > wrwy (udy)lulb)) =D af.
k=1 j=1

k=1 k=1

por lo tanto ||z|| = ||u(x)| v por el teorema anterior u es una isometria.

Definicion(1.3.6) La transpuesta de una funcién lineal u : R" — R" es la funcién lineal u*

definida por:

(u*(@)ly) = (z|u(y))-

Definicion(1.3.7) Un operador u : R™ — R” es unitario si uou* = e, (e(z) = z). Una matriz A

es unitaria si:
AA*=A*A=1.

Donde A* es la matriz transpuesta de la matriz A.

Para enunciar el siguiente teorema, sea A la matriz de la transformacién u, A* la matriz de la

transformacién v* y B la matriz de la composicion u o u*.

Teorema(1.3.8) Una funcion lineal u : R™ — R™ es unitaria si y s6lo si su matriz A respecto a

cualquier base ortonormal es unitaria.
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Demostracion. Sea u : R™ — R™ una funcion lineal, sea by, bo, ..., b, una base ortonormal. Es
claro que si los elementos z;; de A son reales, entonces A.A* = I. Ahora si A es unitaria,
B = A(u)A(u*) = A(u)A*(u) = I lo cual implica que uou® = e. Para probar que A(u*) = A*(u)

recordemos que:

U(UZ) =Uu ijibj y u*(vj) = <Z yijbi>,
7=1 =1

ast que (u(bi)[bj) = zij = (bifu"(b:)) = yij-
Teorema(1.3.9) u : R — R” lineal es una isometria si y sélo si u es unitaria.

Demostracion. Sea u una isometria, del teorema (2.1.3) tenemos que u preserva el producto inter-
no, entonces dado x fijo (v*ou(z)|y) = (u(z)|u(y)) = (z|y) para todo y. Si u*ou(z) = z entonces
(x — z|y) = 0 para todo y y en particular si y = x — z tendriamos que (z — z|z — z) = 0 pero
esto solo ocurre si = z por lo tanto u* o u(x) = e(x) = z. Por otro lado si u es unitaria, sean
5,y € R" y consideremos d(u(z), u(y)) = [[u(z) — u)|? = Ju(z — )| = (u(z — y)lu(z —y)) =
(= ylu*ou(z —y)) = (x—ylz —y) = ||z — y|* = d(z,y). Asi d(u(z),u(y)) = d(z,y) y u es una

isometria.
Corolario(1.3.10) Si A es unitaria, entonces det(A) = +1.

Demostracion. La demostracion de este teorema esta inmersa en la demostraciéon del teorema

(1.3.8).

Los anteriores resultados quieren decir que las isometrias con la métrica en R™ inducida por el
producto escalar, son generadas por el grupo unitario de las matrices A tales que det(A) = +1y
el grupo de las traslaciones, es decir, las funciones de la forma u(xz) = 2+ b, donde b es un vector

fijo de R™.

11



Definicion(1.3.11) Sea (uy, ), una sucesion de isometrias. Diremos que la sucesion converge a una

isometria v si limu,, = u.
n

1.4. El grupo /s(X)

Los siguientes resultados hablan acerca de los grupos de isometrias de algunos espacios métricos,

los cuales consideramos, pueden ser de gran interés para el lector.

Teorema(1.4.1) Si G es un grupo de isometrias de un espacio métrico X entonces su clausura G

€S un grupo.

Demostracion. Debemos probar que si u,v € G entonces uov™! € G. Si v € G es porque existe
una sucesion de isometrias u, € G con dp(up,u) — 0. De manera similar pasa con v. Entonces

usando los resultado anteriores:

dp(unovy i uovyt) = dp(up, uov=towy,) < dy(un, w) +dp(u,uov=tow,) = dy(un, u) +dp(vy, v).
Ast dp(up ovyiuov ™) 50y uov € G.

Teorema(1.4.2) El conjunto de las isometrias de R™ es el grupo generado por las traslaciones y
el grupo unitario (det(A) = £1). Es decir u es una isometria en R” si y solo si es de la forma
f =¢ou donde ¢ es una traslacién y u unitaria.

Demostracion. Ver [6, pag. 5].

Teorema(1.4.3) El grupo de todas las isometrias que posee un espacio finitamente compacto X

forma un espacio finiftamente compacto con la distancia definida en (1.3.2). Este grupo es com-

pacto cuando el espacio es compacto.
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Demostracion. Sea (un)ncr una sucesion acotada de isometrias, es decir que para algin « > 0,

A(tn (), U (7)) < o™ @P),
Como uy(x) es acotada para todo x, la funcion w, es equicontinua, es decir dado € > 0 existe
d > 0 tal que si d(x,y) < J implica que:

d(un(z),un(y)) < €.

Como u,, esta definida sobre un espacio finitamente compacto existe una subsucesion (ug, )nen

de (un)nen tal que ug, (x) converge a un punto u(x) para todo z y ademas:

d(u(z), u(y)) = imd(ug, (2), ur, (y)) = d(z, y).

entonces u es una isometria. Para cada punto y € X existe un g tal que u(g) = y. Ahora, la suce-
sion ugnl(y) es acotada y d(u,;n1 (y),p) = d(y, u, (p)) — d(y,u(p)), luego existe una subsucesion

—1 -1 ~ .
Uy, de Uy que converge al punto g. Asi:

d(y, u(y)) = md(y, ug,; () = limd(u; ' (y),5) = 0.

Hemos probado que uy,, () — u(x) para todo z y por el teorema (2.2.6) se tiene que d,(uy,,, u) —

0. Si X es compacto entonces u, es acotado.
Teorema(1.4.4) El grupo de isometrias en S* es el generado tnicamente por las rotaciones.

Demostracion. Ver [6, pag 5].
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Capitulo 2

Curvas y Segmentos

Introducimos en este capitulo los conceptos de camino y longitud de camino. Més adelante rela-
cionaremos a un camino z(t) que une los puntos p y ¢, tal que su longitud es la menor entre las
longitudes de todas las curvas que unen a p con ¢ (definicion (3.1.2)), con la nocién de geodésica
del siguiente capitulo. Demostraremos que para que la curva x(t) satisfaga la condiciéon men-
cionada anteriormente, es necesario que su longitud sea igual a las distancia d definida en (X, d),

entre los puntos p y q.

2.1. Curvas y Longitud de Curva

Definicion(2.1.1) Sea (X, d) un espacio métrico. Un camino iniciado en p y terminado en ¢ es
una funcion continua ¢ — x(t) definida en un intervalo cerrado [a,b] y con valores en X tal que
z(a) = py x(b) = q. Este camino es llamado tambien curva y puede tener autointersecciones, es

decir, puede ocurrir que ¢ — z(t) no sea inyectiva.
Ejemplo. x(t) = (sin27t, cos2nt), 0 <t < 1.

Si la curva t — x(t) es inyectiva, la llamaremos un arco.
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Definicion(2.1.2) Una particion del intervalo [a, b] es un subconjunto finito,
P ={to,t1,...,tn},

tal que to = a, t, =by tog < ty... < t,.

Definicion(2.1.3) Sea P una particion del intervalo [a, b]. La suma:

Uz, P) = 3oy dwh-1, 28),

donde zx_1 = x(tp—1) y xp = x(tx), representa la suma de las distancias entre puntos consecu-

tivos de la particion evaluados en la curva x.

Definicion(2.1.4) Sea P = {t; : 0 < k < n} una particion del intervalo [a,b]. La longitud de una
curva z : [a,b] — X es el extremo superior del conjunto {I{(P) : P € p([a,b])} donde P varia en

el conjunto p de las particiones del intervalo [a, b]. Denotaremos la longitud de curva por I(x).
Denotaremos por li:’il(x) la longitud de la curva z(t), donde t_1 <t < tg.

Definicion(2.1.5) Una curva t — x(t) es rectificable si su longitud I(x) es finita, es decir, si

l(x) < o0.

Definicion(2.1.6) La norma de una particién P es el namero:
|IP|| = max {d(tx—1,tx) : 1 <k <n}.
Teorema(2.1.7) Una curva x : [a,b] — X es rectificable con longitud I(z) si y solo si,
lim pj 50 U(w, P) = I(2).
El limite anterior debe entenderse asi: Para € > 0 existe un 4 > 0 tal que:
l(x) — l(x, P) < e siempre que || P|| < 0.

15



Demostraciéon. Supongamos que x es rectificable y sea € > 0, entonces existe una particion

Q = {50, 51, -, Sm } tal que:
0<i(z)—U(z,Q) < e.

Sea 0 = [|Q]| y P = {to,t1,...,tn} tal que ||P| < 6.
Ahora sea A; = {ty : si—1 <ty < s;} para todo i € 1,2,...,n, es claro que para todo i, A; # ¢

entonces la longitud
(z,Q) = d(zsy, xsy ) +d(Tsy, Tsy) ...+ d(xs, 1, xs,) < Uz, A1)+ (2, A2)+...+1(x, A,) = l(z, P)

entonces [(z) — I(z, P) < l(z) — l(z,Q) < e.
Ahora supongamos que lim| p|_ol(z, P) = I(x). Entonces para cada € > 0 existe un § > 0 tal

que:
l(z) <e+(z,P)si||P| <.
Como P es una particion finita, la suma I(z, P) < oo, asi x es rectificable por definicion.

Corolario(2.1.8) Sea (P,)nen una sucesion de particiones tal que ||P,|| — 0. Entonces se tiene

que l(z, P,) — I(x)

Demostracion. Supongamos que la curva z es rectificable. Por hipotesis || P, || — 0 y del teorema
anterior tenemos que para todo € > 0, existe un Ny € Ny un ¢ > 0 tales que si n > Ny, || P,]| <9
v |z, Py) — l(x)] <€ (6 =3(No,e€)).
Corolario(2.1.9) (Sobre la aditividad de la longitud) Sea =z : [a,b] — X rectificable entonces

W(z) =15 (2) + 12 (x) + ..+ 1 (2),

donde a <t <b.
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Demostracion. Ver [4, Teorema 6.18].

Definicion(2.1.10) La funcion r — o(r), de [a,b] en [0,1(x)] se llama longitud de arco y se define

por o(r) =1 (x), donde 2/, es la curva ] (t) = z(t),a <t <r.
Teorema (2.1.11) La funcién longitud de arco es continua.

Demostracion. Sea € > 0. Debemos probar que existe un 6 > 0 tal que |h| < § implica
|o(r +h) —o(r)| < e. Podemos suponer h > 0, entonces |o(r +h) —o(r)] = o(r + h) — o(r)

representa la longitud de z(t) cuando r < ¢t < r + h.

Por la continuidad de la distancia existe un 0y tal que d(z(r),z(r 4+ h)) < § si h < 01 y por la

definicion de longitud de curva I(z), existe un d2 tal que:
l(z) = l(z,P) < § si||P] < 02
Sea § = min {d1,d2}, entonces simultaneamente:

d(zr, Zrqn) < 5,

l(z) = l(z,P) < §si|P| <o.

Tomemos P tal que r = z; € P, luego existiran P y P» particiones de [a,7] y [r + h, b] respecti-

vamente tales que:

D h=1 A@k—1s k) + d(@ry Trpn) + 2 hppp d(@h-1, k) 2 3y A1, 7)) = Uz, P) =
(o) = §=o(r) + 17 (@) + () — 5.

Cuando ||P[|, || P1], || — 0 se tiene que § > d(zy, xypp,) > 10D — £ asi I77F1 < e

El siguiente teorema afirma que la longitud es semicontinua inferiormente.
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Teorema(2.1.12) Sean (2,,(t)),,cy una sucesién de curvas en el espacio métrico (X, d). Si x es una

curva y ,(t) — x(t) para cada a <t < b, entonces
l(z) < liml(zy)
n

Observacion. Denotaremos por C4 ¢ al conjunto de todas las curvas que van de A hasta B,
siendo A = z(a) y B = z(b). El teorema anterior nos expresa que la funcion [ : €45 — R es

inferiormente semicontinua considerando en C4 3 la convergencia puntual.

Definicion(2.1.13) Una curva & : €4 ¢ — R es minimizante si:
1(#) < I(x),

para toda curva x € Cq 3.

Teorema(2.1.14) Si H es un conjunto finitamente compacto y los puntos a y b pueden unirse por

una curva rectificable, entonces la curva de minima longitud o minimizante de a y b existe en H.

Demostracion. Sea l, el infimo de las longitudes (finitas) de todas curvas que unen a a con b,
entonces existe una sucesion de caminos (x, )nen tales que su longitud tiende a [,,. Por el teorema
anterior dicha sucesion posee una subsucesion (xy, )nen que converge a una cierta curva x(t) que

une a a con by satisface [(z) < liml(z,) = lo, pero I(z) > 4, por lo tanto () = I,.

Teorema(2.1.15) Toda curva de minima longitud rectificable (¢) que una dos puntos a y b es un

arco.

Demostracion. Supongamos que esto no es cierto, luego la curva z(t) posee al menos una autoin-

terseccion, es decir, existen t1 # to tales que x1 = x5. Definamos la curva:

x(t), si té¢ (t1,ta)
2(t1), si te [t ta],

s(t) =
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luego 1(s) = 1 (z) + 1{2(s) + 12, = I(z) + [{*(s) < l(z). Lo cual contradice el hecho de que z(t)

sea la curva de longitud minima, por lo tanto z(t) es un arco.

2.2. Segmentos
Definicion(2.2.1) Un camino z : [a,b] — X es un segmento que une los puntos p con g en X si
I(z) = d(p, q).

Teorema(2.2.2) Todo subarco de un segmento es un segmento.

Ejemplos(2.2.3)

1. En R? con la métrica:
d(z,y) = (g1 — 1) + (g2 — 2)%)2.

El camino z(t) = p+t(q — p), 0 < t < 1 es un segmento pues [(z) = d(p, q). Este camino

se llama camino afin.
2. En R2 con la métrica

1, si z#vy
d(z,y) =
0, si z=uy.

Cualquier camino z(t) que conecte a p con ¢, p # ¢ no es un segmento. En efecto dada

cualquier particion P = tg = p,t1,...,t, = ¢, la sumas
i d(z(tiont) =2 1=n
entonces,

sup(l, P) = oo es decir, I(z) = 00 # 1 = d(p, q)
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Este ultimo ejemplo nos muestra que es posible que no existan segmentos que conecten los

puntos p y q.

Cabe decir que los segmentos no existen necesariamente en cualquier espacio métrico salvo casos
triviales donde los segmentos consisten en un sélo punto. En R, con la métrica euclidea es sen-
cillo encontrar segmentos, pero observemos un caso més interesante. Consideremos los puntos en
la esfera S? en un espacio ordinario. Entonces, si la distancia se mide a lo largo de los circulos
maximales tenemos un espacio en el que dos puntos pueden estar conectados por un segmento,

con nuestra definicion.
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Capitulo 3

Espacios Geodésicos

Este es el capitulo central de nuestro trabajo. Definiremos primero un espacio longitudinal, estos
espacios hacen parte de este estudio dado que la métrica definida en este espacio exige que dados
dos puntos p y ¢ en X, la distancia entre estos puntos sea el infimo de las longitudes de todas las
curvas y que unen a dichos puntos. Mas adelante veremos que cuando el infimo de estas curvas,
ademads de existir, es también una curva 7, este espacio se llama espacio geodésico (en el sentido

de Papadopoulos).

Definiremos lo caminos geodésicos como aquellos que unen dos puntos siendo su longitud minima
entre el conjunto de todos los caminos que unen dichos puntos. Entre los caminos geodésicos se
descatan los segmentos geodésicos, los rayos y las lineas geodésicas, demostraremos que todas
estos caminos estan parametrizados por longitud de arco (omitiremos hacer uso del parametro
longitud de arco). Finalmente definiremos los espacios geodésicos segun A. Papadopoulos y segin
H. Busemann. El lector notar4 que Papadopuolos omite algunos conceptos usados por Busemann,

esto trae algunas consecuencias que discutiremos a continuacion.

21



3.1. Espacios Longitudinales y la Métrica Longitudinal

Definicion(3.1.1) Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X se conecta por curvas rectifica-

bles si para todo x y y existe una camino rectificable v : [a,b] — X tal que v(a) =z y v(b) = v.

Definicion(3.1.2) (Espacios Longitudinales). Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X

es un espacio longitudinal ((l-espacio) si para todo x e y en X se cumple que:

d(x,y) = infl(v),
Y

donde el infimo es tomado sobre el conjunto C([a, b], X') de todos los caminos que une a los puntos

a con b en X. La métrica de un espacio longitudinal se llama métrica longitudinal.
En particular, los puntos de un espacio longitudinal se conectan a través de caminos rectificables.

Ejemplos(3.1.3) (Sobre espacios longitudinales)

1. Espacios Euclideanos. Para todo n > 1. Sea E™ un espacio euclideano n dimensional,
es decir, R™ con la métrica euclidea, nosotros sabemos de la geometria clasica que E" es
un espacio longitudinal: la distancia entre dos puntos es igual a la longitud una curva afin
(ver item 1 del ejemplo 2.2.3) que los une. De igual manera, un subconjunto convexo de
E™ (es decir, un subconjunto donde cada segmento afin que une dos puntos z con y esta
contenido en el un subconjunto de E™) equipado con una meétrica inducida por la de E™ es

un espacio longitudinal.

Sin > 2 el espacio E™ con una cantidad finita de puntos removidos es también un espacio
longitudinal. Por el contrario, si al espacio E” se le remueve una bola abierta B de radio

r > 0, entonces dicho espacio resultante no serd un espacio longitudinal.
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2. Espacios vectoriales normados. Los espacios vectoriales normados ofrecen una amplia
variedad de ejemplos de espacios longitudinales. La longitud de una curva afin en dicho
espacio es igual a la distancia entre los dos puntos. Dicho de manera mas general, cualquier
subconjunto convexo afin en un espacio vectorial normado equipado con la métrica induci-

da es un espacio longitudinal.

3. Esferas. Para n > 3, sea S = S"! la esfera unitaria en el espacio euclidano E" y sea
d la métrica inducida en S por la métrica de E™. Es posible probar que (S,d) no es un
espacio longitudinal. Sabemos de la geometria elemental que para cada par de puntos x y
y en S, se tiene que d(x,y) = 2sin(5), donde a es un angulo con valores en el intervalo
[0, 7], formado por dos rayos que van desde el origen y pasan por z e y. En otras palabras,
la longitud [(vy) de cualquier curva = : [a,b] — S que una los puntos x con y esta acotada
inferiormente por un pequenio arco del circulo S (esto es, un circulo euclideano méximal
cuyo diametro esta contenido en la esfera) que une x con y, esto es, por «. Entonces se
tiene que () = a > 2sin(§) asi [(y) > d(x,y), lo que preuba que (5, d) no es un espacio

longitudinal.

Proposicion(3.1.4) Sea (X, d) un espacio métrico y sea:

di(z,y) = igfl(v),

entonces d; es una métrica longitudinal asociada a d y,
dl(xv y) > d($7y)

Demostracién. Las propiedades para verificar que d; es una métrica se garantizan por la defini-

cioén y propiedades de la longitud de un camino (7).
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Veamos que dj(x,y) > d(x,y). Por definicion de I(y) y tomando una particion P del intervalo

[a, b], tenemos que () > d(z,y) para todo camino =, por lo tanto d(z,y) < infl(y) = di(z,y).
gl

Proposicion(3.1.5) Sea X un espacio longitudinal y sean x e y dos puntos en X. Sean o y 3 dos
ndimeros reales no negativos que satisfacen a + 8 > d(x,y). Entonces para todo € > 0 existe un

punto z € X tal que d(z,2) < ayd(z,y) < B +e
Demostracion. Ver |2, pag. 44].

Proposicion(3.1.6) Sea (X, d) un espacio métrico que se conecta por caminos rectificables (defini-

cién (3.1.1)). Entonces la funcién idéntica J : (X, d;) — (X, d) es continua.
Demostracion. Dados z,y € X por la proposiciéon (3.1.4) d;(z,y) < e implica que d(z,y) < e.

Proposicion(3.1.7) Sea v : [a,b] — (X, d) un camino. Entonces v : [a,b] — (X, d;) es también un

camino.

Demostracion. Para todo tg y ¢ en [a, b] tenemos por la aditividad de la longitud que

d(v(to), (1)) < Uito,) = [1Va,) = L Vfato))]

luego, dado que la longitud es creciente y continua, tenemos que d(7y(to),y(t)) — 0 cuando t — to.

Proposicion(3.1.8) Sea (X, d) un espacio métrico que se conecta por caminos rectificables. En-

tonces (X, d) es un espacio longitudinal si y sélo si d; = d.

Demostracion. Por definicion, (X, d) es un espacio longitudinal si y sélo si para todo x e y en X,
se tiene que d(x,y) = infi(y), donde el infimo es tomado entre todos los caminos que conectan
v

a x con y, esto es, si y solo si d(z,y) = di(z,y).
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Proposicion(3.1.9) Sea (X, d) un espacio métrico, sea d; la métrica longitudinal asociada y sea

v : [a,b] = X un camino en (X, d;). Entonces 7 es también una camino en (X, d) y se tiene que

ld(’}/) = ldl (7)

Demostracién. El hecho de que v sea un camino con la métrica d se sigue de la continuidad
de la funcion identidad (X,d;) — (X,d) (proposicion 3.1.6). Para probar la igualdad de las
dos longitudes sea P = (t;)i=0,1,...» una particién del intervalo [a,b]. De la desigualdad d < d;
(proposicion 3.1.4), tenemos que lg(7y, P) < lg,(7, P) y tomando el supremo tenemos que l4(7y) <

lg,()- Por otro lado:

n—1

n—1
Y dily(ta) )l < D la (3 [ty tisa]) = La(y)-
=0 1=0

Lo que quiere decir que l4,(7) < lg(7), con lo que concluimos que lg, (7v) = la(7).

Teorema(3.1.10) Sea (X, d) un espacio métrico que se conecta por caminos rectificables. Entonces

(X, d;) es un espacio longitudinal.

Demostracion. Para todo z e y en X tenemos que por definicién:

di(z,y) = l’gf la(7),

donde el infimo es tomado sobre el conjunto de todas los caminos v (con la métrica d) que unen a
x con y. Sin perdida de generalidad, podemos restringir este conjunto a los caminos rectificables.

Por la proposicion (3.1.8), cada camino es también una camino con la métrica d;.

Ahora si v es una camino rectificable para en la métrica d;, entonces por la proposicion (3.1.9)

7 es también una camino con la métrica d y lg, () = lg(7). Luego:
dl (x7 y) = I/I’;f ldl (7)7
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donde el infimo es tomado bajo el conjunto de los caminos v que conectan a x con y, continuos
y rectificables con la métrica d;.
3.2. Caminos Geodésicos

Definicion(3.2.1) Sea (X, d) un espacio métrico. Un camino geodésico «y (o simplemente geodésica)

de extremos p y g es un camino tal que:

I(v) = d(p, q)-

Definicion(3.2.2) Un segmento geodésico es la imagen de un camino geodésico. Denotaremos un

segmento geodésico que une los puntos p con ¢ por [p, q].

Definicion(3.2.3) Un rayo geodésico es una funcion v : [a,b] — X que preserva la distancia, esto

es, d(y(t1),v(t2)) = d(t1,t2) para todos t1 y to en X.

Definicion(3.2.4) Una linea geodésica es una funcion v : R — X tal que preserva la distancia.

Definicion(3.2.5) La longitud de un segmento geodésico [x,y] en un espacio métrico X es la lon-

gitud de un camino geodésico arbitrario en X, cuya imagen es [z, y].

Proposicion(3.2.6) Sea X un espacio métrico y v : [a,b] — X un camino geodésico. Entonces ~y

estd parametrizado por longitud de arco.

Demostracion. Sean u y v dos niimeros reales que satisfacen a < u < v < b. Para alguna particion

P = (t;)i=o0,... n de [u,v], tenemos que la suma:

n—1 n—1
l(’)"[u,v]a P) = Z d(’y(ti)7’7(ti+1)> = Z(ti+1 - ti) =V —Uu.
i=0 i=0

Entonces,
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L(7|[u,v]) = Sllljpl(’y, P) =0 — u.

Con estos probamos que 7 es parametrizado por longitud de arco.

Proposicion(3.2.7) Sea X un espacio métrico y sea 7 : [a,b] — X un camino parametrizado por

longitud de arco. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) v es una geodésica.

(17) Para todos u y v ntmeros reales que satisfacen a < u < v < b, se tiene que

d(v(a),v(v)) = d(v(a),v(w)) + d(y(u),v(v));

Demostracion. (i) — (ii). Si v es una geodésica, entonces, para todo u y v que satisfacen a <

u < v < b, se tiene que

d(v(a),y(v)) =v—a=v—utu—a=dy(u),(v)+dr(a),y(u))

Ahora probemos que (i) — (4it), Sea P = (t;)i=0,..» una particion de [a,b]. Aplicando (n — 2)
veces la condicion (ii) se tiene que:

n—1

Uy, P) =Y d(y(t:),¥(tis1)) = d(v(a),7(b))

i=0
Tomando el supremo de todas las particiones P € p, se tiene que [(y) = d(v(a),~(b)). Finalmente,

debemos probar que (i7i) — (7). Para todos a < u < v < b.

l(v) = d(v(a),v(b)) < d(v(a),v(u)) + d(y(u),v(v)) + d(v(v),v(b)) <
l(’}/’[a,u]) =+ l(V’[u,v]) + l(’y|[v,b]> - l(ﬁ)/)

por lo tanto, todas las desigualdades anteriores resultan ser igualdades. Por otro lado, tenemos por

hipotesis que para todo u y v en [a,b], d(v(w),y(v)) = l(V|ju0)) ¥ Y& que 7y es parametrizada por
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longitud de arco, tenemos que d(y(u),y(v)) = d(u,v). Con esto probamos que 7y es una geodésica.

Proposicion(3.2.8) Sea X un espacio métrico y sea [x,y] v [y, z] dos segmentos geodésicos en X
(con al menos un punto en comun). Entonces la union [z, y] U [y, z] es un segmento geodésico si

y s6lo si d(x, z) = d(x,y) + d(y, z).

Demostracion. Sea 1 y 2 dos curvas geodésicas en X cuyas respetivas imagenes son [x,y] y
[y, z], y sea v = 71 * 2 una concatenacion. Si d(z, z) = d(x,y) + d(y, z), entonces I(y) = d(z, 2),
con lo que se demuestra que v es una geodésica. Entonces la union [z, y] U [y, z] cuya imagen es

v, es un segmento geodésico en X.

Reciprocamente, sea [z, y] U [y, z] es un segmento geodésico, este segmento es la imagen continua
de un intervalo cerrado, con lo que probamos que la intersecciéon de dos segmentos [z,y] v [y, 2]
se reduce al punto y. Esto implica que la unién [z, y] U [y, 2|, es la imagen de una curva geodésica
v que es la union de dos caminos geodésicos 71 y 72, quienes tienen por imagen a [x,y] v [y, z].

entonces, tenemos que d(z,y) = l(71), d(y,z) =1(y2) y

d(z,y) +d(y, 2) = l(m) +1(r2) = U(y) = d(z, 2)

lo que completa la prueba.

Definicion(3.2.9) Sean x,y, z tres puntos distintos en un espacio métrico (X, d). Decimos que y

yace entre x y z si cumplen la siguiente condiciéon:
d(z, z) = d(z,y) + d(y, 2).

Los resultados que mostramos a continuacién, garantizardn la existencia de geodésicas en un
espacio métrico (X, d). Para la prueba del lema (4.2.11) haremos uso del teorema de Ascoli cuyo

enunciado y demostracién resefiamos a continuaciéon.
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Definicion(3.2.10) Una sucesion de caminos v, (t) es equicontinua si dado € > 0, existe un 6 > 0

tal que:
d(vn(p),m(q)) < € para todo n € N y para cualquier p y ¢ en X tales que d(p,q) < ¢.

Lema(3.2.11) Sea (vn)nen una sucesion de caminos que unen a p con ¢. Entonces existe una

subsucesion (Y, Jnen que converge uniformemente a un camino y que une a p con q y:

[(v) < lm U(y,)-

Demostracion. Consideremos la curva  parametrizada con longitud de arco, luego tenemos que
la distancia d(y(o(p)),v(c(q))) < d(p,q) < € si d(p,q) < §, por lo tanto (7, )nen €8s equicontin-
ua. Por el teorema de Ascoli (ver [1, teorema 2.17|), existe una subsucesion (7, ) que converge

uniformemente a una funcién v que es continua y I(y) < lfiml (7, )-
n

Teorema(3.2.12) (Sobre la existencia de segmentos geodésicos). Sea (X, d) un espacio métrico

finitamente compacto. Entonces dados dos puntos p y ¢, existe un arco geodésico que los une.

Demostracion. Existe una sucesion (7, )nen de curvas que unen a p con q tales que:

) = f{l(y):yeC} =5
Por el lema (3.2.11) existe una subsucesion (7x, )Jnen que converge uniformemente a una curva

v €€,y I(y) < Hmi(y,).

Demostremos ahora que [(y) = 5. Por un lado I(y) > B. Por otro lado I(y) < limi(yg,) < 5,
luego I(7) = S.

Ejemplos(3.2.11) (Sobre caminos y segmentos geodésicos)

1. Sea (E,||.||) un espacio de Banach. El camino afin v(t) = p+t(p —q), 0 < ¢t < 1 que une
los puntos p con ¢ satisface que I(y) = ||[p — ¢|| y por lo tanto es un camino geodésico. Para

ver lo anterior sean u y v tales que 0 < u < v < 1. Entonces:
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[y() =y =llp+v(P—q) —p+ulp—q)|l = (v—u)lp—q|.

Si{ty : 0 <k <n} es una particién de [0, 1] entonces:

n

n
D I =il =Ytk = ti-1) lla = pll = lla = pll,
k=1

k=1

y por consiguiente el supremo de estas sumas considerando todas las particiones de intervalo

0,1] es I(7) = |lg — pl|-

. . 1L si p#yq,
. Consideremos ahora (R2,4) donde § es la métrica discreta d(p,q) =

0 st p=gq
v es el camino afin definido anteriormente. Si {t; : 0 < k < n} es una particién de [0, 1]

entonces:

n

Z 5(7]67 P)/kfl) =n,

k=1
y por consiguiente [() = co. Mas atun, si vy es cualquier camino que va desde p hasta g,

entonces [() = oo. Es decir, en (R2,§) no existen caminos geodésicos.

. Sea R? con la norma euclideana ||z| = (2% + x%)%, donde x = (x1,x2). La métrica que
corresponde es d(x,y) = ||y — z||. En este caso el tnico camino geodésico que une a p con

q es el camino afin v(t) =p+t(¢—p),0 <t < 1.

. Sea R? con la norma del supremo ||z||,, = méx {|z1], |z2|}. En este caso existen infinitos

caminos geodésicos que conectan a p con gq.

. Consideremos la esfera unitaria S2. Si p = (0,0,1) y ¢ = (0,0, —1), existen infinitos seg-

mentos geodésicos que unen estos dos puntos.

. El altimo ejemplo se trata del circulo unitario S! en el cual los puntos p y ¢ = —p solamente

puede unirse por dos segmentos geodésicos.
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3.3. Espacios Geodésicos (G-Espacios)

En la siguiente seccion, definiremos el concepto de espacio geodésico. Primero, definiremos un
espacio geodésico segun el profesor A. Papadopoulos y posteriormente la definiciéon de nuestro
mayor interés; el G-espacio 6 espacio geodésico segin H. Busemann. La razon por la cual se
realizan estas dos definiciones se basa en el hecho de que Papadopoulos realiza una definicién
de dicho espacio, basandose en el libro del profesor Busemann y omitiendo los conceptos de es-
pacio finitamente compacto o M-convexo. En este trabajo dichos conceptos no seran omitidos y
esta definiciéon serd introducida con el lenguaje actual que hemos usado en los capitulos previos.
Veremos algunos resultados relacionados con estas definiciones, que dejan ver en qué sentido la

omisién de estos conceptos afectan dichos resultados.

Espacio Geodésico (En el sentido de A. Papadopoulos)
Definicion(3.3.1) Un espacio métrico (X, d) es una espacio geodésico si dos puntos arbitrarios se

pueden unir por un camino geodésico.

Ejemplos(3.3.2) (Sobre espacios geodésicos)

n
1. El espacio euclideano R™ con la métrica es d(z,y) Z T — yk , la cual es inducida
k=1

por el producto escalar (z|y) = Z Tk Yk

2. 2 =Sz cR3: Z i con la métrica inducida por R3 sobre la esfera. Observe que

dados dos puntos sobre la esfera, el segmento geodésico que los une es un subconjunto de

un circulo maximo o gran circulo, sobre tal circulo la longitud es minima (ver [6, pag. 246]).

3. Todo subconjunto convexo de un espacio de Banach con la métrica inducida por la norma

es un G-Espacio (considerando por supuesto a los caminos afines como caminos geodésicas).
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4. R? — {a} es un espacio longitudinal. Si x e y son dos puntos tales que a no pertenece al

segmento afin, entonces no existen segmentos geodésicos que unan a z con y.

Para definir un espacio geodésico o G-espacio, Busemann hace uso de algunas condiciones sobre

el espacio métrico (X, d) que mencionaremos a continuacion.

Definicion(3.3.3) Un espacio métrico (X, d) es covexo en el sentido de Menger (M-convexo) (|Ver
1, pag. 29] y [2,pag. 69]), si para toda pareja de puntos z,y € X existe un punto z entre ellos, es

decir:
d(x,y) = d(z, 2) + d(z,y).

Axioma(3.3.4) (De prolongabilidad local de geodésicas). Para todo p € X existe un r > 0 (que

depende de p) tal que si x,y € B(p,r), existe un punto z tal que:
d(z,y) +d(y, 2) = d(z, 2).

Este axioma garantiza que si v es un camino geodésico desde x hasta y y que si 4 es un camino

geodésico que une y con z, entonces v U ¥ es un camino geodésico desde x hasta z.

Ahora podemos definir un G-espacio en el sentido de Busemann:

G-Espacio (Espacio Geodésico en el Sentido de Buseman) ([Ver 2, pag 77])
Definicion (3.3.5) Un espacio métrico (X, d), finitamente compacto y M-convexo, en el cual se

satisface el axioma de prolongabilidad local, es llamado un espacio geodésico o G- espacio.

Sélo el profesor Busemann hace uso del termino G-espacio. Papadopulos explica que la condicién
sobre un espacio métrico (X, d) de ser finitamente compacto es equivalente a la condicion de ser
un espacio métrico proépio, es decir, la clausura de todo conjuto acotado en X es un conjunto

compacto (ver |2, pag. 77|) y completo. Un resultado interesante son los teoremas que se enuncian
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a continuacion.

Teorema(3.3.6) Todo espacio geodésico, es un espacio longitudinal.

Demostracion. [Ver 2, Proposicion 2.4.2].

Esta implicacién es valida en ambas definiciones, ahora bien, el reciproco no es cierto en el sentido
de Papadopoulos, razén por la cual es necesario agregar la condicién de Busemann al siguiente
teoremas:

Teorema(3.3.7) Todo espacio longitudinal propio es un espacio geodésico.

Demostracion. [Ver 2, Teorema 2.4.6 |.

Concluimos entonces que la condicién sobre X de ser finitamente compacto no se puede remover
de la definicién, por otro lado Busemann garantiza la existencia local de prolongacion de geodési-

cas y la unicidad, mientras Papadopuolos no logra con su definicién garantizar que las geodésicas

sean Ginicas.
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