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Resumen
En este artículo se aborda un problema clásico que tiene que ver con el cálculo de áreas
y longitudes. En primera instancia se describe el proceso seguido por René Baire en la
incorporación de la noción de semi-continuidad. A continuación se detalla la manera como
Henri Lebesgue hace uso de esta noción para definir el área de una superficie y la longitud
de una curva en R

3. Al final se puntualiza la forma como Maurice Fréchet, quien estableció
las bases conceptuales de la topología de conjuntos de puntos y del análisis general, recoge
y generaliza los resultados de Lebesgue para el caso de funcionales.

Palabras y frases claves: Historia de las matemáticas, topología de conjuntos de puntos,
semicontinuidad, integral y área.

Abstract
In this paper a classic problem about areas and lengths calculus is approached. At the
beginning we describe how René Baire’s arrived to the notion of semicontinuity. Next, we
explain how Henri Lebesgue used this notion in order to define area of a surface and length
of a curve in R

s. We finish the paper explaining how Maurice Fréchet, who established the
conceptual bases of set point topology and general analysis, generalizes Lebesgue’s results
to functionals.

Keywords: History of Mathematics, topology of discrete sets, integral, semicontinuity,
area.
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1 Introducción1

El objetivo general de este artículo es describir y analizar, a través del con-
cepto de semicontinuidad, la manera como se fueron aclimatando, en la co-
munidad matemática, nociones de alto grado de generalidad. En el primer
apartado se recoge la discusión, muy en boga a principios del siglo XX, sobre
la pertinencia de estas nociones, las cuales no parecen responder a ningún
tipo de aplicabilidad ni en los problemas de la ciencia ni en la lí nea de de-
sarrollo de problemas matemáticos clásicos. Esta discusión se refiere al tipo
de investigaciones desarrolladas por René Baire y Maurice Fréchet.

En el segundo apartado se presentan, de manera sucinta, algunos de los
aspectos conceptuales desplegados por Baire que lo llevaron a establecer su
famosa jerarquía de funciones, conocida como las clases de Baire. Aquí se

1Artículo elaborado en el marco de la investigación "La Representación de Funciones y
su impacto en la Emergencia de la Topología. De René Baire a Maurice Fréchet", realizada
con apoyo de COLCIENCIAS, proyecto 1106-11-11374.
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muestra el papel de la noción de semicontinuidad en la caracterización de
funciones de cada una de las clases.

El tercer apartado gira en torno al origen de la noción de semicontinuidad
en el marco de un problema que marcó el derrotero investigativo de Baire,
como lo es la existencia de funciones de dos variables, continuas con respecto
a cada una de ellas, pero discontinuas cuando se toman en conjunto. Este
problema finalmente se mostró subsidiario de otro más robusto que se encuen-
tra en la base de las preocupaciones de Baire: determinar el tipo de funciones
representables por series convergentes de funciones continuas.

En la tercera parte analizamos la incidencia de los resultados de Baire,
específicamente del concepto de semicontinuidad, en el desarrollo de nuevos
campos conceptuales. En este sentido, mostramos la manera como Lebesgue
utilizó este concepto en su tesis doctoral de 1902, para definir las funciones
longitud de curvas y área de superficies.

Finalmente analizamos la manera en que Fréchet aprovecha las defini-
ciones de Lebesgue para mostrar, en su publicación de 1925, que el área es la
menos discontinua de todas las funcionales semicontinuas, que extienden la
funcional que representa el área de una superficie poliédrica.

2 La generalización en los programas de Baire y Fréchet

Durante los primeros años del siglo XX, el matemático francés Maurice Fré-
chet estableció las bases conceptuales de la topología de conjuntos de puntos
y del análisis general. En el desarrollo de su proyecto intelectual, en muchas
ocasiones, Fréchet toma como referencia los trabajos del también matemático
francés Rene Baire sobre teoría de funciones discontinuas. Aunque los re-
sultados de estos dos matemáticos fueron, en general, bien acogidos por la
comunidad matemática, algunos connotados investigadores les reprochaban
la extrema generalidad de sus trabajos sobre conjuntos de puntos abstractos.

Al respecto, es conveniente traer a colación las críticas de Émile Picard
con relación a la falta de aplicación de los nuevos conceptos que aparecían
en la línea investigativa de Baire. Las observaciones planteadas por Picard
están muy acordes con la discusión acaecida a finales siglo XIX respecto a
la importancia de los estudios generales sobre funciones. Mientras que en la
escuela alemana, matemáticos de la talla de Weierstrass, Hankel, Schwarz,
Klein, Thomae, Heine y Cantor, entre otros, se motivaron por el estudio de
las funciones continuas y no derivables en ningún punto y por las funciones
con alto grado de discontinuidad, los matemáticos franceses lo consideraban
una perdida de tiempo.

Gastón Darboux es el encargado de difundir en Francia los estudios gene-
rales de funciones que se desarrollaban en Alemania. Sin embargo, el camino
no se presentó expedito. Es famoso el intercambio epistolar entre Darboux y
J. Houël sobre la importancia de las funciones continuas no diferenciables en
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ningún punto. Tal como lo ha descrito Hélène Gispert en sus artículos [30],
[31] y [32]. Houël sostiene que, como “un hecho de la experiencia (sin entrar a
demostrarlo en general, lo cual puede ser difícil)” [33][p. 46], las funciones más
arbitrarias a tratar son las continuas a trozos, calificando aquellas con infini-
tas discontinuidades u oscilaciones de “estrambóticas”, “curiosas” y “bizarras”,
que corresponden sólo a patológicos contraejemplos. El único argumento es-
grimido por Darboux que ameritaba el “cultivo de ese campo estéril de las
funciones discontinuas” tenía relación con el rigor.

La mayoría de matemáticos franceses adhirieron al punto de vista de Houël
y consideraron que el verdadero objeto del análisis eran las funciones con buen
comportamiento en algún intervalo. Las demás funciones fueron condenadas
al ostracismo y ubicadas en una especie de “museo de monstruosidades”, como
lo señalaba Lebesgue en 1922 [40][p. 100].

La teoría de funciones, en su máxima generalidad, empieza a emerger
como un campo significativo para las matemáticas a partir de Baire. La ma-
nera como Baire rompe la resistencia de los conservadores franceses constituye
un caso típico de desarrollo en la historia de las matemáticas: identificando
uno de los problemas cruciales del siglo XIX, como lo es la convergencia de
sucesiones de funciones, Baire lo interpreta a la luz de la teoría de conjuntos
cantoriana2, lo aborda a partir de los desarrollos de la tradición alemana y
de los resultados de la nueva escuela italiana representada por Peano, Arzelà,
Ascoli, Vivanti, Volterra y liderada por Dini, estableciendo un circuito de
comunicación intelectual que alcanza su síntesis a través de la interconexión,
conseguida por Lebesgue, entre las investigaciones conjuntistas de Borel, las
funciones medibles y las clases de Baire. A partir de Baire, se sabe que el
universo de las funciones continuas constituye sólo el primer peldaño de su
escalera jerárquica; de las investigaciones de Lebesgue se sabe que el con-
junto de funciones constituido por las funciones pertenecientes a las clases
de Baire tiene la potencia del continuo, mientras que el universo de todas las
funciones tiene una potencia mayor a la del continuo. Esto implica un cambio
sustancial en cuanto al género de las funciones dignas de ser indagadas por
los matemáticos. El tipo de funciones denominadas “bizarrras” ya no consti-
tuyen la excepción, sino que ocupan un terreno mucho más vasto que el de las
funciones continuas. La teoría de funciones empieza a constituirse como un
campo de las matemáticas que reclama autonomía. Justamente, en el reporte
a la Academia de Ciencias de París3, Emile Picard llama la atención sobre la
extrema generalidad que desplegaba Baire en sus conceptualizaciones. Picard
se refiere a la imposiblidad de concretar ejemplos de funciones de clase supe-

2En sus desarrollos sobre teoría de funciones Baire muestra la potencia de la teoría
cantoriana de conjuntos en un ambiente en donde se discutía la legitimidad de los conjuntos
actualmente infinitos. Estos aspectos han sido tratados en [Rec04].

3PICARD, E. Rapport sur les travaux de M. R. Baire (12 juin 1911). Archives de

l’Académie des Sciences de Paris.
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riores y de funciones que no pertenezcan a ninguna de ellas. También llama
la atención respecto al uso del infinito, el cual “ha lanzado después de veinte
años una gran confusión en el campo plausible de las matemáticas” [20][pp.
366-368].

Desde la publicación de su tesis doctoral [24], Fréchet también había sido
blanco de objeciones similares a las que se le formulaban a Baire. Uno de sus
críticos más célebres, Schoenflies, había comentado, en su influyente informe
de 1908 sobre el estado de la teoría de conjuntos, que las nociones de la primera
parte de la tesis doctoral de Fréchet eran extremadamente generales y que
era necesario abandonarlas a partir del momento en que se quería abordar
el estudio de “clases concretas”. Fréchet da respuesta a estas objeciones en
su publicación de 1910: Les ensembles abstraits et le calcul fonctionnel [25].
Fréchet toma un espacio de Baire, como ejemplo de espacios concretos a los
cuales era posible aplicar la mayor parte de las generalizaciones enunciadas
en su tesis para clases L.

Pero más allá del caso particular anterior, se pueden reconocer, en una
época común, dos líneas de investigación en las cuales encontramos conexio-
nes teóricas importantes: la representación de funciones de René Baire y los
espacios abstractos de Maurice Fréchet. Los aspectos comunes se pueden
reconocer en varias instancias. Como ejemplo de modalidades complejas de
definición de conjuntos abstractos, Fréchet menciona la sucesión de clases
de funciones discontinuas de Baire. Fréchet se refiere a la definición de la
sucesión de órdenes de derivación de los conjuntos lineales, tal como aparece
en el parágrafo §33, de las Leçons sur les fonctions discontinues de Baire [10].

En el parágrafo §22 de su tesis de 1906, Fréchet utilizó las clases de Baire
para mostrar que un conjunto derivado sobre un espacio L no necesariamente
es cerrado.

En los parágrafos §23 y §24 de su tesis, Fréchet incorporó el siguiente
resultado que ya había sido publicado en los Comptes Rendus de la Academia
de París en 1905: “toda función f(x) a la cual se le aplica la clasificación de
Baire, puede considerarse como límite de polinomios salvo en un conjunto de
medida nula. Si la sucesión de polinomios converge en todas partes, es de
clase 0 o de clase 1. Si la sucesión converge uniformemente en toda parte
es de clase 0; es decir, ella es continua. Basta incluso que la convergencia
sea cuasi-uniforme en todas partes”. Fréchet aclara que Lebesgue obtuvo ese
mismo teorema como aplicación de su definición de la integral. En la base
de esta aclaración se encuentra una interesante correspondencia dirigida por
Lebesgue a Fréchet en respuesta a varias preguntas que éste le formulara entre
1904 y 1905.

La memoria de 1925 [28] es un ejemplo típico de la manera como Fréchet
materializa su programa de generalización, el cual aparece bien dilucidado en
la “introducción” de su famoso libro Les espaces abstraits et leur théorie con-
sidérée comme introduction à l’analyse générale de 1928 [29]. Fréchet procede
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por analogía, reconociendo propiedades que se cumplen en un campo particu-
lar de funciones pero que se pueden aplicar a otras categorías de funciones, tal
como lo hace en sus artículos, La semi-continuité en géométrie élémentaire de
1924 y Sur le prolongement de fonctionnelles semi-continues et sur l’aire des
surfaces courbes, de 1925. Precisamente, el concepto de semicontinuidad con-
stituye una de las novedades teóricas incorporadas por Baire para el logro de
sus resultados. El papel de la semicontinuidad en el programa expansionista
de Fréchet se analizará en la última parte de este artículo.

3 El marco teórico del programa de Baire

El problema de las funciones discontinuas que son límite de funciones conti-
nuas había sido pensado por Baire desde 1897. En el año siguiente, bosqueja
su propuesta de representación de funciones en clases, incluso hasta el nivel
transfinito [5][p. 34]. También expresa la diferencia entre el nivel nominal y
la existencia efectiva; al respecto escribe:

Se concibe así, al menos desde el punto de vista lógico, una
clasificación racional de una enorme categoría de funciones dis-
continuas. Cada clase de funciones corresponderá a un número
transfinito determinado.

Sería un problema interesante, yo creo, ver en qué medida,
esta concepción lógica corresponde a la realidad [5][p. 36].

Ya en su comunicación de 1897 [4], Baire había abordado este interrogante,
dejando planteados los problemas básicos que debía resolver. Esta comuni-
cación y otras tres que le siguieron: [6], [7] y [8], constituyen el planteamiento
general de su tesis doctoral.

El objetivo central de Baire era utilizar la convergencia puntual para con-
struir, en un proceso iterativo, funciones de clases superiores a partir de las
funciones continuas. En este sentido incorpora sus famosas clases:

C0: Clase 0, constítuida por todas las funciones continuas.
C1: Clase 1, a la cual pertenecen las funciones que son límite de sucesiones

de C0, sin pertenecer a C0.
C2: Clase 2, conformada por las funciones que se obtienen como límites

de sucesiones de C0 y C1, sin pertenecer a ninguna de ellas.
...
Cn: Clase n, constítuida por las funciones que se obtienen como límites

de sucesiones de clases anteriores, sin pertenecer a ninguna de estas clases.
...
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Para la definición de clases superiores, Baire se apoya en la construcción
cantoriana de los ordinales transfinitos de acuerdo al siguiente esquema:4 Si
{fn} es una sucesión de funciones tal que ∀n, ∃i tal que fn ∈ Ci; además,
si {fn} converge puntualmente a f , donde f /∈ Ci, ∀i, entonces se tiene que
f ∈ Cω, donde ω es el primer ordinal transfinito de la teoría cantoriana. De
la misma forma se definen Cω+1, Cω+2, ..., C2ω, ... [9][p. 117].

Baire debe demostrar que su clasificación no es meramente nominal; esto
es, debe caracterizar, en concordancia con sus concepciones filosóficas, las
funciones pertenecientes a cada una de las clases que acaba de definir.5 O
dicho de otra forma, debe hallar propiedades que permitan identificarlas. Para
ello establece algunos teoremas que en seguida detallamos.

Teorema 10. Una función discontinua f(x) es de la primera clase si y sólo
si es puntualmente discontinua respecto a todo conjunto perfecto [9][p. 62].

Para la demostración de este teorema, Baire se ve obligado a constituir un
marco conceptual novedoso alrededor de las funciones, que abarca las nociones
de máximo, mínimo, oscilación, entre otras.

Para la generalización del concepto de máximo, tanto en un punto como
en un dominio, Baire parte de una función f cualquiera de valor real definida
sobre D ⊆ R

n; para cada P ((x1)0, (x2)0, . . . , (xn)0) ∈ D, se define la bola
Sρ1

(P ) ,

Sρ1
(P ) =

{

(x1, x2, ..., xn) |
n
∑

i=1
[xi − (xi)0]

2 ≤ ρ2
1

}

.

Para los puntos de este conjunto, existe M1, tal que f (x) ≤ M1, ∀x ∈ Sρ1
(P ) ,

donde M1 es el límite superior de f en Sρ1
(P ) .6

Tomando la sucesión {ρp} , tal que ρ1 > ρ2 > · · · > ρp > · · · , y lim
p→∞

ρp =

0, se forman las esferas encajadas:

Sρ1
(P ) ⊃ Sρ2

(P ) ⊃ · · · ⊃ Sρp (P ) ⊃ · · ·

En cada esfera se toma Mi, como el límite superior de f en Sρi (P ),
obteniéndose la sucesión M1, M2, ..., Mp, ..., para la cual:

4En su tesis doctoral, esto lo hará de manera referencial, sin polemizar sobre los proble-
mas ontológicos que se discutían en la época sobre la legitimidad o no de de los conjuntos
actualmente infinitos.

5La caracterización de las funciones para Baire consiste en dar un procedimiento cons-
tructivo que permita mostrar la existencia de casos concretos.

6Baire no fija condiciones para el dominio D; en unas ocasiones parece que fuera un
dominio abierto y en otras parece que fuera cerrado. Sin perdida de generalidad, se puede
tomar cerrado con la condición de que cuando P sea un punto de la frontera de D, se calcule
el límite superior para el conjunto de puntos comunes a D y a la bola Sρ1

(P ) . De hecho el
problema genérico trata sobre funciones f(x) definidas en un intervalo cerrado [a, b] . Para
mayores detalles, ver [45].
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M1 ≥ M2 ≥ · · · ≥ Mp ≥ · · · (1)

A partir de esta sucesión se define M0 = lim
p→∞

Mp, al cual se le denomina

el máximo de f en P , y se representa por M [f, P ]
El máximo de f en P , M0[f, P, ] cumple dos propiedades fundamentales,

especificadas en los teoremas siguientes:

Teorema 11. ∀ε > 0, ∃ρ > 0, tal que f (x) < M0 + ε, ∀x ∈ Sρ(P ).

Teorema 12. ∀ε > 0, ∀ρ > 0, ∃x ∈ Sρ(P ) tal que f (x) > M0 − ε.

Tomando el sup
x∈D

f (x), se obtiene M [f, D], que designa el máximo de f en

todo el dominio D. La función f debe ser una función acotada en D, para
garantizar la existencia del supremo de cada una de las esferas cerradas y la
convergencia de (1). Además, si M0 = ∞, no se cumpliría el Teorema 3.

Es importante destacar que esta noción de máximo de una función en un
punto perteneciente a un dominio acotado, continuo y cerrado, había sido
establecida por Volterra en su artículo: Sui principii del calculo integrale de
18817 [46]. Precisamente este concepto de máximo de f en un punto le sirve
a Baire de base para definir la semicontinuidad superior :

Definición 13. Cuando M [f, P ] = f (P ) se dice que f es semicontinua
superiormente en P .

Definición 14. Cuando M [f, x] = f (x) , ∀x ∈ D, se dice que la función es
semicontinua superiormente en D, o también siempre igual a su máximo.

En seguida, Baire plantea un ejemplo: dada una función cualquiera f, se
define ϕ (x) = M [f, x] , ∀x ∈ D. La función ϕ (x) es semicontinua superior-
mente en D, es decir, siempre igual a su máximo, puesto que para P0 ∈ D y
ε > 0, por el Teorema 1, se puede encontrar un dominio D1 en torno a P0 tal
que:

M [f, D1] < M [f, P0] + ε. De otro lado, para x ∈ D1, M [f, x] ≤
M [f, D1] , de lo cual M [f, x] ≤ M [f, P0] + ε, lo que significa que ϕ [x] <
ϕ (P0) + ε.

De igual manera, se define el mínimo de f en P0, m [f, P0] , y las funciones
semicontinuas inferiormente o funciones siempre iguales a su mínimo.

Después de describir algunas propiedades de las funciones semicontinuas,
Baire incorpora otro de los conceptos centrales para el desarrollo de su in-
vestigación, como es el concepto de oscilación. Este concepto había sido
incorporado por Riemann y precisado por Darboux en su Memoria de 1875
[19][p. 70]. Para ello incorpora la función máximo de f , ϕ (x) = M [f, x] , ∀x,
y la función mínimo de f , ψ (x) = m [f, x] , ∀x.

7Cuestión que constituye una generalización del teorema de Weierstrass, según el cual
una función continua alcanza sus extremos superior e inferior en un intervalo cerrado finito.
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Definición 15. La oscilación de f en x se define como M [f, x] − m [f, x]

Igualmente define la oscilación de la función en un dominio:

Definición 16. La oscilación de f en el dominio D se define como M [f, D]−
m [f, D] .

La oscilación se reveló de inmediato como una noción básica en la de-
mostración del Teorema 1. Específicamente, Baire anota las siguientes tres
propiedades:

1. Por definición, ω [f, P ] ≥ 0.

2. Si ω [f, P ] = 0 entonces f es continua en P, puesto que M [f, P ] =
m [f, P ], y por las propiedades de éstos, f cumple la condiciones de
continuidad.

3. Si ω [f, P ] 6= 0 entonces f es discontinua en P.

De esta forma, Baire reconoce en la oscilación el concepto que mide el grado de
discontinuidad de f . Con base en las características de la función oscilación,
Baire incorpora una de sus definiciones básicas registradas en el Teorema 1:

Definición 17. Las funciones no continuas para las cuales existen, en todo
dominio, puntos donde ω = 0, se denominan funciones puntualmente discon-
tinuas; en otro caso se denominan funciones totalmente discontinuas.

De acuerdo con estas definiciones, se pueden demostrar las siguientes
propiedades básicas:

1. Si una función es totalmente discontinua, existe un dominio de n dimen-
siones, en el cual la oscilación en cada punto tiene su mínimo positivo.

2. Las funciones puntualmente discontinuas cumplen la propiedad de que
en cada punto y en todo dominio, el mínimo de ω es cero.

3. Una función discontinua y semicontinua superiormente (semicontinua
inferiormente), es puntualmente discontinua.

Para caracterizar las funciones de la segunda clase, Baire introduce algunas
nociones que se mostrarían importantes en el desarrollo de la topología con-
juntista y del análisis funcional; a continuación se detallan algunas de ellas.

Definición 18. Un conjunto lineal de puntos E es de primera categoría si
existe una sucesion {En} de conjuntos densos en ninguna parte, tal que ∀x ∈
E, ∃n tal que x ∈ En. En otro caso se dirá que E es de segunda categoría [7].

Teorema 19. Una función f(x) es de segunda clase si y sólo si f(x) es pun-
tualmente discontinua sobre cada conjunto perfecto, omitiendo un conjunto
de primera categoría con respecto al conjunto perfecto.
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4 El origen de noción de semicontinuidad en Baire

Baire comenzó a interesarse por las funciones discontinuas desde el inicio de
su actividad matemática, cuando redescubrió funciones de dos variables, con-
tinuas con respecto a cada una de ellas, pero discontinuas cuando se toman
en conjunto. A través de este problema, Baire llega al concepto de semicon-
tinuidad, el cual, como lo hemos dicho antes, constituye uno de los elementos
teóricos sobre los que soporta las demostraciones de los teorema 1 y 10.

En su memoria del 8 de noviembre de 1897 [4], Baire define, por primera
vez, las funciones semicontinuas superiormente bajo el nombre de funciones
siempre iguales a su máximo. En esta oportunidad, parte de la siguiente
definición:

Definición 20. Sea f : I ⊂ R → R, I un intervalo. La función f es siempre
igual a su máximo si ∀ε > 0, ∃α tal que f (x) < f (x0) + ε, para cualquier x0

en I, y |x − x0| < α.

Inmediatamente, Baire llama la atención sobre el hecho de que este tipo
de funciones poseen una de las dos condiciones que en conjunto constituyen la
continuidad. Anotación para nada intrascendente, ya que refleja, de alguna
manera, las filiaciones y perspectivas que visualiza Baire en este concepto.
Las referencias a Cauchy son inevitables en lo concerniente a su famoso re-
sultado, según el cual, la suma arbitraria de funciones continuas es continua.
Justamente, los contraejemplos surgidos tenían la peculiaridad de ser fun-
ciones puntualmente discontinuas; característica de la que participaban las
funciones siempre iguales a su máximo, tal como lo refiere el mismo Baire. Sin
embargo, la originalidad de Baire está en haber seguido el camino contrario,
es decir, apoyarse en la semicontinuidad para demostrar que las funciones
provenientes de sumas de funciones continuas, que no eran continuas, debían
ser puntualmente discontinuas.

De esta forma, aunque con la convergencia uniforme se asentaba la condi-
ción suficiente para que una sucesión convergente de funciones continuas tu-
viese como límite una función continua, quedaba por resolver el problema in-
verso, es decir, determinar el tipo de discontinuidades de las funciones límites
de una sucesión de funciones continuas, cuando ellas no eran continuas. En
este sentido se puede entender la perspectiva de Baire y el papel del con-
cepto de semicontinuidad, en el cual se soporta el proceso de demostración
del Teorema 1 y que constituye la respuesta a la cuestión planteada.

Sin embargo, el mismo Baire precisa en su nota Sur l’origine de la notion
de semi-continuité [13][p. 528], que fue conducido a este concepto, no a través
de la designación a priori de las dos inecuaciones inherentes a la definición de
la continuidad, sino a través del análisis de un problema concreto abordado
por él en 1896. El problema está ligado directamente con uno de los “falsos
teoremas de Cauchy” que detallamos en [45][4.1], según el cual, si una función
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de dos variables es continua respecto a cada una de ellas, entonces es continua
en general. De manera autónoma, Baire encuentra el contraejemplo con la
función:

G (x, y) =







2xy

x2 + y2
, para 0 < |x| ≤ 1, 0 < |y| ≤ 1,

0, para x = 0 ó y = 0

la cual utilizó también como contraejemplo en la construcción de las fun-
ciones semicontinuas que acababa de incorporar. Precisamente Baire, obtiene
estas funciones semicontinuas como resultado de sus investigaciones sobre
propiedades de las funciones de dos variables, continuas respecto a cada una
de ellas. Toma una función f (x, y) en un rectángulo R de lados paralelos
a los ejes, con la condición de que f sea continua con respecto a x y con
respecto a y, pero no con respecto a (x, y) .

Tomando la recta x = x0 sobre el rectángulo R, se tiene que f (x0, y) es
una función continua de la variable y; sea

M (x0) = sup
y∈[0,1]

f(x, y).

Dado que la función es continua, existe un punto (x0, y0) tal que M (x0) =
f (x0, y0). Como f (x, y0) es continua respecto a la variable x, se tiene que
∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que si |x − x0| < δ, entonces |f (x0, y0) − f(x, y0)| < ε. Si
se toma f (x0, y0) − f(x, y) < ε, se tiene que,

M (x0) = f (x0, y0) < f(x, y0) + ε ≤ M (x) + ε,

M (x0) ≤ M (x) + ε.

Inecuación que, como lo apunta Baire, constituye una de las propiedades
que definen la continuidad. Si se toma como base la función G (x, y), definida
antes en R = [0, 1] × [0, 1], se tiene que:

M(x) =

{

1 si x 6= 0,
0 si x = 0.

A esta función Baire la denominó semicontinua inferiormente, haciendo
notar que, en general, existen funciones que cumplen una sola de las condi-
ciones de la continuidad.

Como ya se aclaró, la semicontinuidad constituye la noción básica para la
demostración del Teorema 1, el cual, en palabras de Dugac, “ha sido uno de
los puntos de partida de la nueva teoría de funciones de variable real” [21][p.
120].

Tomando como referencia la función G(x, y) antes definida, Baire se pre-
gunta sobre la característica genérica de este tipo de funciones. Si bien esta
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función constituye un contraejemplo al segundo “falso teorema de Cauchy”,
el problema sólo se presenta en un punto ¿Es posible construir una función
f(x, y), continua con respecto a cada una de las variables que sea totalmente
discontinua en todo punto con respecto al conjunto (x, y)? La respuesta la
dará Baire en esta misma memoria a través del planteamiento de los siguientes
teoremas cuya demostración apenas esboza:

TEOREMA A: Si una función de dos variables, determinada
en una cierta región, es continua con respecto a cada una de ellas,
existen en toda área, puntos en cada uno de los cuales la función
es continua con respecto al conjunto de las dos variables; en otros
términos, la función es puntualmente discontinua con respecto al
conjunto (x, y).

TEOREMA B: En las mismas condiciones, la sucesión de val-
ores tomados por la función sobre x = y forma una función de
una variable que es puntualmente discontinua [4][p. 35].

Estos dos resultados se revelan importantes en la demostración de las
condiciones necesarias del Teorema 1, el cual caracteriza las funciones de
primera clase.8 Más concretamente, Baire logra caracterizar las funciones
de una variable como casos particulares de funciones de dos variables, ya
sea tomando una de ellas como constante o relacionándolas a través de una
ecuación. Así, dada una sucesión convergente de funciones continuas

{fn(x)}, tal que lim
n→∞

fn(x) = f(x),

definidas en el rectángulo R = [0, a]× [0, a], y una sucesión de ordenadas {yn}
que tiende a cero, se puede reemplazar f(x) por la sucesión {f(x, yn)}, de la
siguiente manera:

f1(x) = f(x, y1), fn(x) = f(x, y1) +
n−1
∑

i=1
(f(x, yi+1) − f(x, yi));

de lo cual lı́m
n→∞

f(x, yn) = f(x, 0), y por lo tanto:

f(x) = f(x, 0) = f(x, y1) +
∞
∑

i=1
(f(x, yn+1) − f(x, yn)).

8En la memoria de 1897, Baire también considera el caso para una función de n varia-
bles: x1, x2, . . . , xn: si f es continua independientemente para los grupos x1, x1, . . . , xp y
xp+1, xp+2, . . . , xn, entonces existen en todo dominio de n dimensiones puntos donde la
función es continua con respecto a las n variables. Finalmente, Baire plantea el caso en el
cual la función f , de n variables, fuese continua con respecto a cada una de ellas. En su
Tesis Doctoral, Dugac [21][pp. 117-120], describe la evolución de este problema a través
del intercambio que mantuvieron Baire y Volterra, y que culmina con el desplazamiento
del primero a Turín para adelantar su trabajo de doctorado.
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Entonces, las condiciones necesarias del Teorema 1 se pueden enunciar
de acuerdo al planteamiento del siguiente problema: determinar las carac-
terísticas de la función f(x, 0), donde f(x, y) es una función definida en el
rectángulo R = [0, a] × [0, a], continua en todo punto excepto sobre el eje x,
en el cual es continua sólo con respecto a y.

Observemos que la noción de semicontinuidad dirige la línea de razona-
mientos utilizados por Baire para solucionar el problema anterior. Poste-
riormente le servirá de referencia en la generalización del Teorema 10. Sin
embargo, la importancia histórica de este concepto no se limita a su papel de
auxiliar en la demostración de los resultados más importantes de Baire, sino
que ella, en sí misma, constituye una noción “soporte del análisis” superior,
como bien lo certifica Georges Bouligand en 1932 [21][p. 316]. Fréchet la
utiliza en su programa expansionista; concretamente, para la generalización
de las nociones de área y longitud, y en la extensión de funcionales.

5 Lebesgue y la semi-continuidad

En su tesis doctoral, Lebesgue hace uso de la noción de semicontinuidad
incorporada por Baire, para definir la longitud de las curvas y el área de las
superficies. En el capítulo III, aborda el problema de la longitud. Para ello,
trae a colación algunas definiciones de longitud de curva:

1. Según Arquímedes, longitud de un arco de curva plana convexa es el
valor común del límite superior de las longitudes de las líneas poligonales
inscritas y del límite inferior de las circunscritas [36][p. 283].

2. Para Jordan, la longitud de un arco de curva es el límite hacia el cual
tiende la longitud de una línea poligonal cuyo número de lados tiende a
infinito, mientras la longitud máxima de estos lados tiende a cero [36][p.
284].

3. Peano establece la longitud de una curva como el límite superior de las
líneas poligonales inscritas [36][p. 284].

El próposito de Lebesgue es lograr una noción de longitud de curva que, si
bien guarde relación con el sentido intuitivo de las definiciones anteriores, evite
las ambivalencias teóricas. El proceso seguido por Lebesgue es el siguiente:
sea una curva C en R

2 o en R
3, entonces:

1. Si existe {Pn} , una sucesión de líneas poligonales tales que lı́m
n→∞

l(Pn) =

L ∈ R, donde l(Pn) es la longitud de la línea poligonal Pn, se dice que
la curva C es rectificable.

2. Si no ocurre el caso anterior, se dice que la curva es no rectificable.
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Tomando en cuenta estas consideraciones, Lebesgue define el conjunto:
E = { lı́m

n→∞
l(Pn)/ {Pn} es una sucesión de líneas poligonales que tienden uni-

formente a C}.
Dado que sup E = ∞, el carácter de la longitud de la curva depende del

inf E :

1. Si inf E = L ∈ R, entonces la curva es rectificable y l(C) = L.

2. Si inf E = ∞, entonces la curva no es rectificable. En este caso se dice
que la curva no tiene longitud y se coloca l(C) = ∞.

De esta forma, tal como lo hace notar el mismo Lebesgue en un pie de
página, “si se considera la longitud como una función de la curva, se puede
decir que la función es para todo igual a su mínimo o también semi-continua
inferiormente” [36][p.286].

Para definir el área de una superficie, Lebesgue sigue los mismos delin-
eamientos que para el caso de la longitud. Comieza recordando que durante
mucho tiempo, se tomó como bien fundamentado el concepto arquimediano
según el cual, “el área de una superficie convexa era el valor común del límite
superior de las áreas de superficies poliedrales convexas inscritas y del límite
inferior de las circunscritas” [36][p.298]. Aunque Arquímedes mostró que para
los casos por él tratados, estos dos límites coincidían, el matemático Hermann
Schwarz había descubierto que las áreas de las superficies poliedrales inscritas
en un trozo de cilindro de revolución carecían de límite superior. Lebesgue,
entonces se ve precisado a definir el área de una superficie siguiendo el mismo
proceso que para la longitud de una curva.

Definición 21. El área de una superficie es el más pequeño de los límites
hacia los cuales tienden las áreas de las superficies poliedrales que convergen
hacia la superficie dada.

6 Fréchet y la semi-continuidad

Tal como lo señalamos en la primera parte de este artículo, la noción de semi-
continuidad instaurada por Baire es retomada por Fréchet en sus articulos: La
semi-continuité en géométrie élémentaire de 1924 [27] y Sur le prolongement
de fonctionnelles semi-continues et sur l’aire des surfaces courbes de 1925
[28].

Acorde con los planteamientos de Lebesgue, en su artículo de 1924 Fréchet
muestra que la función A(P ) que le asigna un valor determinado al área de
un poliedro P, de un número variable de lados, no es continua puesto que
para cada poliedro P0 existe una sucesión {Pn} , de poliedros, tan próximos
como se quiera a P0, pero tal que

lı́m
n→∞

A(Pn) 6= A(P0).
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Fréchet muestra que la funcional A(P ) es semi-continua inferiormente.
Este es el punto de partida de su artículo de 1925 para la generalización del
concepto a funcionales cualesquiera.

Fréchet considera, en forma general, una funcional: A : E → R, donde
E es un conjunto cuyos elementos son de naturaleza cualquiera. La idea de
Fréchet es definir, para la función A, los conceptos que ha incorporado Baire
en su tesis de doctorado y que hemos presentado en el segundo apartado de
este artículo. Ello sólo es posible a condición de que E pertenezca a una clase
(H) tal que:

1. Para todo elemento s0 ∈ E ∈ (H), tiene sentido hablar de una vecindad
Vs0

del elemento s0 (en este caso decimos que s0 es interior a Vs0
).

2. Se puede definir sobre los elementos de (H) la operación de derivación
por intermedio de la noción de convergencia de una serie infinita de
elementos, la cual cumple las siguientes propiedades:

a. La derivación es distributiva: (E + F )′ = E′ + F ′.

b. El conjunto derivado de un conjunto finito (es decir compuesto de un
número finito de elementos) es vacío.

c. Todo conjunto derivado es cerrado (es decir, contiene su propio conjunto
derivado).

Fréchet llama E′ al conjunto de puntos de acumulación de E ∈ (H) e
incorpora los siguientes conjuntos como prerequisito para definir el mínimo:
C = {V/V es una vecindad de s0}

I = {inf{A(s)/s ∈ E∩ V, s 6= s0}, V ∈ C}

Definición 22. Se define el mínimo de A en s0 sobre E, designado por
AE(s0), como AE(s0) = sup I

Siguiendo el mismo proceso, Fréchet define el máximo de A en s0 sobre
E, designado por AE(s0).

Tenemos que AE puede ser finito o infinito. En cualquiera de los dos casos
se trata de prolongar (extender) la funcional A de E a E′.

En primer lugar, tomemos el caso finito. Nuevamente se pueden presentar
dos alternativas:

1. Si E es cerrado, E′ ⊆ E, y el problema carecería de sentido.

2. Si E no es cerrado, puede ocurrir que E ∩E′ 6= ∅. En este caso se debe
cumplir que para cada s ∈ E ∩ E′,

AE(s) = A(s).
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De esta forma se define la función extensión B de la funcional A de la
siguiente forma:

B : F = E ∪ E′ → R

B(s) =

{

A(s) si s ∈ E
AE(s) si s ∈ E′

Se debe demostrar que B es semi-continua inferiormente. Veamos que
esto ocurre: si s0 ∈ F ′ entonces AE(s0) ≥ BF (s0) y en consecuencia B(s0) ≥
BF (s0). Basta demostrar que la desigualdad no es posible.

Sea Vs0
una vecindad abierta de s0, entonces BF (s0) es uno de los límites

de valores de B sobre F ∩ Vs0
, esto es, BF (s0) = lim B(sn), donde si ∈ Vs0

,
i = 1, 2, . . . , si 6= sj cuando i 6= j.

Se pueden presentar dos casos:

1. El conjunto {sn /sn ∈ E} es infinito. Entonces se tendría que

lim B(sn) = lim A(sn),

lo cual significa que BF (s0) corresponde a uno de los límites de A sobre
E ∩ Vs0

.

2. Para algún n, el conjunto {sn, sn+1, sn+2, . . .} ⊂ E′. Esto significa que
si ∈ Vs0

, ∀i ≥ n y para cada uno de ellos habría una vecindad Vsn de
sn que pertenece a Vs0

.

Como B(sn) = AE(sn), existe s′n ∈ E, s′n ∈ Vsn tal que,

∣

∣B(sn) − A(s′n)
∣

∣ <
1

n

.
Los elementos s′1, s′2, . . . pertenecen a Vs0

y se los puede suponer diferentes,
escogiendo convenientemente Vsn , de tal forma que BF (s0) sea aún uno de los
límites de A sobre Vs0

. De esta forma, para toda vecindad Vs0
de s0, BF (s0)

es uno de los límites de A en s0 sobre E, de donde

BF (s0) ≥ AE(s0) = B(s0).

Combinando las dos relaciones obtenemos,

BF (s0) = B(s0).
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Ello significa que B es semicontinua inferiormente sobre F. A continuación
Fréchet demuestra la unicidad de B.

Al final del artículo, Fréchet aborda el caso de la extensión infinita, que
precisamente es el caso del área. Se trata de analizar lo que ocurre cuando
la funcional A(s), semicontinua inferiormente sobre E, no tiene un máximo y
un mínimo finito en todo elemento de E ∩ E′.

En primer lugar, es necesario suponer que una funcional se considera como
bien definida si en ciertos elementos de su campo de existencia se le atribuye
un valor infinito de un signo determinado. Estaríamos frente al caso anterior.

El problema es cuando se desea analizar las funcionales de valor finito.
Entonces la extensión de A(s) no será posible más que de E hacia la parte
de E′ donde AE(s) es finito.

Sea f ⊆ E ∩ E′, el conjunto de los elementos en los cuales el mínimo de
A sobre E es finito. Se define la funcional b de la siguiente forma:

b(s) =

{

A(s), si s ∈ E
AE(s), si s ∈ f ∩ E′

El caso anterior se aplica tanto a b(s) y f , como a B(s) y F . El único
obstáculo es que el conjunto f puede no ser cerrado, y el máximo bF (s) de
b en s sobre f puede ser infinito. En este caso, se dice que b(s) es la menos
discontinua de todas las funcionales c(s) semicontinuas inferiormente sobre F
que extienden A(s).

7 Conclusiones

A partir de algunos de los resultados de Baire, Lebesgue y Fréchet se ha es-
tablecido un circuito epistemológico, mediante el cual hemos descrito la ma-
nera como se van estableciendo y desarrollando algunos conceptos novedosos
en las matemáticas.

La instauración de la teoría de funciones de variable real por parte de
Baire, Borel y Lebesgue, a comienzos del siglo veinte, dio lugar simultánea-
mente a la introducción de nociones matemáticas designadas por propiedades
topológicas radicalmente nuevas. Estas nociones se convertirían en objetos
naturales del “nuevo análisis” en la medida que los matemáticos fueron des-
cubriendo que sus propiedades tenían aplicaciones fecundas en varios campos
matemáticos.

Una de estas nuevas nociones fue la “semicontinuidad”, la cual, en un prin-
cipio, aparecía como una simple noción auxiliar utilizada en la demostración
de los teoremas que caracterizaban las funciones de las “clases de Baire".

Hoy sabemos que la noción de semicontinuidad ha sido considerada en
diversas conceptualizaciones del análisis clásico y del análisis funcional. Por
ejemplo, en la presentación de la obra matemática de Baire, Pierre Lelong
llama la atención sobre el hecho de que la noción de semicontinuidad se aplica
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naturalmente a ciertas clases de funcionales en teoría de potenciales, en el
estudio de funciones del análisis complejo [14][p.27].

Aquí hemos descrito la manera como el concepto de semicontinuidad con-
stituye el soporte teórico usado por Lebesgue y Fréchet en el caso de extensión
correspondiente al problema histórico de caracterizar las nociones de longitud
y área.
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