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Resumen
En este trabajo se presentan algunos resultados basicos sobre la teoria de las clases de
grupos finitos solubles. Esta parte del algebra dio origen y fundament6é una completa
generalizacion de los teoremas de Sylow en el universo de los grupos finitos solubles.

Palabras y frases claves: Grupos finitos solubles, clases de Schunck, formaciones local-
mente definidas, §-proyectores.

Abstract
This paper presents some basic results of the theory of finite soluble groups classes. This
part of algebra laid the foundation to a full generalization of Sylow’s theorems in the
universe of finite soluble groups.
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1 Introduccién

Supondremos que todos los grupos que se consideran pertenecen a la clase
de todos los grupos finitos solubles. Esta clase serd denotada con &. Con
la letra P denotaremos el conjunto de todos los niimeros primos, con 7 un
subconjunto de Py ' := P\ 7. Si G es un grupo finito, escribiremos o(G)
para denotar el conjunto de todos los divisores primos del orden |G| de G.

Kl resultado basico més importante en la teoria de grupos finitos es el
teorema de Sylow (1872). En este se destacan tres aspectos fundamentales: La
existencia (cada grupo finito G posee p-subgrupos de Sylow), la conjugacion
(los p-subgrupos de Sylow de G forman una clase de conjugacion de G), la
dominacion (cada p-subgrupos de G esta contenido en un p-subgrupo de Sylow
de G).

En el contexto soluble Phillip Hall logré extender los resultados de Sylow
y aparece la nocion de w-subgrupos en lugar de p-subgrupos. Otra extensiéon
a los resultados de Sylow fué presentada en 1961 por Roger Carter en su
tesis doctoral, donde demostré que cada grupo finito soluble tiene subgrupos
nilpotentes auto-normalizados y estos conforman una clase de conjugacion del
grupo.

El descubrimiento de Carter despert6 un considerable interés por el estu-
dio de los grupos solubles finitos. La sefial mas importante en la bisqueda
de una generalizaciéon mas amplia y la fuente de inspiraciéon para multiples
trabajos posteriores fue el seminal articulo de W. Gaschiitz “Zur Theorie der
endlichen auflésbaren Gruppen" (1963). Gaschiitz introdujo por primera vez
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los conceptos de formaciones saturadas y §-proyectores y demostré que estos
existen y forman una clase de conjugaciéon en cada grupo finito soluble G, si
y s6lo si § es una clase de Schunk o una formacién saturada de grupos finitos
solubles.

En este articulo nos ocupamos de presentar una demostracion de este
resultado. Para ello introducimos inicialmente las clases de Schunck y las
las formaciones saturadas. En primer lugar presentamos definiciones basicas
como subgrupo conmutador, el subgrupo de Frattini de un grupo G y algunas
de sus propiedades. Posteriormente introducimos las clases c-cerradas donde
c es una funcion entre clases o mas especifico un operador clausura.

2 Preliminares

Supondremos que el lector esta familiarizado con los conceptos de grupo co-
ciente, isomorfismos de grupos, grupos simples, producto directo de grupos y
los teoremas de Sylow.

Definicion 1. Sea G un grupo, A y B subgrupos de G.

1. Para g, h € G definimos [g,h] :== g~'h~'gh y se llama a [g,h] el con-
mutador de g con h.

2. El subgrupo conmutador de A y B notado con [A, B] se define de la
stguiente manera

[A, B] = {[a,b] | a € A,b € B)

3. Sea K1(G) := G y para i > 1 se define los subgrupos K;11(G) recursi-
vamente asi K;11(G) = [K;(G), G].

La cadena G = K1(G) > Ko(G) > -+ de subgrupos de G es llamada

la serie central descendente de G.

4. Un grupo G se dice es nilpotente de clase ¢ > 0 si la serie central
descendente de G satisface la condicion

KC(G) 7é <1> - Kc+1(G)
Si G = (1), entonces se dice que G es nilpotente de clase cero.

Teorema 2. Sean G y H grupos finitos.

1. Sean U < G y N 9 G. Si G es nilpotente, entonces U y G/N son
nilpotentes; ademds c(U) < ¢(G) y ¢(G/N) < ¢(Q).

2. §i G y H son nilpotentes, entonces su producto directo G x H es nilpo-
tente y (G x H) = max{c(G),c(H)}.
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3. Sea M, N <G y supdngase que G/M y G/N son nilpotentes. Entonces
G/(M N N) es nilpotente, y ¢(G/(M N N)) = max{c(G/M),c(G/N)}.

Demostracion. Ver [1], A (8.2) O

Teorema 3. Sea G un grupo finito. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

~

. G es nilpotente.

2. SiU < @G, entonces U < Ng(U).

3. Todo subgrupo maximal de G es normal.

4. G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.
5

. Todo factor principal H/K de G es central. Es decir, si H/K es un
factor principal de G, entonces H/K < Z(G/K).

Demostracion. Ver [1], A (8.3) O

De la parte 4 del teorema anterior se deduce que todo p-grupo es nilpo-
tente, y por 5 el grupo simétrico Sym(3) no es nilpotente, puesto que M =
{(1),(1,2)} es maximal pero no es normal en Sym(3).

Definicion 4. Sea G un grupo finito no trivial. El subgrupo de Frattini de
G, notado por ®(Q) se define de la siguiente manera:

O(G) = [{M| M <G}.

(Utilizamos la notacion M < G para indicar que M es un subgrupo maximal

de G.) Si G = (1), entonces (G) : (1).

Si G es un grupo ciclico de orden n, digamos G = (x), entonces ®(G) =
(x™), donde m es el producto de los diferentes primos que dividen a n.

Si G es un grupo no trivial, N 4G y N < ®(G), entonces N < M para
todo subgrupo maximal M, luego

®(G/N) = () (M/N)< N M) /N = &(G)/N.
M<G M<G

Un elemento a € G se llama un no-generador de G si para todo subcon-
junto C de G, (a,C) = G implica que (C) = G. El subgrupo ®(G) puede
ser caracterizado también en términos de los no-generadores de G, como se
demuestra en el siguiente lema.

Lema 5. Sea G un grupo finito. Entonces

O(G) ={z € G | © es no generador de G}.
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Demostracion. Sean N = {x € G| x es no generador de G}, a € ®(G) y
G = (a,C). Supoéngase que (C) < G, luego existe un subgrupo maximal
M de G con (C) < M. Dado que a € ®(G) < M se tiene a € M, luego
G = (a,C) < M, una contradiccion, por lo tanto G = (C). Asi ®(G) C N.

Por otra parte, sea a € N y M cualquier subgrupo maximal de G, dado
que M = (M) < G, entonces M < (M,a) < G como M es maximal M =
(M, a) por lo tanto a € M y asi a € (G). O

Lema 6. Sea G un grupo finito. Entonces ®(G) es nilpotente.

Demostracion. Sea P un p-subgrupo de Sylow de ®(G) para algin primo
p. Dado que ®(G) < G. El argumento de Frattini nos asegura que G =
®(G)Ng(P). Utilizando el lema anterior se tiene que G = Ng(P), esto es,
P < G y en particular P <4 ®(G). Asi todo subgrupo maximal de ®(G) es
normal, por lo tanto ®(G) es nilpotente. O

Lema 7. Si un numero primo p | |®(G)|, entonces p | |G/P(G)|.

Demostracion. Supongase que pt |G/®(G)| y sea P un p-subgrupo de Sylow
de ®(G), luego P <G y (|G/P|,p) = 1, se sigue del teorema de Zassenhaus
que P tiene un complemento M en G (Ver [4], I (18.1)). Asi G = PM <
®(G)M = M < G, una contradiccion. En consecuencia p | |G/P(G)].

a

A continuacidn se define la clase de grupos finitos de mayor interés en este
trabajo, la clase de los grupos finitos solubles

Definicion 8. Se dice que un grupo finito G es soluble si sus factores prin-
ctpales son todos abelianos.

Del Teorema (3) se tiene que los grupos finitos nilpotentes son solubles.
La clase de los grupos solubles toma varias propiedades de clausura como las
probadas para grupos nilpotentes como puede verse en el siguiente teorema:

Teorema 9. Sea G un grupo finito

1. Sea U <G y N<4G. Si G es soluble, entonces U y G/N son también
solubles.

2. Sea N 4G, si N y G/N son solubles, entonces G es soluble.

3. St N1, Ny <G y G/N; es soluble para i = 1,2. Entonces G/(N1 N Na)
es también soluble.

4. Si N1 y No son subgrupos normales solubles de G, entonces N1No es
soluble.

5. G es soluble si y solo si G/P(G) es soluble.
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Demostracion. Ver [1], A (10.2) O

Definicion 10. Sea U un subgrupo de un grupo G. Se define el Core de U
en G ast:
Coreg(U) = ﬂ us
geG

Un grupo finito G es llamado primitivo si tiene un subgrupo mazximal M tal
que Coreq(M) = (1). En esta situacion M se llama un estabilizador de G.

Proposicion 11. Sea G un grupo, U < G. Entonces Coreg(U) es el mayor
subgrupo normal de G contenido en U.

Demostracion. Ver [5], (1.7.18). O

El grupo simétrico de grado 3 (notado con Sym(3)) es primitivo. Sus es-
tabilizadores son sus 2-subgrupos de Sylow. Dado que en un grupo nilpotente
todo subgrupo maximal es normal, un grupo nilpotente es primitivo si y s6lo
si tiene orden primo, en este caso (1) es un estabilizador.

Observaciones 12. (a) Sea G un grupo finito no trivial. Si M es un sub-
grupo mazximal de G, entonces G/Coreg(M) es primitivo con estabilizador
M /Coreg(M).

(b) St K <G y G/K es primitivo, con estabilizador M /K, entonces M < G
y Coreg(M) = K.

Los grupos primitivos juegan un papel importante en el estudio de los
grupos solubles, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 13. Sea G un grupo finito soluble. Si G es primitivo con esta-
bilizador M, entonces G tiene un unico subgrupo N mormal minimal auto-
centralizado, esto es, N = Cq(N) y N es complementado por M en G.

Demostracion. Sea G un grupo soluble primitivo con estabilizador M, sea
(1) #K <Gy C=Cg(K)<G. Dado que K # M, se tiene

KM =G (1)

Ademaés, como C N M < M, entonces M C Ng(C N M) y por otro lado
K C Cq(Cq(K)NM), es decir, CNM esta normalizado por M y centralizado
por K, entonces para km € KM se tiene:

(M =m Ik (CnMEm=m  (CNM)m=CnM
Luego CNM QKM = G y por lo tanto

CNAM=(1) 2)
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Si D<G con (1) # D < C, entonces C =CNGCNDM =D(CNM)=D.
Entonces

c=1) 6 C 4G (3)

Dado que G es soluble G tiene un subgrupo normal abeliano N. Toémese
K = N, como N < C = Cg(N), se sigue de (3) que N = C' y luego N es un
subgrupo normal minimal de G.

Si existiera un segundo subgrupo normal minimal L de G, entonces N N
L= (1), NL=LN<Gyparatodon € N ytodol € L se tendria ln = nl, asi
L < Cg(N) contrario a (3). Luego N es el unico subgrupo normal minimal
de G. De (3) y (2) se tiene que M complementa a N en G. O

El grupo Sym(3) es soluble y es primitivo con tnico subgrupo normal
minimal autocentralizado Alt(3).

Teorema 14. Sea G un grupo. St G es primitivo con estabilizadores My y
Ms, entonces My y Mo son conjugados en G.

Demostracion. Si G es un grupo finito soluble primitivo, entonces G tiene un
tnico subgrupo normal minimal N. Si G = N, entonces M; = Ma = (1).

En otro caso sea L/N un factor principal de G, entonces o(N) = p y
o(L/N) =¢q, py q primos. Dado que L no es normal minimal ¢ # p. Como
M y My son complementos de N en G se sigue que (M; N L)N = L, para
i =1,2. Entonces My N L € Syl (L) y MaN L € Syl (L). Por los teoremas
de Sylow sea M1 N L = (MaN L) conl € L.

Luego Mi NL<IM; y MiNL = (MynL)' < Mé Si My # Mé, entonces
(M7, M})G y My N L seria un subgrupo normal no trivial de G contenido en
M, en contradiccion a que Coreg (M) = (1). Por lo tanto My = M2, es decir
My y M3 son conjugados en G. O

3 Clases de grupos y funciones entre clases

Dentro de la teoria de los grupos finitos solubles se han desarrollado en los
altimos cuarenta anos las clases de grupos y las funciones de clases. En
especial se estudia las clases que son cerradas bajo ciertas funciones de clases.
Ejemplos de estas clases son las formaciones, las clases saturadas y las clases
de Schunck.

Asumiremos que las clases de grupos tiene la propiedad siguiente: si G € X
y H = G, entonces H € X. La clase isomorfa de un grupo G (notada (G))
consiste de todos los grupos isomorfos a G. Usaremos el término X-grupo
para describir a un grupo perteneciente a la clase X. Las clases de grupos
més usadas en este trabajo son las siguientes:



Sobre clases de grupos finitos solubles 59

Denota la clase vacia

Denota la clase de los grupos finitos abelianos
Denota la clase de los grupos finitos nilpotentes
Denota la clase de los grupos finitos solubles
Denota la clase de los grupos finitos primitivos en &
S, Denota la clase de los p-grupos

S, Denota la clase de los m-grupos

B3RS

Definicion 15. Una funcion que envia clases de grupos en clases de grupos se
denomina funcion de clases. Una funcidn entre clases C es llamada expansiva
si para toda clase X se cumple que X C ¢(X).

Para una clase de grupos X definimos:

1.

2.

D.

6.

s(X) = (G| G < H para algin H en X)

QX)=(G|3H e Xy 3 p: H— G, ¢ un epimorfismo)

 Ro(X) = (G| 3NL,...,N; DG con G/N;ieXy N N;= (1))

Do(X) = (G| G=H; x --- x H, con cada H; € X)
Es(X) = (G|3IN <G con N < ®(GQ)y G/N € X)

P(X) = (G [a((G) NP C X)

Asi, P(X) consiste de todos los grupos G € &, cuyos grupos factores
primitivos pertenecen todos a X. Por el Teorema (2) se tiene que s(M) = (G |
G < H para algin H en M) = N.

Lema 16. Fxcepto P todas las funciones de clases definidas anteriormente
son funciones erpansivas.

Demostracion. 1. Sea G € X . Dado que G < G € X, se tiene que

G e s(X).

. Por definicion Q(X)(G | 3H € Xy G = ¢(H) = H/N(y)), donde ¢ es

un homomorfismo sobre H. Es decir,

QX)=(G|3IH eX, N<HyG=H/N)

Sea G € X. Dado que G = G/(1), se tiene que G € Q(X).

. Sea G € X. Entonces G/(1) = G € X. Por lo tanto G € Ry(X).

Sea G € X. Evidentemente G = G x (1). Entonces G € Dg(X).
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5. Sea G € X. Dado que (1) < ®(G) y G/(1) = G € X, se verifica que
G e E@(f{)
(]

Examinemos que en general no se cumple X C P(X). Sea G un grupo
no primitivo, por ejemplo sea G el grupo ciclico de orden cuatro. Entonces

P((G)) = (H | ((H)) NP S (@)D 2 (G).

Definiciéon 17. Sea G un grupo. Se dice que G es un producto subdirecto de
los grupos Hi,--- , Hy si se verifican:

1. G H{ x Hyx---x Hp,
2. Sim; es la proyeccion de Hy X - -+ x Hy, sobre H;; entonces m;(G) = H;.
Lema 18. Si X es una clase de grupos, entonces

Ro(X) = (G | G es producto subdirecto de X-grupos)

Demostracion. Sea G € Ro(X). Entonces existen Ny, -, Ny <G tales que
k
G/N;eXx y [Ni=(1)
i=1
Definamos

G = {(gN1s--..gNi) | g € G} < (G/N1) x - x (G/Ny)

G es subdirecto en (G/Np) x --- x (G/Ny) (ver |1], A(4.17)). En particular
la funcion 7 : G — G definida por 7(g) = (g1, ..., gNg) es un isomorfismo.
Entonces G es un producto subdirecto de X-grupos.

Reciprocamente, sea G un producto subdirecto de los X-grupos Hi, ...,
Hy. Entonces, para i = 1,...,k se tiene que m;(G) = H;. Denotemos la
restriccion de m; a G por ;. Entonces

Hy = Tm(m) = G/N (7)) = G/(N(m) N G)

Sea N; = N(m;) N G. Entonces G/N; = H; € X. Por otro lado se tiene
que N(ﬂ'i)Hl X e X Hi—l X <1> X Hi+1 X e X Hk. Esto es, ﬂ;c:lNi = <1>
Por lo tanto G € Ro(X). O

Definicion 19. Sea C una funcion de clases. La clase de grupos X se deno-
mina C-cerrada sty solo si X = c(X).

Ejemplo 1. La clase de los grupos nilpotentes es Q-cerrada. En efecto, si
G € Q(M), entonces existe L € Ny N AL tal que G = L/N y por el Teorema
(2) se tiene que G = L/N € N. Luego Q(M) C N. Como Q es expansiva se
tiene trivialmente la otra inclusion.
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Teorema 20. Sea X una clase de grupos Dg-cerrada y S-cerrada. FEntonces
X es Rg-cerrada.

Demostracion. Sea G € Ro(X) del lema anterior se tiene que G < Hy X -+ X
Hy, € Dp(X), pero Dp(X) = Xs(X), luego G € X, es decir Ry(X) C X. La otra
inclusién se tiene, puesto que, Ry es expansiva. O

Las clases de grupos que satisfacen ciertas propiedades de cerradura son
tema central de este trabajo. A continuacion se definen dos de estos tipos
especiales de clases.

Definicion 21. Una clase de grupos § se llama una formacion si es Q-cerrada
Y Ro-cerrada. Si ademds § es Eg-cerrada, se denominard una formacion sat-
urada.

Ejemplo 2. (a) Por el teorema anterior las clases de grupos que son cerradas
bajo S, Q y Dy son formaciones. Ast, A, N y & son ejemplos de formaciones,
mientras que la clase de grupos finitos ciclicos no lo es puesto que no es Dg-
cerrada.

(b) Para p € P, denotemos con &, la clase de los p-grupos ciclicos. Entonces
¢, es una clase saturada: Sea G/®(G) € €,. Entonces G/®(G) = (z®(G) |
r € G) y|G: ®G)| = p* para algiin k € N. Dado que ®(G/®(G)) =
(zP®(Q)) = ®(G), entonces ®(G) = (2P) y |®(G)|pF~L, por lo tanto G = (x)
y |G|p?* L. Es decir, G € €.

(¢) La formacion de los grupos abelianos no es saturada: Sea Qg, el grupo de
los cuaterniones. Entonces Qg/®(Qg) = Vy € A, donde Vy el grupo cuatro de
Klein. Sin embargo Qg ¢ 2.

Proposicion 22. Sea X una clase de grupos. Son equivalentes:
1. Ro(%) =X

2. St N1,Ny <G con G/N; € X parai =1,2 y Ny N Ny = (1), entonces
GeX.

Demostracion. (1) = (2). Es una consecuencia de la definicion de R y de 1.
(2) = (1). Supongase que 2. es valido y que X # Ro(X), entonces la clase
Ro(X)\ X no es vacia. Sea A € Ry(X)\ X con orden minimal. Entonces existen
K, -+, K, 4G tal que

A/K; € X para i=1,....,1 y flei:(l} (4)

Suponga que para todo subconjunto £ de {K7y, ..., K, } se verifica (o, K #
(1). Sir =1, se tendria K; = (1) y por lo tanto A € X, lo cual es una con-
tradicciéon. Luego r > 1 y los subgrupos Ny := ﬂ;fllKi y N :=N;_,K; son

subgrupos normales no triviales de A tal que (N1NN2) < N;_; K; = (1). Dado
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que (A/N1)/(K;/N1) = A/K; € Xparai=1,--- ,r—1yN_(K;/Ni) = Ny,
se sigue que A/N; € Ro(X) y que A/N; € X por la eleccion de A. Similar-
mente se demuestra que A/Ny € X. Entonces por 2. se tiene A € X, lo cual
es una contraccion. Esto demuestra que Ro(X) =X. O

Observaciones 23. (a) Usando la proposicion anterior, también es frecuente
definir una formacion como una clase de grupos § que satisface las siquientes
propiedades:

(F1) SiGe§ y NG, entonces G/N € §.

(F2) Si N1, Ny <G con NN Ny = (1) y G/N; € F, para i = 1,2, entonces
G eg.

(b) Sea H/K wun factor principal de un grupo finito G si el primo p divide
el orden de H/K, entonces el factor principal H/K es llamado un p-factor
principal de G.

4 Clases de Schunck

Las formaciones proveen métodos, particularmente en el universo de los gru-
pos finitos solubles, para obtener nuevas clases de grupos de los cuales desta-
camos las llamadas clases de Schunck.

Como se mostro en la seccion 3, la funciéon entre clases P, no es en general
expansiva. Sin embargo se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 24. Si el dominio de la funcion clase P son clases Q-cerradas,
entonces P €s expansiva.

Demostracion. Sea G € Q(X). Entonces Q((G)) C Q(X) y en particular se
tiene que Q((G)) NP C Q(X), asi G € P(Q(X)) y luego Q(X) C P(Q(X)) como
por hipotesis Q(X)X se tiene que X C p(X). O

Definicion 25. Una clase no vacia X, la cual es Q-cerrada y P-cerrada se
denomina una clase de Schunck.

Ejemplo 3. (a) La clase N de los grupos finitos nilpotentes es una clase de
Schunck. En efecto, del ejemplo (1) se sigue que, M es Q-cerrada. Puesto que
N es Q-cerrada por la proposicion anterior se verifica que T C P(M).

Por otro lado, sean G un grupo finito, M < G y NCoreg(M). Entonces

G/N es primitivo con estabilizador M/N. Si ademds G/N es nilpotente,
entonces M/N = (1) y M = N. FEs decir, todo subgrupo mazimal de G es
normal en G, por lo tanto G es nilpotente. Esto implica que P(9T) C MN.
(b) La clase A de los grupos finitos abelianos no es una clase de Schunck:
Sea G un grupo finito, M < G, G ¢ N. Si G/N € 2 para todo grupo factor
primitivo G/N de G, entonces en particular G/N es nilpotente y primitivo
luego N =M y G € N lo cual es una contradiccion.
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Teorema 26. Sea X una clase no vacia. Son equivalentes:

1. X es una clase de Schunck.
2. X =pP(X).

Demostracion. 1. = 2. Es evidente.

2. = 1. Si XP(X) es suficiente demostrar que P(X) es Q-cerrada. Dado que Q
es expansiva se tiene P(X) C Q(P(X)). Si G € Q(P(X)), entonces G = L/N
para algin L € P(X), entonces Q((G)) NP C ((L)) NP C X luego G € P(X)
y se ha demostrado que Q(P(X)) C P(X). Se sigue que P(X)Q(P(X)). Dado
que por hipotesis P(X)X, se tiene que X = Q(X) luego X es Q-cerrada y por lo
tanto es una clase de Schunck. O

El siguiente teorema establece las conexiones entre las formaciones satu-
radas y las clases de Schunck. Como siempre en el contexto soluble.

Teorema 27. Sea X una formacion. Entonces son equivalentes:
1. X es una clase de Schunck.
2. X es saturada.

Demostracion. 1. = 2. Supoéngase que XP(X) y sea G € Eg(X). Entonces
existe K 4G tal que K < ®(G) y G/K € X. Sea G/N € Q((G)) N*P. De
(12) 2. se tiene que este subgrupo N es el Core de algin subgrupo maximal
de G y por la Proposicion (11) se tiene que ®(G) < N. En consecuencia
G/N = (G/K)/(N/K) € Q((G/K)) C Q(X) = X, de esto se sigue que
G eP(X)=X. Asi Eg(X) C X y por lo tanto X es saturada.

2. = 1. Dado que X es una formacién, se tiene en particular que es Q-cerrada.
Entonces X C P(X). Demostramos ahora que P(X) C X. Sea G € P(X). Si
S < G, entonces el grupo G/Coreg(S) es primitivo y por tanto pertenece a
X. Dado que ®(G) < G, se tiene

o(G) = ﬂ( N M)g = () Corea(M) < Coreq(5).
geG M<G M<G

Entonces (G/®(G))/(Coreg(S)/P(G)) = G/Coreq(S) € X y como

() (Corea(5)/2(G)) = ¢(G)/8(G) = (1)

S<G

se tiene que G/®(G) € Ro(X) = X y por lo tanto G € Eg(X) = X. Esto
demuestra que P(X) C X. O
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5 X-proyectores y clases de Schunck

En la presente seccion se define el concepto de F-proyector de un grupo G,
donde § es una clase de Schunck. Son de especial interés las clases proyectivas
y las propiedades de existencia y conjugancion de los §-proyectores. Veremos
que los p-subgrupos de Sylow, los m-subgrupos de Hall y los subgrupos de
Carter son casos particulares de estos.

Definicion 28. Sea G un grupo y m C P.
1. Diremos que G es un w-grupo si y sélo si o(G) C .

2. Un subgrupo H de G es llamado un w-subgrupo de Hall si los divi-
sores primos de |H| pertenecen a w y los divisores primos de |G : H|
pertenecen a .

3. Un subgrupo H de G es llamado un subgrupo de Hall si es un 7-subgrupo
de Hall para algun T C P. Naturalmente H es un subgrupo de Hall de
G siy solo si (|G : H|,|H|) = 1.

Ejemplo 4. Sea G = Alt(4), el grupo alternante de grado 4 y sean

H{(1),(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}, m=1{2,5}.

Dado que G/H = Cs, se tiene (|G : H|,|H|) = 1, asi se tiene que H es un
w-subgrupo de Hall de G.

Observaciones 29. (a) Un m-subgrupo de Hall de un grupo G es un -
subgrupo maximal.

(b) El conjunto de los w-subgrupos de Hall de G se denotard con Hall,(G).
Note que si p € P, entonces Hallg,) (G) = Syl,(G).

(¢) Si H € Hall(G) y N <G, entonces HN/N € Hall(G/N).

El teorema de Sylow garantiza la existencia de los p-subgrupos de Sylow de
G, para cada primo p. La existencia de m-subgrupos de Hall para G en general
no esta garantizada; por ejemplo el grupo Alt(5) no tiene {3,5}-subgrupos
de Hall. Sin embargo, en el universo solubles, se tiene el siguiente teorema
debido a Phillip Hall.

Teorema 30. Sea G un grupo y m C P. Entonces
1. Existen w-subgrupos de Hall de G.
2. Estos forman una clase de conjugacion en G.

3. Cada m-subgrupo de G estd contenido en algin mw-subgrupo de Hall de

G.

Demostracion. Ver [1]1(3,3). O
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Este teorema fue la primera generalizacion de los teoremas de Sylow en el
sentido de asegurar la existencia de los subgrupos distinguidos, su conjugacién
y la dominacién. Por otro lado fué la fuente de inspiracion para la busqueda de
generalizacion posteriores como las de Carter y Gaschiitz. En esta direccion
presentamos la siguiente definicion.

Definicion 31. Sea X una clase de grupos. Un subgrupo U de un grupo G
es llamado X-maximal en G si se verifican:

1. UeX
2. 59U <V <SGyVeX, entoncesU =V.

Ejemplo 5. Si X = &, entonces los subgrupos &,-mazximales de un grupo
soluble G son precisamente sus w-subgrupos de Hall. Mds ain si H es un
m-subgrupo de Hall de G y K G, entonces HK/K es un m-subgrupo de Hall
de G/K. Asi, H € Hall(G) es caracterizado por la siguiente propiedad:

HK/K es Gr-mazimal en G/K para todo K 1G (5)

Esto sugiere la siguiente pregunta: udles clases X pueden sustituir a
S, en la afirmacion (5) sin restar los resultados esenciales de existencia,
conjugaciéon y dominaciéon de la teorfa de los w-grupos de Hall? Buscaremos
ahora los elementos que nos permitan dar respuesta a la pregunta anterior.

Definicion 32. Sea X una clase de grupos. Un subgrupo U de un grupo G
es llamado un X-proyector de G st.

UK/K es X-mazimal en G/K para todo K <G

Usaremos el simbolo Proj(G) para denotar el conjunto (probablemente vacio)
de los X-proyectores de G. Si Projx(G) # 0 para todo grupo finito soluble G,
entonces X es llamada proyectiva.

Ejemplo 6. (a) Sea G un grupo finito soluble. Es inmediato que
Projg_(G) = Hall(G) # 0

En particular Projg, (G) = Syl,(G).
(b) Sean G un p-grupo no abeliano y A la clase de los grupos finitos abelianos.
Entonces Projy(G) = 0.

Demostracion. Si U fuese un A-proyector de G. Entonces U seria abeliano.
Sea G' = [G,G] 4 G. Dado que G/G’ es abeliano, UG'/G' = G /G'esto es
UG’ = G. Por otro lado si M < G, entonces M <G y G/M es abeliano, luego
para cada z,y € G, z 'y lzy € M, por lo tanto G’ < ®(G). Supodngase
U < G, luego existe S < G tal que U < S, dado que G' < ®(G) < S se tiene
G = G'U < S, esto es absurdo. Ahora si U = G se contradice la suposicion
que G es no abeliano. En conclusién Projy(G) =0. O
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Observaciones 33. (a) Si U es un X-proyector de un grupo G y N <G,
entonces de la definicion de X-proyector y los teoremas de isomorfia se tiene
que UN/N es un X-proyector de G/N.

(b) De la nota anterior se sigue entonces que: U € Projx(G) si y sdlo si U
es X-mazximal en G y UN/N es un X-proyector de G/N para todo N - <G.
Esta observacion es usada en las pruebas por induccion.

Teorema 34. Sea X una clase de grupos. Si X es proyectiva, entonces X es
una clase de Schunck.

Demostracion. Sea U un X-proyector de G y G/N € X para todo grupo
factor primitivo G/N de G. Entonces UN/NG/N esto es UN = G. Si
U < G, existe M < G tal que U < M < G. Sea K = Coreg(M), G/K es un
grupo factor primitivo de G, luego

G=UK<UM=M<G

Esta contradicciéon muestra que U = G € X. Luego X es p-cerrada y por lo
tanto una clase de Schunck. O

El reciproco del teorema anterior también se cumple, pero antes se prueba
el siguiente lema.

Lema 35. Sea X una clase de Schunck, H un subgrupo normal nilpotente de
un grupo G y G/H € X. Entonces

1. Euxiste un subgrupo S de G, el cual es X-maximal en G y ademds SH =
G.

2. Todos los subgrupos S de 1. son conjugados en H.

Demostracion. 1. Sea T minimal con T < Gy TH = G. Si T ¢ X, entonces
existe un grupo factor primitivo T/N tal que T/N ¢ X. Entonces T N H %
N de lo contrario G/H = TH/H = T/(T' N H), tendria un grupo factor
(T/(TNH))/(N/(TNH))=T/N ¢ X. Contradiciendo la hipdtesis que X es
una clase de Schunck.

Entonces N(T'NH)/N seria no trivial, nilpotente y normal en T/N. Dado
que T/N es primitivo, se tiene que N(T'N H)/N es normal minimal. Sea
To/N un estabilizador de T//N. Entonces por el teorema (13) se verifica
que (Ty/N)(N(T' " H)/N) = T/N. Estoes, IzpN(TNH) =T y G =
THTyN(T N H)H = ToH. Dado que Ty < T, se tiene una contradiccion
con la minimalidad de 7. Entonces T' € X.

2. Sean S7 y Sy X-maximales en Gy S1HS2H = G. Si G € X , entonces
S1 = So2 = G que prueba la afirmaciéon. Supdngase que G ¢ X, entonces
existe un grupo factor primitivo G/N de G tal que G/N ¢ X. S;N # G para
1= 1,2, puesto que si S;N = (G, entonces

G/N:SiN/N:Si/(SiﬁN) € X.
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Ademas G/H € X, H £ N y NH/N es un subgrupo normal nilpotente no
trivial de G/N, entonces NH/N - < G/N. Dado que

(S;N/N)(NH/N) = S;H/N = G/N (6)

se tiene por el teorema (13) que S;N/N para i = 1,2 son estabilizadores
de G/N y conjugados en NH/N. Por lo tanto SN = (SyN)" = SIN
para algin h € H. Si definimos G* = S1N y H* = S1N N H, entonces
G*/H* = S1N/(SINNH) = S;NH/H = G/H € Xy S1 y S son X-maximal
en G* con S1H* = SEH* = G* de (6) y por induccion se sigue ahora que S
y SB son conjugados bajo H* y por lo tanto S7 y So son conjugadas bajo H.
O

A continuacion se presenta el reciproco del tltimo teorema, lo cual nos
permite obtener una equivalencia entre el concepto de clases de Schunck y el
de clases proyectivas.

Teorema 36. Sea X una clase de Schunck y G € &. Entonces
1. Existe un X-proyector de G.
2. Todos X-proyectores de G son conjugados en G.

Demostracion. 1. Demostramos la afirmacion por induccion sobre |G|. SiG =
(1), entonces el teorema se cumple trivialmente. Sean G # (1), (1) # L 4G,
L nilpotente y por hipétesis de inducciéon sea S/L un X-proyector de G /L.
Por el lema anterior, sea S X-maximal en S con SL = S. Demostraremos
que S es un X-proyector de G.

De la observacion (33) se sigue que S es un X-proyector de G si y sélo si
S es X-maximal en Gy SN/N es un X-proyector de G/N para todo N - < G.

S es X-maximal en G: Si S < §* < G, S* € X, entonces S*L/L =
S*(S*NL) € X yaque X es Q-cerrada. Dado que S/L es X-maximal en G/L,
S*L/L<S/LyS<5*<S§, como S es X-maximal en S se tiene S = S*,

SN/N es un X-proyector de G/N para N - < G. Por induccion, sea T /N
un X-proyector de G/N por el lema anterior sea T un subgrupo X-maximal
en T con TN = T. De la misma forma como se procedi6 para S, se sigue que
T es X-maximal en G y H = N L es nilpotente.

Como los X-proyectores de un grupo son Q-cerrados y SH/H = SH/H y
TH/H = TH/H son X-proyectores de GG/H, entonces ellos son conjugados
en G/H y por lo tanto SH y TH son conjugados en G; es decir (TH)* =
TFH = SH, para algin k € G. Entonces T* es también X-maximal en G, y
por el lema anterior T* y S son conjugados en H; esto es S = T9, g = kh,
h € H. Como T/N es un X-proyector de G/N, se tiene que (T/N)9V =
TIN/N = SN/N luego SN/N es X-proyector de G/N.

2. Si S1 y S son X-proyectores de Gy (1) # H < G con H nilpotente,
entonces de (33) se tiene que S1H/H y SoH/H son X-proyectores de G/H
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y por induccion S1H/H = (SoH/H)* = SS¥H/H con k € G. Dado que
SiH/H € X, para i = 1,2 entonces por el lema anterior S; = Sé“h = S con
g =kh € G como se deseaba. O

Ejemplo 7. Sea G un grupo finito soluble. Dado que I es una clase de
Schunck, se sigue que

0 # Projn(G) ={U<G|UeN y Ng(U)=U}.

En efecto, seaU < G, U € My Ng(U) = U, entonces por el teorema (3) U
es M-maximal en G. Si G = (1), entonces U = (1) es un N-proyector de G. En
otro caso sea N - < G, es evidente que UN/N € M. Es suficiente mostrar que
Ng/n(UN/N) = UN/N o equivalentemente que Ng(UN) = UN. Entonces
por inducciéon UN/N es un N-proyector de G/N y por (33) U es un N-
proyector de G. Mostremos que Ng(UN) = UN. Sea g € Ng(UN), esto
es (UN)Y = UIN = UN. Entonces por el lema (35), U = U9™ para algin
n € N y luego gn € Ng(U); esto es g € Ng(U)N =UN.

Reciprocamente, sea U un t-proyector de G. Entonces U € 9. Sea
U< H < Ng(U) y sea H/U nilpotente. De [1], IIT (3,22) se sigue que U es
también un M-proyector de H, se sigue que UU/UH /U; por lo tanto H = U
y en particular Ng(U) = U.

Estos subgrupos U son llamados subgrupos de Carter de G.
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