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Abstract
In a recent paper [5] Maria José Rivera Orttn, Juan Antonio Lopez Molina and Gerardo
Arango Ospina published a characterization theorem for (co, o)-integral operators by means
of factorization through classical Banach spaces. This article presents an alternative proof
using the metrical properties of the spaces involved in a more complete way, thus avoiding
the necessity of weighted spaces and the construction of conmeasurable spaces. Besides
reducing significantly the length of the proof, the new approach also also provides a better
insight on the geometry of the spaces under study.
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Resumen
En un articulo reciente [5] Maria José Rivera Ortun, Juan Antonio Lépez Molina y Ge-
rardo Arango Ospina publicaron un teorema de caracterizaciéon de los operadores (oo, 0)-
integrales mediante factorizacion a través de espacios de Banach clasicos. El presente ar-
ticulo presenta una prueba alternativa que utiliza en forma mas completa las propiedades
meétricas de los espacios involucrados, lo cual evita la necesidad de construir espacios con-

mesurables y utilizar espacios ponderados. Ello, aparte de reducir significativamente la
longitud de la prueba, aporta al mejor conocimiento de la geometria de los espacios.

Palabras y frases claves: Operadores integrales, ultraproductos de espacios de Banach,
caracterizacion de operadores.

1 Introduccién

Los operadores (p,o)-absolutamente continuos fueron introducidos por Urs
Matter [13] en 1985, aplicando un procedimiento de "interpolacién'de ideales
al ideal B, de los operadores p-absolutamente sumantes (1 < p < 0o). Los
ideales P, (0 < o < 1), resultantes de la interpolacién, tienen propiedades
similares a las de los operadores p-absolutamente sumantes 3,,, entre otras la
de ser absolutamente continuos, segin la definicion dada por Constantin P.
Niculescu en su articulo "Absolute Continuity and Weak Compactness"|[14],
donde introdujo el ideal A€ de operadores absolutamente continuos.

En su trabajo de tesis doctoral "Ideales de Operadores Absolutamente
Continuos y Normas Tensoriales Asociadas” [16], Enrique Sanchez Pérez pre-
senté nuevas caracterizaciones de los operadores (p, o)-absolutamente conti-
nuos de Matter, hizo el célculo de la norma tensorial asociada al ideal B,
para el caso 1 < p < oo y caracteriz6 los correspondientes ideales de ope-
radores nucleares e integrales mediante factorizaciones a través de espacios
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clasicos de Banach y espacios de interpolacién. Mayor informacién sobre los
operadores (p, o)-absolutamente continuos puede encontrarse en [11] y [12].

El caso p = 1 fue estudiado por Gerardo Arango Ospina en su tesis doc-
toral [2] e implica complejidades mayores, especialmente en la factorizacion
de los operadores integrales. En correspondencia con el ideal de operadores
(1, 0)-absolutamente continuos, se define la norma tensorial g, y se obtiene
el ideal de operadores (0o, o)-integrales, los cuales son estudiados y caracte-
rizados en [5] mediante factorizacion a través de espacios clasicos de Banach.

En la prueba de que la factorizacion es condicién necesaria para que el ope-
rador sea (oo, o)-integral se recurre al uso de espacios ponderados y a varios
cambios de medida buscando la conmesurabilidad de espacios involucrados.
En el presente articulo se presenta una prueba alternativa de la condicién
necesaria, que es por lo demés la parte més extensa y elaborada de la prueba
original. Si bien se mantiene la estructura general de la construccion, se apro-
vechan en forma méas completa las propiedades métricas de algunos espacios
y se logra la definicion de un algebra de funciones medibles més apropiada,
lo cual evita la necesidad de buscar conmesurabilidad de espacios. De esa
manera se simplifica significativamente la prueba y se logra un conocimiento
mas detallado de las propiedades métricas de los espacios.

Los fundamentos conceptuales se pueden encontrar, segtn los temas en las
siguientes referencias: Reticulos de Banach en [1] y [10], productos tensoriales
topoldgicos en [6], ideales de operadores en [15] y ultraproductos de espacios
de Banach en [9].

2 Contexto Matemaéatico

En esta secciéon se presentan en forma resumida los conceptos y resultados
fundamentales relativos a los operadores (1, 0)-absolutamente continuos, la
norma tensorial g0, y los operadores (oo, o)-nucleares.

En [3] se puede consultar el desarrollo completo de los siguientes temas,
incluyendo las pruebas: ideal de operadores (1, o)-absolutamente continuos,
la norma tensorial g, los teoremas de caracterizacién de la complecién del
producto tensorial y del ideal en términos del producto tensorial. En [3] se
encuentra también la definicion de los conceptos basicos.

En [4] se definen y caracterizan los operadores (0o, o)-nucleares y se usan
los teoremas de factorizacién de los operadores (oo, o)-nucleares e (0o, 0)-
integrales para establecer algunas propiedades métricas y topoldgicas en los
espacios componentes de esos ideales.

2.1 Los operadores (1,0)-absolutamente continuos

Para la definicién de los operadores y de la norma tensorial, necesitamos
definir primero la siguiente funcion:
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Definicién 1. Dados un nimero real o tal que 0 < o < 1 y un espacio
normado E, la funcidn 61, : EY — R U {—00, 0} se define mediante:

o B l—0o
016 ((z7)) := sup <Z (‘<xi,x/>‘1—a ”xZHU> 1a>

x'€Bgy i—1
Se define ademds
Hi o (B) = { (w5) € BV 61, (1)) < o0}

La funcion 1, asi definida no constituye una norma, pues no cumple con la
desigualdad triangular; sin embargo ella nos sirve para definir los operadores:

Definicion 2. Si E y F son espacios normados, se dice que el operador
T € £(E,F) es (1,0)-absolutamente continuo si eriste un nimero real
C > 0 tal que para toda sucesion (z;) € Hy, (E) se cumple que

T (T (@) < 081 (22)) (1)

El conjunto de operadores asi definido se denota como B1,(E, F). Si T €
PBio(E, F), se define la norma de T, 111, (T), como el infimo de todos los
nimeros C' que satisfacen la desigualdad (1).

Se prueba que en efecto 1, es un ideal de operadores y Iy, (7') una
norma en P, (E, F'), para cualquier par de espacios normados E y F.

En el caso general 1 < p < oo, en forma andloga se pueden definir la
funcioén 9, y el ideal P, de los operadores (p, o)-absolutamente continuos y
los resultados de esta secciéon y de la siguiente se cumplen en general. Como
el caso que nos ocupa es cuando p = 1, todos los enunciados se hacen para
este caso particular. Ademas es conveniente advertir que, en nuestro caso,

1

el namero conjugado de p (es decir, tal que % + o= 1) esta definido como

p = oo.

2.2 La norma tensorial g, »

El propoésito principal de esta seccién es introducir la norma tensorial goos,
caracterizar la complecién del producto tensorial de cualquier par de espacios
normados dotado de esa norma, y describir el ideal B1,(E, F') en términos
del producto tensorial normado con gege:

Definicion 3. Dados E, F dos espacios normados y 0 < o < 1, se define la
n

funcion goop : EQF — R de la siguiente manera: Dado z = Y x;Qy; € EQF
i=1

9ooo (2 E, F)) = inf {77; () 10 (1)) 1 2= (2 ® yz)}

i=1

donde el infimo se toma sobre las distintas representaciones de z.
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Se demuestra que goor €s una norma tensorial. Los elementos de la com-
plecion del producto tensorial dotado de esa norma se pueden caracterizar en
términos de su representacion en series.

Teorema 1. z € E®y  F si y solo si z se puede expresar en la forma

z2=> (z;®vy;); x; € E, y; € F, donde
i=1
m (@) <00 3 10 () < . )

En ese caso,

Jooo(z; E, F) = inf {77; ((x4)) 016 (1)) = 2 = sz ® y;,cumple (1)}

=1

El siguiente resultado es central y caracteriza el ideal 31, en términos del
dual topolégico del producto tensorial dotado con la tensornorma geoo-

1
Teorema 2. (E ®,_, F) =P, (F,E'), donde E y F son espacios normados
y0<o<l1.

El teorema podria enunciarse también diciendo que la norma tensorial
asociada al ideal P, es la traspuesta de la norma ¢/ ., que a su vez es la
dual de la norma gooe -

2.3 El ideal de operadores (0o, 0)-nucleares

Dado un par de espacios de Banach F y F', se puede establecer una aplicaciéon
Ppp: B ®, ., F— L(E,F)

de modo que para todo z € E' ®y__ F con representacion z = Y ;' |« ® y;,
se verifica que ®gp(z) = T, donde

n
T.0) =3 <aha> .
=1

La aplicacion ®gpr es continua y puede extenderse con continuidad a la
compleciéon del goor-producto tensorial. Si llamamos o er ala extension de la
aplicacion

Spp: E'®,, F — L(E,F),

los operadores de su conjunto imagen se dice que son (0o, o)-nucleares.

Se destaca el hecho de que esta aplicacién d EF o siempre es inyecti-
va, v esto da lugar a uno de los aspectoss més interesantes de la teoria de
Grothendieck que es la llamada Propiedad de Aproximacion.
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Definiciéon 4. Un operador T : E — F se dice que es (00,0)-nuclear si
eviste un z € E'®,, F tal que Ppp(2) =T.

Denotamos por N, (F, F') al conjunto de operadores (oo, o)-nucleares, do-
tado con la topologia cociente respecto de ®gr, es decir con la topologia de
la norma

Nooo(T) = inf {gm(z) 2 € B'®,  F; bpp(z) = T}

que hace de él un espacio de Banach. Se prueba en [2] que (Moos, Nooo) €5 un
ideal normado de operadores.

Y finalmente el teorema de caracterizacion de los operadores (oo, 0)-
nucleares.

Teorema 3. Sean E y F espacios de Banach y T € £(E,F). T es (00,0)-

nuclear si y sélo si existe una medida p en N tal que Lr puede factorizarse
de acuerdo con el diagrama siguiente

T
E - [
A D
B G
lx > El/o(:u) = 0y (:u) + s (,u)

en donde Nooy (T') = inf {||D|| || B|| |A||}, tomando el infimo sobre todas las
factorizaciones posibles de este tipo. En la factorizacion B es un operador
diagonal y G1 es la inclusion canonica.

3 El ideal de operadores (0o, 0)-integrales
3.1 Teorema de Factorizaci6én

De acuerdo con la teoria general de normas tensoriales e ideales de operadores
(ver [6] y [15]), definimos los operadores de la siguiente manera:

Definicion 5. Sean E y F dos espacios de Banach. Un operador S : E — F
se dice que es (00, 0)-integral si €l pertenece al ideal normado maximal de
operadores (Loog, Ioos) asociado a la norma tensorial ooy, €s decir, al ideal
mazimal asociado (N NRX) en el sentido de Pietsch [15].

En particular, un operador T' € L(E,F’) es (0o, o0)-integral si y solo si
T € (E®gy_, F)'. El proposito de esta seccion es enunciar el teorema que
caracteriza los operadores (oo, o)-integrales mediante una factorizacion apro-
piada y orientar al lector sobre el aporte que se hace en esta revisiéon a la
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prueba original. La estrategia béasica de la prueba del teorema es aplicar la
técnica de ultraproductos al diagrama obtenido para la caracterizaciéon de los
operadores (oo, 0)-nucleares en una secciéon anterior. Esa estrategia se man-
tiene en la revision.

Dado un espacio de medida (2,3, i), denotaremos por 7, el correspon-
diente espacio de funciones simples integrables.

Teorema 4. Sean E y F dos espacios de Banach yT € £(E, F). T es (00,0)-
integral si y sélo si existe un espacio de medida o-finita (2, %, p) tal que JpT
se puede factorizar como

T Jr
E - F - F"
A B
D 1
w —L Lo
Loo ('u) L% ('u) ,ZL, 1 (/1,)+ (/’L)

donde D, es un operador multiplicacion por una funcion positiva w € L1 (u).

o

Mds aun, la norma candnica (0o, 0)-integral Loos (T') de T verifica que
Lo (T) = inf {|| BI[[| Dw ||| All}
tomando el infimo sobre todas las factorizaciones del tipo descrito.

Demostracion. <) Por una propiedad de los ideales de operadores, si 2 es
un ideal de operadores, E, D, G y F son espacios de Banach, y R € £(E, D),
S e AD,G)y T € £@G,F), entonces TSR € A(E, F), por lo cual basta
demostrar el siguiente O

Lema 5. Dado un espacio de medida o-finita (2, %, 1), y un operador dia-

gonal Dy, : Loo(pt) — L1 (), st denotamos por I : L1 () — THLI(“HLOO(“) la

aplicacion inclusion, entonces 1Dy, es (oo, o)-integral.

La prueba detallada del lema se encuentra en el teorema 88 de [2].

=) La prueba sigue las mismas lineas que en el caso cléasico de los opera-
dores integrales (ver, por ejemplo el capitulo 18 de [6] y el teorema 9.3 de [7]).
Sin embargo, en el caso de los operadores (p,o)-absolutamente continuos y
muy particularmente en nuestro caso p = 1 aparecen dificultades mayores que
en buena parte motivaron los dos trabajos de tesis sobre el tema. Por lo tanto,
el resto del articulo se dedica a la prueba de que la condicién establecida por
el teorema es necesaria. La secciéon 3.2 esta destinada a preparar la parte mas
sustantiva de la prueba, la cual fue precisamente el objeto de la revisién acé
presentada, mientras que en la seccion 3.3 se presenta la prueba completa de
la condicién necesaria. B
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3.2 Factorizacidon de operadores entre algunos ultraproductos de
reticulos de Banach

El propésito central de esta seccion es la prueba del teorema 12 que constituye
la pieza fundamental en la prueba de la necesidad de la factorizacién en el
teorema de caracterizacion, la cual se hace en la siguiente seccion.

Sea D be un conjunto de indices y D un ultrafiltro no trivial en D. Dada
una familia {A? : d € D} de espacios de Banach, definimos /o, ((A%)4cp) :=
{(aMgep € MgepA? : supgep ||a|| 4o < o0} y denotamos por (A%)p el corres-
pondiente ultraproducto sobre D y por (z%)p la clase de (29) € £oo((A%) gep)
en (A%)p. Dada una familia de operadores {T% € £(A%, F?%), d € D} que
cumplen supyep |79 < 0o, denotamos por (T4)p € £((A%)p, (F4)p) al ope-
rador ultraproducto correspondiente.

Sicada A%, d € D es un reticulo de Banach, (A%)p tiene un orden canénico
con el cual es un reticulo de Banach. Para todo d € D, sean Aﬁl y AgQ espacios
de Banach continuamente incluidos en un espacio vectorial topologico AZ.
Como las aplicaciones inyectivas J& : A4 — Al + A? i =12, Jd
Al nAd — A% + A2 son continuas y tienen norma menor o igual que uno,
sean Jy, = (Jzilz)D : (AgZ)D - (Agl + Aculz)Da =12,y Juju, = (nguz)p :
(AL ﬂAfL)D — (Aldb1 +A? )p, las aplicaciones ultraproducto correspondientes
(se destaca el hecho que J,, and Jy,,, pueden no ser inyectivas).

Usamos la notacién S := (A% + A? )p, T := (A2 N AL )p, y sean Qy, :
EOO((Agi)dGD) - (Aﬁi)p, Quyus foo((Ail mAgz)dGD) —ZandQ: foo((Ai‘il +
Afo)de p) — S las aplicaciones cociente candnicas. Definimos los espacios
U, == (A)p; By, = Ju,(Uu,); Furus = Jujus (AL N AL))p) dotados con
la correspondiente norma cociente canoénica. Es claro que las inclusiones de
Eyu, en E,,, i =1,2y de E,, en S son continuas y en [5] se prueba que

1 1
S=E,+E, Yy By = Ey, NE,,.

De manera similar, sean Az3 espacios de Banach y J{fs : Aﬁs — Ad + Al
operadores que cumplen sup ||JZ, || < 00 y Uy, = (Ay,)p. Entonces se puede
definir el operador ultraproducto J,, = (J33)D : Uy, — S, que no tiene que
ser inyectivo aunque los Jffs lo sean. Definimos también E,, = Jy, (Uy,), ¥
es claro que la inclusion I, : B, — E,, + E,, es continua.

Recurriendo a la notacién introducida, redefinamos u; := 1, ug (=
vy uz = %, 0 < o < 1. Supongamos ahora que para cada d € D, A? =
(g, pq), i =1, %, oo para algun espacio de medida atémica finita (g, fq)-
Es facil verificar que E;, i = 1, % son espacios L;-abstractos, o es un espacio
M-abstracto y Fq1 N Ey estd continuamente incluido en F; .

Ad—l-Ad 7Ad+Ad
Py AdnAdTT T C Al AL
tienen norma menor o igual que uno para cada d € D, existen operadores J 1o

————A¢+ AL ————Af+ AL
deuien(A‘llﬂAgo ! )py Js de (AN Ad

Como las inclusiones A4 C A¢ N AL

o

)p en S. Usamos la no-
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— Al AL

tacion Eleo := Js((A¢ N Al

esta continuamente incluido en E1 N Ey

siguiente cadena de inclusiones continuas:

)p). Puede probarse facilmente que E1s

F1+FE
177 De esa manera obtenemos la

E1+Eoo
—

FFNEy — Ei — Eloo" FiNEy FEi + Ey

por lo cual si E1 # {0} entonces E1 N Es # {0}.

Ahora, supongamos que 7% : Aglo — Aci son operadores positivos tales que

o

supgep || 7% < oo; redesignando T := (T%)p, tenemos la siguiente cadena

T J
Uso - U

Ql

- E

-1+ Fy

1
o

al=

El propoésito de esta seccion es lograr un teorema de factorizacion para
esta cadena. En adelante supondremos que E1 # {0}.

Definicion 6. Sea E un espacio M-abstracto. u € E es una unidad fuerte
si [—u,u] es la bola unitaria de E.

Lema 6. Sea u := (u?)p donde [—u?, u?]

entonces u es una unidad fuerte en Uso.

es la bola unitaria en lo(p?),

Demostracion. Definamos A(x) := inf{\ € RT : |z| < Au}, o sea el funcional
de Minkowsky de [—u,u|. Queremos probar que ||.[jz, = A(.), 0 equivalente-
mente que [—u,u] = By .

Claramente ||uljz,, = 1, entonces [—u,u] C By, v || = |lu., < A(x).

Para la desigualdad contraria, suponga primero que |z|jy, < 1, y sea
(z%)p un representante de la clase de |z| con 2% > 0 Vd € D. Definamos
Dy:={deD:0< ||z, () <1}y Dy:={de D:1< |z, _a} Si
Dy € D, cambiando aquellos 2¢ para los cuales deugoo(ud) < 1 por elementos
con norma fs(u?) mayor o igual que 1, atn se tiene que |z| = (2%)p y
|||, = limp ||$d||goo(#d) > 1, lo cual es una contradiccion. En consecuencia
D; € Dy, como antes, cambiando aquellos 2% para los cuales ||z¢|| Coo(udy = 1
por elementos con norma s (%) menor que 1, atn tenemos que |z| = (z%)p
y para cada d € D se cumple que 2% < u?, entonces lz| < u.

En el caso ||z]jy,. = 1, la sucesion (1 — 2)|z| T |z|, pero por el primer
caso (1 — %)]a:\ 1< w, lo cual implica que |z| < u. Se ha probado asi que
Biioo C [~u,u] y se concluye que A(z) <[ z |ju, - O

Como Jy : Uy — FEo es una proyecciéon reticular isométrica entonces,
U = Joo(u) es una unidad fuerte en E.

1
Lema 7. Sea e € E1 N Ey si |le||g. <1 entonces |le||f, < |le]E;-

1
o
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Demostracion. Sea e = Joo((e?)p). Como e esta en la bola unitaria de E
v Jso €8 una proyeccion reticular isométrica, (e)p se puede tomar en la
bola unitaria [—u,u] de Us,. Como en la prueba del lema 6, para cada d €
D podemos suponer que e € [—ud,ud], donde u? es una unidad fuerte en

loo(p?); mas atn:

1

d|| & _ diL d di— dy,d d

lle Hgl(,ud) = E lef |7 pg < sup lef|= ! E lefui < lle ||21(p,d)'
4 ieQy €0 i€y

Tomando limp en ambos extremos de la desigualdad anterior se obtiene

1
IeDllg, < Il

1
o

Como las J; son proyecciones reticulares isométricas, ||e||j§1 < lle|lg- O

Denotemos ahora con Ey a la clausura de E1NEy en 1+ FE4. Se constata
facilmente que la norma de Fq + E es orden continua en Ej, entonces existe
un conjunto &€ := {e,,v € V} C E1 N Ey que es un sistema maximal de
elementos positivos disjuntos a pares en Fy y por lo tanto también en FE:.
Sin pérdida de generalidad, podemos tomar ||e,| g, < 1 para todo v € V. La
prueba de los hechos enunciados, con pequenas modificaciones, se encuentran
en los lemas 2 y 3 de [12].

Lema 8. El sistema mazimal {e,,v € V} se puede reemplazar con un sistema
mazimal {u,,v € V} tal que para toda v € V, el vector u, es una unidad fuerte
en la banda que el genera en Eo.

Demostracion. Sea U = Jx(u), donde [—u,u] es la bola unitaria de U,
entonces [—u, u| es la bola unitaria de Fo.
Definamos u, := \/ @A me,. Como ||ey||g,, < 1 entonces e, < @, y por
meN

tanto e, = U A ey, < uy y e, estd en la banda generada por wu,. También,
por la definicién, para ¢ = 1, =, oo, u, estd en la banda generada por e,
en F;, en consecuencia u, y e, generan las mismas bandas en E;. Ahora, la
maximalidad del sistema ortogonal {u,,v € V} es clara, como también que
cualquier vector z en la banda generada por w,, con norma no mayor que

uno, cumple que |z| = \/ |z| Ame, < \/ WA me, = u,, es decir, que
meN meN

T € [—Uy,Up]. Como ademés ||uy| g, < ||ul|g, = 1, se concluye que u, es

una unidad fuerte en la banda que genera. O

Fijemos el vector zp := J1T(u), donde [—u,u| es la bola unitaria de Ux;
por el teorema de Kakutani U(Proposici(’)n 1.a.9 en [10]), existe un conjunto
numerable Vy = {v,,n € N} tal que z9 = > ;7 zp, la serie converge en Ej y
cada x, estd en la banda generada por w,, en Ey.
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Para i =1, %, oo, definamos
Gi:={zx€eE; :|z|Nu,=0,YveV -V}

Las G; son bandas proyeccion en E; y el ideal I((u,, )) generado por {u,,,n €
N} en E; es denso en G; para i = 1, % Sea Pg, la restriccién por rango de la
proyecciéon de F; en (;. Se constata con facilidad que G1 estd contenido en
forma continua en G + G- ’

Para i =1, %, 00, sean Bg, (vy,) las bandas generadas por u,, en E;.

Lema 9. Existe un espacio de medida finita (€, , Zvn,,uf}n), tal que para cada
Uy, , B, (vn) es reticularmente isométrico a Li(pl, ) para i =1,2, Bg_(vy)

1
es reticularmente isométrico a Loo(pl ) y pug, < pl .

Demostracion. Siguiendo las mismas lineas de demostracién que en la prueba
del teorema 12.26 en [1] y recurriendo al teorema de representacion de Stone
(ver [18]), construimos un isomorfismo G,,, entre M,, , el algebra booleana
de las componentes de u,,, in Ep, y el algebra booleana O,, de los conjuntos
abierto-cerrados en un espacio topoldgico separado, compacto y extremada-
mente disconexo €2, .

Para i =1, % definimos las funciones uf)n : Oy, — RT como

i, (G, (7)) 1= ||z g,,

las cuales resultan ser medidas o-aditivas en (9, ,0,,). Usando el procedi-

miento de extension de Caratheodory, obtenemos medidas i en (€, , 2%, ),
) n n

cuyas o-algebras 3, son ambas extensiones de Oy, . Mas atn, como u}}n y

pi tienen los mismos conjuntos de medida cero, la complecién de ambas me-
didas tienen la misma &algebra de conjuntos medibles, digamos ¥, , y por el
teorema §13.C. en [8], para cada medida el 4dlgebra de conjuntos medibles de
su extension es igual al algebra de conjuntos medibles de su complecién; por
lo tanto Ef)n =3, para i =1, %

Se define una aplicacion del conjunto de combinaciones lineales

m
K,, = {Zatﬂ?t cxp € My, sar € Ryzg ANy, =0;8 # hys,h € {1,.,m}}
t=1

al espacio generado por las funciones caracteristicas de los conjuntos en O,,,

mediante
m m
M,, (Z atfﬂt) = ZatXGvn (z4)" (1)
t=1 t=1

M,,, es una isometria reticular bien definida de K, sobre 7,1 , el espacio de
funciones simples integrables en (£2,,, Zvn,,u})n). Por el teorema espectral de
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Freudenthal (ver teorema 6.8 de [1]), K, es orden denso en el ideal generado
por u,, y por lo tanto es orden denso también en B, (vy,) para i = 1, %, o0y
en consecuencia. Como F; tiene norma orden continua para ¢ = 1, %, entonces
K,, es denso en norma en Bg, (v, ), lo cual permite extender M,,, por densidad

a isometrias reticulares
M Bp,) — Li(Qu,, So,, ).

Como en la prueba del teorema 12.26 en [1], se demuestra que tales isometrias

son sobreyectivas y como ||uy, ||z, < 1, recurriendo al lema 7, se cumple que
1 . .

u{,’n* < u}): Redesignando p;, = p, se concluye la primera parte de la

demostracion.

Se quiere demostrar ahora que la isometria reticular definida por (1) se
puede extender a una isometria reticular

M;}): : BEOO (Un) — Loo(Qvna Evnnuil;n)’

que coincide con M, en Bg_(vy) () Bg, (vn). Como la unidad fuerte u,, de
Bg. (v,) esta en Bg, (vy,), entonces Bg, (v,) C Bg, (vy), por lo cual basta
probar que la restriccién de Mgn a Bp,_(vy) es la extension deseada.

Sea x = Z;’;l arxy € K, . Como z; es una componente de u,, para cada
t, entonces ||z¢||gp,, = 1 y se cumple que

m m
E ATt E ATt
t=1 t=1

m
D o
t=1

m
V lailz
t=1

Foo Foo Ex Ex
m m m
= Vlladzilg, =\ ladl 1l g, = \/ lael
t=1 t=1 t=1
m
= ZatXG”n(xt)
t=1 LOO(sz7H‘1)
m
= Mvn (Z at(ﬂft)> (2)
t=1 LOO(Q727H/1)

Sea entonces y un elemento positivo de la banda Bg__ (v, ). Por la densidad de
orden de K,, en Bg__(v,) mencionada anteriormente, existe una sucesion de
vectores {yn tnen C Koy, tal que 0 <y, Ty y 0 <y — 1y, < n tu,, para cada
n. La condicion 0 < y, T y nos permite deducir que ||y|| g, = limy, ||yl £,
ya que tal afirmacion es vélida en cualquier espacio C(K) y por el corolario
1 del teorema 7.4 de [17], Bg__(vy) es reticularmente isémetrica a algun es-
pacio C(K) de funciones reales continuas definidas en un espacio compacto
K. De otra parte 0 < M (yn) T M;, (y) v, de nuevo, || My, (y)l| L5 =
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h.mn || M, (.yn)”Loo(Q7Z”u1) . Utilizando las afirmaciones anteriores y la ecua-
cién 2, se tiene entonces que

IllEe = M lynllpe = Hm 1My, (y0) | Lo (,500)

= M) (WDlpe@50)-

Si y es un vector cualquiera, aplicando el resultado anterior a y* y a y~ se
establece la ecuacién para y. Se prueba asi que

M := M, | Bg_(vs): Bp(vn) — Loo(9, 2, 1)

es una isometrfa reticular. La sobreyectividad de M}~ se demuestra en la
misma forma que la de M, . O

Teorema 10. Utilizando la notacion anterior, existen espacios de medida
(0,3, uf) tales que G; es reticularmente isométrico a Li(p') for i = 1,1,
y G es reticularmente isométrico a Loo(p'). Eviste también una isometria
reticular

G1+Goo L (ph)+Loo(pt)

Mis : G1NGs — Ll(ul) N Loo(,ul)

Demostracion. Para cada n € N, existe un espacio (€, , qun,uf}n) de medida
finita, tal que Bg,(v,) = L;(u;,, ). Sean

Q = UioilQ’Uym
Y = {MCcQ|MnQ, €%,,,¥neN} y
o0
pi(M) = > (MNQy,), VM EX.
n=1

El primer resultado se obtiene facilmente usando las isometrias reticulares
M?", definidas a partir de las M,;, del lema 9, en una forma canoénica. Puesto
que M! coincide con M en G N Go, €l operador Mo es la extension a

————G1+G .., .
G1 NGy 77 de su restricciéon comun. O

1
Proposicion 11. L;(Q,E,,ué) =~ L
ticular. 7

(2, %, ut) mediante una isometria re-

1
o

Demostracion. Como ;ﬁ < pu, entonces ,ui es absolutamente continua con
respecto a u. Por el teorema de I:I{adon—Nikodym, existe una funciéon medible,
positiva y acotada ¢ tal que pz(A) = [, tdu. El operador multiplicacion

Dyo : L;(,u%) — L1 (u) provee la isometria deseada. O
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Teorema 12. Sea T : U, — U1 un operador positivo. Entonces existen un
espacio de medida o-finita (Q, %, 1) y una funcion w € Li(p) tales que el
siguiente diagrama conmuta:

T J1 I
Use - U AN - By 4 B
A B
Dy, I L1 (1) +Loo
Loo(i) - Ly () T, T hee )

donde I es la inclusion, J1 es la aplicacion cociente, D,, es el operador dia-
o
gonal de multiplicacion por w, y todos los demds son operadores continuos.

Degvzgstracio’n. Con la notacién anterior: Redefina p := p' y defina w :=
M7 Pg, J1T(u), donde [—u,u] es la bola unidad en Us.
Ay B son las composiciones: A = M"Oﬁgwe]oo y B = IlooMfoé, donde

Gt B LB
L1 (1) +Loo (1)

I es la inclusion G1 N G

Claramente ﬁLl(“HLC’O(“) = L1(p) N Loo(pt) O

3.3 Factorizacion de operadores (coo)-integrales - Condiciéon nece-
saria

En esta seccién se concluye la prueba del teorema de caracterizacion de los
operadores. La pieza fundamental en lo que resta de la prueba es el teo-
rema 12. En esta seccién se presenta en forma detallada la construcciéon de
ultraproductos que permite pasar de la factorizacion de los operadores (oo, 0)-
nucleares a la de los operadores (0o, 0)-integrales. Como ya se dijo, aunque
esa construccion sigue las lineas de la demostracion original en la prueba
del teorema andlogo para los operadores integrales, es importante presentarla
acé para que el lector tenga una idea clara de la demostracion, y porque esa
construccién provee el contexto sobre el cual se aplica el teorema 12.

Conclusion de la prueba del teorema 4: Sea T’ € Jo,(E, F'), entonces
JrT € (E®q__ F').

Definimos F(E,F') := {(M,N): M € FIN(E),N € FIN(F')}, dotado
con la relaciéon de orden natural procedente de la inclusion, es decir

(Ml,Nl) < (MQ,NQ) — M1 C MQ,Nl C NQ.
Para todo (Mg, No) € F(E, F'), sea
R(Mo,N(]) = {(M, N) S f(E,F/) : (M(),No) < (M, N)}

y sea
R:={R(M,N): (M,N) e F(E,F')}.
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Es facil ver que R es una base de filtro en F(E, F'). Por el lema de Zorn,
sea D un ultrafiltro de F(F, F’) que contiene a R. Llamemos D al correspon-
diente conjunto de indices. Hacemos resaltar que cada d € D viene asociado
a un par (Mg, Ng) de espacios de dimension finita de F'y F’ respectivamente.
Para todo d € D, sea (Mg, Ng) € F(E,F’). Si z € My ® N, entonces

Groo(zER F') < gbo,(2; My ® Ny),

por tanto JFTer®Nd
finita, entonces (Mg ®¢__ Ng)' = M} ®,.,, Nj, y en consecuencia

€ (Mg®y__ Ng)'. Pero como My y Ny tienen dimension

JFTer®Nd € Mé ®gooo N(’l?

que equivale a decir que JpT} MyoN, COMO aplicacién de My en N}, es nuclear,
es decir que

JFT[ S mooo'(Md,Nl;).

Mg®Ng

Como hemos visto en el teorema de factorizacion de los operadores nucleares,

JrT)y oy, factoriza del siguiente modo:
JrT
M, FE£IMq®Ng R N(Ii
Ad B4
D I
loo(n?) 01 (p?) O () + Loo (u?)

donde p¢ es una medida finita en {1,2,..,mq} y my es la dimension de M.
Ademés podemos tomar la factorizacién de modo que si € > 0, entonces

Loeo (T T} — NeaolTrThy, 0n,) < IBAIDYAY)
> NOOU(JFTfMd®Nd)(1+€)

= IOOJ(JFTer(@Nd)(l + 6) < IOOJ(JFT)(l + 6).

Md®Nd)

A

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||A?| = ||BY|| = 1y ||D4|| <
Lo (JET)(1 + €).
Sea Hg : E — (My)p, de modo que Hg(z) = (2%)p con 2¢ =z six € My, y
24 =05six ¢ My
De manera analoga sea Hp : F' — (Ny)p, tal que Hp(y') = (w?)p con
wh =1y siwe Ny, yw?=0si we¢ Ng.

Podemos obtener asi el siguiente diagrama conmutativo:
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B JpT o
Hpg HY,
(JFTFMdQ;Nd)d , 1 )
(Mg)p - (Ng)p ((Na)p)

1

Y g

Como en la seccién anterior denotamos U; := (¢;(u?))p para i =1
y 8= (Li(u?) + Loo(uh))p.

Sean A := (AY)p : (My)p — Us, D := (D) p : Usy — UL y B := (BY)p :
S — (N))p. En la seccion anterior vimos que existe un espa((rzio de medida o-
finita (Q, X, ) y un operador multiplicacion Dy, : Lo (1) — L1 () de modo
que

o0,

Us Us z .S
R G
Dy I —L L
Loo(1) L () Ty W)

De los tres diagramas anteriores se demuestra el teorema pues

> JrT g
A B
D, 1 L1 () +Loo
Loo(p) ~ Ly (p) Ty W0
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