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Resumen

Los recientes estudios en el area de la materia condensada en donde atomos ultrafrios son
atrapados en redes Opticas arrojan estudios relevantes en la simulacion de procesos complejos
gracias a que estos sistemas por su versatilidad permiten reajustarse a las caracteristicas de sis-
temas mas complicados logrando extraer informacién importante en una simulacion de procesos.
Existe una amplia gama de sistemas complejos que han revelado informacion Gtil por medio de
estas simulaciones como por ejemplo los modelos de magnetismo cuantico, de donde surge el
interés para la realizacion de este trabajo. Motivado por hallazgos realizados en sistemas que
asemejan cadenas de espines el interés de este trabajo es encontrar un modelo que permita la
descripcion dinamica de un sistema de espines sujetos a una fuerza externa, para ello usamos el
modelo de Bose-Hubbard que incluye las dos primeras bandas de Bloch de una red 6ptica unidi-
mensional experimentando un campo externo del tipo Stark. Este ultimo trae consigo fenémenos
importantes dentro del sistema éptico como lo son el transporte longitudinal y efecto Landau
Zenner que corresponde a un acople entre bandas via tunelamiento resonante. La ocupacion de
las bandas por los atomos son la conexién a un sistema de espines. Centramos nuestra atencién
sobre el sistema de dos pozos, dos bandas y dos particulas ya que es la menor configuracion
que captura la esencia de lo que queremos modelar. El espin es definido como la ocupacion de
un bosoén en cualquiera de las bandas para un solo pozo o sitio de red. Por la eleccién de nuestro
sistema el espacio de Hilbert contiene diez estados como todas las posibles combinaciones de
ocupacion en la que solo nos interesa la dinamica de un subconjunto de estos estados, aquellos
que poseen una particula por sito. Las descripciones efectivas son la herramienta importante en
este estudio ya que permite reducir la complejidad en el tratamiento del sistema, pues reduce
la dimensién del espacio de Hilbert al subespacio de interés. Nuestro estudio busca encontrar
una buena descripcién efectiva al mismo tiempo que explora el uso de estas herramientas en
sistemas dependientes del tiempo ya que por lo general los formalismos efectivos actdan sobre
hamiltonianos independientes del tiempo. Nos motiva a incursionar en este ultimo toépico un estu-
dio realizado en un sistema similar en el que se aplica una transformacion de calibre que confina
el subsistema que nos interesa pero lo deja con dependencia temporal.

Abstract

Recent studies in the area of condensed matter where ultracold atoms are trapped in optical
networks show relevant studies in the simulation of complex processes thanks to the fact that
these systems, due to their versatility, allow readjusting to the characteristics of more complicated
systems, extracting important information in a process simulation. There is a wide range of com-
plex systems that have revealed useful information through these simulations, such as quantum
magnetics models, from which the interest for the realization of this work arises. Motivated by fin-
dings made in systems that resemble spine chains, the interest of this work is to find a model that
allows the dynamic description of a spin system subject to an external force, for this we use the
Bose-Hubbard model that includes the first two Bloch bands of a one-dimensional optical network
undergoing an external field of the Stark type. The latter brings with it important phenomena within
the optical system such as the longitudinal transport and Landau Zenner effect that corresponds
to a coupling between bands via resonant tuning. The occupation of the bands by atoms is the



connection to a system of spins. We focus our attention on the system of two wells, two bands
and two particles since it is the smallest configuration that captures the essence of what we want
to model. The spin is defined as the occupation of a boson in any of the bands for a single well or
network site. By the choice of our system the Hilbert space contains ten states as all the possible
combinations of occupation in which we are only interested in the dynamics of a subset of these
states, those that have one particle per site. Effective descriptions are the important tool in this
study since it allows to reduce the complexity in the treatment of the system, since it reduces the
dimension of the Hilbert space to the subspace of interest. Our study seeks to find a good effec-
tive description at the same time that explores the use of these tools in time-dependent systems
since usually the effective formalisms act on Hamiltonians independent of time. We are motivated
to enter into this last topic a study carried out in a similar system in which a caliber transformation
is applied that confines the subsystem that interests us but leaves it with temporal dependence.



Capitulo 1

Introduccion

Desde los inicios de la mecanica cuantica el estudio de la materia ha sido uno de los campos
de mayor enfoque para los fisicos debido a los hallazgos tanto teéricos como experimentales.
Con el desarrollo del laser se impuls6 el estudio de la materia ultrafria logrando numerosos avan-
ces gracias a los innovadores procesos que permiten atrapar y enfriar atomos en regiones del
espacio, como consecuencia se abria la posibilidad del control cuantico. Algunos de los métodos
con los que se logra minimizar la energia de atomos son el enfriamiento Doppler [3] y enfriamien-
to Raman [4]. Las redes épticas permiten atrapar &tomos frios con alto grado de control variando
parametros como la profundidad de sus pozos y la periodicidad, y el andlisis de las mismas ha
permitido revelar importantes comportamientos traducidos en avances experimentales excepcio-
nales ya que se ha podido simular una diversidad de sistemas fisicos en ramas como el estado
solido [5, 6]. Entre los procedimientos para atrapar particulas resaltamos las trampas magneto
opticas [7] y las redes Opticas [8]. Estas trampas se construyen con la interferencia de laseres,
la dimensionalidad y geometria se modifica afadiendo pares de laseres y variando los angulos
entre estos. Estas técnicas de atrapar y enfriar proponen la capacidad de controlar la materia
cuantica. Uno de los primeros experimentos que mostro la alta capacidad de control fue realiza-
do por Greiner en 2002 [9] donde se evidencié un cambio entre dos fases en una muestra de
atomos de rubidio atrapados en una red oOptica.

Un objetivo central de la fisica moderna de la materia condensada, es entender el compor-
tamiento de las formas del magnetismo en sistemas mecéanicos cuanticos. La materia ultrafria
se puede encasillar en el campo de sistemas cuanticos complejos, siendo estudiados en gran
parte a través del modelo de tipo Bose-Hubbard. Al estudiar la materia ultrafria, el modelo Bose-
Hubbard es uno de los mas utilizados puesto que describe la dinamica de atomos bosénicos
atrapados en redes 6pticas permitiendo estudiar fenémenos como las transiciones de fase cuanti-
cas [10, 11] y facilitando la construccion de sistemas que van desde superconductores de baja
temperatura hasta dispositivos espintrénicos [12,13]. Gracias a los numerosos aportes en estudio
de atomos frios atrapados en redes 6pticas hoy dia este modelo es una pulida configuracién y los
fisicos se han beneficiado de esto para simular sistemas complejos de materia condensada en
ciertos regimenes. Uno de estos sistemas es de especial interés para nuestro desarrollo, consta
de una red Optica sometida a una fuerza externa que modifica la simetria traslacional de la red
es conocido como sistema Wannier-Stark [1, 5, 14].

En este trabajo nos enfocamos en el problema Wannier-Stark unidimensional en un escenario



de muchos cuerpos el cual consiste en una red Optica sujeta a un campo estatico. Estudiaremos
el confinamiento de particulas bosénicas con el fin de simular el comportamiento de pseudo-
espines definidos a través de la ocupacion de una particula por sitio. La motivacion emerge
por estudios realizados por Parra-Murillo y colaboradores [2], en la cual una red 6ptica de dos
bandas es sometida a una fuerza externa. Se muestra que al aplicar una transformacion de
calibre al hamiltoniano aparecen como resultado variedades energéticas, definidas por estados
que satisfacen condiciones especificas. De alli, es de nuestro interés el subespacio de minima
energia, el cual se puede representar en términos de pseudo espines. Esto permite reducir la
dimension del espacio de Hilbert del problema original y tratar de manera efectiva. En el estudio
se hacen medidas de entrelazamiento y presentamos dos descripciones para la dinamica del
subsistema, el formalismo de proyectores [15] y la transformacién Schrieffer-Wolff [16].

Los hamiltonianos efectivos son mucho mas simples por que permiten reducir la complejidad
en el tratamiento del sistema, pues reduce la dimension del espacio de Hilbert a 2%, siendo L el
numero de sitios. Estamos interesados en poner a prueba dos modelos efectivos desde el hamil-
toniano Bose-Hubbard. Aplicaremos el formalismo de proyectores a la variedad de menor energia
que aparece en [2] ya que aqui estan aislados los estados que contienen una particula por sitio.
En general este formalismo es valido para sistemas que no dependen del tiempo, pero aqui se
va a chequear la implementacion para sistemas dependientes del tiempo puesto que la configu-
racion de la variedad en el espacio de Hilbert cumple las condiciones para usar este formalismo
pero la variedad surge como resultado de una transformacién gauge dependiente del tiempo.
Usaremos la transformacion Schrieffer-Wolff (SW) en el hamiltoniano Bose-Hubbard indepen-
diente del tiempo. Esta transformacién SW es una generalizacion del formalismo de proyectores
y en ella se diagonaliza perturbativamente el hamiltoniano al segundo orden en la interaccion.
La transformacién de Schrieffer-Wolff se usa a menudo para proyectar las excitaciones de alta
energia de un hamiltoniano cuantico de muchos cuerpos para obtener un modelo efectivo de
baja energia [17]. Para nuestro subsistema independiente del tiempo los estados de interés son
los de mas baja energia y presentan diferencias con el resto de estados. Puesto que uno de los
modelos que usamos es una generalizacion del otro podremos concluir acerca de la implemen-
tacion de esta técnica en sistemas dependientes e independientes del tiempo. Al lograr describir
la dinamica de un subsistema cuantico en una red optica, facilitaria investigaciones de modelos
adicionales en el campo de la materia condensada mejorando alin mas nuestra comprension de
la misma.

Es dificil describir la fisica de estos sistemas a pesar de los avances computacionales. Sin
embargo el concepto de simulacién cuantica ha abierto un nuevo campo enorme de investiga-
cién en la fisica cuantica. Modelar la naturaleza a nivel cuantico es dificil pero puedes imitar el
comportamiento de un sistema con otro mas controlable. El objetivo principal de tener un sistema
mas controlable es extraer la informacién esencial sobre el comportamiento del sistema original.
Con esto en mente nos centraremos en describir la dindmica para solo dos sitios de red con
dos particulas. Este subsistema es interesante por que puede suministrar la mayor informacion
posible con la menor cantidad relevante de interacciones, suministrando entonces informacion
atil sin aumentar la complejidad de lo que implica una construccion efectiva. Ademas toda la ba-
se de estados que acoplan dos espines quedan bien definidos por dos sitios con dos particulas.
Nuestros modelos efectivos son estudiados mediante métodos numéricos y simulaciones compu-
tacionales que permiten extraer informacion sobre simetrias internas y correlaciones cuanticas.
Recientemente se ha mostrado que la dindmica no hermitica permite revelar estructuras robustas



a procesos de decoherencia y la interaccidn entre particulas [2].

En el capitulo dos de este trabajo se encuentran los conceptos esenciales que utilizaremos pa-
ra nuestro propdsito. En el capitulo tres se crean las construcciones efectivas para el hamiltoniano
Bose-Hubbard dependiente e independiente del tiempo; se transforman ambas descripciones pa-
ra que queden expresadas en hamiltonianos de espines usando la condicion de una particula por
sitio. También se estudian las dinamicas efectivas usando como observables las proyecciones de
espin para cada sitio en un sistema de dos particulas, dos bandas y dos sitios; se comparan las
mediciones para los dos sistemas y se varian algunos parametros para establecer las depen-
dencias con los mismos. Ademas se toman medidas de correlacién para las proyecciones de los
sitios y se usan dos medidas de entrelazamiento para cada construccién con el objetivo de de-
terminar la dinamica de las estructuras en procesos de decoherencia e interaccién de particulas.
En el capitulo cuatro se extraen conclusiones luego de comparar las dinamicas efectivas.



CAPITULO 1. INTRODUCCION




Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Condensado Bose-Einstein

El entendimiento de la naturaleza estadistica de la materia permitio alcanzar temperaturas cer-
canas al cero absoluto. Con esto se le abrié las puertas al estudio de materia ultrafria. Con ello
se desarrollaron las primeras técnicas modernas para atrapar materia como las trampas o6pticas
magnéticas (MOT) [18], redes épticas [19]. También algunas técnicas de enfriado como el en-
friamiento Doopler [20,21] y evaporative cooling [22] entre otras. El alcanzar estas temperaturas
permitié desarrollar las condiciones para la observacién de nuevos fenémenos. El condensado
Bose-Einstein, fue propuesto por Albert Einstein en 1924, basado en ideas sobre particulas que
obedecen la estadistica de Bose [23, 24]. Para lograr el condensado Bose-Einstein se requie-
re someter un gas atémico a bajas temperaturas y que la distancia promedio entre atomos sea
cercana a la longitud de onda térmica de De-Broglie \yjp = h/v/2nr Mk, T, siendo M la masa
del gas, k; la constante de Boltzman y 7' la temperatura del gas. Al alcanzar temperaturas muy
bajas, si las particulas obedecen la estadistica de Bose, estas ocuparan el mismo nivel cuantico,
descendiendo al nivel de menor energia posible. Al compartir el mismo estado cuantico y tener
la misma energia esto supone una serie de propiedades tales como ocupar el mismo volumen,
dispersar luz del mismo color, constituir un medio homogéneo entre otras [25].

El condensado Bose-Einstein fue obtenido por primera vez en 1995 por los fisicos Eric Cornell
y Carl Wieman [26] quienes mas tarde se les otorgo el premio Nobel. Algunas de la consecuen-
cias de este descubrimiento fueron creacion de laseres atémicos [27], relojes atdmicos [28] y el
desarrollo de materia ultrafria en redes Opticas [29].

2.2. Redes opticas

Las redes épticas son formadas por el patron de interferencia de laseres contrapropagantes
y permiten atrapar atomos frios con alto grado de control. Podemos pensar en una red Optica
como una cadena periddica de trampas atémicas o pozos de potenciales en los cuales los ato-
mos pueden ser confinados gracias a la interaccién entre sus momentos dipolares atomicos y
el campo eléctrico del laser. Si el campo eléctrico del laser varia espacialmente, se genera una
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

fuerza eléctrica sobre los atomos como resultado de un potencial dipolar dado por [30]

Viip = ———(B(r))?, (2.1)

Siendo A = wy, — wyq el detuning entre la frecuencia del campo eléctrico wy, y la frecuencia de
transicion del atomo wy. Al tratar el &tomo como un sistema de dos niveles con una separacién
de energia hwyg, se introduce una taza de decaimiento atémico I". Un potencial 6ptico puede
actuar de forma repulsiva sobre el atomo si A > 0y atractivo si A < 0 [31]. Dos laseres contra-
propagantes generan un patrén de interferencia unidimensional, para aumentar las dimensiones
en la interferencia (redes opticas en 2D y 3D) se anaden pares de laseres contrapropagantes en
diferentes angulos (generalmente direcciones ortogonales). En este trabajo consideramos una
red red unidimensional con potencial dipolar de la forma

V(x) = Vi cos(2kx) , (2.2)

donde V; es su respectiva amplitud y k&, = 27/ es el momento de retroceso. Debido a la
periodicidad de este potencial aparecen dos bandas de energia o bandas de Block.

Figura 2.1: Bandas de Bloch, esquema de bandas de energia ¢,(k) en la primera zona de Bri-
llouin para un potencial de la forma V' (z) = cos(x). Tomada de [1].

2.3. Funciones de Bloch y Wannier

Los potenciales periédicos como la ecuacion (2.2) introducen las denominadas bandas de
energia o bandas de Bloch (ver figura 2.1) las cuales surgen como soluciones de la ecuacion



2.4. SISTEMA WANNNIER-STARK

de Schrédinger con potenciales espacialmente peridédicos y como consecuencia del teorema de
Bloch [11].

Al tratar potenciales periddicos las funciones de Bloch son funciones de onda que permiten
describir electrones en redes cristalinas peridédicas determinadas por un potencial de la forma
V(x) = V(x + dr), siendo dy, el periodo espacial o constante de red. Dichas funciones de
Bloch son descritas por el producto de una funcion de onda plana y una funcién con la misma
periodicidad del potencial como lo muestra la expresion

U = e (), (2.3)

donde uf(r) = ug(r + dr) y k es el cuasimomento de la particula. La periodicidad del poten-
cial produce una estructura de bandas [11] que son indexadas con «. La separacién entre dos
bandas A, se conoce como el gap de energia. Gracias a la periodicidad es el teorema de Bloch
permite reducir el estudio del sistema a solo el espectro de energia en la primera zona de Brillouin
correspondiente a el intervalo [—7/dr,, 7/dy].

Las bandas de Bloch son funciones extendidas espacialmente, pero para una mejor descrip-
cién es conveniente realizar un cambio de base a funciones espacialmente localizadas alrededor
de un sitio de red. Para ello hacemos uso de las funciones de Wannier [32], que se definen como
la transformada de Fourier de las funciones de Bloch, es decir,

d w/dr, )
N / ek 0 () dk (2.4)
27 77T/dL

donde [ indexa los sitios de la red. Con el potencial que se define en (2.2) podemos restringirnos
a estudiar las dos primeras bandas de Bloch. Denotaremos por o = a, a la primera banda y
a = b, a la segunda banda. Si sobre el sistema actla un campo estatico V,,s(x) = Fx con
amplitud F, se define el conocido sistema Wannier-Stark [33].

2.4. Sistema Wannnier-Stark

El campo externo modifica el potencial como lo muestra la figura 2.2. Esto hace que se pierda
la estructura de bandas y se generen las llamadas escaleras o niveles de Wannier-Stark por cada
sitio, con una separacién energética A. El hamiltoniano que describe un sistema Wannier-Stark
toma la forma

h2 82
donde F es la magnitud del campo eléctrico externo que inclina la red el cual sera tratado como
parametro de control y V(x) es de la forma (2.2). Las energias del nuevo sistema son dadas
por ¢, = Fy + ldp F' [34]. Ey corresponde a la energia del nivel inferior del primer sitio de la red
(I = 1). Por otro lado los autoestados del sistema, conocidos como estados Wannier son dados

por

Ja
o) =3 It (57 ) o0, 28)

donde J,,_; son funciones de Bessel de primer tipo y J, es la constante de hopping que des-
cribe el tunelamiento de una particula entre diferentes sitios de la red [ para el respectivo nivel
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A

V(x)+Fx

>

X/d

Figura 2.2: Representacion esquematica de una escalera de Wannier-Stark en un potencial mo-
nocromatico, incluidas las bandas de energia primera y segunda, los niveles adicionales corres-
ponden al aumento en la energia de cada banda cuando hay mas de una particula en un sitio.
Cond =dj.

«. El hamiltoniano (2.5) es analiticamente diagonalizable en la aproximacion tight-binding. Los
autoestados Wannier-Stark son resonancias embebidas en el continuo. Por tanto estos estados
son metaestables y sus autoenergias corregidas estan dadas por

iy

6? = Ea + ldL — 7 5 (27)

donde I', es la taza de decaimiento de cada nivel. Esto aparece como consecuencia del espectro
no delimitado y los estados Wannier-Stark. Uno de los efectos interesantes que aparecen como
consecuencia de la fuerza externa son las oscilaciones de Bloch [35]. Al ubicar una particula
sobre la red, esta consigue acelerarse sin escapar del confinamiento de la red, en su lugar ex-
perimentara oscilaciones de Bloch con un periodo 75 = 27 /dr F. Existe otro de los procesos
interesantes denominado tunelamiento Landau-Zener [1], este fenédmeno es caracterizado por la
ascension de particulas de una banda inferior a bandas de energia mas altas. Si la particula ex-
perimenta oscilaciones de Bloch, existe una probabilidad de que ascienda a la banda superior a
medida que se acerca a la primera zona de Brillouin. Este efecto se mejora cuando dos escaleras
Wannier-Stark se acoplan al maximo dando lugar al tunelamiento resonante entre bandas que
tiene lugar para valores de la fuerza

Fiy = (2.8)

donde s = |l —!’| define el orden de resonancia [36], el cual define el par de estados de particula
Unica al que asociaremos un pseudo-espin.En este trabajo se tomara s = 1, sin embargo se
puede extender para otras resonancias. Asumimos ademas que h = dy, = 1.
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Tunelamiento
Landau-Zener

( Oscilaciones de Bloch >
~
) SN

e+
> K

Figura 2.3: Esquema de los dos procesos principales que tienen lugar en el sistema Wannier-
Stark. Oscilaciones de Bloch dentro de la primera zona de Brillouin y tunelamiento Landau-Zener
a bandas mas altas.

2.5. Modelo Bose-Hubbard

El modelo Bose-Hubbard estudia la dindmica de muchas particulas (para nuestro caso boso-
nes) sujetas a potenciales periédicos y es utilizado para la descripciéon de la dinamica de atomos
ultrafrios en redes épticas [37, 38]. Motivado por los resultados en [2], queremos construir la
dinamica efectiva para un sistema de pseudo-espines definidos por la ocupacion de una particu-
la por sitio en una red 6ptica con dos niveles sujeta al hamiltoniano (2.5). Para ello es necesario
derivar el modelo Bose-Hubbard para dos bandas. Partimos de la transformacién de (2.5) por
medio de operadores de campo definidos en términos de funciones de Wannier como

d(x) =Y x(@)af . (2.9)
a,l
La transformacion de (2.5) se realiza de la siguiente manera
H= / dz¢' (z) Hysd(z) . (2.10)
El hamiltoniano (2.5) puede escribirse como
Hys=Hy+ Fzx, (2.11)
con Hy = —%8‘9—; + Vo(z), por tanto tenemos que

Hy — [ ded!(0) (o)
= /Z X (z — xl)a?THo Z(az — xl/)alofle;p

U

L,
= > > g paitag, (2.12)

LU a,af

11



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

donde hemos definido
Iy = /x?‘*(x — ) Hoxp (x — a)de . (2.13)

Las unidades de energia estan dadas por E, = le/Qm correspondiente a la energia de retroceso
en los atomos de la red. Se introduce el siguiente reescalamiento

k—k/kp, x—zx/xp, Vi—V;/E, (2.14)

La interaccién entre dos atomos frios V,,, puede ser reducida a un pseudo potencial de la forma
Vop = g10d() [39], donde g1p = 4wa1p/M, y a1p es la longitud de dispersion unidimensional
reducida. Asi, V,,, transforma andlogamente como H), resultando

_ a1,a2,03,04 @1 a2t oz oa
Vpp_ng Z Z Ml1,127l3,l4 Ay Gy Ay Gy s (2.15)

l1,l2,l3,l4 1,02,003,004

con

a1,002,03,004

My yisgs = 91D / X (@ = )X (@ = )X (@ — @) X (2 — oy, )d (2.16)

Puesto que las funciones Wannier son maximamente localizadas sobre los sitios de red las con-
tribuciones que dominan la interaccion en un solo sitio estan dadas por M;}};7>“*“*. La discusién
mas detallada acerca de los coeficientes de Bose-Hubbard puede ser aclarada en [40].

Por ultimo el término F'z transforma como

Fo o [ dodl@)Hoo(o)

= APy laftef +d P YN O aptag (2.17)
Lo

LI ool
Definimos los términos de hopping

J, = Je = Je0, (2.18)
las interacciones entre particulas

U, =2MM, Uy =2M3%, U, = 2M}*. (2.19)
El hamiltoniano de Bose-Hubbard para dos bandas finalmente toma la forma

Ua 2 a, «
H = Z Z Ja(a;r+1al +h.c.)+ - (a; of + h.c.) +e'ny
I a={ab}

+ Y FC (ba+he)+ > 3 CuF (b, +he)
l

p={-1,+1} !

U, .
+ Y (b%a? +bc.) + 2Uunin} (2.20)
l

12



2.5. MODELO BOSE-HUBBARD

Figura 2.4: Representacién esquematica de los diferentes procesos en el sistema Wannier-Stark
tales como las constantes de hopping J, y Ji, las energias de interaccion entre particulas U,,
Uy, U, y la constante F'Cy que indica las transiciones entre niveles de un mismo sitio.

Donde cada parametro representa determinado proceso en el sistema figura 2.4. J, son las
tasas de tunelamiento entre los niveles &« = a 6 o = b para los sitios [ y [ 4+ 1. FCj es la tasa
de transicion inducida por el campo externo de magnitud £ entre los dos niveles a y b para un
mismo sitio I. F'C,, con u = —1y . = +1 corresponden a transiciones inducidas por F' en los
sitios vecinos [ — 1y [ + 1 respectivamente. U, .. es la energia correspondiente a tener dos o
mas particulas en cada sitio de red. e = A, + dF'l son las energias de ocupacion para el
nivel a en el sitio [ con A, = (0ap — da,a)A/2y A elgap entre ay b, §; ; es el delta Kronecker.
Los operadores alT y o son operadores de creacién y destruccidon asociados al sitio I (o« toma
los valores a 6 b y si tiene subindice [ entonces es un operador) y la regla de conmutacién para
estos es [ay, ole] = 1. nj* son los operadores nimero definidos como n{ = alTal y ng’ = blTbl.

Nuestro desarrollo en un problema Wannier-Stark constara inicialmente de una red éptica con
dos niveles o bandas por sitio, por ende el hamiltoniano 2.20 es la mejor opcién. Construiremos la
base para luego hallar la descripcién efectiva usando dos técnicas (el formalismo de proyectores
y la transformacion Scherieffer-Wolff). Para definir las dos bandas que tendra la red usamos el
potencial de la ecuacion 2.2 que asegura dos niveles o estados de ocupacion por sitio necesarios
para la definicion del pseudo-espin. Definidas las bandas, construimos la base reducida de Fock
para el espacio de Hilbert del problema por medio de

[{n}) = {In{ng..n%,nins..nk)}, (2.21)

con dimension Ny = (N +2L —1)!/N!(2N —1)! dando N atomos bosénicos en L sitios de red.

La expectacién es detallar el comportamiento de sitios que presentan la ocupaciéon de una
particula ya que estos estan inmersos en la evolucién del sistema conjunto. Nos preguntamos
ahora por el sistema conjunto y la minima cantidad de particulas y sitios que nos permita asentar
un buen estudio. Puesto que nos interesa establecer una descripcion efectiva de un subconjunto
de muchos estados, trataremos primero de generalizar el estudio usando la menor base posible,
ya que el nimero de estados del sistema completo depende directamente de la cantidad de sitios
y particulas que se tomen. Esto es tomado en cuenta debido a que las construcciones efectivas
traen consigo calculos extensos que dependen directamente del nimero de estados y el orden en
las transiciones que se quiera tomar. En la siguiente seccion explicamos por que la base de Fock
para el sistema N = L = 2 es una buena aproximacioén y en los modelos efectivos tomaremos

13



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

solo transiciones a segundo orden.

2.6. Sistema Wannier-Stark con N = L = 2.

Los estudios en [2] muestran que las propiedades del estado estacionario en los sistemas con
N = L que son sometidos a una fuerza externa presentan caracteristicas notables como el en-
trelazamiento y la generacion de subespacio sin decoherencia e interaccion. El interés particular
sobre el anterior trabajo es la configuracién que presentan los estados de un sistema Wannier-
Stark con N = L = 2 luego de ser aplicada una transformacion de calibre sobre el hamiltoniano
Bose-Hubbard que define los estados dentro de variedades energéticas. Aquella variedad que
contiene una particula por sitio queda descrita dentro de la variedad de menor energia. Esto es in-
teresante por que los estados de una particula por sitio pueden ser asociados a pseudo-espines.
Surge la idea de una construccion efectiva para dicha variedad con la ayuda del formalismo de
proyectores. El principal interrogante que nace es debido a que el formalismo de proyectores es
aplicado de forma general a hamiltonianos independientes del tiempo. No obstante el objetivo
primordial es lograr una correcta descripcion efectiva de estados de una particula por sitio, asi
que, aplicaremos la transformacion SW al hamiltoniano Bose-Hubbard independiente del tiempo.
Entonces la ruta de este estudio es encaminada a buscar la descripcién para pseudo-espines por
medio de dos formas que luego seran contrastadas para determinar cual es la forma optima y de
paso verificar si el formalismo de proyectores puede lograr asemejarse a una buena descripcion
luego de ser aplicado a un hamiltoniano dependiente del tiempo.

Es de resaltar la conveniente reorganizacion de la representacion de Fock a estados de espi-
nes acoplados que se us6 en el anterior trabajo, ya que se puede facilitar el estudio de cadenas
de espines que proveen mucha informacién como en [41]. Aqui se un sistema de atomos boséni-
cos confinados en una red Optica para simular una cadena de espines interactivos. Las fuertes
interacciones de entre espines se logran a través de la ocupacién de los atomos por sitio para el
mapeo de pseudo-espines lo que define una cadena de estos si se tiene en cuenta toda la red.
Se encuentra que al variar un campo magnético, las fluctuaciones cuanticas de estas cadenas
conducen una transicion de una fase paramagnética a una fase antiferromagnética. En la fase
paramagnética, la interaccién entre los espines se ve influenciada por el campo aplicado, que
los alinea [41]. En la fase antiferromagnética, la interaccion domina y produce un ordenamiento
magnético escalonado. Estos resultados podrian ampliar investigaciones adicionales de modelos
magnéticos utilizando atomos ultrafrios.

Nosotros queremos desarrollar una dinamica involucrada a sistemas que se les pueda aso-
ciar un pseudo-espin. El subsitema que captura en esencia los procesos relevantes para estos
tipos de modelos es el sistema Wannier-Stark para dos bandas con dos sitios y dos particulas
N = L = 2 (ver figura 2.5). De este se puede extraer informaciéon general que luego puede
ser extendida a sistemas con mas sitios y mas particulas tal es el caso de [2]. Esta escogencia
es muy versatil para lo que queremos hacer, ya que las construcciones efectivas en general se
vuelven laboriosas de disefar cuando se incrementan los procesos, las interacciones o los gra-
dos de libertad del sistema. Al involucrar por ejemplo mas sitios tendriamos que incorporar mas
términos en el hamiltoniano concernientes a saltos inter-banda; si incrementamos las particulas
aumentan los operadores y las interacciones. En principio las interacciones a primeros vecinos
son las que mas aportan a la hora de describir una dinamica de este estilo. Si nos restringimos
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2.6. SISTEMA WANNIER-STARKCON N =L = 2.

al sistema N = L = 2 los estados que nos interesan estan contenidos dentro de la base de Fock
(ver cuadro 2.1) de esta escogencia, pero la mayor ventaja es que la construccion efectiva no se
vuelve tan tediosa y aun asi se logra capturar la dinamica de los procesos mas importantes.

A

X
w 2
+
> I
[ +1

>

X/d

Figura 2.5: Representacion de la escalera Wannier-Stark con nimero de particulas N = 2, sitios

L = 2y dos niveles de energia @ = a (rojo) y o = b (azul) con la misma separacion A por sitio /.
Cond =d.

Usando la representacion definida en 2.21, teniendo la estructura del subsistema como lo
muestra la figura 2.5 determinamos la base

L 1 2 |3 4 E E |7 |8 9 | 10 |
| Estado [ 11,00) | [10,01) [ [01,10) [ |00,11) [ [20,00) | [02,00) [ ]00,20) | [00,02) ] [10,10) | [10,01) |

Cuadro 2.1: Base de Fock para un sistema Wannier-Stark con N = L = 2.

Denotaremos o = {a, b} como los niveles en cada sitio, siendo « el nivel inferior. Para cada
una de las construcciones efectivas nuestros estados de interés son 1,2,3 y 4 del cuadro 2.1.

15



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

16



Capitulo 3

Construcciones efectivas

3.1. Formalismo de proyectores

Muchas veces aplicar una transformacién a un hamiltoniano permite realizar una descripcion
mas sencilla del sistema cuantico de interés. Estudios realizados en [2] en el que se trabajé el
sistema Wannier-Stark con N = L = 2, muestran que al someter el correspondiente hamilto-
niano Bose-Hubbard a una transformacién gauge, se remueven términos del mismo y se define
un nuevo funcional de energia para la base de Fock. Esta energia queda descrita en subespacios
de estados degenerados donde precisamente una de estas variedades corresponde a sitios de
red con una sola particula. Estamos interesados en capturar la dindmica de una sola particula
en sitios con dos niveles lo que nos permite simular un pseudo-espin por sitio. La extencion a
una red éptica se asemeja a tener una cadena de espines, de donde se podria extraer informa-
cién (til concerniente a sistemas de espines lo cual ofrece muchas ventajas en el estudio de las
propiedades magnéticas de materiales [41] o el desarrollo de dispositivos espintronicos

Partamos del hamiltoniano Bose-Hubbard para dos bandas en la ecuacion (2.20)

H'=Hy + Y FCy (BjalJrh.c.)
l

+ Jo(6], ) + h.c.)
+1

a={a,b} 1

+ Y Y (B +he)

p={£1} !
Uz 71242
+ 27 (bl CLl +hC> y
l
donde los términos diagonales vienen dados por

T «a Ua Qo a
H():Z [(Aa—FFl)nl —i—?nl (n; —1)] +2Ux2nln?.
l

l,«

Queremos encontrar la dinamica efectiva de un sistema Wannier-Stark de muchos cuerpos.
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Basandonos en recientes resultados sobre la dinamica efectiva no hermitica en [2], encontramos
que si se cambia el marco de referencia del hamiltoniano Bose-Hubbard para dos bandas (2.20)
aparecen unas variedades energéticas. Esto se logra aplicando una transformacion de gauge a
los operadores dada por

ap — oy exp [—i <Aa — %Ua — lF> t} . (3.1)

Siendo A, = (04,6 — 0a,a)A/2 con A como el gap de energia entre los niveles de un mismo sitio,
U..» la fuerza de interaccion entre particulas por sitio y F' la fuerza externa.

Esta transformacién remueve algunos términos del hamiltoniano y define el funcional de energia
E) [{n}] el cual permite dividir la base de Fock en conjuntos de estados degenerados(ver figura
3.1).

E)[{n}]/L Jo G Ci1 U,
%U—— |10,10> |01,01>
Ut 00;; »|00 20) |02, Ioo>*\+|oo 02)
ol 66;-‘_1;03 |01:(~)‘;\:|60 11)

Figura 3.1: Variedades energéticas luego de la transformacién gauge y los acoples que median
las transiciones para el sistema Wannier-Stark con N = L = 2. Tomada de [2].

El hamiltoniano puede ser reescrito como H = E;} [{n}]+V (). Por lo tanto podemos reorgani-
zar la base dentro de subespacios de estados degenerados, donde la variedad de menor energia
corresponde a estados Fock que cumplen la condicion nj + n? = 1. Nuestro interés es modelar
la dinamica efectiva a partir esta variedad puesto que son estados con un sola particula por sitio.
Para construir la dindmica efectiva se hara uso del formalismo de proyectores [15]. Dividiendo el
espacio de Hilbert del sistema como lo muestra la figura 3.2.

Bajo las suposiciones del formalismo de proyectores (apéndice appendix:proyectors) el hamil-
toniano efectivo para el subespacio P viene dado por

1
Heff(E) = Hpp + HPQmHQP7 (3.2)

donde E es un parametro energético a ser determinado con ayuda del gauge. Sean {|P;)} los
estados del subespacio Py {|Q;)} los estados del subespacio Q. Los elementos matriciales de
3.2 toman la forma

(Pi|Heg (E)|Pj) = (P;|H|Pj) (Primer Orden)
+ > P|H|Ql (| H|Pj) (Segundo Orden) .

75[
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3.1. FORMALISMO DE PROYECTORES

v+t 10,10) |01, 01)
U= [20,00) [02,00) [00,20) |00,02)

U~ 111,000 [10,01) o1,10) [00,11)  p

Figura 3.2: Division del espacio de Hilbert del problema en subespacios Py Q.

Siendo ¢; la energia del estado auxiliar |(Q);) el cual media el acople entre los estados de la
base P por medio de una transicion a segundo orden. Los términos a primer orden y la parte
diagonal corresponde a las matrices

SF—A 0 0 0 0110
0 3F 0 0 100 1
Hy = 0 0 3F 0 tC| 1 g g 1
0 o 0 3F+A 01 10

Para los términos a segundo orden usaremos un estado virtual |@;) que medie la transicion entre
estados |P;) y procedemos a construir el operador de dicha transicion. Por ejemplo, para un
salto entre los estados |11,00) — |10,01) tenemos las transiciones virtuales |20, 00), |10, 10) y
|10, 01). Construyamos el operador para la transicion |11, 00) — |20,00) — |10,01) como sigue:
usando los operadores de creacion y destruccion (ézlT y ¢&;), solo se movilizara una particula por
transicion. Se necesita movilizar entonces la particula de la banda a del segundo sitio a la misma
banda del primer sitio con el operador \/ijadid} El factor J, es el coste de movernos entre
los sitios de las bandas inferiores y v/2 aparece como normalizacion de la funcién de onda para
dos particulas en un sitio. Ahora, estando en |20, 00) saltamos a |10,01) por medio del operador
\@Cﬁygdl, donde C corresponde al coste de la transicion dipolar debido a movilizar la particula
de la banda inferior del primer sitio a la banda superior del segundo sitio y /2 por normalizacion
de la funcion de onda. Tenemos que el operador de transicion para |11, 00) — |20,00) — |10,01)
es

_ 20l g a1 al ap . (3.3)
E - €120,00)

La figura 3.3 permite ilustrar este proceso.

Para determinar los parametros de segundo orden en ecuacién 3.2, aplicamos la transforma-
cién 3.1 en el operador que acabamos de construir, esto fija el parametro £ como la energia de
la variedad mas baja y define ¢ o9y como la energia del estado virtual |20, 00), (ver figura 3.1).
Recordando que dld;f = (n{* + 1) y tomando las condiciones J, = J,J, = —J, C; = C_ = C,
el operador C.1 toma la forma

J-C :
_T/Q (nil =+ 1) . (b; a9 elAt —+ hC) .
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V2J,alas V20, bhay

111,000 =>  |20,00) = 110,01)

Figura 3.3: Esquema de la transicién |11, 00) — |20,00) — |10,01) y los operadores involucrados
en el proceso.

Se hace el mismo proceso para las transiciones virtuales que faltan entre |11,00) — [10,01)
y se halla para el resto de transiciones entre estados F;. Resaltemos que en este proceso todos
los operadores virtuales involucrados para las transiciones en P pertenecen al subespacio @, es
decir, que no puedo mediar una transiciéon en P usando otro estado de P.

Por ultimo nuestro sistema de interés P lo rige una caracteristica esencial que permite asociar
a cada sitio de red un pseudo-espin. Por ejemplo, nuestros estados de interés corresponden a
|11, 00), |10,01), |01,10) y |00,11) (ver figura 3.2). EI cambio de representacion lo muestra la
figura 3.4

|11,00) |10,01) |01, 10) |00, 11)

4 4
[ 1,4) ) BT R R

Figura 3.4: Ubicacién de las particulas por sitio de red en los estados de interés a los cuales se
les asocia un pseudo-espin segun sea la ubicacion de la particula en el sitio.

asi la base de los estados que involucran una particula por sitio quedan descritos en términos
de una base que puede ser considerada como la base de dos gbits.

[11,00) = [ 4, 4) [10,01) =[], 1)
01,10) = [ 1,4) [00,11) = [ 1, 1)

Por ende, nuestro hamiltoniano efectivo debe ser modificado para reproducir una dinamica de
espines. Nuestros estados de interés cumplen la relacion n{ + n? = 1. Definimos n? — n¢ = o7,
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3.2. TRANSFORMACION DE SCHRIEFFER-WOLFF

los valores de o7 son {1, —1} esto permite asociar una medida a nuestro sistema (proyeccion del
espin). Con estas condiciones podemos reescribir los operadores como

1—o7
2
9 l
af:b;al,

a
l

o =alby. (3.4)
Donde el operador o} actua en el sitio [. A manera de ejemplo veamos como actlan las diferentes
matrices definidas anteriormente sobre estados espin: o*| |) = —| 1), o™ | 1) = | 1), 07| ) = 0.

Luego de simplificar términos y reorganizar todo tenemos que (3.2) puede reescribirse en térmi-
nos de operadores de espin como

Hpg = —20A(1-0a%) o} ®o3
(FCy + 2)a67) ® o5 €™ + h.c.)
(o €™ + hic.) ® (FCy + 2)\a83)
A (01 ® 0y + h.c.)
— Aa? (of ® 65?2 +he) . (3.5)
Donde A = 2J2/U, a = FC/J y F la fuerza externa.

+ o+ 4

3.2. Transformacion de Schrieffer-Wolff

Para construir un hamiltoniano efectivo desde la transformacion Schrieffer-Wolff independiente
del tiempo procedemos a transformar el hamiltoniano completo Bose-Hubbard para dos bandas
2.20 de laforma H = UTHU donde U = e~* (transformacion antesimétrica). Nuestro anélisis se
restringe al régimen del campo Stark fuerte F', de modo que F'~U.

Para este trabajo es de particular interés trabajar en el caso para el que la amplitud de salto J
es mucho menor que la fuerza de interaccién U. La transformacion SW consiste en la separacion
del hamiltoniano (2.20) como H = Hy + V, siendo Hj el término correspondiente a la energia
de los estados dada por

A U
E[n$, nl) = Z —(nf —nd) + = (nh —n®)? +3Unbnd + IF(n} +nd)| , (3.6)
; 2 2

luego V es la perturbacién al hamiltoniano Hy expresada por

V> Juf, a+he) +ZFCg(bal—|—hc)—|— > Y (a4

I a={ab} p={—-1,+1}
(3.7)
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Luego sus autovalores y autovectores son conocidos.

Basados en el apéndice B.1 los elementos matriciales de la transformacioén vienen dados por

1 ViikVim Vo Vim
(Heff)nm—en5nm+z< EVim EVE > ’ (3.8)

2 €n — €k €L — €Em
k
donde V,,,,=(n|V|m) es el acople entre los estados |n) y |m) de Hy a través de V involucra
la suma sobre todos los estados auxiliares |k)# {|n),|m)}, V1 son estados virtuales usados
para las transiciones a segundo orden. ¢, son las energias propias de H, correspondientes a
los estados de interacciones (estados con una particula por sitio de red). Las energias de los
estados de la base de Fock se calculan usando la ecuacion (3.6).

Al aplicar esto a nuestra base de Fock para L = N = 2 (dos particulas, dos sitios) obtenemos
la energia que caracteriza a cada estado. Tomemos como ejemplo el estado |10,01), en esta
descripcion los dos primeros parametros son las particulas que ocupan la banda inferior a de
cada sitio respectivamente, mientras los dos siguientes son los de la banda superior b, asi, este
estado posee una particula en el primer sitio en la banda a y una particula en la banda b del
segundo sitio. Vemos entonces que, n{ = 1, n$ = 0, n} = 0, n} = 1. Sustituyendo estos valores
en (3.6) Tenemos la energia para este estado E[|10,01)] = 3F + U.

Hacemos lo mismo con toda la base ordenando ¢,, como sigue

’ n ‘ |n‘fn‘21,n1{ng> ‘ €, ‘
1 | [LL,00) 3F+U - A
2 | |01,10) 3F+U
3 |110,01) 3F+U
4 1100,11) 3F+U+ A
5 | |20,00) 9F + 20U — A
6 | [02,00) AF +2U — A
7| |00, 20) 2F + 20U + A
8 | [00,02) AF + 20 + A
9 | |10, 10) 2F + 30
10 | |01, 01) AF + 30

Cuadro 3.1: Energies para la base de Fock en SW

Notemos ahora que €, =e¢, pero se muestra que V> 3 = 0 ya que no existe acople entre los estados
|01,10) y |10,01) a través de V ergo este término no se incluye en la ecuacion (3.8). Teniendo
las energias definidas, procedemos a encontrar el segundo término de la parte (3.8) construyen-
do los operadores para cada posible transicion virtual en cada salto dentro de la dindmica de
interés (movilizarse o saltar entre los estados de una particula por sitio). Por ejemplo, para un
salto entre los estados |01,10) — |00, 11) tenemos las transiciones virtuales |00, 20), |10, 10) y
|10,01) construyamos el operador de transicién para |01, 10) — |00, 20) — |00, 11) como sigue:
Las energias de los estados involucrados son e3, €7 ¥ €4 segun el cuadro 3.1. Recordemos que
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3.2. TRANSFORMACION DE SCHRIEFFER-WOLFF

para ir de un estado a otro solo movilizamos una particula usando los operadores de destruccion
y creacion (aq y alT).

En nuestro ejemplo necesitamos movilizar la particula de la banda a del segundo sitio al primer
sitio de la banda b con el operador \/§C+bia2, el factor C'; corresponde al coste de la transicion
dipolar debido a movilizar la particula de la banda inferior del primer sitio a la banda superior del
segundo sitio y v/2 por construir en un sitio dos particulas. Ahora, estando en |00, 20) saltamos
a |00, 11) por medio del operador v/2.J, b;bl, siendo J; el factor para movernos entre los sitios
de las bandas superiores y v/2 aparece por destruir en un sitio con dos particulas. La figura 3.5
ilustra el anterior proceso.

V2C, blay V2.7, bib
01,10) = |00, 20) = ]00,11)
Figura 3.5: Esquema de la transicién |01, 10) — |00,20) — |00, 11) y los operadores involucrados

en el proceso

Teniendo en cuenta el factor de diferencia energética en cada estado dado por la ecuacién 3.8
tenemos que el operador de transicion para |01, 10) — |00,20) — |00,11) es

< 2Jb-C+ _ 2JbC+> b; blbi as . (39)

F-U-A F-U

El operador de transicion puede reescribirse gracias a la definicién de los operadores de crea-
cién y destruccién, puesto que operadores de diferentes sitios y diferentes bandas conmutan,
mientras que para operadores de un mismo sitio se tiene ala;r = (nj*+1). Por dltimo redefinimos
las constantes J, = J, J, = —J, Cy = C_ = C como en [5]. En ese caso 3.9 toma la forma

27-C 27-C\ \
_<F—U—A+F—U> bz az (”1“)‘

Hacemos lo mismo para el resto de estados que median la transicion |01, 10) — |00, 11) y se
repite el proceso con cada opcion de transicion de estados del sistema de interés. Solo basta
con construir los elementos triangular superior o triangular inferior en la matriz de transicién del
sistema, luego sumamos todo y tanto la suma de términos diagonales y no diagonales dependen
de operadores n{* pero los no diagonales dependen ademas de operadores a;fbl“, b;al_i'_l y sus
adjuntos. Esto tiene sentido porgue los elementos diagonales son transiciones de un estado a él
mismo lo que implica operadores de creacion y destruccidon en mismas bandas y mismos sitios.
No asi para los elementos que estan por fuera de la diagonal. Resaltemos que a diferencia del
formalismo de proyectores, aqui se admiten transiciones de P usando un posible estado virtual
en P.
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CAPITULO 3. CONSTRUCCIONES EFECTIVAS

Nuestros estados de interés corresponden a 1, 2, 3 y 4 del cuadro 3.1 sujetos a la condicion
n¢ +n? = 1. Realizamos el mismo cambio de representacion a una base de gbits como muestra
la figura 3.4. Usamos la definicion n? —n¢ = o7. Nuestro hamiltoniano efectivo en la construccion
SW debe ser modificado para reproducir una dinamica de espines reescribiendo los operadores
con la ecuacién (3.4). El hamiltoniano total deberia ser una suma de todas estas transiciones.
Pero hay que tener cuidado en este caso ya que, por ejemplo, el operador que acabamos de
encontrar es bgag (n} 4+ 1) para la transicion 01,10) — |00,20) — |00,11) , también aparece
también para la transiciéon |11,00) — |10,10) — |10,01) multiplicado con un factor diferente.
Es decir que un mismo operador es capaz de generar dos transiciones diferentes en P usando
diferentes estado virtuales en (). Al sumar todos estos términos se genera redundancia de suma,
que conduce a elemntos de matriz incorrectos (diferentes a los obtenidos en ecuacién 3.8) .
Ademas este operador no es el Unico que se repite. Puesto que cambiamos la representacion de
la base de Fock a espines la solucion a este inconveniente se encuentra aplicando proyectores
de espin a los estados inicial y final de la transicion. Estos proyectores toman la forma

Pyt =oloy,
I
Py = ooy,
T 1
Py =003,
Py =ota), (3.10)
donde
1 1+ 07
00 1—o07
b — L _ ,a
“=\o 1 D s

Utilicemos como ilustracién las dos transiciones mencionadas donde los operadores se repiten.
Empecemos con |01,10) — |00,20) — |00,11). Puesto que |01,10) = | 1) y |00,11) = | 1)
entonces

(00, 11|blag(nb +1)]01,10) — (00, 11| Py [blas(n} + 1)]Pp |01, 10)
= (11 [Prloy (nf + D]Py| 14)
(r |0'1‘72[‘72 (nf + 1)]U1U2| ™)
(11 Infnbloz (n] + 1)nns| 14) . (3.11)

Ahora usando las formas matriciales de n® = (1 — ¢*)/2 y o™ encontramos las siguientes
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3.2. TRANSFORMACION DE SCHRIEFFER-WOLFF

relaciones

otn®=o",

otnl = 0,

o n=0,

o nb=0" ,

nct =0,

nbot =0T,

n‘c” =0,

nc” =0. (3.12)

Usando estas relaciones simplificamos (3.11) como

(11 [2nd0 | 11) . (3.13)

Encontremos ahora el operador para la transicién |11,00) — |10,10) — |10,01) de la misma
forma teniendo en cuenta que |11,00) = | |}) y |10,01) = | /1) hacemos lo mismo

(10,01]bbag(n? + 100, 11) — (10,01| Py [bhas(n? + 1)]Py]00,11) = ... = (}} [nfoi | 14) .

Estos dos nuevos operadores aseguran siempre que se sumen elementos de matriz de tran-
siciones diferentes. Luego de sumar, reescribir, organizar y simplificar términos obtenemos un
hamiltoniano efectivo para espines de la forma

—1m (0 ® 03)
n207 + 1305 + 14

Hsw

+ o+ o+ + o+t
&

of ® 05 +he) . (3.14)

Donde todas estas constantes estan definidas en el apéndice D.1. Muchas de estas presentan
indeterminaciones para algunos valores de los parametros F', Ay U. En el apéndice D.2 se hace
un estudio detallado en dos de estos parametros (A, F), donde se encuentra que las indeter-
minaciones pertenecen a un rango de valores en donde se cruza la energia, la transformacion
es valida por intervalos separados por estas indeterminaciones.En este trabajo estamos mas in-
teresados en estudiar la dinamica del sistema con respecto a F' recordando que este parametro
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corresponde a la fuerza externa a la que es sometida la red. Fijando los valores para A y U [5] en
apéndice D.2 se encuentra el valor minimo de F' para los cuales la Schrieffer-Wolff se mantiene
en el rango de validez.

En la siguiente paso ahora que se tienen las construcciones efectivas es poner a prueba la
evolucion estudiando los valores medios de los observables bajo algunas condiciones como por
ejemplo la inclinacion de la red o variacién en los parametros de las interacciones. Esto con el
objetivo de determinar cual de las dos dinamicas efectivas es la que mejor modela una dinamica
de pseudo-espines. Los resultados seran comparados con la dinamica completa para el sistema
Wannier-Stark con N = L = 2.

3.3. Analisis y comparacion de los modelos

Un “hamiltoniano efectivo” es un hamiltoniano que actia en un espacio reducido y solo describe
una parte del espectro de valores propios del hamiltoniano verdadero (mas completo). Estamos
enfocados en describir la dinamica de sitios con una particula y dos posibles niveles de ocupacion
los cuales son asociados a estados de espines acoplados. Nuestro sistema Wannier-Stark con
N = L = 2 permite definir de forma similar estos estados de espines pero estan inmersos en
una dindmica mas grande. Es por eso que recurrimos a la descripcién efectiva. Usaremos dos
modelos para sistemas independientes del tiempo, la ganancia esta en determinar cual de los
dos es la mejor descripcion.

En la seccién anterior se desarrollaron los términos matriciales correspondientes a construccio-
nes efectivas para dos modelos. En ambos el punto de partida fue el hamiltoniano Bose-Hubbard
para dos bandas (2.20) que es independiente del tiempo. Para aplicar el modelo del formalismo
de proyectores primero se aplico la transformacién de gauge (3.1) sobre el hamiltoniano (2.20)
que lo dejo con dependencia temporal y tres variedades energéticas de estados donde la me-
nor corresponde a estados de una particula como se hace en [2]. En general el formalismo de
proyectores es aplicado a sistemas independientes del tiempo pero gracias a las caracteristicas
que presenta el espacio de Hilbert luego de la transformacién nos vimos tentados a usar este
modelo. Por ultimo la variedad correspondiente a estados de una particula es asociada a la base
de dos pseudo-espines acoplados ergo la descripcién efectiva es un hamiltoniano de espines.
Schrieffer-Wolff se construyd directamente sobre (2.20) donde se usaron los mismos estados
de una particula por sitio como sistema de interés que a su vez fueron reescritos en estados
de pseudo espines acoplados. El modelo Schrieffer-Wolff es una generalizacién del formalismo
de proyectores lo que permitira luego del estudio determinar que tan factible es esta técnica en
modelos dependientes del tiempo. Primero pondremos en contraste cada construccion. Compa-
ramos a continuacion término a término las dos construcciones

Hamiltoniano efectivo en el formalismo de proyectores
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g)\ (a2 — 1) of ® o5
g)\ (1- a2) of =5 (1+ a2)

(FCp + 3 aoi) ® (a;eitA +h.c.)

(UfreitA +h.c.) ® (FCp + 3Xao3)

A(of ® oy +h.c)

- Ad? (of ® i h.c.) . (8.15)

=
O
I

+ o+ + o+

Donde A = 2J%/U, a = FC/J y F lafuerza externa.

Hamiltoniano efectivo en la transformacion Schrieffer-Wolff

Hsw —m (0] ® 03)
1207 + 1305 + N4
h1 (0;r + h.C.)

ho asr—i—h.c.)

ocf @ o5 +h.c.)
of ®a5+ h.c.) ) (3.16)

+ + + + + +
>
w
Q
+
®
Q
ks
+
=
e

Donde 71,...,n4 ¥ h1, ..., hg estan definidas en el apéndice (D.1).

Recordemos que o7 produce la proyeccion del espin en el sitio  mientras que el operador of
actla sobre el primer sitio enviando una particula del nivel inferior al nivel superior del mismo
sitio, su adjunto hara lo contrario. Hpq parece ser muy diferente en cuanto a la estructura pero
se puede notar que los operadores en ambos hamiltonianos efectivos son comunes salvo las
constantes y en Hpq hace falta un proceso si se encuentran en Hgw el término o3 que produce
la proyeccion del espin en el segundo sitio de red.

Veamos que interpretacién tienen cada uno de los términos que conforman estas construccio-
nes como sigue

3.4. Evolucion del espin por sitio para los modelos

Habiendo definido las dos construcciones efectivas, la dindmica sera entonces computada a
través de la solucion directa de la ecuacién de Schrédinger para un estado [¢(t))

D0 0) = Harlw(1) @.17)
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] t

(07 ® 0y +h.c.)

Figura 3.6: Término del hamiltoniano que genera el ascenso y descenso de particulas en el

primer y segundo sitio
[ ]

F

;

(o0f ® of +h.c.)

Figura 3.7: Término del hamiltoniano que media el ascenso y de particulas en el primer y segundo

sitio

o} ® (o5 +h.c.)

Figura 3.8: Término del hamiltoniano que media la proyeccion del espin en el primer sitio y se-
gundo sitio presenta una oscilacion de Rabi en el segundo

(o) +h.c.)® 0}

Figura 3.9: Término del hamiltoniano que presenta una oscilacion de Rabi en el primer sitio y
genera la proyeccion del espin en el segundo sitio

N‘

N ‘

Al ser esta una ecuacion lineal la evolucion en el tiempo corresponde a la accién del operador
evolucién temporal U (t,to) tal que | (t)) = U(t,to)|¢(to)), este operador obedece una version
de la ecuacion de Schrddinger para operadores: z‘%U(t, to) = HegU(t,t0). Basta entonces defi-
nir el estado inicial dentro de la base de los 4 estados de interés (| |, 4), | 4, 1), T,4), [ T, 1))-

En el campo de las redes Opticas y atomos frios uno de los conjuntos de estados iniciales
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mas usados debido a los aportes son aquellos que presentan una sola particula por sitio en
el nivel mas bajo. Este tipo de estados son muy accesibles puesto que se pueden preparar
experimentalmente, tal es el caso del Mott-insulator o estado Mott, representado por la base
de Fock |¢p) = |111...,000...). Este es normalmente el estado usado en muchos experimentos
[9,42]. Para nuestro estudio basado en el sistema N = L = 2 este estado inicial es representado
por |11,00) que en la base de espines corresponde a | |, |).

Teniendo dos descripciones para dinamica de espines el observable mas relevante sera la
proyeccion del espin por sitio determinado por la matriz de Pauli * donde ! indexa los sitios de la
red. El valor esperado de la proyeccion se calculara de la siguiente manera

(o7) = (@)lo7 ¥ () /(P ()](F)) , (3.18)

A continuacién se presenta una serie de comparaciones entre las dos construcciones efecti-
vas teniendo en cuenta que Hgw corresponde a la transformacion schrieffer wolff y Hpq a la
construccion por formalismo de proyectores. Ambas son contrastadas con en hamiltoniano real
Bose-Hubbard tomado como Hrp. Inicialmente tomaremos valores fijos de F' y mostramos
como varia respecto al tiempo la proyeccion de espin en el primer y segundo sitio de los dos
modelos efectivos comparandolos con la dinamica real (Hamiltoniano Bose-Hubbard).

(b) (63)

Figura 3.10: Evolucion del espin con respecto a tiempos cortosy F' = A enlossitios L =1y L =
2 para Hsw (linea azul) y Hpq (linea roja) comparados con la dinamica real (linea verde).Con
U = 0,034, J = 0,006

La figura 3.10 muestra la proyeccion del espin para el primer y segundo sitio de la red para las
dos construcciones efectivas y son comparadas con la dinamica real lo que llamamos Hrota
correspondiente al hamiltoniano Bose-Hubbard (véase ecuacion 2.20). Aqui se toma el valor fijo
F = A (inclinacién de la red) y se evidencia por completo que la construccion dependiente del
tiempo realizada por medio del formalismo de proyectores no aproxima al comportamiento real
pues es claro que para el valor de inclinacién tomado la proyeccidn del espin en el hamiltoniano
Bode-Hubbard para los dos sitios fluctia muy débil alrededor de —1 lo que indica que las particu-
las se encuentran distribuidas en la bada inferior de cada sitio por el contrario la proyeccion de
Hgw se va incrementando a medida que avanza el tiempo como consecuencia las particulas se
encuentran en las bandas superiores. El hamiltoniano Hgyw se ajusta al comportamiento real de
mejor manera para este valor de F' dejando buenas perspectivas por parte de esta construccion.
A continuacién tomaremos otro valor de F'y comparamos la proyeccién en los mismos sitios.

Al cambiar F' = 1,7A nos encontramos con que el formalismo de proyectores no represen-
ta una aproximacion efectiva de nuestro modelo de espines por la alta discrepancia entre sus
medidas y las arrojadas por la dinamica real (Bose-Hubbard) lo deja en evidencia la figura 3.4.
El formalismo efectivo Schrieffer-Wolff deja claro que es el que mejor se ajusta a la dinamica
que queremos encontrar, difiere de forma marcada con la dinamica real a tiempos largos pues
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<ozl> <o72>

N sassdbtte, t
0 Htotal _° 2 40 60 e300 Htotal
—-04 & Hsw _(4 8- Hsw
—0.6

7uZ§ - Heq :::: "““’W = Hea
(@) (o7) (b) (62)

=02

Figura 3.11: Evolucién del espin con respecto a tiempos cortos y F' = 1,7A en los sitios L =
1y L = 2 para Hsw (linea azul) y Hpq (linea roja) comparados con la dinamica real (linea
verde).Tomando ademas U = 0,034, J = 0,006.

la figura 3.4 muestra que para los dos sitios la proyeccion Hri. S€ separa de Hgw a medida
que avanza el tiempo lo que establece que la construccion Schrieffer-Wolff es una buena apro-
ximacién a tiempos cortos. En las evoluciones anteriores fijamos el valor de F' y medimos la
proyeccion del espin en el tiempo. Veamos que le ocurre a a proyeccién cuando variamos F'.

<o71> <ozl>

Htotal

5 5 24 25 X K 5 24 25 30 1
ot M Htotal —02
-0.6 - Hsw 04 - Hsw
-08 ~ Hespin _ e Hespin

-10 0.6|

-038

(@) (o) (b) (63)

Figura 3.12: Evolucion del espin con respecto a F' en los sitios L = 1y L = 2 para Hsw
(linea azul) y Hpq (linea roja) comparados con la dinamica real (linea verde). Con U = 0,034,
J = 0,006. Aqui los tiempos de evolucién son los mismos ¢ = 140.

Al variar ' queda descartado por completo el formalismo de proyectores como modelo que
describa la dinamica de espines ya que los resultados muestran que su diferencia es muy mar-
cada con respecto a los comportamientos de Hgw (linea azul) y Hrota1 (verde). En un principio
las proyecciones de Hsyw Y Hrota1 difieren en un rango de F entre 0A y 1,6A esto debido a que
la dinamica total es mixta entre 10 estados de la base de Fock, esto es reflejado en la proyeccion
para F' pequenos donde la inclinacion de la red no difiere mucho como consecuencia existen en
gran medida estados que contienen dos particulas en un mismo sitio y la proyeccién de Hropal
asi lo muestra ya que sus valores pueden fluctuar entre —2 y 2 por que en esencia la medida
de proyeccion es una medida de poblacion para cada sitio, mientras que Hgyw describe solo la
dinamica de solo 4 estados (los que contienen una particula por sitio) por ende su proyeccion
solo toma valores entre —1 y 1. La figura 3.12 muestra que a medida que F' aumenta (mayor in-
clinacion de red) las proyecciones de Hsw Y Hrotal S€ @justan y lo que ocurre es que entre mas
inclinada este la red, mas confinada esta la particula en determinado sitio. Luego las particulas
en los sitios se comportan como espines que no interactuan.

Las medidas de correlacion nos da informacion acerca de que tanto se afecta una medida
luego de haber realizado otra. En tal caso mediremos la correlacion (cjo3) solo para el modelo
Schrieffer-Wolff ya que los datos arrojados nos descarta el formalismo de proyectores como des-
cripcion efectiva de espines. Recordemos que existen resonancias de energia entre los estados
de Fock para algunos valores de F' como lo muestra el apéndice D.2, mediremos las correlaciéon
para dos valores de F' cercanos a dos resonancias.

Los valoresde ' = 1,34A y F = 1,68A presentan resonancia como consecuencia la trans-
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It W“/\/\/\w\wmwvv\ = Ty -

—1 350 (o) F = 1,69A

Figura 3.13: Medida de la correlacion (c703) para dos valores de F' en Hgw (linea naranja) y
Hrota1 (linea negra)

formacién Schrieffer -Wolff no aplica para estos valores pero la evolucién si existe por fuera de
estos como se muestra en la figura donde la proyeccién para el valor F' = 1,7A es muy similar
al comportamiento real. La figura 3.13 muestra que cerca de la primera resonancia nombrada
subfigura 3.13a la medida de correlacion en para Hgw es similar a la medida de Hry,) donde
para ambas la correlacion es alta. Si se aumenta F' pasando cerca de la segunda resonancia
(F = 1,68A) en la figura 3.13b para el comportamiento real sigue habiendo correlacion entre las
medidas pero no en Shrieffer-Wolff ya que presenta altas fluctuaciones en el tiempo aumenta la
amplitud de valores en la proyeccion.

A continuacion aplicaremos a nuestro modelo Schrieffer-Wolff dos medldas de entrelazamiento
en funcién del tiempo. Estas medidas son Negatividad — N(p) =, il =As ” y entropia Von Neu-
mann — S(p) = — >, Miln(\;) y lo haremos cerca de las resonancias marcadas anteriormente
en las que se calcul6 correlaciones en figura 3.13.

VN(p) VNG
012 Lof

A 3 2 i t .1 || | “
ittt tha ittt Mol "Iu IR

it ik , [ ‘\; il |‘.‘| I' (AT

oo AR R Ilw‘ i I il

e PRU MUY YUY Ry SRRLRERRY
i g SRR RARRRR AR RS AR RREER

t t
200 400 600 300 1000 200 400 600 300 1000

(@) F = 1,35A (b) F = 1,69A

Figura 3.14: Medida de la entrelazamiento Von Neumann para dos valores de F' en Hgw

Las medidas muestran que cerca a las resonancias los estados de interés presentan entrela-
zamiento. Para un valor de F' = 1,69A el entrelazamiento es alto comparado con el valor de
F =1,35A lo nota estados no separables cerca a este valor. Para tener una visién amplia de lo
que ocurre con el entrelazamiento, se midié el mismo para diferentes valores de F' plasmado en
la siguiente grafica

- VonN
02f = Neg

n A

05 10 15 20 25 3.0

F/A

Figura 3.15: Comparacion de las medidas de entrelazamiento Von Neumann(linea roja) y Nega-
tividad(linea azul) respecto a F
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La figura 3.15 compara las dos medidas de entrelazamiento y da como resultado que los es-
tados presentan entrelazamiento cerca a las resonancias y es mas marcado a medida que F
aumenta. la Ultima resonancia es precisamente el valor F' = 1,68 donde se presenta el mayor
entrelazamiento, a partir de aqui para F' mayor a 26 el sistema ya no es entrelazado.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se estudié el problema Wannier-Stark por medio del hamiltoniano de Bose-
Hubbard para dos bandas y dos sitios con el fin de reproducir la dinamica efectiva correspon-
diente a estados de una particula en un solo sitio de red asociando esta caracteristica a pseudo-
espines ergo la construccion efectiva seria un modelo de espines sujeto a una fuerza externa.
Para ello se usaron dos técnicas el formalismo de proyectores y la transformacién Schrieffer-Wolff
(SW) cada una aplicada en un marco diferente. El formalismo de proyectores fue usado en un ha-
miltoniano dependiente del tiempo ya que los estados que contienen una sola particula quedan
confinados en una misma variedad energética luego de aplicarse una transformacién de calibre
sobre el hamiltoniano Bose-Hubbard. La transformacion Schrieffer-Wolff se aplicd directamente
sobre el hamiltoniano Bose-Hubbard independiente del tiempo. Ambas construcciones poseen
términos a primer orden correspondientes a las energias de los estados y términos a segundo
orden en los que se median las transiciones del subespacio que contiene los estados de interés
a través de estados virtuales pertenecientes al espacio residual en sus respectivos marcos. La
conexién entre el sistema de particulas y el modelo de espin lo proporciona la condiciéon de los
estados de interés, puesto que poseen una particula por sitio la ubicacion de esta en las ban-
das define el pseudo-espin. Finalmente las construcciones presentan términos similares para
tratamiento de espines como por ejemplo la proyeccion y el operado que invierte el espin.

La dinamica se midié con el valor medio de las proyecciones por sitio para los diferentes valo-
res de fuerza externa comparando ambas construcciones efectivas con el comportamiento real
simulado con el hamiltoniano Bose-Hubbard inicial. Las evoluciones en el tiempo mostraron dis-
crepancias entre los dos formalismos y al comparar con el comportamiento real se establecid
que el formalismo de proyectores no es un buen modelo. Esto no es una sorpresa ya que inicial-
mente el formalismo de proyectores es aplicado generalmente a hamiltonianos independientes
del tiempo, el estudio corrobora que este caso no es la excepcion. De otro lado la transforma-
cién SW fue la que mas se ajustd al comportamiento real en tiempos de evolucion cortos para
valores menores a F' = 2, para valores mayores de F' el comportamiento se ajusta a tiempos
largos, esto debido a que el valor de inclinacién de la red es lo suficiente como para confinar
una particula por sitio ergo el comportamiento para ambos casos (SWT y real) es el mismo ya
que simula un espin aislado. Se tomaron medidas de correlacion para el modelo SW y medidas
de entrelazamiento que revelaron estados altamente entrelazados cerca de algunas resonancias
que parecen dentro de la transformacion SW para determinados valores del campo externo, fue-
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ra de estos valores la transformacion sigue aplicando y el comportamiento en el rango donde
aparece estas indeterminaciones se ajusta al real a cortos tiempos como ya mencionamos.
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Apéndice A

Formalismo de proyectores

No es my comun en éptica cuantica usar el enfoque no hermitico y el formalismo de proyec-
tores. Describiremos brevemente sin rigurosidad la esencia del método, para una lectura mas
detallada del método verifique [15] Generalmente es posible dividir el espacio de Hilbert de un
sistema cuantico con un hamiltoniano hermitico H en dos proyectores ortogonales seleccionados
arbitrariamente,P y Q los cuales satisfacen las propiedades de completez

1=P+0Q, (A1)
y ortogonalidad
PQ=QP =0, (A.2)
al ser Py @ proyectores, usando (A.1) y (A.2) se cumple que
PP=P , QQ=Q. (A.3)

Con ayuda de la completez (A.1) podemos dividir la solucion estacionaria de la ecuacién de
Schrodinger

Hy = Evp, (A.4)
en dos partes
Y =P+ Qi =1vp+ig, (A.5)
y reescribir (A.4) como sigue
(P+QH(P+Q)(¥p +vq) = E(p +1q) (A.6)
Ya que en virtud de (A.2), Pyg = 0, Q¢ p = 0 podemos escribir (A.6) como sigue
(Hpp + Hgp)Yp + (Hoq + Hpg)g = E(Yp +1q) - (A.7)

Donde
Hpp=PHP, Hqgo=QHQ, Hpg=PHQ, Hop=QHP.

La ecuacion (A.7) es equivalente a la ecuacion de Schrodinger (A.4).

Multiplicando (A.7) desde la izquierda por proyectores P y () obtenemos dos ecuaciones aco-
pladas para ¢p y 9q:
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(Hpp — E)p = —Hpgig , (A.8)

(Hoq — E)Yp = —Hgpyp - (A.9)

Sl eliminamos de (A.8) y (A.9) uno de los subespacios de estados, podemos obtener una ecua-
cién para una parte de la funcion de onda (A.5). Por ejemplo si eliminamos de (A.9) el subespacio
Q, la ecuacion para la funcién de onda en el subespacio P toma la forma

Heg(E)Yp = EYp (A.10)

Donde el hamiltoniano efectivo dependiente de la energia

1
HeH(E) :HPP"‘HPQmHQP (A11)

Proyecta el espacio de Hilbert en el subespacio P
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Apéndice B

Transformacion Scherieff-Wolff

En mecanica cuantica, la transformacion Scherieffer-Wolff es una transformacién unitaria que
diagonaliza perturbativamente a primer orden en la interaccién el hamiltoniano de un sistema.
Estas transformaciones unitarias son una herramienta Util para construir una mejor interpretacion
a un problema inicialmente dificil de tratar. En ocaciones esta transformacion pone a la vista
relaciones o conexiones entre los sistemas fisicos que inicialmente no se podrian haber pensado.
Hablaremos brevemente de esta transformacion en esta seccidn. Para una revision detallada de
la transformacién Scherieffer-Wolff se recomienda [16].

B.1. Breve derivacion

Consideremos un sistema cuantico cuyo hamiltoniano H sea independiente del tiempo de la
forma
H=Hy+V, (B.1)

donde H\ es un hamiltoniano con autoestados conocidos |m) y E,, sus respectivos autovalores,
y V' es un término perturbativo. Partimos aplicando una transformacién canonica de la forma

H.p = e He ™, (B.2)

donde S es llamado el generador de la transformacion. Esta expresion puede ser expandida en
S usando la formula de Baker-Campbell-Haussdorf

. 1 1

Heff =H+ [Sa H] + 5[37 [S7 HH + E[Sv [Sa [57 HH] + .. (BS)
siendo [A, B] el conmutador entre operadores A y B. Reescribiendo (B.3) en términos de Hy y
V tenemos

Hop = Ho+V +[S, Hol + [5,V] + 35,8, Hol] + 15,5, V] + ..

El Hamiltoniano se puede hacer diagonal a primer orden en V seleccionando el generador S

de modo que V' = —[S, Hy]. Puesto que solo nos interesa la descripcion de los procesos de
segundo orden, podemos truncar la expansion hasta ese orden quedando asi
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1
Her = Ho + 5[S.V]. (B.4)

Ahora solo basta introducir el hamiltoniano del problema especifico y calcular el generador res-
pectivo. Construyamos los elementos matriciales de H.g usando los autoestados propios de Hy.

(| Hoit|m) = oy O + %(<n|SV\m> — (n|VS|m)) . (B.5)

Los elementos de la matriz de SV y V.S pueden evaluarse introduciendo la suma de identidad
>« |k) (k| = 1 en la ecuacién (B.9) podemos escribir

(| Hotrlm) = B + 5 S (nIS1E) (VIm) — (n[VIE) (K]S m)). (B.6)
k

Puesto que se definié V' = —[S, Hy], veamos como actuan los autoestados aqui, para ello tene-
mos

(n|V|m) = —(n|[S, Hol[m) = —({n|SHo|m) — (n|HoS|m)) = (Ep — Em)(n|S|m).  (B7)

Hemos usado el hecho de que |n) y |m) son auntoestados de H para facilitar la anterior deduc-
cién por tanto (B.7) queda

(n|S|m) = m (B.8)

Incorporando (B.8) en (B.6) encontramos

1 1
En_Ek Ek_Em

(n|Hegt|m) = Ep mOnm + ;Ek: ( > (n|V|E)(k|V|m), (B.9)

donde el conjunto completo de estados £ introducidos en (B.6) son los estados intermedios o
virtuales que permiten la transicién del estado |n) al estado |m).
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Apéndice C

Transformacion a operadores de espin

C.1. Transformacion hamiltoniano de espines

La transformacion Schrieffer-Wolff es una generalizacion del formalismo de proyectores, ambas
construcciones son usadas para describir la dindmica efectiva del subespacio de menor energia
en el espacio de Hilbert del problema (véase B.1 y A). En este trabajo estos formalismos son
aplicados de maneras diferentes, en una se aplica Schrieffer-Wolff directamente sobre el hamil-
toniano Bose-Hubbard independiente del tiempo y el otra se usa el formalismo de proyectores
luego de haber aplicado una transformacién gauge sobre el hamiltoniano Bose-Hubbard que lo
deja dependiente del tiempo. Estas transformaciones permiten dividir el espacio de Hilbert en
dos subespacios P y (), donde los acoples que permiten ir de un subespacio al otro son toma-
dos como las perturbaciones V. La idea es reproducir la dindmica del subespacio P de menor
energia usando un solo estado virtual es decir transiciones a primer orden en V. Para este tra-
bajo se utiliza un estado virtual del subespacio Q que media la transicién entre dos estados
de P. El ejemplo usado para el formalismo de proyectores es la transicion entre los estados
|11,00) — |10,01) donde las posibles las transiciones virtuales son |20, 00), |10, 10) y |10, 01).
Se Construye el operador para la transicion |11, 00) — |20,00) — |10,01) dado por

M as . (C.1)

Luego de aplicada la transformacion 3.1 en el operador que acabamos de construir y tomando
las condiciones J, = J,J, = —J, C,. = C_ = C, el operador C.1 toma la forma

- iA

~Tz i+ (b} {az €4 +hoc.).

Dentro de la matriz de transicion en P este operador se encuentra fuera de la diagonal y tiene
esta forma (n{ + 1) - (bg {a2, mientras que para la parte diagonal representada por transiciones

como por ejemplo [11,00) — |11, 00) todos los operadores tienen la forma (n{* + 1)ng, + 1 donde
« puede ser a 6 by I y m toma los valores 1 6 2 con combinaciones entre estos. Luego de construir
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todos los operadores tanto para la parte diagonal como por fuera de ella usamos las ecuaciones

67 =alby. (C.2)

para reescribir estos operadores en términos de operadores de espin. Encontrando asi que los
elementos en la diagonal corresponden a combinaciones lineales entre las matrices o7, 05, 07 ®
o5 y laidentidad en Ids.4. Mientras que las entradas no diagonales son combinaciones lineales
de las matrices o, 05, 0 ® 05, 0f ® 05, 0 ® 03, 0F ® 0 y sus herméticos conjugados.
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Apéndice D

Definicion de constantes y rango de
validez en el modelo Schrieffer-Wolff

D.1. Constantes del modelo SWT

El hamiltoniano obtenido en la transformacion schrieffer-wolff corresponde a

Hgw —n1 (0] ® 03)

M207 + 1305 + N4

h1 ® (aiF + h.c.)

ho ® (a;' + h.c.)

hs (af‘ ® 0; + h.c.)
hy (af‘ ® o, + h.c.)
hs (0] ® o5 +h.c.)
hy (0] ® 05 +he.),

o+ o+

con las constantes definidas como

_ M
m=75
_ No

=75,

N:

UB_ﬁi
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Ny = F?(C12A% (= F® — 4F°U + F* (3A% — 2U?) + 8F3U (A? 4 4U?)
+ F2 (=3A% 4+ 7U* + 8A2U?) — 4FU (A% — 4U?)* — (U — A%)” (4U? — A?)
+Co? (F® — 2F% (2A% + 5U%) + F* (6A" + 33U" + 10A°U?)
— 2F2 (2A°% 4 20U° + A2U* — 5AYT?) + (AT + AU — 5A°07)°

Ny = F? (C12A% (—F° + 4F°U + F* (3A% — 2U?) — 8F°U (A +4U%) +
F2(=3A% 47U + 8A2U?) + 4FU (A% — 4U%)° — (U? — A?)” (4U? — A?)
+Co? (F® — 2F% (2A% + 5U?) + F* (6A* + 33U* + 10A%U?)
— 2F2 (2A° 4 20U° + A2U* — 5AYT?) + (A + 4U* — 5A%02)°

N3 = 6U* (C12F? (F* — 5F?U? + 4U*) (A* + F* + F? (6A% — 5U?)
+4U* = 5A’U? — J* (F® — 2F° (2A% 4+ 5U%) + F* (6A* + 33U* + 10A%U?)
—2F2 (2A°% 4 20U° + A2U* — 5AYT?) + (AT + AU — 5A°07)°

Ny = F? (C12A% (—F° — 4F°U + F* (3A% — 2U?) + 8F°U (A* 4+ 4U?)
+ F2 (=3A% 47U + 8A2U?) — 4FU (A% — 4U%)° — (U — A?)® (4U? — A?)
+Co? (F® — 2F% (2A% + 5U?) + F* (6A* + 33U* + 10A%U?)
— 2F2 (2A% + 20U° + A2U* — BAYU?) + (A +4U* — 5A2U?)

N5 = C1FJ (2F"U — 12F°U? 4 2F°U? - 3A*F5U + 88F*U* + 5A*F*U? — 112F*U°
+ A2F3U3 + 2A*F3U — 128F2U° + 60A2F2U* — 13A*F2U? + 288FU”
— 164A%FU°
+ 21AYFU3 — ASFU — 12808 4 128A2 — US — 40A*U* + 4ASU?

Dy =A(-A+F —2U)(~A+ F -~ U)(~A + F + ).
(A4 F+2U0)(A+F —2U)(A+ F —U)(A+ F+U)(A+ F +2U)

Dy=A(~A+F —2U)(~A+ F —U)(—A + F +U).
(~A+F+2U)(A+F —2U)(A+F —U)(A+F+U)A+ F +2U)
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Dy = (F—2U)(F —U)(F +U)(F 4+ 2U)(~A+ F —2U)(-A+ F = U)
(—A+F+U)(~A+F+2U)(A+F—2U)(A+F —U)(A+F+U)(A+ F +2U)

Dy = (F—2U)(F —U)(F +U)(F+2U)(~A+ F —2U)(=A+ F = U)
(—A+F+U)(~A+F+2U)(A+F—2U)(A+F —U)(A+F+U)(A+ F +2U)

D5 =2(F —2U)(F — U)(F + 2U)(~A+ F —2U)(~A + F — U)
(—A+ F+2U)(A+F —2U)(A+F —U)(A+ F +2U)

b C1FJ B C1FJ B C1FJ
"T8(CA-—F-2U) B8(-A+F-2U) A—A+F-U)
C1FJ C1FJ C1FJ
TICA_F1U) B(-A-F+20) B(-A+F+20)
C1FJ C1FJ C1FJ
~8(—F —2U) TRFE ) " AF—-U)
C1FJ C1FJ C1FJ
4(U = F) + 82U — F) 8(F +2U)’
e C1FJ N C1FJ - C1FJ
>T TR(-A-—F-2U) ' 8(-A+F-2U) 4(-A-F-1)
C1FJ C1FJ C1FJ
TACATFLU) TRCA-Ft20) B(-A+F+20)
C1FJ C1FJ C1FJ
8(—F —2U) 8(F —2U) * 4(—F —U)
C1FJ C1FJ C1FJ
WF+U) 8RU—-F) " 8F+20)’
ha — C12F2(F2U—AU3+A%U)
3= (FATF2U)(—A+F20)(A+F—2U)(A+F+20) *
hy = — J2U
(F—20)(F+20)
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h5 — _ CiFJ 4 CiFJ + CiFJ
8(—A—F—2U) " 8(—A+F—20) " 4(—A—F-DU)
C1FJ C1FJ C1FJ
TACATF1U) B(—A_F+2U) TRCAF+F+20)
C1FJ C1FJ C1FJ C1FJ
TR(CF—20) "8(F—20) "a—F-U) AF+0)
C1FJ C1FJ

82U —F) R(F+20)’

Cl=C=0,035;

D.2. Rango de validez del modelo Schrieffer-Wolff

Usando la cuadro 3.1 podemos determinar el regimen de validez en SW. Dejaremos fija la
interaccién entre particulas U = 0,034 y se varian los parametros F' (inclinacion de lared) y A
(diferencia entre los niveles por sitio) como lo muestra la siguiente figura

et
B e2
H e3
H e4
H e5
(S
H e7
M =8
H e9
£ e10

Elng,nd] |

Figura D.1: Como varia la energia de los estados de Fock (N = L = 2) con respecto a F'y A.

Cuando se varian las energias de los estados con respecto a a estos dos parametros (£, A),
el comportamiento de cada uno es representado por un plano. Existen regiones (valores de F'
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y A) donde estos planos se interceptan. Luego de determinado valor predomina siempre una
diferencia de energia para los estados.

Nuestro interés general es modelar la dinamica efectiva para diferentes inclinaciones de la red,
por ende se fija A = 0,1 y se usa como escala para estudiar la dinamica con respecto a F'. El
siguiente grafico muestra como varia la energia de los estados en la base de Fock con respecto
a F' dejando fijo U y A.

€8
€10
€6
€4

€2
€l
€7
€9
€5

F

Figura D.2: Energias de los estados de Focken N =L =2con A =0, 1.

El comportamiento de la energia para cada estado es lineal respecto a F', los estados de in-
terés son representados por €1, €2 y e3. Haciendo un zoom sobre la anterior figura los interceptos
se encuentran para valores de 0,3 < F' < 2 con algunas regiones donde la transformacion
aplica. A partir de este intervalo, tomando valores de F' >la transformacion siempre es valida.
algunas de las indeterminaciones en el intervalo son F' = 0,34, F = 0,68, FF = 1,34, FF = 1,68.
Para estos valores la energia de algunos estados es la misma por ende el factor de la parte
perturbativa del hamiltoniano diverge puesto que su denominador corresponde a diferencias de
energias de los estados.

Elnf,nj)
]
200 ‘

€10
€6
€4
€3
[
€l
€7
€9
€5

025 0.30 035 0.40 045 0.50

F

Figura D.3: El rango de validez de la transformacién SW lo determina valores de F)0,2.

Si escogemos un valor de F'>0,2 aseguramos la diferencia de energia entre los estados de in-
terés y el resto. Para valores menores a este I’ se debe tener cuidado con las indeterminaciones.
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