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Resumen

En este trabajo se extienden al marco vectorial algunos resultados de Bjorck sobre
espacios de Hormander B, ;. utilizando la teoria de ultradistribuciones de Beurling.
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1 Introduccion

Se sabe de la importancia de los espacios de Hormander By, . en la teoria
de operadores diferenciales parciales lineales (ver [6], [7]). De igual ma-
nera, en |2| Bjorck, utilizando ultradistribuciones de Beurling, estudia
problemas de existencia, aproximacion y regularidad de soluciones de
ecuaciones diferenciales parciales lineales con coeficientes constantes en
espacios mas generales que los de Hormander. En este trabajo definimos
los espacios de Hormander con valores vectoriales via la teoria de ultra-
distribuciones de Beurling e introducimos algunas propiedades de dichos
espacios pero en el marco vectorial. Para ello, utilizaremos conceptos de
la teoria de espacios localmente convexos. Para definiciones y propiedades
ver [8], [11] v [13].

A continuacion presentamos alguna terminologia usada en este tra-
bajo. Los espacios vectoriales usados en este articulo estan definidos
sobre el cuerpo C de los niimeros complejos. Si £ es un espacio local-
mente convexo, denotamos por E’ su dual topologico. Dados dos espacios
localmente convexos E v F, Ly, (E, I') denota el espacio de los operadores
lineales y continuos de E en F, provisto de la topologia de la convergen-
cia uniforme sobre todos los subconjuntos acotados de F; cuando K = F
escribimos Ly, (E) y si F' = C ponemos E]. Por E®F denotamos la com-
pleciéon del producto tensorial inyectivo de E v F. Si E es un espacio
localmente convexo, C.(R", E') denota el espacio de las funciones conti-
nuas de R" en F, equipado de la topologia de la convergencia uniforme
sobre los compactos de R". Si E = C escribimos C.(R"). B; denota la
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bola unitaria cerrada y B¢(x) a la bola abierta de centro en x y radio ¢
(t > 0).

Finalmente, si » es una funciéon compleja en R" v x € R", ,u y u
seran las funciones definidas por (m,u) (t) = u(t — x), u(t) = u(—t) para
t € R". Si z € R", e, denota la funcion e, (t) = e, t € R", donde zt =
Z?:l x; t; es el producto escalar usual de R"”. Siwu € L; entonces la trans-
formada de Fourier de u, @ o F u, es definida por 4(€) = [, u(x)e " E%dz.
Para definiciones y resultados sobre espacios de funciones diferenciables
y distribuciones con valores vectoriales, nos remitimos a |14] y |15].

2 Preliminares

En esta seccion extendemos al marco vectorial algunos resultados de
Bjorck (ver |2|) sobre ultradistribuciones de Beurling. Tratamientos bas-
tante exhaustivos sobre la teoria de ultradistribuciones (incluyendo las
de Beurling) pueden encontrarse en (1|, |2|, [3], [4], |9] ¥ [10]. Nuestra
notacion sigue el trabajo de [2].

Sea M el conjunto de todas las funciones reales continuas w (x) so-
bre R" tales que para cada una de ellas existe una funcion o(t) que
verifica w (x) = o (|z|) donde o (t) es una funcién coéncava, continua y
creciente sobre [0, oc[ con las siguientes propiedades: (i) o (0) = 0, (1)

Dm fT':i};dt < o0 (condicién de Beurling), (#22) existe un nimero real a y
un niamero b > 0 tales o(t) = a + blog(1 + t) para t > 0. La propiedad
mas importante es la (i), que es esencialmente la condicién de no cuasi-
analiticidad de Denjoy-Carleman (ver la Seccién 1.5 de [2]). Dos de los
ejemplos mas importantes de funciones de M son w(x) = log(1+|z|)? con
d>0yw(z)=|z|’ con 0 < 3 < 1. Cada funcion w € M es subaditiva.

Siw € M, entonces K, es el conjunto de todas las funciones positivas
k sobre R" para la que existe una constante A > 0 tal que &k (z +y) <
M@k (y) para todo x, y € R™. Si k, ki, ko € K, y s es un namero
real entonces log k es uniformemente continua, k% € K, k1 ke € Ky ¥
My (x) = sup,egn % € Ky (ver [2, Th.2.1.3]).

Definicion 1. Sean E un espacio de Banach, p € [1l,x|, w € M y
ke Ky Lpi(E) denota el conjunto de todas las funciones f medibles
Bochner de R" en E, tales que kf € L, (E), donde L, (E) es el conjunto
de todas las functones (clases de funciones equivalentes) medibles Bochner

L/p
de R" en E, tales que | f|, = (&f \f (z) %dm) < 00.

(Si p= o0 se supone esssup || f (x)||z < o0).
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Como es bien conocido los espacios Ly, (E), equipados con la norma
I.|[, son espacios de Banach. Definiendo ||f||LP,£_{E] = ||kfll, para f €
Ly (E), resulta que Ly, (E) es un espacio de Banach isométricamente
isomorfo a L, (E). Denotamos por L{(E) el conjunto de todas las fun-

ciones medibles Bochner de R™ en E, tales que [ || f(x)||pdz < oo, para
K
todo compacto K C R"™. Si f € Li(FE) la transformada de Fourier de f,

f o Ff, es definida por f(t) = I f ) e 5l
En la definicion que sigue extendemos al caso vectorial las definiciones
1.3.1, 1.3.2 y 1.8.1 de [2].

Definicion 2. Siw € M y E es un espacio de Banach, D, (E) denota
el conjunto de todas las funciones ¢ € Ly (E') con soporte compacto tales

que para cada A > 0 se tiene ||¢|, = [ @ ()| @ dx < oo, donde
Eﬂ-
o(x) es la transformada de Fourier de .

Por otra parte, S, (E) es el conjunto de todas las funciones ¢ €
L1 (E) tales que ¢ y © son funciones de clase C°° sobre R" y

P () = sup @ 0% () <
relkn

Gan () = sup @ 97 ()|, < oo
:I'EE”

para todo multiindice o y todo A > 0.

5i {2 es un subconjunto de R™, entonces
D, (L, E) = {p € D, (E) : sopp C Q} .

Si £ es un compacto entonces D, (£, E') equipado con la familia de nor-

mas {||-||, : A > 0} llega a ser un espacio de Fréchet. Si €2 es un abierto

y {K;};° es una sucesion fundamental de compactos de 2, entonces

D,(, E) = indD, (K;,E) v es un LF-estricto (para la definicion de
7

limite inductivo y de espacio LF-estricto ver p.e. [13]).

De igual manera, S, (E') equipado de la topologia localmente convexa
generada por las seminormas g, ), ga.x (@ € N§, A > 0) es un espacio de
Fréchet y la transformada de Fourier es un automorfismo topologico de

S (E).

Observacion 3. 1. Si E = C entonces D, (E) y S, (E) coinciden con
los espacios usuales D, y S,,. En este caso escribimos po ) Y Go.x €n lugar
de Pa Y Qa.n, TESPECtivAamente.
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2. Al igual que sucede en el caso escalar (ver [2, Cor. 1.3.21]) la condi-
cion w(z) > a+ blog(l+|x|) , (@ € R, b > 0) y la formula de in-
version de Fourier, permiten demostrar que si f € D, (E) entonces f,
modificindola si es necesario en un conjunto de medida cero, llega a ser
indefinidamente diferenciable. Por tanto D, (E) C D(F).

En la siguiente proposicion demostramos la completitud de los espa-
cios de la definicién anterior.

Proposicion 4. Sea K un compacto de R", w € M y E un espacio de
Banach, entonces

1. (D, (K, E) . {|.ly : A>0}) es un espacio de Fréchet,

2. (Sw (E), {Paxr:Gar:a € Nj,A>0}) es un espacio de Fréchet.

Demostracion.

1. Para ver que el espacio D, (K, E) es de Fréchet bastara probar su
completitud.

Sea (h;) una sucesion de Cauchy en D, (K, E'). Entonces para cada

m € Ny para todo € > 0, existe jg tal que ||h; — hs||,, <€, 7,58 = Jjo
es decir, tal que
i = bl = [ Whs(2) = e ) em
Rﬂ-
= [ 3 (2) = b () i (2) < G5 > o
Rﬂ-

siendo p,, la medida definida por dum,(z) = €™*)dz. Por tanto

para cada m, (ﬁj) es de Cauchy en Li (pm, E). De este modo,
para todo m existe una funciéon f,, € L (pm, F) tal que faj — fim,s
J

en Ly (pm, E) y de las inclusiones continuas - -+ — Li (pm, E) —
oo Ly (po, E) — Ly (1, FE) — L1 (E) se deduce que f; = fo =

R
f3 = ---. Llamando f a esa funcion vemos que f € ﬂ 14 (;’J--mu E)
m=1

y que también .-?zj — fen Ly (E). Teniendo en cuenta que la trans-
formada de Fourier es un operador continuo de L (E) en Cy (E) re-

sulta que h; = (2m)" h; — f en Co (E), es decir, hj — (27) ™" f

e

en Cop (E). Finalmente, si g = (2r)™" f entonces g € D, (K, E)
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y hj — g en D, (K, FE). Puesto que soph; C K, para cada j,
es claro que SDpE} C K. Ademas § = f c.p.p. pues g(x) =

2m)™" [ f(=2)e @2dz = (27) " " f(2) €%dz = f (x) para casi
g™ Er
todo x (en el dltimo paso hemos aplicado la formula de inversion

de Fourier ya que f vy f estan en Ly (E)). Por consiguiente,

/ § (@) €™ dpim (@ / 1 (@)l €™ dpim () < o0,

Eﬂ- Rﬂ-

para cada entero positivo m, ya que f € Lj(pm,E) para todo
m. Que la sucesion (h;) tiende a g en D, (K, E) se deduce de las
igualdades ||k; — g|.. = |hj — fllz,(u,.B)y m=1,2,.

2. La prueba de 2 se deduce de la inmersion S, (E) — S (E), del he-
cho de que S (E) es un espacio de Fréchet (ver p.e., [14]) v de la
continuidad de la transformacion de Fourier.

[]

La siguiente definicion es la extension al caso vectorial de las defini-
ciones 1.8.8 y 1.8.9 de [2].

Definicion 5. Seanw € M y E un espacio de Banach. Una aplicacion li-
neal y continua de S, en E se llama una ultradistribucion (w—temperada)
con valores en E. El espacio de todas las ultradistribuciones con valores
en E se denota por S, (E) y estd equipado con la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los acotados de S,,.

Si T € 8, (E) se define la transformada de Fourier T € S',(E) por
(u, T} = (u,T'), para cada u € S,,,.

T es un automorfismo topologico de S/,(E).
El siguiente lema lo demostramos por motivos de completitud.

Lema 6. Sea f € L'°(E) y sea Q un abierto de R" tal que

/ f —0,

para cada ¢ € D,(Q2). Entonces f =0 c.p.p. en (.

Demostracion. Primero supongamos que f es escalar. En virtud del teo-
rema de Lebesgue se sabe que, para casi todo x,

lim — / f () — F ()| dy = 0.

t—ot "
By (x)
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Sea entonces ¢ € D, tal que [ ¢ (z)dx =1y sopp C B; (Lema 1.3.9 de
Rﬂ-
12]). Sea x € 2, entonces

f@ = [r@ene () dy

= / [f (y) — F (@)t (“E ; y) dy +

[1weme (5 ) e
(2

Si ¢ es lo suficientemente pequeiio, t "¢ (=) € D, y sopt "¢ (=) C

By (x) € Q, por lo que [f(y)t "y ("—;E) dy = 0. Si z € (1, es tal que
Q

liertin thm |f (y) — f (x)| dy resulta que f(x) = 0 (basta hacer tender
t—0

ta 0" en (%)).
Veamos ahora el caso vectorial. Para cada e’ € E’ se tiene que e’o f €
Li¢(E)y [e'of (z) ¢ (z)dr = 0, para cada ¢ € D,,. Por tanto, e'o f =0
)

c.p.p. en {2, para cada ¢ € E'. Sabemos (ver [5, Cor.7, p.48]) que esto
implica f = 0 c.p.p. en (. []

El siguiente resultado extiende al caso vectorial resultados de inmer-
sion escalar (ver [2]).

Proposicion 7. Sean w e M, k€ K, 1 < p < oo y E un espacio de
Banach. Entonces

1. La aplicacion £ : Ly ,(E) — S, (E) definida por

(u, €(f)) = / u(2) f(2)dz

Bn
para cada u € S,,, estd bien definida, es lineal, inyectiva y continua.

2. La aplicacion n : §,(E) — Ly, ;(E) que a cada f € S, (E) hace
corresponder su clase de equivalencia es lineal, inyectiva y continua.

Demostracion. 1. Sea uw € S, y f € Ly (E), entonces uf es medible
Bochner. Sil < p < ooy p es el exponente conjugado de p, se tiene, en

virtud de la desigualdad de Hoélder y de las estimaciones ﬁ < ceM(®)
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fmﬂ e—Bp'w(z) gy ~::: oo (e, Ay [3 son ciertas constantes mayores que cero;
reclierdese que g L ¢ K, v que w(z) > a+blog (1 + |z|) con b > 0), que

/H’U (x) f(z)||pdx < f”k ) f (z) ”:ﬂ d;:r) (f(|EEi§|)Pfdm)1pr

BEn J
< p (/ C |u (TN [}Lﬁﬂwirj] _BFHLL.- dT) 1/pt
Rn
= CPoxys (u) | kf”p*

De modo que [ u(z) f(z)dz es un elemento bien determinado de E
Rﬂ-

y adems [[(w,&(f)p < cpyrss(w) RSl por o que €(f) € S(E).
Obviamente, la aplicacion £ (f) es lineal. De otro lado, para cada acotado

B C &, tenemos

1€ (f ||B—t~up||( E (e < cllkfll, bupﬁ[mq(}

uelh uceh

de lo cual resulta que & es continua. Resta probar que £ es inyectiva.
Para ellr:m aupmlgmrms que & (f) = 0, entonces para cada u € S, tenemos
ﬁﬁfu z)dx = 0, puesto que D, C S, (ver |2, Prop.1.8.6]) y f €

(E), E'] ]ema anterior prueba entonces que f = 0 c.p.p. Por tanto, &
es inyectiva. (En los casos p = 1, 0o se razona analogamente haciendo las
modificaciones necesarias. )

2. 51 feS, (F), entonces kf € L, (F). En efecto, kf es continua y por
tanto medible Bochner. Si 1 < p < oc, se tiene

( f |k (z) f (I)II%dI>1xp ( f [k ()] || f(:;:)||ﬁ;dm)”p

”_-Eﬂ- R'H-
: p L/p
< o [ [P 15 @)ls]" o)
Rﬂ-
1/
= c( f ff_’gp”{””d:tf) Pﬁn.ﬂﬁ(f )
R'ﬂ.

para ciertos A y (3 positivos, luego kf € L, (F). Estas desigualdades
prueban que la aplicacién 1, que obviamente es lineal e inyectiva, es
continua. Si p = oo se tiene que ||kf| . < cp,, (f) ¥ esto termina la
prueba. []
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3 Los espacios B, (F)

Extendemos ahora al caso vectorial la definicion de los espacios de Hor-
mander By, (ver Definicion 2.2.1 de [6], Definicién 2.2.1 y Proposicion
2.2.2 de [2]; ver también la Definicion 1 de [12])

Definicion 8. Seanw e M, ke K,, 1 <p < oo y £ un espacio de Ba-
nach. Denotamos por By, . (F) el conjunto de todas las ultradistribuciones
vectoriales T € S/, (E) para las que existe alguna funcion f € Ly (E)
tales que (4, T) = [ u(z) f (z)dx, para cada u € S,,.
HH

B, (E) es un subespacio lineal de S, (E) y la aplicacion B, i (E) —
Lyw(E):Tw f (‘f = f’) es un isomorfismo algebraico (Sobreyectivi-
dad: si g € Ly (E) entonces T = F 1 (£(g)) € B, x (E) es la antiimagen
de g). Provisto de la norma

i

R 1/p
E(z)T (x) ||%d:1:) sip < oo

(@m )
I, =

ess sup ||k (2) T (z) || g si p= 00
\, .’I'IER”'

B, (E) llega a ser un espacio de Banach isométricamente isomorfo a
L, (F). (Hemos puesto 7' (x) en lugar de f (x). Cometeremos este abuso
de notacion frecuentemente).

Nota 9. 1. B, (C) es el espacio de Hormander-Beurling B, conside-
rado por Bjérck en [2]. Nuestra definicion coincide con la Definicion 1
de [12] cuando w(z) = log(1 + |z|).

2. El estudio de los espacios By, j.(E) no se reduce al estudio de los espa-
€108 Bp‘kg@[E puesto que, como es bien conocido, L,(E) y Lﬂ@{_E no son
isomorfos en general. Por motivos de completitud recordamos algunos
ejemplos: Bl espacio Ly (£,) no es isomorfo a ngﬂfﬁp st 2 < p<oo (ver
[5, p.117y Cor. p.258[). SidimFE = oc y 1 < p < o entonces L,(F)
no es isomorfo a L,2_E (ver [5, p.253]).

En el siguiente teorema necesitamos algunos resultados sobre el pro-
ducto (resp. la convolucién) de funciones de S, por ultradistribuciones de
S.,(E). Las definiciones son analogas a las dadas por Schwartz en [14] y
las correspondientes propiedades se establecen a partir del caso escalar y
del teorema de Hahn-Banach: Para p € S,,, T € S8/ (F) y ¥ € S, defin-

imos (¢, T = (¢, T). La “multiplicaciéon puntual” S, x S (E) —
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S (E) : (p,T) — T es una aplicacion bilineal separadamente continua
y sucesionalmente continua. Sip € S, y T € §/,(E), definimos p*T (z) =
(1.0, T), x € R™. La funcién o*T' : R™ — FE se denomina la convolucién
de o y T'. Se tiene que p* T es {*(}ntinua y existen constantes positivas C'
y A tales que || * T(z)|| ; < Ce®®) para todo x € R". Por tanto, pode-
mos identificar ¢ T con la ultradlstrlbuciﬂn w-temperada con valores en
E definida por ¢ — (¢, 0+ T) = [ ¢ (z)(p*T)(z)dz, ¢ € S,. La
Bn

aplicacion bilineal S,, x §,(E) — S, (E) : (fp, T) — @ * T es separada-
mente continua y sucesionalmente continua. Se comprueba facilmente
que (%ﬁ’mﬂ % T> = (‘Eﬂf ?i’; T> : m = @T? ﬁ = (zﬂ_)_n ({75 % T) , para
todo v, € S, y T € S ,(E).

En el siguiente teorema extendemos al caso vectorial resultados de |6]
(ver también 7], [2] vy [12]).

Teorema 10. Sean w € M, k€ K,, 1 < p < oo y E un espacio de
Banach. Entonces

v ; P ck g LR - A ! i i .-I .
1. La inyeccion candnica B, (E) — S, (F) es continua. La apli-

cacion Z : S, (E) — By (E) dada por

(u, Z (f)) = ] u(z)f (@) de, FE8.(B), ves,

Rﬂ.
estd bien definida, es lineal, inyectiva y continua.

2. Las aplicaciones bilineales
0) S X Byt (B) — Bpi(E) : (u,T) = uT
b) Sy X Bp(E) — Bpp(F) : (u,T)—uxT

son continuas.

Demostracion. 1. Sea {T};} una sucesion en B, ; (E) convergente a 0. Si
T; = £ (f;) con f; € Ly (E) entonces f; — 0 en L, x(E). Por la Proposi-
cion 7 parte 1, ’_f; =¢(f;) = 0en S, (E), luego, T; — 0 en S, (F) . Por
tanto la inyeccion canénica B, i, (E) — 8., (E) es continua. Consideremos
ahora la aplicacion Z = £on: S, (E) — S, (E), donde £ y i son las apli-
caciones definidas en la Proposicion 7, veamos que Z (S, (E)) C B, i (E).
En efecto, debemos ver que para cada f € S, (FE), se verifica Z(f) =
Z(f} Si f € S, (E) se tiene para cada u € S, <u. Z(f}> =l =

j a(z) f () dz. De otro lado, (u, Z(f)) = j u(x) f(x)dx, luego para cada
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e € E' se verifica que

([i@1@dre) = [i@)if@).e)de

Rn Rn
=u[mméﬁﬁmmw

I
=
—
=
e
)
o
'-..._”
—
£,
=

R
por el teorema de Hahn-Banach se concluye <u, Z(f)> = (u, Z(f)), para

cada u € S,. Asi, Z(f) = Z(f) vy Z(S,(F)) C Byi (E). Conse-
cuentemente, Z es una aplicacion lineal e inyectiva de S, (E) en By, ;. (E).
Veamos que Z es continua de Sy, (E) en B, (E). Sea {f;} una suce-
sion en S, (F) convergente a 0, entonces fj — 0 en S, (F) por lo que

?;(fj) — 0 en L, (E) (Proposicién 7 parte 2), pero esto equivale a que
Z(f;) = 0en By (E).

2 a) Supongamos que u € S, vy T' € By . (E) . Sabemos que uT' € S/, (E) ,
puesto que B, (E) C S, (E) y también uT = (27) " * T. Veamos

)

que 4+ T € Lyy(E). En efecto, @+ T es medible, y como T €

Ly (E) entonces (& * T) (] == <TT11T> = [d(z—y) T (y)dy, = € R"
Eﬂ-
multiplicando esta tltima expresion por k(z) y teniendo en cuenta que

k(x) < Mg(x —y)k(y) obtenemos

k@)@ xD)@le = | [ k@it - Ty

I
El‘l
= f““@—ﬂWwNMm—wmf@mm@
R
= /ﬁﬁw—ﬂNMw—wmmwT@mm@
Rgﬂ-

(|Mya| * |kT| £)(z), =z €R™.

Ahora bien, como Myii € Ly y ||kT||z € Ly, entonces por la desigualdad
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de Young se tiene

< [[Mgal|L, ||

H|M;¢ﬂ.| Al

kT ellL,

Lis

—n(14+d
= 20) "Ml 1T Nl

Por tanto, @ % T € Ly (E), es decir, uT € B, (E) y ademas,

[uT ||pr < |lwllt,a0 | T N|pke < €qg o ()| T]|p %

siendo ¢ y A ciertas constantes positivas independientes de u y T'. Estas
desigualdades implican que la aplicacion bilineal

Sw X Bpk (E) — By (E)
(u,T) — uT

sea continua.
_-—""-.-'"‘—\_

b) Siue S, yT € Byp(F), entonces uxT = aT. Ademéas, como T
se puede representar por una funcion de L, (E) (funcién que también

representamos por T') tenemos que u * T' también se puede representar
por una funcioén de L, (E). En efecto, si 1 < p < oo, entonces

/Hk(:xjf’i(m)‘f(m)”pdm :/

R K

s p P
k (ﬂ)T(F)H l&‘}‘“"{xj |11(:1:)|] e M) g

< laoa @ [ @ T (@)

Eﬂ:
= (2m)™P | T|P . [go.x (w)]P .

p
‘dl‘

Si p = oo entonces

ess Sup HF{: () u(x) T(L;:]H = M@ |g (z)| e M)

H?ETH{H

‘k (2) T ()

‘-::-::?.ﬁ:
< qoa(u) [|T]| ook

Por tanto, u T € By i (E) y ||u * Tl & gox(w)||T||p.k- De esta tltima
desigualdad y de la continuidad de la transformada de Fourier se sigue la
continuidad de la aplicaciéon bilineal dada. [
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