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RESUMEN

Muestreo Compresivo es una rama emergente del procesamiento de sefiales, basada en el
hecho de que un nimero pequeiio de proyecciones lineales no adaptativas sobre una senal
compresible, contienen suficiente informacion para reconstruirla y procesarla. En este
articulo se presentan los resultados obtenidos al evaluar cinco matrices de medicion para la
realizacion de Muestreo Compresivo en un sistema que utiliza el algoritmo Orthogonal
Matching Pursuit (OMP), para la recuperacion de la sefial original. Las matrices de
medicion estan implicadas tanto en el proceso de muestreo-compresion de la sefial, como en
lareconstruccion de lamisma.

PALABRAS CLAVE: Muestreo Compresivo, algoritmo Orthogonal Matching Pursuit,
matriz de medicion.

Compressed sensing using Orthogonal
Matching Pursuit (OMP)

ABSTRACT

Compressive Sensing is an emergent field of signal processing which states that a small
number of non-adaptive linear projections over a compressible signal, contain enough
information to reconstruct and process it. This paper presents the results of evaluating five
measurement matrices for its application to Compressive Sensing, in a system that uses
Orthogonal Matching Pursuit (OMP) to reconstruct the original signal. The measurement
matrices are those implicated in the compressive sensing process as well as in the
reconstruction process of the signal.
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1. INTRODUCCION

Muestreo Compresivo (MC) es un enfoque
alternativo y optimizado al principio planteado
por el teorema de Shanon/Nyquist, el cual
permite, potencialmente, el desarrollo de
aplicaciones a nivel de hardware y software
menos costosas. Utilizando el principio, de MC es
posible realizar dos procesos de forma simultanea
en la adquisicion de la informacion: sensar y
comprimir. La tecnologia convencional, en
contraste, realiza un proceso de muestreo seguido
por uno de compresion.

Una sefial dispersa o sparse es aquella que solo
presenta pocos valores distintos de cero en el
dominio del tiempo o en algin otro dominio. El
numero de valores no nulos de una sefial dispersa
se conoce como su nivel de dispersion o sparcity.
Muchas sefiales tienen representaciones dispersas
en cierto espacio. Una sefial perteneciente a un
espacio vectorial tiene una representacion
dispersa, si ésta puede ser expresada como una
combinacion lineal de pocos vectores de una base
de dicho espacio. Por ejemplo, las sefiales
formadas por componentes armonicas son
dispersas en bases de Fourier, y las suaves a trozos
tienen representaciones wavelets con estructuras
dispersas|[1,2,3.]

La matriz de medicion o diccionario permite
capturar informacién de una sefial dispersa dada 'y
es utilizada por el algoritmo OMP para la
recuperacion de dicha sefial una vez ha sido
comprimida. El hecho de que la matriz de
medicion presente un pequefio numero de filas
(vectores de medicion) tiene ventajas como mayor
compresion de la informacion y menor tiempo de
procesamiento. Por tal motivo, en este articulo se
presenta el estudio de diferentes clases de matrices
de medicion, con el fin de encontrar aquellas que
permiten obtener una recuperacion adecuada de la
sefial utilizando un menor nimero de vectores de
medicion.

En la Seccidn 2 se presentan algunos conceptos
basicos necesarios para la teoria de MC y se define
parte de la notacion utilizada. En la Seccién 3 se
define el problema de recuperacion de una senal

que ha sido comprimida bajo el principio de MCy
se presenta OMP como solucion a dicho
problema.

En la Seccion 4 se detalla la metodologia y las
herramientas empleadas para la evaluacion de las
matrices, entre las cuales estan las mediciones
estadisticas, el parametro de coherencia, la
funcion acumulativa de coherencia y la
correlacion en imagenes. En la Seccion 5 se
describe cada una de las matrices de medicion
propuestas. En la Secciéon 6 se muestran los
resultados més relevantes del trabajo y se realiza
un analisis de los mismos. En la Seccion 7 es
llevada a cabo una breve comparacion con
trabajos precedentes en el rea. Finalmente, en la
Seccion 8 se presentan algunas conclusiones del
trabajo realizado.

2. MUESTREO - COMPRESION DE
SENALES

2.1 Muestreo Compresivo

Segun el principio de Muestreo Compresivo, una
sefal discreta con una representacion dispersa en
cierta base, puede ser recuperada a partir de un
numero pequefio de proyecciones lineales de
dicha sefial sobre una base arbitraria [4].

MC sugiere una nueva forma de adquirir la
informacion que necesita ser convertida de
analoga a digital, debido a que los procesos de
muestreo y compresion de la sefial se realizan
simultaneamente [8]. Cuando se pretende aplicar
el teorema de Shannon/Nyquist a sistemas de
radio-frecuencia de amplio ancho de banda se
presentan limitaciones de hardware para la
implementacion de una etapa andlogo-digital de
alta precision y alta velocidad. Haciendo uso del
principio de MC no seria necesario que todas
estas muestras pasaran por dicho conversor, sino
solo un pequefo nimero de observaciones de la
sefal, lo que reduciria los requerimientos de
velocidad del conversor.

10



Muestreo compresivo utilizando Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

2.2 Compresion —muestreo de la sefial

Sea se R“una sefial discreta real de longitudd,
representada como un vector columna de d
posiciones (1),

Sd]T

Sea ®=[¢, ©¢,-¢,], con @ eR" para

i=12,,...,d La matriz ®esunelementode R™"
y se conoce como matriz de medicion. Sus
columnas, los vectores @,, se denominan atomos,
los cuales tienen norma unitaria. Cada una de las N
filas de @ se conoce como vector de medicion. El
proceso de muestreo-compresion consiste en la
obtencion del vector v como la combinacion lineal
de atomos de @ dada por:

s=[s, s,

(1)

V=isi(pl. =ds,

i=1

2)

dondes, eseli-ésimo elemento des.

El vector columna ve R" y se conoce como
vector de observacion. Este contiene informacion
importante acercade la sefial s.

El tamafio del vector v resultante, depende deN. A
continuacion analizamos dos casos de interés. En
el primero de ellos, si N = d, no existe propiamente
compresion de los datos pues ve R, es decir, la
sefal original y el vector v tienen la misma
longitud. En el segundo caso, si N < d, la
dimension del vector v es menor a la dimension de
$ y por tanto, existe compresion de la informacion.
Se puede demostrar que bajo ciertas condiciones
de s y de @, la informacion contenida en v puede
ser suficiente para recuperar de forma aproximada
lasefial s.

Si s es una senal m-dispersa, es decir, solamente m
de sus elementos son distintos de cero, la ecuacion
(2) equivale a una combinacioén lineal de solo m
atomosde @, esdecir

V=) 50,

5,€0

donde © ={sies: si;tO}y |G|=m.

3. RECUPERACION DE SENALES
DISPERSAS

Una vez se ha realizado la combinacion lineal de
atomos de @, el objetivo es recuperar la sefial
original s a partir del vector de observacion v. La
recuperacion difiere en complejidad dependiendo
de N, a continuacion se analizan los dos casos
mencionados en la Seccion 2.

Para el primer caso, si N=d y los atomos de ®
constituyen un conjunto ortonormal (elementos
mutuamente ortogonales y con norma unitaria), la
sefal s puede ser recuperada como:

5, =(v,9,), i=1,2,,d

donde la notacion <', > indica el producto interno
enel espacioR".

En este caso la representacion del vector v sobre
los atomos de @ permite recuperar de forma
univoca la sefial s.

Para el segundo caso y el de mayor interés, en el
cual N<d, los atomos de ® no forman un conjunto
linealmente independiente y por lo tanto tampoco
un conjunto ortogonal. Por tal motivo, la
recuperacion de la sefal no puede ser realizada
descomponiendo el vector v como un conjunto de
proyecciones sobre los &tomos de ®.

Uno de los métodos para recuperar la sefal s a
partir del vector v [5], consiste en encontrar la
sefal § que minimiza la energia del error entre vy
la combinacion lineal de atomos de @ utilizando s,
es decir, resolver el problema de optimizacion:

minlv- X )
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donde ||.|| es la norma euclidiana en R", definida
como la raiz del producto interno y s, para

i=1,2,...,d, corresponde al i-ésimo valor de s.

Sila senal s es m-dispersa se deben identificar los

m atomos de @ que participan en la combinacién
lineal para formar v. En este caso se debe
encontrar la sefial § m-dispersa que minimiza la
ecuacion (3).

El éxito de la compresion y recuperacion de la
senal s, depende del balance existente entre los
siguientes tres factores:

1. La relaciéon N/d que determina el grado de
compresion de la informacion.

2.Lamatriz ®.

3. Elnivel de dispersion de la sefial s.

Una solucion al problema de optimizacion (3) es
el algoritmo Orthogonal Matching Pursuit
(OMP).

3.1 Proceso iterativo

OMP es un algoritmo que en cada iteracion
selecciona la opcion optima a nivel local, dentro
de un conjunto de posibles soluciones, esperando
encontrar al final la solucion 6ptima global.

El proposito de OMP es realizar una aproximacion
del vector v por medio de la seleccion y
combinacion de un conjunto de atomos de ® que
minimizan (3) en cada iteracion.

La aproximacion de v se construye mediante un

proceso iterativo, para lo cual el algoritmo
selecciona en cada paso el atomo de @ mejor
correlacionado con el residuo de la seiial [9], el
cual esta definido como la diferencia entre v y su
aproximacion parcial, y se denotaconlaletrar.

Para indicar la iteracion correspondiente se utiliza
el subindice?.

Al comienzo del proceso iterativo (¢=0), el residuo
ro es igual al vector v. Seguidamente, se busca la
maxima proyeccion de ro sobre el conjunto de
atomos de la matriz de medicion.

Debido a que cada uno de los atomos se encuentra
normalizado, el atomo que presenta la mayor
proyeccion es encontrado como

“4)

)

En (4) se determina la posicion jo del &tomo que
proporciona el mayor producto interno, el cual se
conoce como atomo escogido @p. El producto
interno maximo dado por @ y ro se almacena en la
variable Ao.

Posteriormente se procede a calcular el nuevo
residuo ri, como la diferencia entre el residuo
anterior y la proyeccion de éste sobre el atomo
seleccionado

=,

o—<1'oa([’,-0>((>j0 (6)

Claramente @, es ortogonal a r;, por lo tanto

2
2 2
In 1P 17 =[(r.9,,)

Parg minimizar la norma del nuevo residuo (error)
||I'l || , el algoritmo OMP escoge el atomo @
ue maximiza

q Kro,(p i

Este procedimiento se repite hasta seleccionar m-
atomos de @. Con el fin de evitar la seleccion
repetida, el atomo escogido en la iteracion z, @y, se
ortogonaliza con los atomos escogidos en
iteraciones pasadas y que han sido previamente
ortogonalizados. Para dicho fin se utiliza el
procedimiento de Gram-Schmidt, de acuerdo a

11

0,=0 —2_<(Pﬂ’—(p'”>tp'
it it il
J J ||(p'ﬂ||2 J!

1=0

(7

donde @' es la version ortogonalizada del atomo
escogido enlaiteraciont.

Con el a&tomo ¢ ' se calcula el vector residuo de la
iteracion ¢ (8)
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En otras palabras, la actualizacién del residuo
consiste en suprimir del residuo actual Ia
proyeccion que tiene éste sobre el atomo escogido
ortogonalizado (9).
r=r_ 9
Sean J y A los conjuntos que almacenan para cada
iteracion, las posiciones de los atomos escogidos y

los maximos productos internos, respectivamente,
es decir

(p'jt t—1

J z{j()ajla"'bjmfl}
A :{}\d()a}\'p""}\'m—l}

En cada una de las iteraciones, se adjuntan
elementos al conjunto Jy A comoen (4)y (5). La
sefal s se reconstruye al final de las iteraciones
como en (10), en donde se observa que la amplitud
esta dada por los elementos del conjunto A cuyas
posiciones en el vector s estan determinadas por
los elementos del conjunto J. Es decir, la posicion i
ens contiene laamplitud A

$0)= A (10)

4. HERRAMIENTAS DE EVALUACION

Se realiz6 una rutina utilizando MATLAB® con la
que se obtuvieron los resultados presentados a
continuacion. El algoritmo se ejecutdé con 1000
sefales aleatorias para cada nimero de vectores de
medicion V. Las caracteristicas de la sefial s son:

* Vector de 256 posiciones.

sAmplitud uniformemente distribuida en el
intervalo de enteros [-10,10].

* Niveles de dispersion: 4, 12, 20, 28, 36. que
corresponden a los mismos niveles de dispersion
empleadosen [6].

* Las posiciones no nulas de la sefial se encuentra
uniformemente distribuidas en el intervalo de
enteros[1,2,5,6].

El error de aproximacion (¢), es una medida de la
exactitud entre la sefial recuperada y la sefial
original y se define como ||s - §|| [5].

Definamos el porcentaje de recuperacion (PR) de
la sefial como:

00-10% o, i 0<e<ls|
PR(e) = El
0% , i e

El error de aproximacion y el porcentaje de
recuperacion brindan informaciéon importante
sobre el desempefio del algoritmo, sin embargo
utilizamos el segundo tipo de medicidn, pues éste
es independiente de lanorma de s. Un PR de 100%
implica un error cero, mientras un PR de 0%
implica un error mayor oigual a ||s|| .

A continuacion se explican las clases de graficas
extraidas de la ejecucion del algoritmo OMP para
las diferentes matrices de medicion:

* Con base en los valores del porcentaje de
recuperacion de las sefiales en funcion de N, se
obtuvieron graficas estadisticas e histogramas
tridimensionales.

* Parametro de coherencia.

* Funcion acumulativa de coherencia.

* Imagenes e histogramas de la correlacion entre
atomos.

El parametro de coherencia, definido en (11), de
una matriz de medicidn refleja la correlacion mas
alta (el peor caso), entre dos atomos [5]. Por eso,
entre mas alta ésta sea, se espera menor exactitud
en larecuperacion de la sefial.

def

= 11
n=max|(o,.,) (1
La Funcion Acumulativa de Coherencia (FAC)
se calcula como la maxima suma absoluta de los
productos internos entre un atomo determinado
con n otros atomos[5], de acuerdo a
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def
() = maxmax 3|y, )| (12)
A
donde @« es un atomo determinado y W es
cualquier conjunto de atomos de cardinalidad »,
que no contiene a @k, escogidos de la matriz de
medicion ®.

En contraste con la coherencia, la FAC permite
tener una vision de la correlacion entre todos los
atomos de la matriz de medicion. En general, entre
mas despacio crezca la FAC, mejor van a ser los
resultados en larecuperacion de sefiales.

La correlacién de atomos en imagenes consiste
en la visualizacion (en escala de grises), de la
matriz definida en (13), que contiene todos los
productos internos entre &tomos de ®.

(9,0,) (0,,0,) (9,0,)
co|(@n0) (0..0:) ‘
(cpd;cp1> (0,,9.)]  (13)

5. MATRICES DE MEDICION
PROPUESTAS

La matriz aleatoria Gaussiana, como su nombre
lo indica, contiene numeros aleatorios con
distribucion Gaussiana. La matriz se generd a
partir de la funcion randn de MATLAB®, con media
ceroy desviacion estandar unitaria.

Para la matriz Bernoulli, se implement6 un caso
particular de esta distribucion, conocida con el
nombre de distribucion de Rademacher, cuya
funcidn de densidad de probabilidad es

1/2  parak =1
f(k)y=41/2 parak=-1
0 en otro caso

Una secuencia Pseudo Aleatoria (PN) se genera
por medio de un registro de corrimiento de n Flip-
flops y un circuito l6gico (sumador modulo 2),
interconectados para formar un circuito de
realimentaciéon con multiples lazos, como se
muestraen laFig. 1.

LOGICA

Secuencia
de salida

Reloj

Figura. 1. Diagrama de bloques de un
registro de corrimiento realimentado [7] .

La secuencia de numeros Pseudos Aleatorios
depende de la semilla (valores iniciales en los
Flip-flops) y del polinomio generador (determina
las conexiones de los Flip-flops con el bloque de
logica). La secuencia PN implementada fue de
maxima longitud y valores de unos y menos unos.

Lamatriz Hadamard de 2X2 es:

-1 -1
M, =
-1 1
La matriz de Hadamard de 2" X 2" puede ser
construida recursivamente:

M

Mnfl n—1
M = _
Mn-l M"']

La matriz Hadamard Aleatoria, se construy6 a
partir de la matriz Hadamard desordenando con
distribucion aleatoria uniforme sus filas.

La matriz Sinusoidal se construy¢ de la siguiente
manera:

oF [n] = cos(mi_ln) Jpara 1<i<128

0; [n]=cos(,_n+m/2)  para129<i<2s6

donde ; = (in)/128 y n=1,2,..,N.
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6. RESULTADOS YANALISIS

Las graficas estadisticas realizadas para las
matrices Bernoulli, Gaussiana y Pseudo Aleatoria
arrojaron resultados muy similares, por
consiguiente se analizan conjuntamente en esta
Seccion y se referird de ahora en adelante a éstas,
como matrices BGP.

6.1 Estadisticas del PR

En la Fig. 2, se ilustra el PR para la matriz
Hadamard Aleatoria. Esta matriz arrojo las curvas
mas cercanas al 100% y aquellas con mayor
pendiente para el menor numero de vectores de
medicion N.

Cuando el numero de vectores de medicion es
pequetio el PR es cercano a cero. A medida que se
incrementa N la curva del PR crece, presentando
un punto de pendiente maxima N, [m], donde m
es el nivel de dispersion de la sefial; por ejemplo,
N, [41=16. Apartirde N, [m]lapendiente de la
curva del PR comienza a disminuir. Se encontrd
que N_, [m] coincide con porcentajes de
recuperacion en el rango del 25% al 75%. Para
cada matriz el nimero de vectores de medicion es
dividido en 3 zonas de acuerdo al desempefio del
algoritmo:

* Zona de destruccion: para la cual el algoritmo en
promedio presenta un PR menor al 25%.

*Zona de transicion: para la cual el algoritmo
presentaun PR promedio entre el 25% y 75%.

*Zona de recuperacion: para la cual el algoritmo
presenta un PR promedio superior al 75%.

PORCENTAJE DE RECUPERACION VS. N
MATRIZ HADAMARD ALEATORIA

PORCENTAJE DE RECUPERACION
@
3

“=+m=4
40 -“-m=12
30 —--m=20
20 —=m=28
10 =m=36

0 32 64 96 128 160 192 224 256
N: NUMERO DE MEDICIONES

Figura 2. Promedio muestral del PR vs. N para la
matriz Hadamard Aleatoria.

Las matrices BGP logran un porcentaje de
recuperacion superior al 80%, para todos los
niveles de dispersion, excepto para m=36, con el
cual se alcanza un 78%, en el mejor de los casos.

En cuanto a la matriz Sinusoidal se tiene que para
los niveles de dispersion de estudio, excepto para
m =4, el algoritmo OMP requiere muchos vectores
de medicion para conseguir una buena
recuperacion de la sefial.

En la Figura. 3, se ilustran las graficas de
desviacion estandar del PR. En la zona de
destruccion se obtiene una mala recuperacion para
la mayoria de sefiales, por lo cual se presenta una
baja desviaciéon. En la zona de transicién el
promedio del PR mejora, sin embargo éste
presenta una alta varianza que alcanza su maximo
en N, [m], por lo que no se tiene certeza del
desempefio del algoritmo. Para sefales con
pequefios valores de dispersion se presentan
campanas de desviacion angostas y con picos
pronunciados, mientras que para sefiales con un
nivel de dispersion mas alto se obtienen resultados
con una varianza menor, pero repartida sobre un
conjunto mas amplio de vectores de medicion. La
varianza en la zona de recuperacion es una funcion
monoétonamente decreciente.

DESVIACION ESTANDAR DE PR. VS. N

" MATRICES HADAMARD ALEATORIA'Y GAUSSIANA

35 4 —HA:m=4
s AT M = 12
x 301 % HA: m = 20
3 i HA: m = 28
é 25 4 | e HA: = 36
a | g —G:m=4
Z 2 ;O Gm=12
Q y
o % G:m=20
S s‘s G:m=28
3 /
a 3 G:m=36
8 19 j %
& A%
Py
5]
0

64 96 128 160 192 224 256
N: NUMERO DE MEDICIONES

Figura 3. Desviacion estandar vs. N para la matrices
Hadamard Aleatoria (HA) y Gaussiana (G).

En la Figura 3, se observa que las curvas de la
matriz Hadamard Aleatoria decaen mas
rapidamente que las matrices BGP. También se
aprecia que las campanas de la matriz Hadamard
Aleatoria son mas angostas, lo que indica que la
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incertidumbre en la recuperacion se concentra en
un numero menor de vectores de medicion.

Para una mejor visualizacion de coémo se
distribuyen los PR para los diferentes valores de N
se ilustra en la Fig. 4. un histograma
tridimensional de los resultados obtenidos. Se
realizaron las siguientes observaciones:

?

*Amedida que aumenta N, las barras son mas altas
y la prominencia que forman se adelgaza. Lo que
ilustra que la desviacion estandar de los
porcentajes de recuperacion, disminuye con el
aumento de N.

*Se puede observar que en la zona de transicion las
barras son extremadamente bajas y dispersas, lo
que indica que en esta zona no se tiene certeza de
larecuperacion de la sefial

Matriz BERNOULLI
HISTOGRAMA N=COLOR(1000 seflales) de PRVsSN@ m =12

Porcentaje de Senales

200

N: Nimero de

P.R.: Porcentaje g
Medicionas

Recuperado

Figura 4. Histograma tridimensional del PR para la
matriz Bernoulli. m =12

6.2 Analisis del parametro de coherencia

La Fig. 4. ilustra las curvas obtenidas del
parametro de coherencia para cada una de las
matrices de medicion en funcidén del nimero de
vectores de medicion. Para las matrices BGP el
minimo valor alcanzado esta alrededor de 0,25.

La matriz Hadamard sélo disminuye su valor a
partir de 128 vectores de medicion, pues para N
menor a 128 existen columnas con valores
idénticos, las cuales producen que el producto
interno maximo siempre corresponda a uno.

La matriz Sinusoidal presenta una coherencia alta
con respecto a las otras matrices y se observa que
la correlacion maxima de los a&tomos disminuye a
partir de 128=N. Esto se debe a que el parametro
de coherencia esta dominado por las frecuencias
mas bajas, que al evaluar el producto interno para
un intervalo menor o igual a 128 puntos, arrojan
los peores casos de correlacion.

En contraste, se encontrd que la matriz Hadamard
Aleatoria tiene la curva de coherencia mas baja,
para cualquier nimero de vectores de medicion.

Existen ademas puntos donde se intersectan
algunas de las curvas, como 200=N, lo cual indica
una mejora en el parametro de coherencia de la
matriz Hadamard y Sinusoidal, respecto a las
matrices BGP. Esto es consecuencia de que al
tener un niimero de vectores de medicion cercano
a 256 los atomos para las dos primeras matrices
tiendena formarun conjunto ortogonal.

COHERENCIA DE LAS MATRICES DE MEDICION

==~ Gaussiana
0,9 -
=¥ Bernoulli
0,8 4
=+ Hadamard
0,7
= Hadamard
Aleatoria
=S-Senoidal

0,6 q

0,54
== Pseudo
Aleatoria

COHERENCIA

0,4 4

0,3

P

0,2

0,14

0,0

0 32 64 96 128 160 192 224
N: NUMERO DE MEDICIONES

256

Figura. 5 Coherencia para matrices de estudio.

6.3 Analisis de la Funcion Acumulativa de
Coherencia (FAC)

EnlaFig. 6 secompara la funcion acumulativa de
coherencia para las matrices Hadamard Aleatoria
y Sinusoidal. Para valores altos de m, la matriz
Sinusoidal tiene un crecimiento incluso mas lento
que la matriz Hadamard Aleatoria. Sin embargo,
se puede detallar en la grafica que para valores
pequefios de m, las pendientes de las curvas para
las matrices Sinusoidales son mucho mayores que
las de las matrices Hadamard Aleatoria.

16



Muestreo compresivo utilizando Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

FUNCION ACUMULATIVA DE COHERENCIA
MATRICES HADAMARD ALEATORIA (HA) Y SENOIDAL (S)
40

— HA:N =32 HA: N =64

35 - HA:N =96 — -HA:N =128
—S:N=32 S:N =64

307 S:N=96 - S:N=128

FUNCION ACUMULATIVA DE COHERENCIA
b

Figura 6. Funcién Acumulativa de Coherencia para
matrices Sinusoidal y Hadamard Aleatoria.

Lamatriz Hadamard también presenta un marcado
crecimiento en la pendiente de cada una de sus
curvas para valores pequeios de m. Lo anterior,
indica que existen productos internos muy altos,
los cuales son perjudiciales para la exactitud de la
recuperacion de la sefial.

6.4 Analisis de las Imagenes de Correlacion

La importancia de inspeccionar la correlacion
entre los atomos en una matriz de medicién se
ilustra en el siguiente ejemplo. Suponga un
conjunto ortogonal de atomos, entonces el
producto interno entre el atomo @1 y el vector de
observacion v (valor del residuo en la primera
iteracion) es encontrado como

>: <(S1(P1 +5,0, +5,0, +'~+Sd(Pd)a(Pl>
<51(P13(P1>+<52(P2,(P1>+<83(P33(P1>+--~+<Sd(Pda(P1>
|

§ <(p19(p1>+S2 <(p2,(p1>+s3 <@39(P1>+'~~+Sd<(pdv(p1>
=5, -1+5,-0+5,-0+...+s,-0

<V9(P1

:S]

que corresponde al valor de la sefial en la primera
posicion. Si los atomos no conforman un conjunto
ortogonal se presentan productos internos
diferentes de cero, los cuales, si se encuentran
asociados con valores de s diferentes de cero,
contribuyen una recuperacion inexacta en la
amplitud de la sefial.

Por tal motivo, la exactitud en la amplitud de la
sefal recuperada depende de:

Grado de correlacion entre atomos:

Corresponde a la magnitud del producto interno
entre los atomos. Entre més parecidos sean los
atomos de la matriz de medicion (producto interno
cercano a uno), las contribuciones indeseadas que
generan los productos internos tendran mayor
peso.

Nivel de dispersion:

A medida que este nivel aumenta, la amplitud del
impulso buscado se ve afectada (aumentada o
disminuida) por un mayor numero de
contribuciones indeseadas.

En la Fig. 7 se ilustra la distribucion del valor del
producto interno entre los &tomos para cadauna de
las matrices de medicion propuestas. El objetivo
de estos histogramas es servir de soporte a las
imagenes de correlacion para tener mayor claridad
en los resultados que se observan al variar el
numero de vectores de medicion.

HISTOGRAMAS CORRELACION DE ATOMOS (N=24)
T T T T T T T T

[l Bernoulli
[l Gaussiana
[ IHadamard
[ IHadamard Aleatorja'|
[ Pseudo Aleatoria

Il senoidal ]

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Correlacion

(a)

HISTOGRAMAS CORRELACION DE ATOMOS (N=136)
T T T T

sl |l [
[ T
t

20|
10

|l . m . , . \ \ \
K 02

05
Correlacién

Figura 7. Histogramas de Correlacion de atomos
(a) N=24y (b) N=136.
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La Fig. 7 (a) corresponde a las matrices con 24
vectores de medicion, mientras que la Fig. 7 (b)
corresponde a las matrices con 136 vectores de
medicion. Al incrementar el nimero de vectores
de medicion se presenta una concentracion mayor
de muestras en el intervalo de correlacion (0,0.1).
No obstante, para N=136 persiste un pequefio
numero de muestras para valores de correlacion
que superan 0.6 para las matrices Hadamard y
Sinusoidal, pese a que se cuenta con un niamero
considerable de vectores de mediciodn, la exactitud
de la recuperacion se ve afectada por aquellos
valores altos de correlacion.

EnlaFig. 8 se muestra la correlacion en imagenes
definida en (13), para la matriz Hadamard. Se
aprecia la evolucion de la imagen, al pasar de
N=24 a N=32, en donde las diagonales de color
gris, que estan en medio de las diagonales de color
blanco, desaparecen indicando que un nimero
mayor de &tomos llegan a ser ortogonal.

Para la creacion de la matriz de medicion
Hadamard se suprimen filas de la matriz original
Hadamard, lo que da lugar a la aparicion de
atomos idénticos. En esta Seccion se proponen
dos ecuaciones que permiten obtener el nimero de
atomos diferentes en la matriz de medicion y el
numero de veces que estos se repiten.

Sea DA el nimero de atomos diferentes en la
matriz de medicion Hadamard y Ap el nimero de
veces que aparece el conjunto DA en la matriz de
medicion Hadamard, entonces Ap puede
calcularse de acuerdo a:

Ap=2%"

donde x es la menor potencia de 2 mayor o igual a
N. DA es obtenido mediante:

pa=24

Ap

Por ejemplo para N=32, resulta x=5, Ap=8 y
DA=32. Lo anterior indica que para una matriz
Hadamard con 32 vectores de medicion existen
unicamente 32 atomos diferentes del total de 256.
Cadauno de estos 32 atomos se repite 8 veces en la

matriz. En la Fig. 8 (b) se ilustra este fendmeno, la
distancia entre cada una de las diagonales
corresponde a 32 pixeles (el nimero de atomos
diferentes). Estas 15 lineas diagonales
(recordando que la matriz de correlacion es
simétrica) ilustran cuales son las posiciones donde
aparece cada una de las réplicas de los atomos. Por
ejemplo, para el atomo de la columna 1, existen
siete réplicas ubicadas en la columnas 33, 65, 97,
129,161,193 y225.

Otra caracteristica que se debe tener en cuenta, es
la ilustrada en la Fig. 8 (a), donde adicionalmente
a las diagonales blancas, aparecen 3 diagonales
grises entre cada par de éstas. Esto obedece
sencillamente a que 24 no corresponde a una
potencia de 2, por consiguiente cada uno de los
atomos diferentes aumenta su correlacion a
medida que se disminuye el numero de vectores de
medicion.

(a)

(b)

Figura. 8. Correlacion en imagenes para la matriz
Hadamard (a) N=24, (b) N=32.

6.5 Obtencion del numero de vectores de
medicion

En esta Seccidon se comparan directamente las
matrices de medicion con base en los resultados
obtenidos del algoritmo OMP. La Fig. 9 permite
calcular el minimo numero de vectores de
medicion N requerido para alcanzar la zona de
recuperacion, con un nivel de dispersion dado,
para cada una de las matrices de medicion
propuestas.

La mejor curva es aquella que utilice el menor N
para obtener un PR igual a 75%. Naturalmente si
se escoge un N mayor al indicadoenla Fig. 9, el
PR sera mayor. Se observa que la matriz
Hadamard Aleatoria supera a todas las demads, ya
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que su curva esta por debajo de las otras para todos
los niveles de dispersion.

Existen puntos de interés en las graficas de la Fig.
9 que corresponden a las intersecciones de las
diferentes curvas. Estos puntos establecen para
qué intervalos en el nivel de dispersion una matriz
de medicion se desempeiia mejor que otra. De esta
manera, comparando las curvas de las matrices
Sinusoidal, con las de las matrices BGP, se
encontré que para valores de m entre 4 y 27 las
matrices BGP son mejor opcion, mientras que para
el intervalo de m comprendido entre 27 y 36, la
matriz Sinusoidal las supera. Andlogamente se
observa una situacion similar con la matriz

Hadamard en el punto de interseccion m=28.

Asicomo la matriz Hadamard Aleatoria superd las
expectativas, también se encontrd que la matriz
Hadamard es la de menor PR, en el intervalo de
dispersion entre 4y 28.

N vs. m PARAPR. = 75%
220

200 -

i
4 180 A
o
5} 160
2 140 |
s A
W 120 |
[a]
o) 4
5" ~— Bomoul
4o BernOL-JIh
2 ==~ Gaussiana
Z 60 -
> —— Hadamard
40 ¢ =< HadamardRdm
2 =¥ Pseudo Aleatoria
-~ Senoidal
0+ T T T T T T T
4 8 12 16 20 24 28 32 36

Figura 9. Gréfica de nimero de mediciones vs. nivel
de dispersion, para obtener un PR = 75%.

7. TRABAJOS RELACIONADOS

En distintos trabajos se han introducido diversos
arreglos de matrices y metodologias para
evaluarlas. En este trabajo se presenta una
comparacion directa de las matrices, donde se
emplearon dos tipos de herramientas de
evaluacién diferentes, en el sentido de que un
grupo de estas son mediciones estadisticas de los
resultados que arroja el algoritmo OMP al emplear
cada una de las matrices, mientras que el segundo
grupo efectiia mediciones directamente sobre las

matrices de medicion.

Haciendo referencia al primer grupo, se encuentra
que en , los resultados de la evaluacion de las
matrices Benoulli y Gaussiana con el algoritmo
OMP, muestran un comportamiento casi idéntico
en la recuperacion de la sefal, lo cual esta en
concordancia con los resultados obtenidos en este
trabajo. Las diferencias entre ambos trabajos
radican en que en [6] se define el porcentaje de
senales recuperadas a partir de la recuperacion
exacta de cada una de las sefiales, y en el caso de
este trabajo se definié una medida (porcentaje de
recuperacion) que evalla la recuperacion a partir
de lanorma euclidiana del error.

Para el segundo grupo de herramientas de
evaluacion, se tomd como referencia principal el
articulo de Tropp [5]. Dicho articulo muestra un
ejemplo y define una matriz de medicion de
atomos decadentes definidos asi:

(pl.[n]:O Jpara 0<n<i

®; [n]= BHW Jparai<n

escogiendo B <1

En el presente trabajo se efectuaron estas
mediciones para un grupo de seis matrices.
Adicionalmente, se introducen las imagenes de
correlacion, sus histogramas y los histogramas
tridimensionales como herramientas de analisis.
Del conjunto de matrices evaluadas, la matriz
Hadamard Aleatoria, propuesta en este trabajo, es
aquella con la que se obtienen los mejores
resultados al recuperar sefiales dispersas
utilizando el algoritmo OMP.

8. CONCLUSIONES
Se encontr6 la matriz que a partir del menor
numero de vectores de medicion, logro la
recuperacion mas adecuada de la sefal. Esta es la
matriz Hadamard Aleatoria, la cual es la mejor
opcion dentro del conjunto de matrices
estudiadas, para ser implementada con el
algoritmo OMP.

Pese a que la matriz Pseudo Aleatoria no arrojo los
mejores resultados, ésta presenta una ventaja muy
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importante: su facil generacion. A partir de una
semilla inicial se puede construir siempre la
misma secuencia de niimeros aleatorios y por
tanto reconstruir idénticamente la matriz. Esto
ultimo puede ser aplicado en sistemas de
criptografia en los cuales se encripta la
informacion del mensaje por medio del vector de
observacion y en el receptor se desencripta el
mensaje utilizando el algoritmo OMP.
Naturalmente los unicos que conocen la semilla y
el polinomio generador son el sistema transmisor
y el receptor, mas no los escuchas que pueda tener
el canal.

Se encontré que las matrices BGP presentan
comportamientos casi idénticos al ser
implementadas como matrices de medicion en el
algoritmo OMP. Excluyendo a la matriz
Hadamard Aleatoria, se compar6 el desempefio
de las otras matrices y se encontro que existen dos
intervalos en el nivel de dispersion para los cuales
se tienen diferentes desempefios de las matrices.
Analizando las curvas de las matrices Sinusoidal,
Bernoulli, Gaussiana y Pseudo Aleatoria, se
encontrd que estas tres tltimas para valores de m
entre 4 y 27 son la mejor opcion, mientras que
para el intervalo de m comprendido entre 27 y 36,
la matriz Sinusoidal las supera.

Entre més bajo sea el parametro de coherencia,
mas apropiada es la matriz para ser utilizada en el
algoritmo OMP.

En la compresion de los datos utilizando
Muestreo Compresivo, existe pérdida de la
informacion que se ve reflejada en el porcentaje de
error al recuperar la sefal. Dependiendo de la
aplicacion se deben definir los niveles para una
recuperacion aceptable de los datos y a partir de
estos determinar el nivel de compresion de los
mismos.
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