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RESUMEN

El presente trabajo de grado, realizado como requisito parcial para optar al titulo de
Licenciado en Matematicas y Fisica, tiene como punto de salida una insuficiencia presentada
por Paul Bachmann (1892) sobre el conjunto de los nimeros racionales, para solucionar
determinadas tareas aritméticas. Este aspecto, se ve reflejado en el trabajo con cierto tipo de
ecuaciones cuadraticas que no tienen solucién en tal conjunto numérico. El trabajo de
Bachmann no solamente se restringe a mostrar tales carencias, sino que el autor busca
precisar una definicion del namero real, a través de un sistema aritmético conformado por
intervalos encajados. Es por ello, que nuestro objetivo principal es abordar la significacion
que le atribuye a tal concepto, desde una perspectiva historico — epistemologica, con el fin
de realizar una reconstrucciéon que acerque a los educandos y docentes en ejercicio de
matematicas en educacion media, a la naturaleza del nimero real, y resalte la importancia de
la historia de las mateméticas como fundamento disciplinar en su quehacer académico. Para
ello, utilizamos el analisis intervalar, teoria desarrollada por Moore (1966), como un puente
pararealizar esa reconstruccion, y analizar desde un paradigma descriptivo, cémo el concepto
de namero real involucra las nociones de limite, convergencia y continuidad; donde por
medio de la especificacion de ciertos parametros, podemos visualizar geométricamente en un
plano racional, cdmo se comportan las clases de sucesiones de intervalos encajados de la
recta real. Y de esta manera, generar determinadas curvas por medio de esas clases, que nos
permitan acercarnos tanto como se desee a un punto real en el plano racional, las cuales, no
deben ser necesariamente regulares en su comportamiento; sino que conforman infinitas
formas de aproximacion. Para esto, mostraremos que las rectas, son una gran opcién para
representar los nimeros reales bajo esta teoria. Este trabajo fue realizado gracias a una
profundizacién en el enfoque didactico que utiliza Bachmann, por medio de una traduccion
libre que realicé de su obra en aleméan, que me permitié ver como relaciona conceptos que
modernamente ya conocemos, y mostrar que realmente su idea no verifica al niamero real
como objeto matematico. Aspecto que es realmente fructifero para este estudio.

Palabras claves: Numero real, andlisis intervalar, intervalos encajados, limite, convergencia,

continuidad, sucesiones de Cauchy, historia de las matematicas, funciones algebraicas y
trascendentes.



CAPITULO |

1. PRELIMINARES

Actualmente, en el siglo XXI, el interés de la educacién matematica para plantear estrategias
de distinta naturaleza, con el propdsito de fortalecer la practica de ensefianza y aprendizaje
en las clases de matematicas, crece exponencialmente. La formacion de estudiantes
competentes en matematicas, cada vez exige nuevas ideas para estudiar un determinado
concepto matematico, aportando a un manejo conceptual idéneo de los estudiantes,
desarrollado a través de cada grado de escolaridad, que lo prepare para afrontar sus estudios
de educacion superior. Como resultado de esa necesidad, nace la iniciativa de plantear un
panorama que ilustre el concepto de namero real, a partir de elementos tedricos que
corresponden a un grado de estudio universitario, que le permita a un docente de matematicas
o un educando en el &rea, adquirir una visualizacion mas detallada de las caracteristicas del

conjunto de los nimeros reales como objeto matematico.

Comunmente, en los estudios matematicos desarrollados en educacion bésica y secundaria
en Colombia, conceptualizar el sistema de los nimeros reales conlleva a una descripcion del
significado de nimero natural, entero, racional e irracional, por medio de una presentacion
axiomatica, acompafada de ejemplos numéricos especificos, del sistema numérico
correspondiente a cada uno; concretando que el conjunto de nimeros reales se determina por

medio de la union del conjunto Q e 1.

El presente trabajo de grado, enmarcado en la linea de investigacion de Historia y
Epistemologia de las Matematicas, del programa académico de Licenciatura en Matematicas
y Fisica de la Universidad del Valle; dirigido a educandos en el area de la educacion
matematica y docentes en ejercicio del area de conocimiento, pretende brindar una
herramienta conceptual al docente de matematicas, para que en su ejercicio de practica
escolar con respecto al concepto de numero real, tenga en cuenta la perspectiva histérica en
su estudio; para que se logre un entendimiento de dicha nocion. De esta manera: “El objetivo
inmediato no seria tanto enfrentar directamente al estudiante con las propiedades

algebraicas de este sistema en tanto cuerpo ordenado arquimediano y completo. Mas bien



se trataria de permitirle, a través de experiencias didacticas disefiadas con un uso adecuado
de la historia; que tome conciencia de las condiciones histéricas y epistemoldgicas que

posibilitaron la constitucion de los numeros reales como objeto matemdtico” (Arboleda,

2011, pag. 24).

Con lo anterior, no se pretende proponer una forma de mostrar esas propiedades que
menciona Arboleda, ni de satisfacer una ensefianza insuficiente en la escuela, sino que, se
quiere brindar elementos que posibiliten de mejor manera un acercamiento al concepto de
numero real haciendo uso de la historia. Para ello, planteamos la pregunta: ;Qué elementos
conceptuales significativos aporta una construccion de los numeros reales, fundamentada
en el analisis intervalar?, en la comprension de ese concepto, en relacién con la formacién

de docentes en matematicas de educacion media?

Para dar respuesta a la anterior pregunta, se busca caracterizar a los nUmeros reales por medio
de una reconstruccion moderna de los planteamientos realizados por un matematico aleméan
Ilamado Paul Bachmann (1837-1920), en su obra “Conferencias sobre la naturaleza de los
nlmeros irracionales®” (1892); en la cual, en su primera conferencia “Definicion de los
nimeros irracionales®” plantea una forma de aproximarse al concepto de niimero irracional,
a través de sucesiones racionales de caracter ascendente y descendente, que se interceptan en

una constante comun, llamada valor limite.

El estudio tedrico sobre Bachmann (1892), fue realizado sobre su obra original, redactada en
aleman; la cual, fue traducida libremente y esquematizada por el autor del presente trabajo
de grado (Harvy S. Pefia), en un tiempo aproximadamente de dos meses de consulta de
terminologia y unificacion del documento en cuestion; el cual fue perfilado conforme
avanzaba la investigacion general del trabajo. Tal proceso, se presenta en el capitulo 111 de
este trabajo, mostrando a detalle los aspectos conceptuales que aborda Bachmann en su

presentacion didactica del concepto de numero real.

1 Conjunto de conceptos y técnicas que se basan en el tratamiento de intervalos de nimeros reales
COmo un nuevo tipo de nimeros.

2 Traduccion libre de Harvy S. Pefia. del titulo original de la obra de Paul Bachmann en aleman:
“Vorlesungen Uber Die Natur Der lrrationalzahlen” (1892).

3 Traduccion libre de Harvy S. Pefia. del titulo original de la primera conferencia en aleman:
“Definition der Irrationalzahlen”” (1892).



Los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas en Colombia, le atribuyen al
concepto de numero real una importancia tal que, sus competencias generales con respecto
al pensamiento numerico estan centradas en su totalidad a tal nocion. Sin embargo, uno de
los Estandares se enuncia como sigue: “Reconozco la densidad e incompletitud de los
numeros racionales a través de métodos numéricos, geométricos y algebraicos.” (MEN,
2006). Es decir, que curricularmente, hay una aceptacion de que para un estudiante de
educacion media, es relevante reconocer que los nimeros racionales son incompletos, pero
mas aun, que es importante establecer maneras para explicitar esa caracteristica. Es por ello,
que con respecto al pensamiento matematico, nuestra propuesta de trabajo manifiesta un
esfuerzo de articular representaciones geométricas, numéricas y algebraicas de los nimeros
reales, para contextualizar su significado en diferentes sistemas de representacion. Los
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) indican que:
Los Lineamientos Curriculares de Matematicas plantean el desarrollo de los procesos
curriculares y la organizacion de actividades centradas en la comprensién del uso y de los
significados de los nimeros y de la numeracion; la comprension del sentido y significado de
las operaciones y de las relaciones entre numeros, y el desarrollo de diferentes técnicas de
calculo y estimacidn. Dichos planteamientos se enriquecen si, ademas, se propone trabajar
con las magnitudes, las cantidades y sus medidas como base para dar significado y

comprender mejor los procesos generales relativos al pensamiento numérico y para ligarlo
con el pensamiento métrico. (Pg. 58)

Sin embargo, el pensamiento numeérico no es el Unico que se ve influenciado positivamente
por un aporte de este tipo, sino que, el pensamiento métrico también tiene participacion para
el entendimiento de las representaciones de los nimeros reales que entran en juego. Con
respecto al pensamiento métrico, los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006) para

el ciclo de décimo a undécimo grado, indican que:

. es importante destacar que la estimacion de las medidas de las cantidades y la
apreciacion de los rangos entre los cuales puedan ubicarse esas medidas trascienden
el tratamiento exclusivamente numérico de los sistemas de medidas y sefialan la
estimacion como puente de relaciones entre las matematicas, las demas ciencias y el
mundo de la vida cotidiana, en contextos en los que no se requiere establecer una

medida numérica exacta. (Pg. 63)



Lo anterior ilustra, que un tratamiento de estimaciones de medidas por rangos, es un
conocimiento que es transversal a otras &reas de conocimiento ademas de las Matematicas;
es por ello, que es importante que el estudiante articule procesos de medicién de este tipo,
para dar solucién a diferentes problemas referentes a andlisis de datos, en ciencias como la

fisica y la estadistica.

En el disefio metodoldgico del presente trabajo, se considera un estudio diacronico®, en el
cual se contempla la manera como se ha consolidado el concepto de nimero real como objeto
matematico, y a su vez, como un objeto de ensefianza que se ha incluido en la formacion
matematica que hoy en dia se brinda en las instituciones educativas en Colombia. Tal estudio,
integra la perspectiva histérico — epistemoldgica, de manera que permite ver como el
contexto socio cultural ha sido participe de diversos procesos que permiten el surgimiento de
los nimeros reales como objetos de las matematicas, constituyéndose como un elemento
sumamente importante para el desarrollo tedrico de mdaltiples campos, tales como la

trigonometria, la geometria, el algebra, el calculo diferencial e integral, etc.

Inicialmente, en el capitulo Il se realizara un breve abordaje historico que recopile sucesos
especificos en el descubrimiento de los numeros reales, en respuesta a las necesidades que el
ser humano ha ido supliendo gracias a la integracion del pensamiento matematico en sus
actividades. En segundo lugar, en el capitulo 11, se estudia el significado de nimero que
atribuyd Bachmann (1892) utilizando la aritmética de intervalos, para solucionar un

problema de aproximacién a un valor irracional.

En tercer lugar, en el capitulo IV, se realizara una reconstruccién moderna del planteamiento
de Bachmann (1892), que es una propuesta desde la perspectiva histdrica y epistemolégica,
que puede acercar a los educandos en educacién matematica y docentes en ejercicio, al
estudio del concepto de nimero real. Finalizando en el capitulo V, con las reflexiones finales
sobre la reconstruccion elaborada, y las conclusiones que se concretan por medio de nuestro

estudio.

4 Entendido como el estudio de un hecho u objeto a través del tiempo; describiendo las
caracteristicas o los cambios de tales hechos, de forma cronolégica.



1.1. ANTECEDENTES

A lo largo de la historia, maltiples autores han aportado de manera relevante al estudio del
concepto de namero real; dentro de ellos se destaca la participacién de Georg Cantor (1845
- 1918), Richard Dedekind (1831 - 1916), Charles Méray (1835-1911), entre otros; los cuales,
han permitido indagar en la amplitud que poseen los nimeros reales como objeto matematico.
Sin embargo, podriamos afirmar que, para estudiar los nameros reales, podemos

aproximarnos utilizando teorias como el analisis intervalar®.

Han surgido intelectos que han utilizado el anélisis intervalar para mostrar cémo los nimeros
reales ayudan a resolver multiples problemas matematicos, siendo uno de ellos, la resolucion
de ecuaciones algebraicas de primer, segundo, tercer y en general, n —grado. En este marco
conceptual, ubicamos a Simon Stevin de Brujas (1548 — 1620), ingeniero flamenco del siglo
XVI, que por medio de un acercamiento tedrico, logré una ruptura de la concepcién griega,
que conllevo a una formulacién moderna de lo que se enmarca en el concepto de nimero,

vinculado a magnitudes discretas y continuas (Waldegg, 1996).

Simoén Stevin es un autor con una participacion importante en el desarrollo del concepto de
namero real, debido a que como mencioné, él irrumpe con la tradicion griega, permitiendo
la unificacién de la rigurosidad y el practicismo del concepto. Esto esta vinculado a lo que
menciona (Epple, 2003), sobre que, durante el siglo XVI1II y parte del siglo XIX, muchos
cientificos concuerdan con la idea de que las matematicas eran la "ciencia de la cantidad". Se
entendié que esta ciencia consistia en el estudio geométrico o algebraico de nimeros y
magnitudes continuas, tales como longitudes y pesos, 0 sus contrapartes "abstractas".
Durante el siglo XIX, esta imagen de las matematicas cambi6 profundamente, y uno puede

razonablemente llamar a este cambio: el fin del paradigma de la ciencia de la cantidad.

(Epple, 2003) expresa que al construir nuevas entidades matematicas que ya no podian
encasillarse bajo la nocion tradicional de cantidad, estos desarrollos explotaron la extension
del concepto de nimero real. Este autor presenta un bosguejo bastante aproximado de la

transicion altamente compleja del concepto tradicional de cantidad a las definiciones

5 Conjunto de conceptos y técnicas que se basan en el tratamiento de intervalos de nimeros reales
como un nuevo tipo de nlmeros.



axiomaticas de numeros reales y conjuntos. Esta transicion estuvo conectada con un cambio
significativo en los puntos de vista filosoficos sobre la naturaleza de las matematicas.

Alrededor del afio 1581, Stevin se instalo en el norte de los Paises Bajos, especificamente en
Holanda, en donde el clima intelectual parece haber coincidido con él. Durante los afios 1582
al 1586 aparecieron diversas obras de su autoria, como sus Tables of interest, su Problemata
Geometrica, su Tenth, su L’ Arithmétique y una Pratique d ‘Arithmétique; y adicional a ello,
también tres libros de mecénica, que también contiene pensamientos matematicos creativos.
Estas son las producciones intelectuales que principalmente han influenciado positivamente

al establecimiento de la posicion de Stevin en la historia de las matematicas.

Sus ideas teoricas las plasmé en su obra L 'Arithmétique y en un manuscrito geométrico, del
cual solo se publicé una parte. En L'Arithmétique se ilustro el algebra de Stevin, relacionadas
a otras obras sobre mecanica, que incluian varias aplicaciones del calculo de infinitesimales.
Todo lo anterior, manifiesta en gran medida, el trabajo que desempefié Stevin en los afios
1582 a 1586, considerada como una produccion intelectual original de la mayoria de las

caracteristicas de las matematicas de su época.

El principal mérito de L Arithmétique de Stevin, es la forma organizada en que discute y
presenta planteamientos con respecto a las operaciones con nimeros racionales, irracionales
y algebraicos; articulados a un abordaje procedimental de la teoria de ecuaciones de primero,

segundo, tercero y cuarto grados.

En su Appendice Algébraique Stevin afirma que, después de la publicacién de
L'Arithmétique, logré formular una regla general para resolver todas las ecuaciones con
cualquier grado de aproximacion. Como ejemplificacion de ello, en el documento se plasma
el tratamiento de la ecuacion x3 = 300x + 33915024, con el fin de encontrar una raiz (valor
numérico de la ecuacién), que satisfaga la igualdad. Este tratamiento tiene como método
principal el acercamiento progresivo a la raiz buscada, tal que, por medio de un proceso de
asignacion de valores, encontramos que para encontrar una primera aproximacion para x, al
reemplazar x =1, x =10y x = 100, el valor de x3 es menor que el de 300x + 33915024; sin
embargo, para x = 1000 la desigualdad dicha anteriormente, es invertida. Por lo tanto, el

resultado del primer acercamiento, es que 100 < x <1000.



Para obtener un intervalo de aproximacion mas preciso, se le asignan valores que cumplan
con ladesigualdad mencionada, teniendo en cuenta ahora x = 100, 200, 300 y 400, obteniendo
como resultado que 300 < x <400. Finalmente, se trabaja con valores que estén restringidos
por esta condicion, tales como x = 310, 320 y 330 encontrando que
320 < x <330. Finalmente, si a x le asociamos valores como x= 321, 322, 323 y 324,
hallaremos como solucién de nuestro problema, que x = 324 al ser reemplazado en la
ecuacion algebraica, indica que ambos lados de la ecuacion son iguales, de modo que

X =324 es la raiz.

Una formulacion metodoldgica similar a la descrita por Simon Stevin, es presentada por el
matematico aleman Ilamado Paul Bachmann (1837-1920), que generd producciones
significativas en el area de la teoria de numeros. Este autor, comenz6 a estudiar matematicas
en la Universidad de Berlin, en el otofio de 1855, como parte de la Facultad de Filosofia. En
1856 fue a la Universidad de Gottingen para continuar estudiando cursos de Lejeune
Dirichlet, (1805 - 1859), matemético aleméan, que habria abandonado Berlin recientemente,
para suceder al gabinete de Gauss en Gottingen, y al cual se le atribuye el significado
moderno del concepto de funcién. En Géttingen, Bachmann entabl6é una amistad intima con
Dedekind (1831-1916), matematico alemén que previamente habia obtenido su doctorado
bajo la supervisién de Gauss.

Paul Bachmann, en su libro “Vorlesungen iiber die Natur der Irrationalzahlen”
(Conferencias sobre la naturaleza de los numeros irracionales) en 1892, articula diez
conferencias, en las cuales realiza un aporte significativo en el area de la teoria de nimeros,
con respecto a la caracterizacion de los numeros irracionales. En su primera conferencia, el
autor pretende establecer a una definicion de los nimeros irracionales, teniendo como base
aquellas irregularidades a las cuales el conjunto de los nimeros racionales no puede dar
respuesta. Esta primera conferencia, denominada por Bachmann como “Definition der
Irrationalzahlen” (Definicion de los numeros irracionales), se compone de ocho secciones
tematicas, en las cuales, el autor plantea inicialmente las tareas aritméticas a las cuales los
nameros racionales no pueden dar respuesta; como por ejemplo, la asignacion de un valor a
la incognita x para satisfacer la ecuacion: (1) z? = 13,obtenida a partir de la necesidad de

hallar el valor de la hipotenusa de un triangulo rectangulo de catetos con valores dos y tres.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Dirichlet.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Dedekind.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Gauss.html

Sin embargo, Bachmann plantea un método para aproximarse al resultado que estamos
buscando, pese a que no esté incluido en el conjunto de los niUmeros racionales: Acercamiento
por sucesiones de numeros racionales. Suponiendo que el nimero z (el cual satisface la
ecuacion (1), podemos “rodearla” o incluirla en un intervalo de nimeros racionales que lo
contengan, esto es, en ejemplificacion, que z2 = 13 se encuentra en [32,42] = [9,16]. De
esta manera, Bachmann indica, que podemos establecer dos sucesiones de numeros
racionales, una creciente y otra decreciente, que se aproximen progresivamente al valor z que
buscamos; y a través de ese conjunto de pares de valores que configuran intervalos encajados,

podemos definir el concepto de nimero.

La definicion de numero que el autor explicita en la primera conferencia es:
“Las dos sucesiones de nlimeros que convergen entre si® determinan entre si un nimero o le
corresponden un ndmero z. Pero no utilizamos el concepto de frontera para ayudarnos a
presentarlo, sino que lo resumimos formalmente, en concordancia con Heine, como el

simbolo numérico:

= b e ()

i

Con el fin de conectar este concepto mas general de los nimeros con la nocién habitual de
los nimeros racionales, afirmamos ademas que, siempre que haya un nimero racional z, que
siempre permanece entre a;,b;; puede entenderse como el limite comin de ambas

sucesiones, este nimero debe ser entendido por el simbolo indicado” (Bachmann, 1892).

En una cercania temporal a la realizacion del presente trabajo, consideramos como
antecedente, a la investigacion que realizd Adriana Moreno (2017), la cual desarroll6 como
su propuesta para optar al titulo de Magister en Educacion con Enfasis en Educacion
Matematica. En este trabajo, la autora toma como punto de partida la problematica que surge
con la representacién y aproximacion a las propiedades de los nimeros reales en la educacién
media, proponiendo alternativas para que éstas no estén alejadas o desarticuladas de las

presentaciones formales propuestas en la Educacion Superior.

¢ Hace alusion al hecho, de que la sucesion creciente a; y la sucesion decreciente b;, convergen
ambas al mismo nlimero, sea racional o no, de acuerdo a la naturaleza de ellas.
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El esquema del trabajo de (Moreno, 2017) se moviliza en tres instancias esencialmente. En
primer lugar, la autora realiza un estudio historico, que caracterice el significado y la
construccion que se dio entre los siglos V a.C y XIX d.C, de tal forma que también pueda
indicar el origen y el proceso de formacion de la teoria intervalar. Posteriormente, en segundo
lugar, la autora realiza una descripcion tedrica con respecto a las construcciones elaboradas
por Cantor (1845 — 1918), Bachmann (1837-1920), e Ittay Weiss sobre los nimeros reales.
De este apartado, es relevante mencionar que la autora explicita la importancia que tiene la
construcciéon de Bachmann (eje principal del presente trabajo), debido a que, como indica
Moreno en su trabajo, tal elaboracién “permite constatar matematicamente la construccion

de los numeros reales a partir de intervalos encajados de racionales”.

En su trabajo, Moreno disefia un conjunto de actividades, desde una perspectiva histérico -
matematico, con la finalidad de que los estudiantes por medio de ellas, tengan un
acercamiento intuitivo a los planteamientos matematicos de mayor rigurosidad, como por
ejemplo la construccion de Bachmann, quien define a los nimeros reales como limites de
sucesiones de intervalos encajonados, o también como las de Cantor y Weiss. Sin embargo,
estas elaboraciones también requieren de unos conocimientos previos para su entendimiento,
por lo que su exposicion a estudiantes de educacion media, no es tan sencilla. En
consecuencia, la autora emplea el analisis intervalar, como el conector entre tales trabajos
histéricos matematicos (representaciones de los nimeros reales) y lo que desea lograr en los

estudiantes.

De las conclusiones de la investigacion realizada por (Moreno, 2017), es relevante resaltar
dos, las cuales permiten visualizar de forma mas sinoptica, porqué tal investigacion se

constituye como un antecedente; en primer lugar, consideramos el siguiente:

La aproximacion histérica y epistemoldgica evidencia que la evolucion de la nocién de
numero real como objeto matematico se tardo alrededor de veintiun siglos, lo que implica
una reflexion acerca de su introduccion en el aula, pues si bien no es posible que un
estudiante de educacion media pueda definir qué es un numero real y entender sus
propiedades de completez y estructura algebraica formalmente, la historia nos muestra el
camino de su evolucion para que en el mismo sentido en el aula y en este periodo de
escolaridad se puede ir ganando intuiciones que estén relacionados con los conceptos
formales como lo son la sucesion, el limite y el intervalo encajonado. (p. 170).
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Este resultado constata de manera general, la forma como la perspectiva histérica y
epistemoldgica, que explicaremos en el apartado del marco teorico, es un buen camino para
aproximarnos al nimero real como un objeto matematico, y su significancia para la formacion
de docentes en matematicas; vislumbrando que su constitucion matematicamente, no
correspondio6 a un periodo de tiempo corto, sino que necesitd, como menciona Moreno, alrededor
de veintiun siglos. Lo que aporta una reflexion de tipo didactico, para el docente, como orientador
del proceso de ensefianza en el aula. Adicional a ello, (Moreno, 2017) indica como otra

conclusion de su investigacion:

La construccidn propuesta por Bachmann permite constatar que es posible hacer una
construccion formal y rigurosa de los nimeros reales a partir de sucesiones de intervalos
encajonados en el mismo orden en que lo ha hecho Cantor a través de clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy y Dedekind a través de cortaduras. (p. 171).

Lo anterior ilustra la importancia que tiene nuestra problematica, teniendo como eje principal
la construccidn realizada por Bachmann de los nimeros reales. Aungue los conceptos que se
requieren para estudiar de forma méas completa tal construccion, como los mencionados por
Moreno, no son manejados totalmente por un estudiante en educacion media; la construccion
en si es un acercamiento muy potente para la comprensién de la naturaleza de la nocion de
namero real, ya que, por medio de ella, asi como con Cantor y Dedekind, podemos entender

al nimero real como un objeto matematico.

1.2. MARCO TEORICO.

1.2.1. Perspectiva histdrica y epistemoldgica.

La dimension historica y epistemoldgica, permite vislumbrar aquellas dificultades y
circunstancias que estan inscritas en el proceso de concepcion de un objeto matematico. Tal
objeto, a través del tiempo, se ha ido formando gracias al acercamiento que hace el hombre
a su significado, gracias a las caracteristicas que identifica y relaciona de forma de logica, y
que genera un proceso de analisis, que posteriormente, permitiria la aprehensién del objeto
matematico como objeto de conocimiento y de ensefianza. Esta dimensién, expone las
maneras como el numero real, se ha ido constituyendo histéricamente, no de forma

inmediata, sino que, ha sido construido progresivamente gracias al trabajo de distintos
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autores, y que nos proporcionara la informacion suficiente para concebir el conjunto de los
nameros reales como un objeto matematico y de ensefianza. En este sentido, esta perspectiva
sera clave para vislumbrar dos aspectos: De qué manera la Historia de las Matematicas, como
un area de conocimiento que sigue acrecentando sus aportes, fortalece la formacion de
profesores en Matematicas. Y segundo, en qué aporta esta perspectiva a la ensefianza del
concepto de numero real. Asi, a continuacion, describimos los autores que utilizaremos como

fundamento para articular esta perspectiva en el presente trabajo de grado.

1.2.1.1. La perspectiva historica y epistemoldgica como parte de la formacion de
profesores.

Una de las ponencias que centran su atencion en la participacion que tiene la historia de las
matematicas en la formacion de profesores de secundaria, es expuesta por (Hodgson, 2012),
quien pretende estudiar esa participacion, relacionada especificamente con el curriculum
escolar de matematicas, a traves de la articulacion de aspectos culturales e histdricos que
impactan no solo en un contexto escolar, sino también universitario. Su ponencia analiza
estos espacios educativos, en los que la historia de las matematicas puede aportar
positivamente en maltiples aspectos, con respecto al proseguimiento de ella para mejorar la

formacion de profesores en matematicas.

Como uno de los sustentos mas valiosos de este autor, encontramos la idea de que las
matematicas, son una herencia de la humanidad, la cual esta relacionada con las diferentes
exigencias o carencias que han ido surgiendo a través del tiempo, y por las cuales, las
matematicas han sido adaptadas para dar respuesta a ellas. Es por eso que (Hodgson, 2012)
busca incentivar a los profesores de matematicas, a que integren una dimension
epistemoldgica en el acto educativo, para vislumbrar aspectos del pasado y actuales, que
permitan a los estudiantes conectarse mejor con el constructo que representan las

matematicas como disciplina, y a su vez con su razon de ser en la civilizaciéon.

(Hodgson, 2012) explicita una caracteristica que se le atribuye cominmente al profesor, y es
el ser un “poseedor de cultura”, o bien, como lo llama, un intérprete y critico de ella. Y
claramente, esta idea no es alejada de la realidad, debido a que la sociedad ha cedido al
profesor el lugar de conocedor total de un area de conocimiento, y su imagen corresponde a

la de un experto de ella. Sin embargo, entender la esencia de un objeto matematico no solo
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implica saber comunicarlo, ni tampoco saber una forma de presentacion axiomatica o formal
de ella, debido a que epistemoldgicamente un objeto matematico posee una historia, y a su
vez, una naturaleza que ha sido constituida a través del tiempo. Decir que un profesor es
experto en matematicas, es una premisa que lleva consigo una serie de juicios valorativos
sobre el conocimiento que posee de los tdpicos matematicos en si. Esto reafirma la idea de
que las matemaéticas son un producto terminado, y que ha sido descubierto y estipulado
totalmente, lo cual limita la vision que tienen los estudiantes e individuos en general, sobre

la naturaleza misma de las matematicas.

Es importante que los docentes en matematicas, reconozcan que los objetos matematicos
tuvieron una génesis, que ciertamente arroja informacion muy valiosa sobre el objeto mismo.
Ademas de ello, esa génesis puede motivar a los estudiantes, a que existieron motivaciones
sustanciales que hicieron que el hombre diera tanta importancia a un campo como el de las
matematicas. Sin embargo, el docente debe seleccionar qué aspectos historicos son relevantes
para la formacion de sus estudiantes, debido a que esta dirigida a un publico especifico, e
incluye motivaciones didacticas para su inclusion en la clase. Sin embargo, lo importante es
no perder de vista como se desenvuelven las corrientes filosoficas y concepciones sobre las
matematicas, en distintas instancias del tiempo, de tal manera que permita apreciar una

evolucion.

Una produccion intelectual que nos ilustra sobre la forma de proceder en este tipo de estudios,
desde la perspectiva histérica y epistemoldgica, es realizado por (Anacona, 2003). Su
articulo, reviste tres formas de estudiar el trabajo histdrico, en las cuales indica que cada una
aporta caracteristicas y singularidades teoricas con respecto a la introspeccion educativa.
Ademas de ello, muestra como la Historia de las Matematicas impacta en la Educacién
Matematica, en donde considera dos dimensiones o paradigmas, una relacionada con la

formacion de docentes y la otra con los procesos de aprendizaje.

Como menciona (Anacona, 2003): “En los estudios historico - epistemoldgicos juega un
papel esencial, el anlisis del proceso de construccion tedrica de un concepto. Sin embargo,
éste se realiza teniendo siempre en cuenta el contexto particular de produccion teérica”.

Esto es, un sefialamiento que, a nuestro presente trabajo, cobra una importancia en el estudio



14

de la construccion que realizé Bachmann de los numeros reales, especialmente en los factores

que se fue acoplando durante el proceso, y qué lo impulso para ello.

Por lo tanto, una manera de describir la perspectiva historica — epistemologica, a la cual se
inscribe el desarrollo de este trabajo de grado, es como lo indica (Anacona, 2003): “En los
estudios realizados con la Historia y ensefianza de las matematicas se analizan aspectos,
conceptos 0 métodos historicos que pueden incidir, directa o indirectamente, en las
reflexiones sobre la ensefianza o el aprendizaje de las matematicas”. Y €S evidente que el
estudio del conjunto de los nimeros reales, bajo este paradigma, nos permite hacer un aporte
significativo a la comprension y el conocimiento de la caracterizacion general de tal objeto

matematico.

1.4.2. Los nimeros reales.

1.4.2.1.Los numeros reales como objeto matematico

Atribuir existencia a los niUmeros reales como objeto matematico, es una accién que requiere
un sustento tedrico importante que lo verifique. No solamente por medio de argumentaciones
de tipo filosofico, sino del mismo campo en el que pertenece dicho concepto. Para dar sentido
a este planteamiento, estudiaremos las ideas que brinda (Arbeldez & Gaélvez, 2011) en un
capitulo que ellos denominan como la constitucion de R como objeto matematico, el cual se
desarrolla por medio del estudio del trabajo de Richard Dedekind (1831 — 1916). Indicando
por medio de ello, algunos aspectos que son omitidos en el estudio del concepto de nimero

real en el aula de clase de matematicas en la etapa escolar.

¢Qué significa atribuir existencia a los numeros reales? Uno de los dilemas cuando
estudiamos los nimeros reales en la etapa escolar, es que previamente todos los involucrados
en el contexto educativo, hemos tenido interaccion directa o indirecta con la nocion de contar,
la cual creemos que es suficiente para dar significado a lo que llamamos numero. El
estudiante dota al numero un sentido de practicismo, propio de la actividad que ha
desarrollado por medio de sus actividades cotidianas, tales como el manejo monetario de una
cantidad de dinero, el conteo de un conjunto de cosas como juguetes, la medida de la altura
de una persona e incluso de su peso, y asi con bastantes ejemplos ilustrativos. Sin embargo,

implicitamente ocurre es una relacion que establecemos entre la realidad en la que nos
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desembocamos, con ese sistema amplio al cual pertenece los numeros reales.
Especificamente, con un dominio que nos brinda un valor numérico en esos procesos de

conteo, medicion u organizacion.

Lo anterior nos coloca en una situacion para reflexionar sobre qué significado le atribuimos
al nimero, debido a que le hemos brindado un sentido operatorio y practico. Es importante
clarificar la distincion que hay entre el calificativo de “existencia” que se le asigna a una
entidad que surge, por un medio operatorio, en el proceso de resolucion de una situacion
problematica especifica, y el estatus de existencia asignado a un objeto que surge en el ambito

de una teoria axiomatica (Arbeldez & Gélvez, 2011).

El reconocer la participacion de un objeto matematico en las actividades que desempefiamos
e incluso en la forma como analizamos generalmente, no garantiza que exista propiamente.
De hecho, un nimero no es un objeto tangible, en el sentido de que no podemos manipularlo
fisicamente; sin embargo, ello no implica que no exista. Lo que se pretende con esta idea, es
indicar que la existencia del niUmero no es ontoldgicamente igual a la de otro objeto al cual
si podemos acceder por medio de nuestros sentidos. Es por ello, que a través de una
construccion axiomatica del concepto de nimero real, se garantiza matematicamente su
existencia. Esto es, perteneciente a un sistema tedrico en la cual, si es permitido la
manipulacion de aquello que Illamamos numero, de manera que podemos operarlo,
transformarlo y generar otros elementos de su naturaleza, y podemos generar otros objetos

matematicos.

Con el fin de caracterizar al conjunto de los nimeros reales como objeto matematico, puede
estudiarse con detenimiento el planteamiento que realiza Georg Cantor (1845 — 1918) y
Richard Dedekind (1831 — 1916) con respecto a su construccion de los nimeros reales.
Donde algunos autores, han realizado revisiones histéricas detalladas, como por ejemplo
(Arbeldez & Galvez, 2011), o también, la presentacion matematica que hace (Calderdn,
2014) en su trabajo de grado, realizado para optar al titulo de Magister en Ensefianza de las
Ciencias Exactas y Naturales. Este ultimo autor, en su trabajo, realiza una exploracion
histérica de la construccion formal, es decir, en el sentido estricto y riguroso
matematicamente, del concepto de namero real, especialmente desde Richard Dedekind, el

cual definid los nimeros reales por medio de cortaduras, y Georg Cantor, el cual definié tal
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conjunto a partir de sucesiones de Cauchy. Todo esto, con la finalidad de elaborar una
propuesta de tipo didactica, que les facilite a los estudiantes de grado once de educacion
media, hacer una distincién de los nimeros racionales e irracionales. Por lo tanto, este

estudio expone alternativas historicas sobre una construccién de los nimeros reales.

Con respecto a esto, (Ortiz & Valencia, 2010) muestran que hay una estrecha relacion entre
las axiomaticas de Hilbert y Dedekind a cercanias del afio 1900. Este aspecto esta registrado
en la obra de Sieg-Schlimm, quienes examinan impetuosamente a Corry y a Ferreiros; debido
a que el primero, estima a Dedekind como un matematico no moderno, que no contribuye al
estructuralismo; mientras que el segundo, estima a Dedekind como un Idgico no moderno.
Sin embargo, esta critica, muestra la significancia que Dedekind tuvo en el establecimiento

de los fundamentos de las matematicas.

(Ortiz & Valencia, 2010) muestran que Hilbert recopila, en sus obras de las axiomaticas sobre
los nimeros reales y la geometria, la concepcion principal de la categoricidad de Dedekind
y del pensamiento filoséfico del periodo en el que se desenvuelve. En donde tal concepcion,
ocupa un papel importante en la génesis del método axiomatico, y que conforma un pilar
relevante hacia el trabajo de estructuras en matematicas. Con respecto a ello, ocurre algo
particular con el sistema axiomatico de Hilbert para los reales; €l comienza con un “sistema”
de “cosas”, y formula axioméaticamente las relaciones y operaciones entre tales elementos,
colocando inmersa la condicion de caracter conjuntista, del axioma de completez.
Similarmente, Dedekind prosigue determinando estructuras tales como cuerpos numericos
(1871), el cuerpo ordenado y completo de los reales (1872) o la estructura de los naturales
(1888).

(Ortiz & Valencia, 2010) consideran que la escogencia de Hilbert de utilizar una formulacion
conjuntista en la clase de los objetos (la estructura) de todos los cuerpos arquimedianos
totalmente ordenados, es una resolucién encaminada al estructuralismo, fundamentada por la
“buena definicion” de los objetos. Debido a que, pese a reconocer las paradojas conjuntistas,
al acceder a trabajar con colecciones arbitrarias, se induce a especificar la estructura (la
“buena definicion” de la clase de todos los objetos), y por medio del método axiomatico,

plantear en ella los nimeros reales como el objeto final.
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Asi, (Ortiz & Valencia, 2010) identifican que el contexto del periodo, aportaba una tactica
para “solucionar” la cuestion de la existencia en las estructuras abstractas. De forma singular,
asociado a los numeros reales, suerte que es usada por Hilbert en su formulacion axiomatica
a través de la estructura de los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados y completos. Lo
que (Ortiz & Valencia, 2010) opinan, es que se garantizaba un grado de precision en el
planteamiento de Hilbert, pese a los baches en la teoria de conjuntos; ya que se introdujo en
la estructura de los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados, con una permision para
establecer la existencia de los nimeros reales con un caracter maximal. Esta perspectiva de
Hilbert, es la que los autores llaman como “estructuralismo pragmatico”, el cual se conserva
en multiples asociaciones matematicas actuales, y fue el que influencié fuertemente el

progreso de la matematica estructuralista del siglo XX.

1.4.2.2.Algunas dificultades historicas en la construccion del concepto
de numero real.

El concepto de numero real, tiene sus raices en tiempos muy remotos, en los cuales se fue
construyendo progresivamente su significado con la ayuda de distintos personajes que han
participado en su definicion, aunque no en un periodo de tiempo corto. Este concepto,
relevante para el desarrollo de la matematica en general, articula conjuntamente lo que
(Recalde, 2011) indica como las actividades de medir, contar y ordenar. Mencionando que
las tres estan conectadas de manera muy estrecha, de manera que si una de las tres no esta

presente, la conexidn de las restantes careceria de sentido.

Nuestro interés en los antecedentes histdricos del concepto de nimero real, no es hacer una
introspeccion exhaustiva de ellos, debido a que la informacion completa es muy amplia; sino
que, se pretende hacer explicito la importancia que han tenido las contribuciones de distintas

culturas y a su vez diferentes autores, en el surgimiento del concepto de nimero real.

Un hecho importante sobre esto, se puede observar en la teoria de la razon y la teoria de
numeros de Euclides, la cual (Recalde, 2011) describe por medio de las definiciones y
proposiciones, que Euclides registrd en sus correspondientes producciones intelectuales. Esta

secciéon fundamenta de qué manera la conmensurabilidad esta relacionada con aquello que
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posteriormente se estipularia como los nimeros racionales, y de qué forma la irracionalidad

esta relacionada con la inconmensurabilidad.

En relacion a esto, (Guacaneme, 2016) indica que su proyecto de investigacion, se ubica en
un ambiente que se enfoca en la funcion de la Historia de las Matematicas en la configuracion
del saber del docente de Matematicas. Tomando como salida ese ambiente, formula la
historia de la razon y la proporcion, como elemento de estudio por medio de la Historia de
las Matematicas, e inmersa en ella, la historia de la teoria euclidiana de la razon y la
proporcion presentada en el Libro V de Elementos de Euclides. De esta forma, se analiza
esta teoria, para plantear una perspectiva de esta. Adicionalmente, investiga a manera de
resefia, los documentos que tratan sobre la historia de la razén y proporcion; con los cuales
se identifican seis centros de estudio (teorias pre-euclidianas, teoria euclidiana, la proporcion
en la época helenistica, las traducciones arabes y latinas, las adaptaciones de la teoria en la
Baja Edad Media y el Renacimiento, y la influencia de la teoria de la proporcion en la

construccion de los reales).

1.4.3. Analisis intervalar.

El analisis intervalar, es una teoria que se constituye como nuestro puente principal para
acercarnos al concepto de namero real. Un fundamento que se caracteriza principalmente por
el practicismo que ha sido empleado para diferentes procedimientos de tipo algebraico y
aritmético, tal como lo evidencian los trabajos de (Stevin, 1625) y (Bachmann, 1892). Sin
embargo, estos dos autores solo han sido parte de la contribucion global que ha emergido a
lo largo del desarrollo de esta teoria, ya que, el analisis intervalar no es partidaria
originalmente del campo educativo, sino que ha sido un método desarrollado por ingenieros
para responder a determinados problemas matematicos. Para ello, consideramos
principalmente el trabajo realizado por (Moore, 1966), en donde como él indica, el nombre
de su libro: Analisis intervalar, se refiere a un conjunto de conceptos y técnicas que se basan
en el tratamiento de intervalos de ndmeros reales como un nuevo tipo de ndmeros,
representados por un par de nimeros reales, que corresponden a los puntos extremos

izquierdos y derechos de tales intervalos. Tales puntos, los denominamos minimo y supremo
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del conjunto de valores que contiene ese intervalo (de ser cerrado), o bien, dos elementos

pertenecientes al conjunto de cotas superiores e inferiores de tal intervalo.

Los numeros racionales comunmente han sido representados como pares de nimeros enteros
de la forma: Q:Z x Z*, donde Z* =7 — {0} asi como los numeros complejos son
representados como pares de nameros reales, de la forma: C: R X R, es por ello, que las
operaciones aritméticas, son procedimientos que involucran pares de pares. Asi, un par
especialmente equivale a un nimero de la forma como tradicionalmente lo representamos
(Moore, 1966).

Lo anterior, nos permite definir lo que es un intervalo numérico. Esta nocion hace referencia
a un par ordenado de numero reales [a, b], de tal manera que a < b y a,b € R. De esta

manera, (Moore, 1966) asocia al intervalo [a, a] equivalente al nimero real a.

Un intervalo numeérico es una forma de presentar a todos los valores reales que, se encuentran

entreay b. Estoes,quesix € [a,b] & a <x <b.

La anterior presentacion, trabaja especificamente con intervalos cerrados, es decir, que tiene
infimo y supremo. Sin embargo, nuestro interés en el presente trabajo, corresponde a hacer
una reconstruccion moderna del planteamiento que realiza (Bachmann, 1892), y el cual no
trabaja con esa clase de intervalos, sino que lo hace con intervalos netamente racionales, es
decir, donde a,b € Q. Ademas de ello, este autor trabaja con intervalos abiertos, lo cual

presenta dos limitaciones frente todo el esquema conceptual que define (Moore, 1966).

Sin embargo, y pese a estas diferencias, que matematicamente son muy importantes. La
forma como Moore, desarrolla su teoria del andlisis intervalar, nos enriquece en un aspecto
clave, y es la representacion geométrica de esos intervalos cerrados que él trata como
nameros en si. Estas técnicas que describe, son procedimientos que permiten obtener de
forma inmediata, con ayuda de la programacién y los avances tecnolégicos, los limites
superiores e inferiores que permiten dar solucion a determinados problemas. El significado
de un problema, no es solamente un valor cuantitativo aislado de contexto, sino que
epistemoldgicamente tiene una repercusion en el area del conocimiento en el cual se

desenvuelve el problema.
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Un caso para ejemplificar el uso del andlisis intervalar, aunque no de forma explicita como

teoria, es la demostracion del teorema del valor intermedio que realiz6 Cauchy en su Curso

de Anélisis de 1821, presentada en (Arbeldez & Galvez, 2011). En la cual esencialmente se

esboza una demostracion a través de acotaciones o aproximaciones a un valor intermedio en

un intervalo cerrado [4, B], de una funcion continua en él y que cumple f(4) < 0Y F(B) >

0.

i)

i)

Se divide [A,B] en m partes iguales. Asi mismo como las correspondientes

ordenadas de tales divisiones. En donde, si por convencién h = B — A, tenemos:

+(m—1)h
m

+(m—1)h)
m

h
AA+—, ... A
m

f(A),f(A+%),...,f<A

Segun la hipotesis planteada, en el intervalo [A, B] deben haber dos valores
sucesivos con signos opuestos, los cuales denomina A; y B;.
El procedimiento i) se repite, pero teniendo en cuenta ahora el intervalo [A4,, B,].
Y se prosigue de la misma manera para obtener un mejor acercamiento al valor C
tal que f(C) = 0, por medio de las sucesiones:

Ay Ay, o Ay, .

By, By, ..., By, ...

La sucesidn que describe A,, es creciente, mientras que la que describe B, €s
decreciente. Cauchy indica que estas sucesiones convergen a un valor real C, y por
medio de la continuidad de la funcién, afirma que la sucesion que describen los
valores de las ordenas para cada elemento de las sucesiones descritas

anteriormente, convergen a f(C), y al ser de signos opuestos, entonces f(C) = 0.

Un aspecto relevante de esta demostracion que se especifico anteriormente, es que Cauchy

sefiala que el proceso es indefinido, ya que si no fuera de esta manera, encontraria el valor C

que cumple tal condicion (Arbelaez & Gélvez, 2011). Y justamente un proceso de este tipo,

es el que desarrolla Bachmann para definir aquello que denomina como namero, y es que
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implica un tratamiento de aquellos acercamientos infinitos por intervalos, que justamente
Cauchy emplea. Cada vez mas, aquellos intervalos que provienen de [4, B], “encierran” o
“encajan” cada vez mas, para hallar un valor, el cual no se puntualiza en ninguna instancia.
Es por ello, que podemos visualizar este procedimiento como una forma de acotar un valor

especifico, y estimar un rango de variacion para €l.

En consecuencia, el andlisis intervalar sera utilizado en la reconstruccion moderna del
planteamiento de Bachmann con respecto a su definicion de namero real, lo cual nos exige
relacionarlo desde la perspectiva historica — epistemologica explicada con anterioridad, y la
naturaleza de objeto matematico que posee el conjunto de nimeros reales, con la formacion

de docentes en matematicas.

CAPITULO 1I

2. HECHOS HISTORICOS RELEVANTES

2.1.  Algunos hechos del uso de numero real a través del tiempo.

En esta seccion, nos ocupa principalmente, realizar un abordaje histérico reducido, sobre
ciertas precisiones del concepto de nimero en diferentes épocas y localizaciones. Con el fin
de aportar, a la naturaleza de la investigacion que se desarrollara a lo largo de los capitulos
posteriores. Esto es, mostrar que el concepto de nimero real, posee muchos antecedentes
para la construccion de la nocién moderna que tenemos, y que ha atravesado una evolucion

significativa con el tiempo.

La informacion recogida a continuacion, constituye una sintesis o resumen, de la informacion

presentada en Numbers’ (1991)

7 Autores: Ebbinghaus, H.-D., Hermes, H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer, K., Neukirch,
J., Prestel, A., Remmert, R.



Egipcios. Los primeros documentos se remontan a
las primeras civilizaciones en el valle del Nilo,
Eufrates y Tigris. Los jeroglificos para los
numeros 10 000, 100 000 y 1 000 000 se encuentra
en una maza del Rey Narmer, de la primera
dinastia egipcia (cerca de 3000 AC).

Babilonios. Los babilonios usaban simbolos
cuneiformes en tabletas de arcilla. Estos se basaron
en una rotacion de posicion mixta decimal y
sexagesimal. Ellos, demuestran ser aritméticos y
algebraicos de gran talento. Desarrollaron tablas
sofisticadas para usar en calculos que involucran
multiplicaciones y divisiones, y para resolver
ecuaciones cuadréticas y cubicas.

Griegos. El sistema numérico de los griegos era
decadico, aunque no posicional. El sistema
anterior usaba simbolos individuales para los pasos
decadicos, que eran las letras iniciales de las
palabras correspondientes para los numeros
correspondientes.

El sistema posterior de representar nimeros por
letras (aproximadamente 450 AC) se usé en textos
matematicos. Comprende las 24 letras del alfabeto
griego estandar con tres simbolos adicionales de la
tradicion oriental.

Junto a una aritmeética con nimeros representados
por simbolos, uno puede encontrar desde una etapa
temprana una representacion de nudmeros por

contadores (como las cuentas de un abaco,
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guijarros, etc.), que fue un medio por el cual se
descubrieron los teoremas aritméticos.

Los pitagoricos se interesaron principalmente en la
importancia filoséfica de los ndmeros. En su
filosofia, el universo entero se caracterizaba por
los ndmeros y sus relaciones, y asi surgio el
problema de definir en términos generales qué era
un numero. Los griegos asi consideraron como
numeros, solo los nimeros naturales excluyendo la
unidad; las fracciones se trataron como relaciones
de numeros y ndmeros irracionales como
relaciones entre magnitudes inconmensurables en

geometria.

Practica aritmética indo arabe. Entre 300 AC y 600 DC la notacion decimal posicional
actual con 0 y sus propios simbolos particulares 1,..., 9, nacié en la India, presumiblemente

bajo la influencia de los Babilonios. Asi, por ejemplo, de las formas primitivas -, =, surgieron

al principio los simbolos -,=, que eventualmente se convirtieron en 1, 2. La notacion
india fue asumida por los arabes, no menos por sus astronomos. Los indios tenian signos de

ndmeros positivos y negativos.

Tiempos modernos. Las practicas aritméticas indo arabinas se diseminaron por todo el
mundo occidental mediante los libros de texto aritméticos de los siglos XIII al XVI (por
ejemplo, los de Leonardo de Pisa, Riese, Stifel) y posibilitaron los éxitos posteriores de los
matematicos italianos del Renacimiento (tales como Del Ferro, Cardan y Ferrari) en la
solucion de ecuaciones algebraicas. En la nueva algebra del Renacimiento, el cero y los
numeros negativos adquirieron una nueva funcion ya que permitieron asimilar varios tipos
de ecuaciones bajo una categoria. Desde el momento de Descartes las ecuaciones se han

escrito en la forma;

Gz +ap 12" '+ +ay=0
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Aunque los matematicos, desde el comienzo de su ciencia, operaron con numeros y
descubrieron teoremas acerca de los nimeros, no fue sino hasta el siglo XIX que dieron
definiciones matematicamente Gtiles del concepto de nimero. No fue sino hasta después de
que Dedekind y Cantor (y otros) definieron los numeros reales por medio de conjuntos de
numeros racionales (ver Capitulo 2) que las definiciones clasicas de los numeros naturales

en términos de légica y teoria de conjuntos siguieron.

2.2.  Los numeros reales en Dedekind: Cortaduras.

Uno de los hechos que impulsaron el formalismo a la hora de hablar del conjunto de los
nameros reales, fue dado por Julius Wilhem Richard Dedekind (1831 — 1916), un matematico
aleméan, que por medio de cortaduras, definié tal conjunto. Su estudio, inspirado en la
busqueda de la caracterizacion de la continuidad en los nimeros reales, tiene como objeto

principal, el concepto de cortadura, que se define como sigue:

Definicion (Arbeldez & Galvez, 2011): Una cortadura (A;,4,) sobre los numeros
racionales @ es una particién de este conjunto en dos clases A, y A, con la siguiente

propiedad: Paratodo a € A; y paratodo b € A, se cumple a < b.

Dedekind indicaba, que cada nimero racional, divide la recta por medio de una cortadura,
que permite obtener dos subconjuntos a y 8, de tal manera que, el primer conjunto «, para
los cuales el racional es mayor para todos sus elementos, es el supremo del conjunto; y el
segundo conjunto g, tal que ese racional es menor a todos los elementos que pertenecen a él,
es decir, su infimo. Lo que indica que es necesaria esta separacion, ya que es una
caracteristica propia de la definicion de cortadura. Sin embargo, debemos precisar, que si el
supremo o infimo no se determinan por un ndmero racional, debemos afirmar que la

cortadura es irracional.

De manera conjuntista, podemos pensar que la coleccién arbitraria de todas las cortaduras
gue pueden ser elaboradas, constituyen los nimeros reales. De esta manera, podemos afirmar
que los reales de Dedekind estan dados por la siguiente definicion: “El conjunto de los
numeros reales de Dedekind esta constituido por la coleccion de todas las cortaduras que

puedan ser formadas”.
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Una analogia, para acercarse a la idea anterior, la tenemos con la siguiente ilustracion de
(Calderdn, 2014):

<+ | SHHHHH n=1
0 1 2 3

<+ I HHHHH- n =2
0 1 2 3

<+ F——HHrHHE =3
0 1 2 3

<+ | HHHHH- n =4
0 1 2 3

4 : H-HHBH- n = 80
0 1 2 3

Figura 6. Cortadura producida por el nimero e. De Calder6n (2013). Diferentes construcciones del
namero real. Recuperado de http://www.bdigital.unal.edu.co/46409/1/01186491.2014.pdf

Esencialmente, la anterior figura muestra las cortaduras formadas por los racionales

. 1\ . .,
estrictamente menores que (1 + ;) con n natural. Es interesante Ver, que la unién de todas

esas cortaduras, conlleva al nimero e, pese a que este es un namero irracional. Este tipo de
detalles, permite enlazar la teoria de Dedekind con el axioma del supremo, que es

fundamental para la definicion de los nimeros irracionales en analisis matemético. En este

, , Lo 1\"
caso, el nimero e, actia como el limite cuando n — oo de (1 +;) . Lo cual, puede

. ., 1\"

interpretarse como la union de las cortaduras formadas por (—oo, (1 + Z) ) lo cual,
conformaria una coleccion que representa al nimero e. Asi mismo, considerando el caso de
/3, en donde la unién arbitraria de todas las cortaduras formadas por los racionales r < /3,

dadas por los intervalos (—oo,7), conforman la representacion de v/3, la cual se muestra en

el indice 2 de los ejemplos mostrados al comienzo de esta seccion.
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¢Y de qué manera esta construccion establece un objeto matematico? Pues bien, Dedekind
por medio de esta presentacion, evidencia la existencia matematica de lo que Ilamamos los
nameros reales, por medio de una axiomatica que verifica el cumplimiento de las propiedades

que lo definen como cortadura propiamente; y que mas aun, son demostrables.

Y es que justamente, asi como en una presentacion aritmética, podemos establecer un orden
entre las cortaduras de Dedekind, sus operaciones, y demas aspectos especificos del conjunto
de los reales. Solamente, con intencién de mostrar esto, se menciona a continuacion la
presentacion de la relacion de orden entre cortaduras, dada por (Calderén, 2014): “Sean C; 'y

C, cortaduras; C; < C, si existe un racional q tal que g € C, y g no estaen C; ”.

2.3.  Los numeros generales de H. E. Heine (1821-1881)

Paul Bachmann (1837 — 1920) en la presentacion de su definicion de nimero, menciona a
Heine como una incorporacion a la coherencia del planteamiento que realiza. Articulado

incluso como referente en la definicion propia de su trabajo.

(Bachmann, 1892) menciona, que la nocion general de nimero de Heine cumple con un
requisito concreto, y es la presentacion del nimero racional como un caso especial de los
términos numéricos extendidos; es decir, articular los nimeros racionales como una

particularidad de una generalidad numérica que caracteriza su sistema teorico.

En (Sinkevich, 2014) y (Sinkevich, 2015) se enlazan los aportes que multiples autores, en
épocas muy cercanas entre si, han desarrollado con respecto al concepto de nimero real. Uno
de ellos, es el de Edward Heine, quien en 18728, propuso un concepto basado en sucesiones
fundamentales (convergentes) de Cantor; es en este mismo afio, que Cantor desarrolla una de
las primeras contribuciones suyas en la teoria de conjuntos®, en el que (Sinkevich, 2015)
menciona que introdujo la nocién de un punto limite, y que definid sus sucesiones

fundamentales de la siguiente manera®:

& A través de su obra Die Elemente der Functionenlehr.

° A través de su obra Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen // Math. Ann., Bd.5, 123-132.

101 a definicion indicada corresponde a una traduccion libre de Harvy S. Pefia, autor del presente
trabajo de grado, del fragmento de (Sinkevich, 2015) citado.
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"Cuando me refiero a un valor numérico en general, esto sucede para el caso particular de
una sucesion infinita de numeros racionales a4, a,, ...,a, con la propiedad de que la
diferencia a,_,, — a, se hace infinitamente pequefia al aumentar n, y sin importar cuan
grande o pequefio sea el nimero positivo m, para un € seleccionado arbitrariamente (positivo
racional), existe un nimero n, con la propiedad que |a,_,, — a,| <E Sin =n; y mesun

entero positivo cualquiera [Cantor, 1872, pag. 123-124]” (Pg. 11)

Esta definicion, es la que conocemos cominmente como Sucesiones de Cauchy. Lo que nos
brinda un elemento conceptual importante en la construccion del concepto de nimero real de
Bachmann; y nos permite observar con generalidad la naturaleza de nimero que quiere
presentar, debido a que su complejidad no es tan reducida, como se podria pensar por la
didactica con que presenta sus ideas. Es por ello, que el fundamento de Heine & Cantor en
conjunto, para Bachmann (1892), le brinda los elementos de convergencia y continuidad en

la recta real.
2.4.  Algunas referencias histéricas de los Intervalos anidados.

Como se muestra en Numbers!! (1991), la idea de ajustar intervalos, uno dentro de otro, para
formar los llamados nido de intervalos, es antigua y se encuentra sobre todo en las
matematicas aplicadas en relacion con el calculo de valores aproximados. Segun los autores
de Numbers, fue Stevin cuando alrededor del afio 1594 us6 la técnica de célculo con

decimales y definié un nimero real mediante anidamientos especificos.
En Numbers, se presentan las siguientes puntualizaciones de esta teoria:

i. En el siglo XIX, se utilizaron intervalos anidados para probar algunos de los
teoremas centrales del andlisis. Un intento de definir nimeros reales por ciertas
sucesiones de intervalos para probar el criterio de convergencia de Cauchy se

remonta a Bolzano.

11 Autores: Ebbinghaus, H.-D., Hermes, H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer, K., Neukirch,
J., Prestel, A., Remmert, R.
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ii. Weierstrass utiliza el anidamiento de intervalos para probar su teorema sobre los
puntos limite (el teorema de que un conjunto infinito acotado tiene un punto
limite).

iii. Bachmann (Leipzig, 1892) introduce numeros reales mediante el uso sistematico

de intervalos anidados.

Otro aspecto importante, explicitado en Numbers, es que la introduccion de numeros reales
mediante intervalos anidados estd motivada por la siguiente situacion: “Consideramos una
sucesion de intervalos Iy, I,, ..., I,,, de tal manera que en la linea aritmética continua (o eje
real), cada una esta contenida dentro de la que la precede, y ademas, la longitud de I,,,
(intervalo n-ésimo), tiende a cero a medida que n aumenta.” En el caso particular de
intervalos decimales, la longitud de I,, es 107", y los puntos finales de I, son multiplos
enteros de 10~™. Requerimos que, para cada sucesion de intervalos anidados, exista uno y

solo un punto en el eje real, que esté contenido en todos los intervalos de la sucesion:

Figura 7. llustracion de la anidacion de intervalos. De Ebbinghaus, H.-D., Hermes,
H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer, K., Neukirch, J., Prestel, A., Remmert, R.

(1991). Graduate texts in Mathematics, readings in Mathematics: Numbers.
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CAPITULO IlI.
3. ARITMETICA DE INTERVALOS NUMERICOS.

En esta seccion nos interesa introducir la notacion que utilizaremos para reconstruir el
planteamiento que realiza Bachmann con respecto a qué es un namero real. Por lo tanto, la
motivacién es establecer una forma de representacion de determinados conceptos
matematicos, que seran claves posteriormente. De esta manera, a continuacion, se presentan
ciertas definiciones, que nos ayudaran a precisar de forma mas clara, los significados que

necesitamos, y adicionalmente, nos aportan una organizacion de ellos.

DEFINICION 1: Sean dos niimeros reales a,b € R, tal que a < b. Llamamos intervalos
numéricos, al conjunto de valores reales que se encuentran entre ay b. Estoes,six € R y

x pertenece al intervalo | dado por a 'y b, es equivalente a afirmar que a < x < b.

La anterior definicion, permiten indicar que Vx € R, existe un intervalo numérico I: x € I.
Y con ello, que existen dos valores reales que lo conforman. Tal definicién, que
evidentemente es la correspondiente a un intervalo cerrado en los nimeros reales, vislumbra
aspectos importantes que van direccionamiento la idea de trabajar con intervalos, y de
establecer una aritmética con ellos. Una de esas ideas, esta enmarcada en el tratamiento
aritmético que se hace con los nimeros decimales infinitos, ya sea que pertenezcan al

conjunto de los numeros racionales o irracionales. Ejemplifiquemos este caso:

Consideremos el nimero /5, actualmente conocemos que es un nimero irracional, que asi
como otros, aparecen frecuentemente en problemas relacionados a soluciones de ecuaciones
algebraicas, o en otros escenarios de la matematica. Sin embargo, encontramos que operar
con él, es hacerlo implicitamente con cada cifra que constituye su valor numérico. En ese
procedimiento, en la blsqueda de una solucion o resultado preciso!? para un problema, se
realizan aproximaciones del nimero. En este sentido, operar con una aproximacion de v/5 no
es equivalente a operar con el nimero propiamente; sino que se estd realizando una

estimacion de él.

12 Referido a una solucion exacta, es decir, sin incertidumbre alguna.
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Si queremos ubicar a v/5 en un intervalo |, existen infinitas formas de realizarlo, pero
miremos uno especifico: Como /5 ~ 2,2360679 ... sabemos que 2 < /5 < 3, esto es, por

la definicion 1, V5 € [2,3].

Sin embargo, podemos acercarnos mas a v'5, considerando valores como 2.2; 2.23; 2.236;...

para aquellos a < +/5; y valor como 2.9; 2.8; 2.7;... para aquellos b > /5.
Asi,

22<V5<29
2,23<V5<28
2,236 <V5 <27
2,23606 < V5 < 2,6

2,230679 <5< 2,3

Como vemos, la estimacion de /5 mejora conforme avanzamos en ese proceso de
“encajonamiento”, es decir, de reduccion de la longitud o densidad del intervalo que lo

contiene.

DEFINICION 2: Denominamos intervalos numéricos encajados o simplemente intervalos
encajados, a aquellos intervalos que estan definidos en R , tales que, siendo I = [a, b],
J=1lc,d], decimos que [Icj si Vx€lab]l->x€][cd], esto es:

c<a<sx<b<sd.

En este sentido, podemos afirmar que [2,3]  [1,4], e incluso [2,3] < [1,3] y [2,3] < [2,4].

A continuacién, se ilustra los tres casos mencionados:

i) [2,3] c [1,4]

C D
A o————o
-0 o—
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i) [2,3] c [2.4].

c D
.--—. B
@ : o—
2 3 4

En cambio, si comparamos los intervalos [2,3] y [4,5], vemos que, aunque 2 < 4y 3 < 5,no
ocurre que Vx € [2,3] » x € [4,5], por ser conjuntos disjuntos, como se ilustra a

continuacion:

DEFINICION 3 (Familia de intervalos encajados en R):

Si para cada k natural, suponemos que existe un intervalo I, de laforma I, = [a,b];a,b € R.

Tal que ... € I, € I+, S I;. Decimos que el conjunto t, definido como:
T = {Ik: k € N}
es una familia de intervalos encajados en R.

Esta tercera definicion, sera relevante para nuestra reconstruccién de R planteada por

Bachmann.

DEFINICION 4 (Generalidad de las operaciones en t): Esencialmente, sean dos
intervalos I,] € 7, tal que I = [a, b], | = [c, d]. Definimos las operaciones aritméticas en ©

como sigue:

i) I+]=ab]l+][cd]l=[a+cb+d]
i) I—]=[ab]l—[cdl=[a—db—c]
iii) I x ] = [min(ac, ad, bc, bd) ,max(ac, ad, bc, bd)]

: , [a,b] 11
iv) Si0¢ [c,d],—>[i—d]= [a,b]*[g,;]

V) al = [aa,ab]; a € R
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3.1. Presentacion del nimero real de Bachmann

Definir nimero real como objeto matematico, no es solamente atribuir su esencia por la
participacion de la nocién intuitiva de él en determinados contextos, tales como el acto de
contar u ordenar, en los cuales el nimero real, especialmente el conjunto de los numeros
racionales, funcionan como etiquetas para comparar elementos, caracterizar colectivos de
elementos, o simplemente, para delimitar cantidades asociados a ellos. Asociar existencia al
numero real, implica la constitucidn de un sistema axiomatico, que le dé sentido al concepto
matematicamente, y de ahi, si atribuirle una aplicacion o practicismo en los contextos que
mencionamos anteriormente. La existencia es demostrable, fuera de ser un axioma, y también
es verificable, en el sentido de que, incluido en un sistema tedrico matematico, debe poder
ser obtenido como resultado de los planteamientos iniciales que basan el sistema en su

fundamentacion.

Paul Bachmann, en su presentacion intuitiva de lo que comprende como un ndmero real, esta
alejado rotundamente de ese tipo de planteamiento axiomatico que se menciond. Su
explicacion, dividida en ocho partes, trae consigo un planteamiento didactico®™ y mas
asequible a un publico en general, sobre el acercamiento al concepto de nimero real, a través
del tratamiento de intervalos anidados o encajados, de nimeros racionales, que permitan un
rango de estimacion, o de forma mas precisa, un rango de ubicacion de cada numero real por

medio de dichos intervalos.

En la presente seccion, nuestro interés es realizar un estudio descriptivo de las ocho partes
que componen su conferencia “Definicion de los nimeros irracionales**”, en la cual, utiliza
para su presentacion del concepto de nimero real, la nocion de sucesion racional, en ese
sentido de acercamiento creciente y decreciente, que constituye el rango de ubicacion de tal
numero. Y adicional a ello, define las operaciones aritméticas con numeros reales. Es por
ello, que cabe resaltar que la exposicién de las ocho partes del capitulo, se hara reflexionando

conceptualmente, en la medida de la teoria que hasta la actualidad se ha construido sobre los

13 Explicar a qué se hace referencia con esto.
¥ Traduccion libre de Harvy S. Pefa. del titulo original de la primera conferencia en aleméan:
“Definition der Irrationalzahlen”” (1892).
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conceptos inmersos en la presentacion original del autor, de tal forma que entendamos sus

ideas con una profundidad suficiente, para re plantear sus ideas en el capitulo siguiente.

3.1.1. Primera parte de la conferencia: Presentacion de la problematica.

Bachmann inicia la conferencia, mencionando que el punto de partida de la aritmética, son
los nimeros enteros positivos, los cuales constituyen una sucesion, que él denomina como
“sucesion natural ”, la cual es dada por 1,2,3,4,5,6, ..., y que dado esa idea, podemos afirmar
que parte del concepto de conteo al cual cominmente asociamos los nimeros naturales desde
una edad temprana de interaccién con ellos; y que parte de esa interaccion se debe a la
necesidad de resolver determinadas tareas que requieren estimacion de cantidades, tales
como el conteo de una cantidad de dinero, medir la altura de una persona, reconocer el
espacio que ocupa un objeto, y multiples actividades mas, en las cuales el nimero toma una

importancia inmensa.

Sin embargo, Bachmann menciona que el conjunto de los numeros naturales no son
suficientes para solucionar todas las tareas aritméticas'®. En este sentido, cabe resaltar esa
denominacion especifica que el autor utiliza, debido a que esas tareas, hacen referencia a
aquellas que inciden en una generalizacion matematica de la situacion resuelta, es decir, el
namero participa no solo en la medida de resolver un problema, sino que también permite
caracterizar el problema que resuelve. Es por ello, que podemos afirmar, que el autor se
referia a contextos donde se requeria trabajar con los opuestos de los enteros positivos, debido

a que no todas las operaciones estaban definidas en el conjunto de los nimeros naturales.

Pese a ello, el autor menciona que tampoco considerar todo el conjunto de los nimeros
enteros, es suficiente, debido a que existen huecos en dicho conjunto. Esta es una aseveracion
gue podemos direccionar al axioma el inverso multiplicativo, debido a que, en el conjunto de
los numeros enteros, tal valor inverso no existe para los nimeros enteros distintos de +1. Y
por supuesto, en el acto de comparar dos nUmeros enteros, y en otro tipo de tareas aritméticas,

el mismo conjunto queda limitado para la resolucion de ellas. Es por ello, que surge la

15 Traduccion del término arithmetischen aufgaben. Péarrafo 2, Pg. 1 de la conferencia.
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necesidad de ampliar el conjunto y formular el de los nimeros racionales, la cual el autor
plantea como una correspondencia de dos nimeros enteros, o en general, una relacion entre

ellos.

Esta parte es una manera de presentar una linealidad en la manera como surge el conjunto de
los nimeros racionales, a partir de un proceso de completar los huecos que los conjuntos
previos a él (naturales y enteros) tenian. Tal presentacion, a diferencia de Dedekind y Cantor,
no es axiomatica ni es formal (lo cual estudiaremos mas adelante), y es por ello que, como
introduccidn al trabajo de plantear la irracionalidad, es una manera simple de generar la idea
de namero racional, como un concepto intuitivo, lo cual normalmente encontramos que es

una tendencia en la etapa escolar.

Bachmann realiza la siguiente consideracion: Teniendo en cuenta la ecuacion, donde D es un

ndmero positivo:

x2=D (1)
Podemos afirmar que si (1) tiene una raiz racional, ésta puede ser entera, es decir, x =ny
en consecuencia, D es equivalente a n?. Sin embargo, si tal raiz es un nimero fraccionario

2
x =L tal que (p,q) = 1, tenemos que = = D, y asf:

p? = Dq? (2)

Y contradice el supuesto de que (p,q) = 1, debido a que cada primo en la descomposicién
de g deberia estar en aquella de p, lo cual el autor menciona que est4 apoyado en el principio
aritmético de la divisibilidad de enteros. 6. De esta manera, el autor concluye que si D no es

el cuadrado de un entero, no existe un namero racional que satisfaga (1).

En esta parte, Bachmann realiza un trabajo de caracter algebraico, el cual, trasladado al
presente trabajo, se realiza una descripcion de los pasos que se considera, no fueron expuestos

en el trabajo original, y que pueden dificultar el entendimiento del paso de una expresion a

16 Fragmento traducido con ayuda del docente Manuel Villegas, miembro del departamento de
Matematicas, Universidad del Valle, Santiago de Cali.
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otra. Ademas de ello, se pretende organizar la verificacion que el autor intenta desarrollar,

haciéndolo mas secuencial (en el sentido del encadenamiento de los pasos).
Inicialmente, se considera la expresion:
x? — Dy? (3)

La cual denomina como forma cuadrada, o bien, podemos entenderla como férmula
cuadrada. Bachmann indica que ella misma tiene la propiedad fundamental de que al
multiplicarse con una expresion de la misma forma, ella vuelve a aparecer!’ | es decir que

(3) cumple la siguiente identidad:

(x* =Dy?) - (x'* = Dy'*) = (xx' = Dyy")2 = D - (xy' — x'y)? (4)

Si colocamos la condicion ahora que D no es un nimero cuadrado® | pero pese a ello,
podemos hallar un numero racional cuyo cuadrado es igual a D; adicional a ello,

consideremos que tales enteros son positivos, esto es:

2

p
o D )
Y consecuentemente,
p>—Dq*>=0 (6)

Una idea que es clave en el desarrollo que plantea el autor, es que de todas las parejas (p, q)
que pueden ser formadas en el sistema, se tomara aquella en la cual g sea el valor mas

pequefio, lo que intuitivamente indica que no existe valor g’ menor a g en el sistema.

Seguido a ello, se elige un un entero positivo k tal que:

k? < D < (k + 1)? (7)

17 Fragmento traducido con ayuda del docente Manuel Villegas, miembro del departamento de
Matematicas, Universidad del Valle, Santiago de Cali.
18 por especificar



36

En donde, utilizando la expresion (5), obtenemos que:

p2

k2<?<(k+1)2

Y en consecuencia:
k?q® < p? < (k + 1)?q?

Y por ende:

kq<p < (k+1)q 8

De la desigualdad (8) tenemos que: kq < p < p?, es decir, 0 < p? — kq. Por la expresion

(6) tenemos que:

0 <Dq? —kq = q(Dq — k)
Lo que implica que:

0<Dqg-—-k

Finalmente, si consideramos las siguientes equivalencias:

x=py=qx =ky =1
Reemplazando en (4), tenemos que:

(p? —Dq?) - (k* — D) = (pk — Dq)* — D - (p — qk)?,
Si ademas de ello, consideramos, a partir de (8), que p — kq = q', y Dq — pk = p' tal que:
p?=Dq”* =0

Encontramos un q' tal que ¢’ < g, lo cual contradice el supuesto, estipulado la escogencia

del par (p, q) en el sistema.
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3.1.2. Segunda parte de la conferencia: Generalidad de la problematica.

Bachmann en la segunda parte, pretende Unicamente mostrar la generalidad de la primera,
con respecto a las ecuaciones algebraicas de orden arbitrario, como es:
(4) apX™+a; X" 1 +a,X"?2+--+a,=0

Particularmente, el autor se interesa en el caso donde los coeficientes de la ecuacidn son

valores racionales, en donde el maximo valor, asociado a a,, es igual a 1. Asi:

(B) X™m+ A X" 1+ A, X2+ .+ A, =0

Consecuentemente:
X™ = —(A; X" 1+ 4,X™ 2+ -+ Ay)

Bachmann introduce una nocion que esencialmente rodea la de solucion de tal ecuacion
general, y es la de nimero algebraico. Tal nocion la describe como “La raiz de cualquier
ecuacion de ese tipo, la llamaremos como nimero algebraico, y si, todos los coeficientes son

enteros, se denomina numero algebraico entero »19 En este sentido, sea X una solucion de

la anterior ecuacion, tal que X es racional y es de la forma S, tal que (p,q) = 1

R O

Y en consecuencia,

m m pm—l pm—Z
p" = —q"(Am + -+ A4 q t4z(—) )

Finalmente:

p" = —q"(Apq™ 1t + ..+ Ap™Y)

19 Fragmento traducido de forma libre, por Harvy S. Pefia, autor del presente trabajo de grado.



38

Donde el resultado anterior, explicitado por Bachmann es que, p™ es igual a un multiplo de
q, Y asi p podria dividirse por cualquier factor primo contenido en g, lo que contradice la
suposicion acerca de (p,q) = 1. A excepcidn, de que g = 1, y eso implique que x = p un
numero entero. De lo anterior concluimos al mismo tiempo que, una ecuacion del tipo (10)
con coeficientes enteros, que no tiene una raiz entera, tampoco puede tener una raiz racional.
(Bachmann, 1892).

3.1.3. Tercera parte de la conferencia: Método de acercamiento a un irracional.

Las ecuaciones descritas anteriormente, de acuerdo a Bachmann, vislumbran la insuficiencia
del conjunto de los numeros racionales, y la necesidad de la aparicion de nuevos nimeros
que funcionen como solucion de ellas, o bien, de otras situaciones que exigen la existencia
de ellos. Es por ello, que en esta parte el autor se enfoca en mostrar la manera como una
solucion para un problema concreto, puede ser estimada a través de su método de
acercamiento, que a simple vista puede parecer sencillo, pero que tiene una trascendencia
muy importante para la comprension del concepto de numero real. Es por ello, que para
nuestro presente estudio, miraremos a detalle los aspectos que caracterizan este

planteamiento:

Sea un triangulo rectangulo 4ABC, tal que la medida de sus catetos abyacente y opuesto, con

respecto a un angulo especifico, son tres y dos respectivamente.

L,

Figura 8. Triangulo rectangulo descrito en el enunciado.

El calculo de su hipotenusa, se realiza utilizando el teorema de Pitagoras, en la cual:
h? = C.0? + C.A?%. De esta manera, h? = 32 + 42 = 13.
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Se puede probar que, en el conjunto de los niUmeros racionales, no existe un valor numérico

que satisfaga la ecuacion:
(6) h®> =13

Aunque el valor h que satisface (1), matematicamente es una cantidad definida, ya que es la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo, y esta representada por la ecuacion; en el conjunto de
los racionales, su valor no siempre puede ser precisado de forma exacta. Y es importante
detallar en este sentido, que pese a que identificamos que el valor existe, no es suficiente para
atribuirle una connotacion de objeto matematico. Bachmann considera que para que haya una
justificacion cientifica valida, debe haber una forma de demostrar la definicion de tal nimero
de una forma coherente, y asociado a la naturaleza del concepto en cuestion. Sin embargo,
observaremos a continuacion, que esa idea no es formal en el sentido de demaostrar, o atribuir

existencia mateméaticamente (en un sistema axiomatico verificable).

Dicho lo anterior, evidenciamos que el problema nos exige amplificar nuestro dominio
numeérico, para precisar una solucién. Sin embargo, Bachmann explicd un método para

estimar el rango en donde se encuentra la solucidn de la ecuacion (1).

Sea h? =13, de tal manera que 02 < h? <62 , esto es, h? € [0,36], asi mismo,
h? € [4,25] yaque 22 < h? < 52,y h? € [9,16] ya que 3% < h? < 42 Como vemos, puedo
delimitar los intervalos de numeros enteros para “aproximarme” (en la idea de reducir la
longitud del intervalo) cada vez mas al valor que deseo. Lo que implica que, puedo establecer
intervalos cerrados cada vez menos distantes entre sus extremos, de tal manera que pueda

estimar uno que esté cada vez més cerca de 13, como lo indica la Figura 9:

B D A F E c
e o o @) 0 o ®

02=0 2 =4 3¥=9 =13 4°=16 52 — 95 62 =36

Figura 9. Intervalos [0,36] — color verde, [4,25] — color rojo y [9,16] — color azul.

Visualizados como segmentos, que disminuyen su longitud a medida que se aproximan a h? = 13.

En este sentido, los intervalos definidos anteriormente tienen un punto en comdn, que
llamamos h? = 13. Si nos trasladamos ahora, al conjunto de los nimeros racionales,

observamos que el acercamiento es mucho mayor:
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. . . . P f 1 .
Si manejamos intervalos, en donde su regularidad se da en términos de ~.€s decir, me acerco

. 4 . . ,
a 13 por medio de 13 + —, encontramos dos sucesiones que se aproximan a él:

@) {9, 11, 11.6, 12, .. }

17, 15, 14.3, 14,

Es relevante mencionar, que la sucesioén que se describe en la primera fila es creciente,
mientras que la segunda, es decreciente. Este acercamiento, se asocia directamente al
concepto que conocemos como Limites laterales, los cuales nos indican la tendencia de la

sucesion hacia ese valor h?.

Otra forma de visualizar este acercamiento, es indicando el valor h? como el centro de una
circunferencia, y tomando los valores de las sucesiones, como radios de circunferencias, que
organizadas de menor a mayor radio (de menor a mayor distancia al centro), tenemos una
visualizacion en términos de entornos, hacia el valor buscado. Este tipo de planteamiento, no
esta descrito originalmente por Bachmann. Sin embargo, es una herramienta muy potente
para ver, como esa idea de él se puede movilizar de diferentes maneras, y ver (sin detallar

exhaustivamente en eso) como existen aspectos topoldgicos en su planteamiento.

Estas nociones, que ain no son demasiado formales, nos permiten indicar que la solucion de
(11), hace parte de un conjunto infinito de intervalos que lo contienen, o como hemos
denominado en nuestro planteamiento inicial del capitulo, una familia de intervalos, que a

diferencia de como (Moore, 1966) considera, no son cerrados.

Dicho de otra forma, h? se constituye como el punto de acercamiento comdn, o la

interseccion arbitraria, de todos los intervalos abiertos, que convergen a ese valor.

Una forma de observar numéricamente el acercamiento descrito por Bachmann, es analizar

la diferencia entre los valores que componen las sucesiones que tienden a ese valor comdn.

Trasladandonos a R?, considerando el acercamiento al punto x? = 3, en la parabola y = x2,

obtenemos:



41

_________

———— -
- ———

~.—a -
- -
ET P

........
-t -

35

Figura 10. Entornos proximos al punto (x, 3) en la funcion y = x2.

La Figura 10, nos permite ilustrar la tendencia de la funcion al punto que deseamos
especificar. Es decir, si nos centramos en el punto X (eje de las abscisas), vemos que
lim, n? = lim n? = 3, indicando que para un acercamiento a través de infinitos entornos
n-x n-x-

al punto X, obtenemos a 3 como resultado.

Es decir que el nimero X puede ser entendido como el limite en el infinito de un conjunto de
intervalos, en donde, como se ejemplifica en (12), puede dividirse en una sucesion creciente

(limite lateral izquierdo de X), y una sucesion decreciente (limite lateral derecho de X).

3.1.4. Cuarta parte de la conferencia: Definicion de niUmero real.

Esta parte de la conferencia, esencialmente funciona como el establecimiento de la definicion

de nimero de Bachmann, en la cual, el autor realiza una comparacion no muy descriptiva,
con la definicion de E. Heine.
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Bachmann indica que con respecto a la justificacion que de la parte anterior, es comun pensar
los nimeros racionales como valores limites. Es por ello que presenta una serie de ejemplos,

con sucesiones de variaciones positivas, esto es, como el caso de las sucesiones:

1 1 1
1)2_m)3_m’4_m)
1 1 1

En donde, si m > 0, se encuentra que el cero es el limite comun de ambas sucesiones. Este
tipo de planteamientos, son similares a la idea de convergencia en las sucesiones de Cauchy,

sin embargo, ese estudio comparativo lo haremos mas adelante.

Otro ejemplo que brinda el autor, para indicar un segundo aspecto importante de su
perspectiva del concepto de nimero, es que esa nocion de limite coman, para él es muy

familiar para nosotros. Tal es el caso del nimero:
0,123456789112233445566778899111222333444555666777888999 ....

El cual, tiene un patrén de comportamiento en sus cifras decimales, como son, la repeticion
de los digitos del 1 al 9, una vez, luego dos veces, y asi sucesivamente. A simple vista la
representacion de tal valor, dificilmente podria realizarse por medio de un fraccionario, sin
embargo, puede ser entendido, bajo el concepto de nimero de Bachmann, como el limite

comun de las dos siguientes sucesiones, que convergen entre si:

0 1
0,1 0,2
0,12 0,13

0,123 0,124

Este planteamiento, que involucra en si mismo conceptos matematicos muy importantes

como el de limite, convergencia y continuidad, puede ser resumido de la siguiente manera:
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DEFINICION 12%: (NGmero real de Bachmann) Sea z un conjunto de sucesiones de

ndmeros racionales

Tal que, si:

1) a; y b; son numeros racionales
i) a; es una sucesion estrictamente creciente, es decir, a;,; > a; ; Y b; €s una
sucesion estrictamente decreciente, es decir, b;,,; < b;

Iy lima;_-b, =z

i—>oo

Podemos decir que, z es un nimero real.

Sin embargo, el indice 111, muestra una expresion de la intuicién que podria tenerse sobre el
planteamiento de Bachmann; sin embargo, enunciar que tal limite existe, incluye de
premeditado que el nimero real z existe. Lo cual, podria incurrir a un tipo de complicacion
tedricamente, pero que puede ser resuelto con el hecho, de que tanto Bachmann (1892) como
Huang (1968) trabajan con sucesiones de Cauchy implicitamente. De esta manera,

cambiaremos esa enunciacion de la nocion de acercamiento por limite, por la siguiente:
a;—b; =0Cuandoi - o

Observacion: La sucesion de intervalos racionales, nunca van a “tocar” a z, incluso si es un
namero racional; debido a que como especifica el indice Il, el comportamiento de las
sucesiones es estrictamente crecientes y decrecientes, es decir, la sucesion se aproxima tanto

como desea al punto, pero no llega a ser él.

Esta definicion, enmarcaria toda la esencia del planteamiento de Bachmann formalmente.
Sin embargo, el mismo autor manifiesta que este planteamiento tiene dos implicaciones muy

importantes:

a. Las dos sucesiones, deben tener un limite comun. Es decir, que ese limite debe existir

para que ambas sucesiones converjan hacia él.

20 Formulada de esta manera por el autor del presente trabajo de grado.
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b. Que ese limite se puede considerar como un nimero.

Estas implicaciones, enmarcan una caracteristica del trabajo de Bachmann: No es el nimero
quien determina a las sucesiones, sino que son ellas quienes garantizan la existencia del
namero. Esta idea, requiere ser estudiada con cuidado, porque el acercamiento se realiza a
través de numeros racionales, pero ellos mismos existen porque, pueden determinarse
sucesiones que converjan a ellos de la forma como Bachmann lo estipula. Es por eso, que el
autor agrega un condicional para romper con esta cadena deductiva, y es que, cuando se hace
referencia a un nimero racional, afirmamos que siempre permanece entre dos sucesiones

a; y b;, y se entiende como el limite comin de ambas sucesiones.

3.1.5. Quinta parte de la conferencia: Operaciones con numeros reales.

Bachmann en esta parte, esta centrado esencialmente en vislumbrar la naturaleza del nimero
real que ha definido, con respecto al sistema tedrico en el cual se encuentra. En el sentido de
que, la existencia que el autor atribuye no solo se remite a una forma de aproximacion al
namero, sino que también va asociado a que debe ser operacionalizable. Cabe resaltar, que
la definicion que da Bachmann es general, él no asigna una etiqueta de real o imaginaria para
su definicion, sin embargo, teniendo en cuenta el procedimiento que desarrolla para estimar
un rango de movilizacién de ese nimero (un intervalo en el cual se encuentra, a través de las
sucesiones que establece), podemos afirmar con total seguridad que se refiere a un nimero
real. Sin embargo, en su primera conferencia, él no especifica este aspecto, ya que él habla

de nimero con mucha generalidad.

De esta manera, el propdsito del autor es clarificar como se puede y se debe entender, desde
su perspectiva, la extension de la nocion racional del concepto de nimero. En el cual,
Bachmann menciona que el nimero racional es un caso especial de esa extension numérica
que se ha presentado, y hace alusién con ello, a una nocion expandida del concepto de
namero. Y es que, claramente esa nocion esta dada por la variabilidad de dos sucesiones, que
a través de unas condiciones fijas, convergen a ese limite comudn, que entendemos como
numero. Siendo esta idea, mas general que la que comdnmente se presenta escolarmente, o

incluso, la que normalmente es conocida. Esta nocion, que moviliza los conceptos de
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continuidad, limite y convergencia, no es tan simple como afirmar que, siendo N c Z c Q

conjuntos disyuntos de I, la unién de ambos, conforma el conjunto de los nimeros reales.

Y por supuesto, esa idea compartida de la union de los nimeros racionales e irracionales,
para obtener los nUmeros reales, es cierta. Sin embargo, esa linealidad surge por la necesidad
de ir ampliando el dominio numeérico para realizar operaciones que no se desarrollaban
anteriormente. Y uno de estos aspectos, historicamente hablando, es el surgimiento de la

irracionalidad.

Bachmann manifiesta un aspecto clave, que caracteriza su concepto de numero, y es
razonable en un sistema matematico. Teniendo dos elementos en el sistema, debe ser posible,
por medio de determinadas reglas y propiedades, vincularlos con un tercer elemento, es decir,
a otro perteneciente al sistema. Sin embargo, este enunciado (al menos en esta parte) lo aplica
para establecer las operaciones de adicion, sustraccion y producto, entre dos nimeros. Para
ello, recordemos que aunqgue se habla de nimero real en general, los valores que componen
las sucesiones son racionales. Y adicional a ello, el autor especifica que considera, que los

valores que convergen unos a otros, son todos positivos?.

De esta manera, consideramos como un segundo namero positivo:

f _ (al, az, ag, al', )

,31; ﬁz, 33, "':81"

O bien,

2 Entendemos que pese a esa restriccion que realiza el autor, podemos emplear el método con
nlmeros negativos, e incluso con el cero, segln sea el caso.
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En el cual, por convencion, la primera sucesion es creciente, y la segunda decreciente.
Bachmann establece las siguientes operaciones, entre este nimero y el z definido
anteriormente:

9) {al +aq,a; + ay,a3 + as, }
bi+pB1,by + By, b3 + Bs, ...

a; — B, az + B, a3 — B3, }

b;—aq,b; — ay,b; — as, ...

GV

(11) {alal' aza;,azas, }

blﬁli bZBZ; b3ﬁ3,

En las cuales, cada par de sucesiones correspondientes, convergen al mismo limite comdn.
Por ejemplo, el caso (16), Bachmann explica que se desprende de las desigualdades

caracteristicas segun las cuales:
b; > biy1ai41 > q;

Bi > Biv1®iv1 >
Incluso también:
biBi > biy1Pir1Qi+1i41 > A;Q;

Y, por definicion, el valor numérico de b; — a; y B; — a; se reduce significativamente, a
cantidades muy pequefias, con indice creciente i; por lo tanto, de acuerdo al autor, con

respecto a:
bip; — a;a; = b;(B; — a;) + a;(b; — a;)

Se puede establecer, lo mismo, debido a que b;3; — a;«a;, siempre estd entre a; y B;, Y

a, y b,. Y por lo tanto, (16) converge entre si.
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De esta manera, Bachmann establece tres elementos nuevos en el sistema, dados por la suma,

diferencia y producto de los dos nameros z, :

tq.
2%¢= (s
ai.ai)

2.8 = (bi-.Bi

(12)

3.1.6. Sexta parte de la conferencia: Orden en los niUmeros reales.

Bachmann en esta parte, aunque no exhaustivamente, presenta su concepto de orden en los
nameros reales, tal planteamiento reducido a la inquietud como saber cuando, teniendo z y ¢,
uno es mayor que el otro. Ademas de ello, el autor realiza una precision, y es que no
necesariamente ellos deben ser positivos. Bajo el planteamiento de que los valores racionales
de las sucesiones, debian ser positivos, estamos restringiendo los numeros reales que
podemos obtener; sin embargo, ya planteando de forma general este acercamiento, podemos

aproximarnos a cualquier valor real a través de este método.

De esta manera, el autor explica que las definiciones explicitadas anteriormente, cumplen
para nimeros z y ¢ son nimeros racionales. Esto, debido a que si un nimero racional z se
encuentra siempre entre a; y b;, hay otro & que siempre esta entre «; y B;; y podemos definir

el conjunto de operaciones dadas en (17).

DEFINICION Il (Orden de los nimeros reales de Bachmann): Si consideramos la
diferencia:

z—f= (ai—ﬂi)

bi—ai
De las desigualdades dadas a continuacion, podemos inferior tres casos posibles:

b —a; > biy1—aiy1 > Ajpqg — Biv1 > a; — B

a. Sib; —a; < 0 paraminimo un valor especifico del indice i, también lo es para todos

los valores mayores de €l. Si ademas, también a; — 8; < 0, entonces todos los
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numeros racionales de las dos sucesiones de nimeros son negativos, desde un cierto
punto, y por lo tanto z debe ser considerado como un numero negativo, y llamamos
z < &. Esto es, z es negativo, si ambas sucesiones que lo componen, estan
conformadas por nimeros negativos.

b. Sib; —a; > 0paratodovalori; yalavez, a; — 8; > 0 desde cierto valor del indice
i, tendremos que considerar z — & como un nimero positivo, y lo llamamos z > ¢£.

c. Sitenemos dos sucesiones de nimeros, una serie creciente conformada por nimeros
negativos, y una serie decreciente conformada de numeros positivos, y que la
diferencia entre los valores racionales que las constituyen se reduce cada vez mas,
hasta un valor muy pequefio; el limite comun de las dos sucesiones de numeros, sera
cero, es decir, tenemos z — & = 0, 0 lo que es equivalente, los dos nimeros z, £ son

iguales entre si: z = €.
3.1.7. Séptima parte de la conferencia: Inversos multiplicativos.

Bachmann, en esta penultima parte de su conferencia, se enfoca en definir el cociente entre
dos nameros reales. Teniendo en cuenta la definicion de orden, consideramos que & es
diferente de cero; de tal manera que los nimeros «;, ;, Se supone que son positivos, y su
valor no disminuye infinitamente a valores muy pequefios, con indice i creciente. Por lo tanto,
permanecen siempre mayores, de cierto namero definible y. Asi, el autor define el cociente

por la igualdad:

a; a, ap as
z_ B\ _ [ BB B

W) 7T\ b )T\ b by by
a 0‘1,052,“3

Bachmann demuestra que ambas sucesiones convergen entre si. Partiendo de que, como en
las otras tres operaciones definidas, los valores que componen las sucesiones son racionales,
tenemos que:

. .. b i
a. Sib; > a;, B; > a;, entonces ai >% y tambien —- > 4

i i i i
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1 1 b; b; f - s
< —,es,que < ;‘ teniendo una sucesion
i i i

i+1

b. Sib;., < b;, a;41 > a;, entonces

®it1
decreciente.
1 Aitq

, 1 i .z
c. Porque a;,; > a;, Biy1 < B; Y ademas, — > — es, que ——= > Zi es una sucesion
Bi+1  Bi Bi+1  Bi

creciente.
d. Y finalmente, la diferencia entre dos miembros correspondientes

by a; bfi—aq

a; P a;p;

a medida que el indice i aumenta, el valor de la diferencia decrece infinitamente a
valores muy pequefios; ya que, el autor menciona que el denominador siempre es
mayor que y2, mientras que el numerador, como se ha mostrado anteriormente,

converge a cero.

3.1.8. Octava parte de la conferencia: Propiedades adicionales.

Finalmente, esta parte corresponde a una ejemplificacion que brinda Bachmann, sobre como
ciertas reglas del célculo se cumplen, habiendo establecido las cuatro operaciones basicas
aritméticamente de los ndmeros reales, de forma valida. Y concluyendo, que tras definir el
concepto de nimero real mediante sucesiones de nimeros racionales que convergen entre si,
como su limite comun; afirmar que el nimero es racional solo en casos especiales, y que se
Ilama irracional en los casos restantes; en donde, los nimeros racionales e irracionales, que
ha sido presentado desde la perspectiva de Bachmann, juntos forman el dominio de todos los

ndmeros reales.

Asi, Bachmann muestra, para un nimero:

¢= ()
= (p,):
donde a;, b; son los miembros correspondientes de la serie creciente y decreciente, que el

conocido teorema de la multiplicacion se cumple:

(z+8)x{=2{£4¢
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Con esta idea, Bachmann muestra que la terna (z, +,*) adopta una estructura de cuerpo; al
indicar que las operaciones de suma y producto se pueden efectuar, cumpliendo las
propiedades asociativas, conmutativas, distributiva de la multiplicacién con respecto a la
adicion; garantizando la existencia también de los elementos inversos, tales como el aditivo
y el multiplicativo. Concluyendo, que tal terna no se comporta como un anillo solamente,

sino que, en su generalidad, es un cuerpo.

De esta forma, Bachmann finaliza su primera conferencia, en donde explicita que su interés
era mostrar como los numeros irracionales deben definirse con precision y establecer
cientificamente su caracter como numeros. Y relaciona lo desarrollado con el problema
inicial, donde los nimeros irracionales introducidos através de la ecuacion la ecuacion
h? = 13, la hacen resolvible. Porque si h representa dos sucesiones de nimeros que
convergen entre si, entonces la definicion dada del producto, indica que h?es el valor
correspondiente a las dos sucesiones formadas por los cuadrados de los niumeros en las

sucesiones determinadas por h, que convergen entre si, y se entiende como su limite coman.

CAPITULO IV.

4. RECONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES DE BACHMANN A
TRAVES DEL ANALISIS INTERVALAR.

Una vez estudiado con mayor detalle el planteamiento de Bachmann, es importante resaltar
que tiene una trascendencia matematica, presentando muchas nociones que hoy en dia
conocemos con mayor rigurosidad. Sin embargo, el proposito de esta investigacion, es
colocar tal planteamiento en una reconstruccion de los nimeros reales, que lo establezca
como un objeto matematico propiamente, y no solamente como el resultado de un método de

acercamiento, el cual intuimos que existe en ese conjunto.

Para esta construccion, utilizaremos como nuestro elemento base, los intervalos encajados

anidados, los cuales se definen de la siguiente forma, bajo el marco teorico de (Huang, 1968):
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Definicion (Huang, 1968): Definimos {[a,, b,]}n=; COMO una sucesion de intervalos

racionales cerrados anidados si

(1) a, y b,, son numeros racionales.
(2) a, < b, paratodonenN
3) [an+1, bns1] < [ay,, by para todo n en N

(4) L(a,, — b,) = 0, donde L representa lim

n—-oo

La definicion de nimero real de Bachmann, y la definicion de Huang, nos limitan, en primera
instancia, a no trabajar con todo el plano real, sino que nos restringen el dominio sobre el
cual establecemos el acercamiento a nuestro limite comdn. Debido a que, las sucesiones
crecientes y decrecientes, que convergen a nuestro namero real, son conformadas con valores

mayores y menores a él, respectivamente.

. ., 1 e
Sea el caso de la convergencia de la sucesion 1 + ~nE€ N. Esta sucesién converge a 1,

cuando n —» +oo, y es que la sucesion creciente:
1
1+—>1
n
Mientras que la sucesién decreciente:
1
1--<1
n

Estas dos sucesiones, son sucesiones racionales fundamentales, las cuales limitan el dominio
en el cual se movilizan los valores proximos a 1; son llamadas asi, debido a que (Huang,
1968) en su trabajo, adopta las sucesiones como sucesiones de Cauchy, sin mencionar este
hecho de manera explicita. Lo cual favorece la organizacién esquematica de su teoria, debido

a que convenientemente funciona sin contradicciones.

Y esto, toma una relevancia muy significativa en nuestra reconstruccion, ya que vamos a

realizar la siguiente convencion:

a. A cada valor constituyente de la sucesion racional decreciente, se le va a asignar una

posicién en el eje de las abscisas.
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b. A cada valor constituyente de la sucesion racional creciente, se le va a asignar una

posicion en el eje de las ordenadas.

Lo anterior nos permite inferir, que el punto limite comin de ambas sucesiones, que
convergen entre si, adopta un orden de acuerdo al eje que se considera en el plano, debido a
que, para la sucesion racional decreciente: a;, ocurre que con respecto a ese limite z, a; < z.
Mientras que, para los valores de la sucesion racional creciente b;, ocurre que b; > z, para

un indice i creciente.

Sin embargo, esta caracterizacion nos ilustra que en el plano racional, nuestro limite comun
es de la forma (z, z), en donde, gracias al planteamiento de Bachmann, conocemos que si las
entradas z son racionales, el punto esté incluido en el plano, debido a que existe como limite
comun alcanzable en la recta real, ya que los racionales estan definidos fundamentalmente.
Sin embargo, si la entrada z no es racional, esa coordenada constituye un hueco en el plano

racional, o bien, una singularidad.

El acercamiento a este par ordenado (z, z) puede realizarse de maltiples maneras, mientras
que se trabaje con el dominio restringido por las dos condiciones explicitadas anteriormente,
donde nuestro dominio particular, queda determinado por el semiplano:

T ={(a,b):a<z,b>z}

Es por ello, que vamos a centrar nuestra atencion a continuacion, en estudiar las formas de
acercamiento a esa coordenada, la cual no se hace de una sola manera; al quedar establecido
el semiplano t, podemos ver que todo punto que esté contenido en él, cumple las condiciones
estipuladas por Bachmann para aproximarse a un numero real. Sin embargo, eso no implica,
que necesariamente debe haber un patrén de variabilidad entre los intervalos, debido a que

cada uno de ellos hace parte de la misma familia de intervalos encajados.

Dicho esto, ilustremos algunas curvas que pueden funcionar en el acercamiento a punto
cualquiera, en este caso, (4,4).Tales curvas, no necesariamente deben ser funciones
continuas, y mas impresionante, no requieren ser funciones. Sin embargo, es pertinente tomar
el caso en el que los gréaficos representen funciones, para el tratamiento algebraico y analitico

de ellas. Algunos ejemplos de acercamientos inusuales pueden ser a través de puntos no
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conectados, funciones periodicas, conexiones de semicircunferencias, y otras formas de

acercamiento que puedan ser imaginadas:

&
[

Figura 11. Diferentes formas de acercamiento a un punto especifico del plano racional.

Lo que poseen en comun todas las graficas mostradas en la Figura 11, es que todas denotan
un decrecimiento, y que todas se aproximan al mismo punto en comun. Esta es una manera
practica de observar el planteamiento que Bachmann realizo, debido a que realizamos un
cambio en la forma de representacidn, pasando del trabajo en la recta real, a hacerlo en un
plano con maltiples elementos manipulables. Sin embargo, debemos resaltar la complejidad
de este asunto, debido a que ciertas representaciones pueden facilitar mejor la aproximacion
a una coordenada especifica. Mas aln, no necesariamente toda curva debe tener una
expresion que permita identificar caracteristicas propias de ella, de manera analitica; lo que
puede dificultar un estudio completo con el objetivo de comprender la naturaleza de un
namero real. Es por ello, que a continuacion se mostrara, de qué forma una representacion
como las rectas, pueden ayudarnos en esta tarea y ser representativas para todas las curvas

posibles que se acercan al mismo punto.

En concordancia con el problema planteado por Bachmann con respecto a la resolucion de la
ecuacion h? = 13 en los nimeros racionales, consideremos la funcion f(x) = x, tal que las
coordenadas que corresponden al grafico de la funcion, son de la forma x = (x, x). Para
nuestro abordaje en este apartado, vamos a considerar solamente un valor especifico, en este

caso, aquel valor h que satisface la ecuacion h? = 13. De tal manera que, ese valor especifico
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se encuentra incluido en infinitos intervalos cerrados. Tales intervalos, como se indicd,
pertenecen a un semiplano que genera la coordenada (h, h), que siendo constituida por

entradas racionales o irracionales, se ubica en la funcion f(x) = x.

Si asociamos el extremo izquierdo de cada uno de los intervalos que contiene a h, a una
componente X del eje de las abscisas en el plano racional, y asociamos el extremo derecho de
cada intervalo a una componente y del eje de las ordenadas; cada intervalo puede ser

representado como una coordenada especifica en un semiplano de la forma:
T ={(a,b):a < h ,b > h}

Nuestro objetivo es plantear una aproximacion a h, con un conjunto infinito de intervalos en
T', que posean una regularidad en su comportamiento, es decir, que describan el grafico de
una funcion algebraica o trascendente. Es por ello, que a continuacion vamos a considerar
familias de conjuntos de pares ordenados, que cumplan dicha caracteristica, para tratar de

hacer un contraste entre ellas, para establecer un criterio de equivalencia.

4.1.  Estudio de la familia de pares ordenados del grafico de f(x) = ax+ b

Para esta seccion, vamos a suponer que el valor h que satisface la ecuacion h? = C, es

conocido, de tal manera que h € Q. Por conocimiento ya probado, conocemos que h = ++/C,

sin embargo, como el problema de partida es asociado a distancias, vamos a restringirnos a
trabajar con h = +/C. Vamos a considerar el conjunto de pares ordenados que se obtienen de
la funcion f(x) = x, de tal forma que f(¥C) = V/C esté incluido en ese conjunto. Esta
funcion esta definida en la region R racional, dada por a; < +/C < b;, la cual sera nuestro

semiplano 7. El valor +/C, puede ser un nimero racional, o un nimero irracional; de tal

manera que para nuestro estudio, consideraremos estos dos casos.

Dadas estas condiciones, encontramos que existen infinitas rectas que describen funciones
lineales con esas condiciones. Nuestro interés esta centrado ahora, en fijar un criterio de
seleccion, que nos oriente en la escogencia de una recta que se aproxime tanto como
deseemos, al punto (v/C,+/C), para el caso donde las entradas representan valores racionales
o irracionales, dentro de una amplia gama de opciones que de antemano conocemos que

existen. Justamente se escoge las rectas para el desarrollo de este método, debido a que existe
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una sencillez mas intuitiva en el tratamiento de las rectas tanto en un sistema geométrico,
como en un sistema algebraico, debido a que la variacion de los parametros para encontrar el
acercamiento més eficiente, se remite al trabajo con el punto y la pendiente de la recta.
Mientras que, en otros casos, como en las parabolas, el trabajo debe ser ampliado a la
concavidad, simetria de la gréfica, ubicacion del vértice, etc. Y el acercamiento serd mas
complicado, debido a los elementos inmersos en el concepto de funcién cuadratica. De esta
forma, podemos ver que, para otras funciones particulares, como las racionales y

exponenciales, ocurre una particularidad similar.

Es por lo anterior, que nuestro objetivo es fijar la representacion de un nimero real, por medio
de una recta. Debido a que se pretende asociar un practicismo a esta representacion, ya que,
gracias a ella, puedo decidir con un nivel de significancia y eficiencia lo suficientemente
buena, qué tan aproximada estd la representacion generada, del nidmero real en si que
simboliza. Todo esto, sin descuidar la naturaleza estructural que posee el conjunto de los
nameros reales. Justamente esta idea es la que permea todo el trabajo que realiz6 Bachmann
en su primera conferencia, ya que su elaboracion es practica, y no formal; él busca hacer un
planteamiento didactico, sin realizar una construccién propiamente del conjunto de los
nameros reales. Sin embargo, en ningn momento descuida esa naturaleza estructural del

concepto, mostrando su organizacién como cuerpo completo, sus operaciones y su orden.

De esta manera, procedemos a explicar un método para escoger esa recta: Sea el punto (a, a),
tal que ocurre que a € Qo a ¢ Q, y sea Q(a,B) un punto de coordenadas enteras.
Ilustramos rectas utilizando dos puntos de coordenadas enteras, tal que uno de ellos es Q,
de tal manera, que al evaluar valores cercanos cercano a “a” en el eje de las abscisas, el
valor de la imagen en la recta mas proxima que pueda ser generada, se acerque a “a”

también. Estudiaremos el método mencionado a continuacion:

4.1.1. Representacion de un nimero racional.

.. . - . . , . 1
Vamos a definir, por medio de familia de intervalos encajados, el nimero racional P el cual
- .z . 11
segun nuestra convencion, esti dado por la coordenada en el plano (E’E)' Esta coordenada,

, 11 - . ;o . . .
en la recta real, esta dada por [5, E]’ es decir, que si esta incluido como un intervalo encajado,

debido a que ya esta definido por ser un nimero racional.



56

. . .y, .. . 1
Nuestro trabajo a continuacion, es definir 7', determinado por todos los valores x < S e
1 . . . .
y>s. Una vez realizado esto, vamos a tratar de aproximarnos lo mejor posible a la

11 . . . . P
coordenada A = (E’ E)' a través de funciones lineales, que puedan ser determinadas a través
de dos puntos constituidos por entradas enteras, teniendo en cuenta que las rectas deben ser
decrecientes.

El proceso de seleccion de las dos coordenadas enteras, se hace con el fin de garantizar el
mayor acercamiento posible a nuestro punto A, en el cual, nuestro interés principalmente, es

. . 1 . . .
que al evaluar en nuestras funciones lineales x = > el valor de salida, es decir, su imagen, se

. 1 . .
acerque lo mayor posibleay = 5» 0 en este caso, al ser las cantidades racionales, pueda pasar

directamente por el punto A. Por lo tanto, tomemos el punto B = (1,2) como punto inicial.
Generamos diferentes rectas, que incluyan a B y otro punto de coordenadas enteras, con el

fin de que se acerquen a A.

Tabla 1. Rectas generadas con B y otros puntos de coordenadas enteras.

No. Puntos de referencia Ecuacion de la recta Imagen de x = %
1 (0,2) = (-1,6) Vi = —4x+2 Y12 =0
1
2 (0,2) — (—1,5) yl/Z =—-3x+2 3’1/2 = E
3 (0,2) - (_154) y1/2 = _2x + 2 }’1/2 = 1
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(1/2,1/2)

o —— — i — o ——

Figura 12. Rectas de la Tabla 1, proximas a A. y;, = —4x + 2 (color fucsia); y;,, = —3x + 2

(color café); y;,, = —2x + 2 (color azul).

Las rectas indicadas en la Tabla 1, se ilustran en la Figura 12. Podemos analizar, que la recta
gue mejor acercamiento, geométricamente hablando, tiene con respecto al punto A, es la recta

Y12 = —3x + 2. Por supuesto, al reemplazar x = 1/2 en esta ecuacion, obtenemos como
valor de salida y, =% . Lo que nos muestra, que al considerar el punto (C,C) con

coordenadas racionales, tedricamente podemos encontrar una recta que lo incluya. Sin
embargo, también podemos ver que otras rectas, también se acercan, pero tienen un margen
de error con respecto a la variable dependiente, ya que éste, difiere del valor necesitado, por

0,5 (para el caso de las otras dos rectas en la Tabla 1).
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4.1.2. Representacion de un namero irracional: El caso de e

Para el caso de los nimeros irracionales, vamos a ver como representar a e como ejemplo.
Este numero, de relevancia para todo el campo de las matematicas, ocupa en este apartado,

una singularidad o “Aueco” en nuestro plano racional.

Asi como en el caso anterior, vamos a ubicar en el plano aquel punto de coordenadas (e, e),
el cual, representard un hueco en la recta y = x. Ubicando puntos de coordenadas enteras,
vamos a usar funciones lineales, para formular una aproximacion de e, que se acerque a esa
representacion decimal que conocemos en la actualidad. Cabe resaltar que, siendo un nimero
no periodico infinito, siempre podemos mejorar la aproximacion a él, pero al ser un proceso
infinito, nunca vamos a tomar una recta, teéricamente, que pase exactamente por el punto

(e, e). Asi, en la siguiente tabla, se presentan dos casos:

Tabla 2. Formulacion de rectas que se aproximen a e.

No. Puntos de Ecuacion de la recta Imagen de Imagen de Imagen de

referencia x=2 x=2,7 X =2,718

1 | (-3,10); (1,5) | y; =—1,25x+ 6,25 y1 =375 | y1=2875| y; =2,8525

2 | (-37); 14 | y,=-075x+475 | y,=325 |y,=2725| y,=27115

Notemos que al comenzar a aumentar los decimales en el valor asignado para la variable x,
de acuerdo al valor conocido de e, la cercania es mayor. Ademas de eso, la incertidumbre
disminuye al comparar las imagenes en las rectas, siendo la recta no. 2 mas proxima a e.
Aungue no encontramos una linealidad en la exactitud con la que la recta no. 2 se aproxima
a e, podemos ver que los resultados numéricamente hablando, si concuerdan con el

acercamiento grafico que podemos observar geométricamente.
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Figura 13. Representacion de las rectas inscritas en la Tabla 2. Donde la recta naranja es y;; la

recta azul es y,.

Recordemos que e puede interpretarse como la union de las cortaduras formadas por

(—oo,(l +%)n), para n = oo, con n natural. Una muestra de que, siendo un ndmero
irracional, este valor puede ser hallado como el limite de sucesiones racionales. Una idea
importante para las reflexiones que realizaremos a posteriori, muy conectado al concepto de
namero real.

4.2.  Estudio de la familia de pares ordenados del grafico de funciones cuadraticas,
exponenciales, racionales con respecto a funciones de la forma f(x) = ax + b.

En esta seccion, trabajaremos con /3, para ejemplificar el caso de (vC,V/C), donde VC es
irracional; ya que nos compete conocer de qué manera podemos aproximarnos a los puntos
de esa forma, por medio de otras funciones que no sean lineales, y de qué manera podemos

afirmar que tales curvas son equivalentes al conjunto de rectas que se aproximan a esos
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puntos. Sean las parabolas f(x) = (x — 1.73)> + 1.73 y g(x) = 0.5(x — 1.73)? + 1.73,
restringidaa 7'

Figura 14. Representacion de la pardbolay = (x — 1.73)% + 1.73 (color violeta) y

y = 0.5(x — 1.73)? + 1.73 (color rojo); en contraste con las rectas ilustradas en la Figura 12.

Es importante mencionar en contraste con las rectas, que las funciones cuadraticas ilustradas

son decrecientes; y su cercania al punto irracional es en efecto, muy eficiente. Si aplicamos

el criterio lil‘\r/l_ [a;, bi] — [aj,ﬁj] ~ [0,0], encontramos que efectivamente, al comparar cada
x—-vV3

una de las rectas ilustradas en la imagen, con las semiparabolas, e incluso, estas Gltimas entre
si, encontramos que efectivamente es valido el criterio.

Por otro lado, tenemos que la funcién f(x) = a* esté constituido por un nimero real positivo
a, tal que se excluye el caso cuando a = 1. Sin embargo, x puede ser cualquier real. En
nuestro estudio, vamos a considerar dos casos particulares para ilustrar que se cumple de

forma general, bajo estas condiciones, la equivalencia de la familia de funciones
exponenciales con la familia de rectas.
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-4 -3 -2 -1 1 2 a

Figura 15. Representacion de las funciones y = 0.173* + 1.73 (color gris) y

y = 0.3* + 1.7 (color azul); en contraste con las rectas ilustradas en la Figura 12.

Como vemos en la Figura 13, las funciones y=0.173*+173 vy
y = 0.3* + 1.7 son mon6tonamente decrecientes, y estan definidas en . Como podemos
observar, la aproximacion que brinda la funcion ilustrada de color azul es menos precisa que
la brindada de color gris. Esto se adecta por medio de los pardmetros que describen cada
funcién. La gréfica de las funciones exponenciales, son similares a las funciones cuadraticas
con las cuales trabajamos anteriormente; por lo cual, podemos afirmar que la congruencia
entre ambas familias de funciones, es dada por medio del criterio (1). Asi mismo, por
propiedad de transitividad, podemos afirmar que la familia de funciones exponenciales, es
equivalente con la familia de funciones lineales. Lo cual ocurre de igual manera con la

funcién y = —(x + 1.73)3 + 1.73, trazada en la Figura 14.
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=]
i

B

0.1
x+1.73

Figura 16. Representacion de la funcion y = + 1.73 (color verde).

Como ya comprobamos, las funciones cuadraticas, exponenciales y racionales atribuyen una
utilidad de aproximacion al punto (v3,v/3); y por medio del criterio (1) hemos verificado
que son congruentes en este tipo de objetivo, a las funciones lineales. Es por ello, que no es
necesario detallar de forma rigurosa cada una, cuando el criterio nos vincula directamente

cada familia entre si.

Dicho esto, planteamos como curvas representativas de nuestra reconstruccion, a la familia
de funciones lineales que se aproximan al punto (v/C,+/C), para los casos racionales e
irracionales. Sin resaltar, que existen muchas formas de aproximacion geométricamente, pero
por el contraste estudiado, nuestra escogencia seré esa. De esta manera, centraremos nuestra
atencion a continuacion, en detallar las operaciones basicas entre nimeros reales, asi como

algunas propiedades.
4.2.1. Definicion de la suma, resta y producto de numeros reales.

Una vez estipulado la forma como entendemos el “niimero” en nuestra reconstruccion, vamos

a indicar, como sistema teorico se entiende, operaciones elementales que permitan obtener
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nuevos elementos dentro de él. Cada elemento dentro de tal sistema, esta relacionado, y

cumple las condiciones mencionadas anteriormente.

En aritmética, entendemos la suma de numeros reales, como una adicion de cantidades; y
bien, intuitivamente se puede pensar, que considerdndolos como funciones lineales, o bien,
rectas en el plano, sumar dos reales corresponderia a sumar sus rectas representativas. Sin
embargo, tal idea incurre a un error, debido a que no necesariamente sumar dos rectas,
equivale a obtener otra que pertenezca al semiplano 7 = {(x,y):x <a+b ,y > a + b}
siendo a + b el nimero real resultante de sumar a y b reales. Y asi mismo, ocurre con la
resta y producto. Esa idea de trasladar las rectas, realmente no corresponde a la idea de operar
gue podemos pensar por aspectos geométricos cuando trasladamos parabolas, y otro tipo de

graficos de funciones.

Dicho esto, ¢de qué manera debemos entender la suma, resta y producto de nimeros reales

en esta reconstruccion? La respuesta se encuentra, en la misma definicion de nimero real.

DEFINICION DE SUMA, RESTA Y PRODUCTO: Sean las rectas y, Yy ¥,
representativas de los numeros reales ay b respectivamente. Entendemos la operacion
binaria o entre ambos, como el resultado de combinar dos puntos pertenecientes a cada recta,
de tal forma que pueda generarse la recta representativa de y, . ,, de tal forma que los dos

puntos de referencia, pertenece al semiplano
T={(x,y)ix<aob ,y>aob}

Bésicamente esta idea indica, que el resultado, es una recta representativa, que incluso, no es
unica. Como hemos mencionado antes, el acercamiento a un punto en el plano se puede
realizar de muchas formas, y que varia de acuerdo a los puntos de referencia que
consideremos; sin embargo, en este caso, se delimita a tales puntos, como pertenecientes a
las rectas representativas que van a utilizarse para generar una nueva. Es decir, una seleccion
conveniente para aproximarnos tanto como deseemos al resultado de la operacion en

cuestion.

Observemos coOmo funciona este método:
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Caso # 1: Consideremos la suma %2 + 3. Teniendo en cuenta que la recta representativa de %2
esyi;;, = —x + 1,y larectarepresentativade 3es y; = —x + 6; entendemos la suma, como
la seleccion de un punto de cada recta, que en conjunto, puedan generar una nueva recta, que
se acerque optimamente a 3.5, de tal forma que tales puntos escogidos, se encuentren en el

plano:

T={(x,y):x <35,y >3.5}

De esta manera, compilamos los datos en la siguiente tabla:

Tabla 3. Formulacion de la recta representativa de % + 3

Punto escogido de y; /» Punto escogido de y3 Recta y; 5 generada
(Color azul) (Color verde) (Color fucsia)
(-16.97, 17.97) (0,6) y3s = —0,71x + 6

Y lo representamos graficamente de la siguiente manera:

= B = B - ~ z 3 3

Figura 17. Recta representativa de la suma % + 3 (color fucsia).
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Caso # 2: Consideremos —3 — 5. Teniendo en cuenta que la recta representativa de -3 es
y_3= —1,67x —8 , y la recta representativa de -5 es y_z = —x — 10; realizamos la
seleccién de un punto de cada recta, que en conjunto, puedan generar una nueva recta, que
se acergue optimamente a —8, de tal forma que tales puntos escogidos, se encuentren en el
plano:

T={(xy):x<-8,y>-8}

De esta manera, compilamos los datos en la siguiente tabla:

Tabla 4. Formulacion de la recta representativa de —3 — 5

Punto escogido de y_5 Punto escogido de y_s Recta y_g generada
(Color fucsia) (Color fucsia) (Color café)
(-14.36, 15.93) (-10.17,0.17) y_g = —3,76x — 38,11

Y lo representamos graficamente de la siguiente manera:

—3 — 5%

e R R Ss-s-sS -  f iitiii i

-26 -24 -22 -20 -1 -18 -14 -1z -0

L
b

Figura 18. Recta representativa de —3 — 5 (color morado).
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Caso # 3: Consideremos el producto 3 * (—1). Teniendo en cuenta que la recta
representativa de 3 es y; = —x + 6 , y la recta representativa de -1 es y_; = —x — 2;
realizamos la seleccidn de un punto de cada recta, que en conjunto, puedan generar una nueva
recta, que se acerque Optimamente a —3, de tal forma que tales puntos escogidos, se

encuentren en el plano:

T={(xy):x<-3,y>-3}
De esta manera, compilamos los datos en la siguiente tabla:

Tabla 5. Formulacion de la recta representativa de 3 * (—1).

Punto escogido de y3 Punto escogido de y_4 Recta y_3 generada
(Color verde) (Color azul) (Color café)
(-10,16) (-5.33,3.33) y_3 =—2,71x — 11,14

Y lo representamos graficamente de la siguiente manera:

Figura 19. Recta representativa de 3 = (—1) (color café).
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4.2.1.1.  Algunas propiedades.

Considerando la ejemplificacion del indice anterior, es importante explicitar como se

evidencia la conmutatividad en la operacion de la suma y producto.

Teniendo en cuenta las sumas empleadas en los dos primeros casos: %2 + 3 y 1 + 4,

aritméticamente conocemos que el orden en que se efectle la suma, no alterara el resultado.

Y esta intuicion funciona en nuestra reconstruccion.

Una de las particularidades que expresa el método propuesto anteriormente, es que tomando
elementos pertenecientes a un sistema conformado por familias de intervalos encajados,
permiten obtener otro elemento dentro del mismo sistema. En el caso especifico del trabajo
con funciones lineales, obtenemos otra funcion de la misma clase, que representa un resultado
determinado. Es por ello, que la seleccion por simplicidad de las rectas como representacion
de los numeros reales por acercamiento, no se ve disuelta en ningdn momento por la
obtencion de un elemento por fuera del conjunto de salida. De esta manera, podemos
consignar esta propiedad de la siguiente forma:

“Para dos numeros reales a 'y b, representadas por las rectas y, y y, respectivamente; el
resultado de cualesquiera de las cuatro operaciones binarias béasicas que los involucre,
arrojard una recta representativa de la misma clase que las iniciales” (Propiedad

clausurativa).

Los sumandos, estdn asociados a coordenadas especificas en el plano, de hecho,
correspondientes a la recta y = x. Por lo tanto, las rectas representativas se conservan y asi
mismo, el semiplano definido por la suma entre ellos. Esto, debido a que la ubicacion de los
puntos (a + b,a+ b) y (b + a,b + a) es la misma. Este planteamiento ocurre de la misma
forma para (a*b,axb) y (b*a,b*a), indicando que ambos, tienen la misma recta
representativa. De esta manera, podemos afirmar, que: “Para dos nimeros reales a y b, la
recta representativa para la suma a + b, es equivalente a la representativa para b + a; de

la misma forma, ocurre paraa *by b * a” (Propiedad conmutativa).

Las demas propiedades no seran detalladas, pero asi como las expuestas anteriormente,

pueden ser razonadas con base a la ejemplificacion del funcionamiento de la reconstruccion.
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4.2.2. Definicion del cociente entre nimeros reales.

En la aritmética convencional, la operacion del cociente se efectiia normalmente como una
reparticion de elementos en cantidades iguales. De tal manera que, 4 +~2 = 2. Esta
operacion, trasladada al analisis intervalar, debe ser definida de tal manera que las familias
de intervalos que constituyen el nimero 2 y el 4, me permitan encontrar una recta que se

aproxime al punto que representa el cociente mencionado, que es 2.

Es importante precisar ciertos aspectos importantes: El resultado por si mismo, puede ser
representado como una familia de rectas que se aproximan tanto como se desea a él. Debemos
tener presente la naturaleza del resultado, ya que, no todo cociente es un nimero entero ni
racional. Sin embargo, generalmente, para todos los casos, la familia estd comprendida en el
semi plano  determinado por la coordenada correspondiente al cociente. Asi que, una forma
de entender el cociente, es formar a partir de la recta representativa de 4, y 2, una recta que
las intercepte a ambas, y que se acerque tanto como se desee a 2, incluida en 7; de esta forma,
se garantiza que la operacion esta bien definida bajo nuestro marco teorico, y ademas, le

atribuye existencia al cociente como nimero real.

Para mostrar la validez de esta operacion, vamos a desarrollar dos casos; el primero, seréa el
gue mencionamos, de cara a un caso con un buen grado de simplicidad. El segundo, teniendo

en cuenta un cociente racional; y el tercero, la divison efectuada entre nimeros irracionales.

Observacion: Consideramos el namero real 2, representado por larecta y, = —2x + 6, y el
namero real 4, representado por y, = —x + 8. Una idea que surge al pensar la operacion de
la division, asi como ocurre en las demas operaciones, es realizar el cociente entre las

funciones lineales correspondientes. Sin embargo, esa idea no es correcta, debido a que tal

., . -y . —-x+8
operacion representaria una funcion racional, dada por y,,, = e

. Asi, vemos que, no
x+6

obtenemos una funcién lineal como resultado.
Consideramos el nimero real 2, representado por la recta y, = —2x + 6, y el nimero real 4,

representado por y, = —x + 8. Tenemos que el cociente entre y, y y,, entendido no en el

sentido del algebra de funciones, sino como un algebra de intervalos, sera una combinacion
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de ellas dos. Es decir, seleccionamos un punto de cada una, que esté determinado por el

semiplano 7, de tal forma que la recta que pase entre ambos, se aproxime a 2.

Figura 20. Recta representativa de y, , (color negro).

De esta manera, como se muestra en la Figura 20, una recta que representa al cociente entre
4y2,es.y,, =—10,36x + 22,71. Tomando el punto eny, : (1.57, 6.43), y en y,, un punto
muy proximo al punto 2, tal como (1.999, 2.002), y tanto como se pueda aproximar. De tal

manera, que si evallo x = 2 en y, ,, obtenemos que y,,, = 1,99.

Podemos ver entonces, que el resultado de tal operacidon, es una recta que pertenece como

elemento a la familia de intervalos encajados que representan a 2.

. ., .. . 2
A continuacion plantearemos el procedimiento para resolver el cociente \/% Debemos

considerar que tanto la cantidad del numerador como la del denominador, son irracionales,
lo cual en si mismas, indica que no hay intervalo cerrado que constituya cada uno como punto
aislado en la recta real. De esta manera, en el plano racional se representaran como “huecos”

0 coordenadas no definidas.
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CAPITULO V

5. REFLEXIONES FINALES.

5.1. El concepto de numero real conectado a las nociones de limite, continuidad y

convergencia.

La reconstruccion que ha sido presentada en el Capitulo 1V, tiene varias caracteristicas que
deben ser marcadas para comprender de qué forma define un nimero real; esto es, como

muestra la naturaleza de ese concepto.

Es interesante visualizar como podemos acercarnos a ese punto especifico en el plano
racional, de tal manera que, de todos esos recorridos y curvas, las rectas nos facilitan la
aproximacion numérica, y es un representante que permite una variacion de sus parametros
sin necesidad de ahondar en una dificultad muy elevada. Sin embargo, toda esta cuestion del
acercamiento al punto z en el plano, esta relacionada estrechamente al concepto de limite de

una funcioén y/o sucesion.

Las sucesiones de la forma {a, }n=1 — Z , definidas en el semiplano determinado por el
punto (z,z), se acercan cada vez més a dicho punto, debido a que convergen a él. Y esto a
su vez, indica que dicho punto es el limite de la sucesion. Es decir, que estamos partiendo en
nuestra reconstruccion, de que dicho limite existe y es conocido. Un ejemplo de ello, es dado

, , Lo 1\" -
con el nimero e, ya que actia como el limite cuando n —» oo de (1 + ;) . Esto indica, que

matematicamente, si z es el limite de la sucesion {a, }o=1 :
ve>0,aIN€eN: vn> N, |a, — z| <€

Esto significa que en el intervalo, (€ —z, € +2z) se encuentran reunidos infinitos términos de
la sucesion, cuando el valor n supera a N. Esto fortalece la equivalencia entre todas las formas
de acercamiento que se describieron en el capitulo IV, mostrando que tal relacion existe,
porque cada una de ellas converge al mismo valor, o bien, el punto al que se acercan, actla

como el limite de todas ellas.

Sin embargo, hay otro aspecto importante; y es que, viendo desde esta perspectiva el trabajo

realizado por Bachmann (1892), podemos notar que la relacion que él hacia, con respecto a
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la convergencia de las sucesiones racionales de intervalos encajados, era la acumulacién de
términos de dos sucesiones (una creciente y la otra decreciente), a ese limite en comun, del
cual ya se conocia su existencia. Esto queda indicado en el indice Il de la definicion de

namero real, donde:

lim a;_ lim b; = z,
1—00

{—>00

Lo cual nos lleva a que se cumple:
lim(a; —b;) =0
1—>00

Lo que nos muestra, que para una sucesion racional que represente este proceso de

diferenciacion entre a; y b;, tenemos que:
ve>0,IN eN: vn,m = N, |a, — a,,| <€

Esto evidencia, que el trabajo de acercamiento se realiza utilizando sucesiones de Cauchy. Y
adicionalmente a ello, que para la construccion de nimero real de Bachmann, y para nuestra
reconstruccion, el criterio de Cauchy es fundamental. Debido a que, debemos garantizar que
la sucesidn escogida converge a un limite L, el cual debe ser conocido con anterioridad. Tal
criterio puede ser enunciado como: “Una sucesion {a,},—, converge a un valor z, si y solo

si, la sucesion es de Cauchy”.

Como mencionan los autores de Numbers (1991) 22, la definicion de los nimeros reales por
medio de sucesiones fundamentales, se remonta a Cantor & Meéray , los cuales conciben la
idea de que cada nimero real es limite de una sucesion de nimeros racionales, en donde las
diferencias entre términos sucesivos, se vuelve arbitrariamente pequefias. Ademas de ello, en
el mismo texto, se muestran las referencias de Cantor, sobre las ventajas que ofrece su

construccidn con esta teoria, debido a que es mas adecuada para realizar calculos analiticos.

Una vez establecido estos elementos centrales, el criterio de Cauchy, funciona como la pieza
final de nuestro rompecabezas. Debido a que, verifica nuestro criterio de equivalencia entre

las curvas de aproximacion planteadas. Cada curva C;,C,, ..., C,, siendo decreciente y

2 Autores: Ebbinghaus, H.-D., Hermes, H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer,
K., Neukirch, J., Prestel, A., Remmert, R.
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convergente a tal punto, es conformada por sucesiones fundamentales racionales, que con la
idea que brinda Cantor, nos permite atribuir significado al concepto de nimero real. El
conjunto de esas curvas, que representan clases de equivalencias, entre los elementos de la
clase, cumplen que el limite de sus diferencias se reduce a cero, y es justamente por la

acumulacién de términos que cada curva contribuye a su acercamiento al punto especifico.

Esta reconstruccidn, esta relacionada con el Teorema de Cantor de Intervalos Encajados,
debido a que, en el trabajo con intervalos de la forma I, = [a,, b,], pertenecientes a una

familia de intervalos anidados, tal que lim (a,, — b,,) = 0, tenemos que su interseccion es
n—-oo

no vacia, y es reducido a un solo punto. Esto es, matematicamente:

(n=@

neN

Sin embargo, Corazza (2016) indica que como es bien sabido, R es el inico campo ordenado
completo. Este resultado, sin embargo, requiere una formulacién adecuada de "completez™:
la version que normalmente es concebida, es la que llamamos “Completez de Dedekind”, es
decir, que cada subconjunto no vacio de R que es acostado superiormente, tiene un extremo
superior . Otra version de completez, que en algunos textos se llama propiedad de intervalo
anidado (NIP), requiere que cualquier sucesion anidada y decreciente de intervalos cerrados
tenga un punto comun. Sin embargo, el uso de esta propiedad en lugar de la completez de
Dedekind no nos proporciona una caracterizacion de R; no es cierto que cada campo
ordenado que satisfaga el NIP sea isomorfo a R. Para obtener la caracterizacion deseada, es
necesario incluir la Propiedad Arquimediana; de tal manera que cada campo ordenado de

Arquimedes que satisface el NIP es isomorfo a R.

Esta cuestion con respecto a nuestra reconstruccion de R, es solucionada gracias a la
demostracion que realizo (Huang, 1968), en la cual, partiendo de su construccion de nimeros
reales, con clases de equivalencia Cy,,, 5,1 Pertenecientes al conjunto de todas las sucesiones
de intervalos racionales cerrados anidados, es arquimediano y completo. Tales resultados se
consignan en su trabajo, como el corolario 3 y el teorema 20 respectivamente. De esta
manera, podemos afirmar con total seguridad, que la reconstruccion que hemos desarrollado,

cumple la propiedad Arquimediana.
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5.2. Consideraciones adicionales.

La reconstruccion realizada, se ilustra graficamente con un proceso de variacion de
pardmetros, caracterizados de forma particular, por medio de una herramienta tecnolégica;
que permite mostrar el acercamiento que brinda las rectas representativas de los ejemplos
adoptados, y de qué forma va mejorando conforme esos parametros son ajustados
correctamente. Sin embargo, existe una restriccion que limita la aplicacién de la teoria de la
reconstruccion, debido a que, tras un determinado acercamiento, el programa comienza a
trabajar con aproximaciones numeéricas. Esto, como muchos lenguajes de programacion,

debido a que no se conciben procesos infinitos de calculos.

Lo anterior muestra la forma como la herramienta de trabajo, en este caso Geogebra, presenta
también unas especificaciones, que deben ser tenidas en cuenta para no generar algan tipo de
contradiccion tedrica; debido a que, aunque la idea de acercamiento a un punto, por medio
de sucesiones de Cauchy puede realizarse infinitesimalmente, a la hora de implementarlo,

llegard un momento donde no podra mostrarse de forma estricta.

Ademas de ello, el programa puede incluir el punto (C, C) con entradas irracionales, como
un punto existente en el plano. Lo que podria sugerir la existencia de rectas que incluyen esos
puntos, y pasan por €l. Esto generaria confusiones con respecto a ese acercamiento que
pretendemos generar, a partir de las rectas representativas.

Cabe mencionar también, que la desventaja tedrica, segun los autores de Numbers? (1991),
de utilizar este enfoque de intervalos anidados, es que la introduccion de la relacion < entre
clases de equivalencia de intervalos anidados, y la verificacion de las propiedades de campo

para la suma y la multiplicacion, no son sencillas de presentar.

2 Autores: Ebbinghaus, H.-D., Hermes, H., Hirzebruch, F., Koecher, M., Mainzer,
K., Neukirch, J., Prestel, A., Remmert, R.
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CONCLUSIONES:

Este trabajo de grado ha ilustrado, que el analisis intervalar es una teoria que se
conecta con el concepto de nimero real, y que le brinda al docente de educacién
media, el panorama sobre la complejidad que se tiene al hablar de un objeto
matematico especifico. Mostrando ademas, que esta teoria posee un componente
historico, debido a que el analisis intervalar, como una forma no tipica de abordaje
para el estudio matematico, se ve manifestada en maltiples momentos de la historia

de la matematica.

La reconstruccion de los numeros reales, a traves de la aritmética de intervalos, en
cuanto aporte a la formacion matematica de los educandos y docentes en ejercicio de
educacion matematica, compone una comprension general sobre la naturaleza que
envuelve al conjunto de numeros reales; debido a que, ensefia una forma de
caracterizarlos como objetos matematicos. Mostrando que el concepto de nimero real
no es desasociado de los conceptos de limite y convergencia. Lo cual, ayudara al
docente de matematicas de educacion media, a formular situaciones de aprendizaje,
que ayuden al estudiante a desarrollar un razonamiento matematico sobre el concepto

de nimero real, para emplearlo en su formacion de educacion superior.

El estudio diacronico realizado, solo ha mostrado una parte muy pequefia de lo que
la perspectiva histdrica — epistemoldgica puede ofrecer con respecto al surgimiento y
consolidacion del concepto de nimero real. Este panorama, involucra al docente de
matematicas de educacion media, en una posicion de investigador, con el fin de
indagar sobre la informacion que el ser humano, ya sea por necesidad, o por algun
otro tipo de motivacién, ha adquirido para mejorar sus técnicas y el entendimiento
del mundo que lo rodea. Esto, también muestra que las matematicas no han sido
estaticas ni lo seran, sino que representan un universo de posibilidades, donde otros
resultados pueden ser conformados. Es por ello, que para el docente de educacion
media, es relevante conocer la historia y el recorrido que ha debido ocurrir, para que
se construya los objetos matematicos de su ensefianza, siendo también de aprendizaje,

debido a que perfila sus saberes propios.



75

d) La profundizacion realizada en el planteamiento de Bachmann (1892) por medio de
la traduccidn libre desarrollada de su obra original, muestra que la formulacion que
emplea no es propiamente una construccion del conjunto de los nimeros reales, sino
que su pretension esta dirigida a una presentacion didactica por medio de la aritmética
de intervalos, conformada por sucesiones de Cauchy. Por lo tanto, no es su
preocupacion ahondar en una construccion, pero si, la de brindar conceptualmente
elementos para comprender el concepto de nimero real, a partir de un practicismo,
que se ve inmerso en la teoria de Simén Stevin; quien, por medio de sus métodos,
irrumpio la tradicion griega, y mostro una forma de unificar lo formal con lo préactico

en el quehacer matematico.
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