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1. Resumen ejecutivo:

Dada un variedad Riemanniana n-dimensional (M,g), compacta, conexa y con frontera
suave oM, el operador Dirichlet-Neumann esta definido por
L(u)=a0/dn, ue C= (M)
donde U es la extensiéon arménica a M de u y n) es la normal unitaria exterior a aM.
El operador Dirichlet-Neumann es autoadjunto no negativo en L%(@M) con espectro discreto
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donde vk tiende a infinito. El primer valor propio no cero v de L es conocido como el primer

valor propio de Steklov.

El objetivo general del proyecto es estudiar y contribuir a la solucion del problema de
Steklov, en este sentido nos proponemos encontrar cotas que relacionen el primer valor
propio de Steklov con elementos geométricos de la variedad. Para tal fin hemos planteado
los siguientes objetivos especificos:
1. Encontrar cotas superiores tipo Weinstock o Payne para el primer valor propio de
Steklov sobre una superficie simplemente conexa de R®.
2. Encontrar cotas inferiores para el primer valor propio de Steklov en un dominio
estrellado de una variedad M.
3. Encontrar cotas superiores para el primer valor propio de Steklov en un dominio
simplemente conexo de una variedad M.
4. Obtener estimativos para el primer valor propio de Steklov en la bola n-dimensional

dotada con una métrica conforme a una métrica rotacionalmente invariante.

Puesto que es un proyecto de Matematicas, donde no existe una técnica decantada que
permita inequivocamente llegar a los resuliados esperados; si se cumplen dos de los cuatro
objetivos especificos, consideraremos que el proyecto ha culminado exitosamente.

El proyecto se plantea con una duracién de un afio empezando en el segundo semestre del
ano 2014. Se espera publicar un articulo en una revista al menos de categoria B, presentar
una ponencia nacional o internacional, graduar 1 estudiante de pregrado e iniciar el trabajo
de grado de 1 estudiante de Maestria.

La metodologia a seguir es la siguiente: Revisién bibliografica exhaustiva; estudio de las
técnicas usadas por Weinstock, Payne, y Montafio para dominios euclidianos; identificacion
y solucion de las posibles obstrucciones que la extension de esas técnicas presenten al
abordar el caso mas general, presentacion en un seminario periédico de los avances de la
investigacion; elaboracion de reportes técnicos; redaccién en forma de articulo de los

resultados de la investigacion, presentacion de resultados en eventos nacionales o
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internacionales; publicacién en revista especializada o divulgativa de los resultados que se

hayan obtenido.

2. Sintesis del proyecto:
El objetivo general del proyecto era estudiar y contribuir a la solucién del problema de
Steklov encontrando cotas geométricas para el primer valor propio no nulo del operador
Dirichlet-Neumann. Para tal fin se propuso cumplir con dos de los siguientes objetivos
especificos:
1. Encontrar cotas superiores tipo Weinstock o Payne para el primer valor propio de
Steklov sobre una superficie simplemente conexa de R®.
2. Encontrar cotas inferiores para el primer valor propic de Steklov en un dominio
estrellado de una variedad M.
3. Encontrar cotas superiores para el primer valor propio de Steklov en un dominio
simplemente conexo de una variedad M.
4. Obtener estimativos para el primer valor propio de Steklov en la bola n-dimensional
dotada con una métrica conforme a una métrica rotacionalmente invariante.

En el transcurso de la investigacion se trabajé en todos los objetivos especificos
obteniendo resultados menores en los objetivos 1 y 4. El mayor esfuerzo, aunque sin
frutos todavia, se hizo en la conjetura de Escobar para dominios convexos del espacio
euclideo (el primer valor propio esta acotado inferiormente por ¢ > 0 donde ¢ es una
cota inferior para la curvatura media de la frontera del dominio convexo). Los
resultados obtenidos en nuestra investigacion satisfacen los objetivos 2 y 3 y aparecen
publicados en el articulo “Lower Bound for the First Steklov Eigenvalue” (ver anexo 1).
En nuestro articulo demostramos un teorema de comparacion para bolas geodésicas
que complementa el teorema de comparacion para bolas geodésicas de Escobar
publicado en el articulo A comparison Theorem for the First non-zero Steklov
Eigenvalue, Journal of Functional Analysis, 178, 143-155 y extendemos a variedades un
estimativo encontrado por Garcia G. y Montafo O. en el articulo A Lower Bound for the
First Steklov Eigenvalue on a Domain, Revista Colombiana de Matematicas, 49, 95-104,
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2015.

El problema de Steklov y en particular la conjetura de Escobar es un problema dificil e
interesante que aporta fundamentalimente al desarrollo de la matematica en el area del
analisis geométrico. Sigue siendo un problema abierto, esperando por un Matematico
entusiasta que lo resuelva,

3. Productos:

Tabla No. 1. Cantidad y tipo de productos pactados en el Acta de Trabajo y
Compromiso y productos finalmente presentados

No. de PRODUCTOS No. de PRODUCTOS
TR DR FRODOCTOS PACTADOS PRESENTADOS
Productos de nuevos conocimientos
Articulo completo publicado
en revistas A1 o A2
Articulo completo publicados 1 1
en revistas B
Articulo completo publicados
en revistas C
Libros de autor que
publiqguen resultados de
investigacion
Capitulos en libros que
publican  resultados de
investigacion
Productos o] procesos
tecnologicos patentados o
registrados
e Prototipos y patentes
e Software
Productos o procesos
tecnoldgicos usualmente no
patentables o protegidos por
secreto industrial
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No. de PRODUCTOS
PRESENTADOS

No. de PRODUCTOS

TIPO DE PRODUCTOS PACTADOS

Normas basadas en
resultados de investigacion

Formacion de recursos
humanos

No. de
estudiantes
vinculados

No. de tesis

No. De
estudiantes
Vinculados

No. De tesis

Estudiantes de pregrado

.

Semillero de Investigacion

1

Estudiantes de maestria

Estudiantes de doctorado

Productos de divulgacion

Publicaciones en revistas no
indexadas

Ponencias presentadas en
eventos (congresos,
seminarios, coloquios, foros)

No. de
ponencias
nacionales

1

No. de ponencias
internacionales

No. de
ponencias
nacionales

1

No. de ponencias
internacionales

Propuesta de
investigacion

Propuestas presentadas en 1 4
convocatorias externas para
busqueda de financiacion.

Tabla No. 2. Detalle de productos.

Para cada uno de los productos obtenidos y relacionados en la tabla anterior, indique la
informacion solicitada para cada uno, anexando copia de las respectivas constancias.
Como anexo a esta guia encontrara el instructivo para instructivo para la revision de
informes finales y productos

Tipo de Articulo

producto:

Nombre Revista de Ciencias Universidad del Valle, (2014), Vol: 18. Num: 2.
; Pags: 123 - 130

General:

F-04-MP-06-02-02 Elaborado por: Vicerrectoria de Investigaciones
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Nombre Lower Bound for the First Steklov Eigenvalue
Particular:
Ciudad y Cali, diciembre de 2015
fechas:
Participantes: Oscar Andn:es Montafio Carrefio
Sitio de Biblioteca Alvaro Lopez Toro
informacion:
Formas EDPG
organizativas:

4. Impactos actual o potencial:

Los resultados obtenidos son importantes en geometria diferencial en el area de
analisis geomeétrico.

La presente versién del informe contiene las observaciones de los evaluadores:

%faf/ Y %0/7 %5‘/73 £

Firma del investigador principal VoBo. Vicedecano de Investigaciones

Por favor presente su informe impreso y en formato digital en hoja tamario carta, letra
arial 11, con espacios de 1 1/2

F-04-MP-06-02-02 Elaborado por: Vicerrectoria de Investigaciones
V-02-2013



LISTADO DE ANEXQOS

1. Articulo Lower Bound for the First Steklov Eigenvalue

. Correo dirigido a Diego Luis Hoyos que evidencian dos estudiantes
matriculados en Seminario y vinculados al proyecto.

. Carta Dirigida a Jose Raul Quintero que evidencia que una de las
estudiantes se vincul6 al programa de Semilleros.

. Certificado de Ponencia.

. Recibo de correo certificado que evidencia el envio de un proyecto a
convocatoria externa (Fundacioén para la promocion de la investigacion).

. Copia del proyecto enviado a convocatoria externa al Banco de la republica.
. Factura de la compra de equipo.
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Abstract
In this paper we find lower bounds for the first Steklov ecigenvalue in Riemannian
n-manifolds, n = 2,3, with non-positive sectional curvature.

Keywords: First Steklov eigenvalue, sectional curvature.

Let (M,g) be a n-dimensional, compact, connected Riemannian manifold with
smooth boundary dM. The operator L : C*°(OM) — C*°(0OM) defined by
L= g—f;, where 4 is the harmonic extension over M of u and 7 is the unit
outward normal to OM is known as Dirichlet-Neumann operator. The first non-
nule eigenvalue (M) of L is called the first eigenvalue of the Steklov problem and
it is variationaly characterized by:

i ¢ Rl /(pdo —0,p € C=(F) b, (1)
oM
: JIVe|Pdu :
where R[p] = MIW is called Rayleigh quotient. For the Euclidian ball of the
OM

radio » > 0 the first eigenvalue is S % with its own space generated by the

coordinate functions. A function ¢ such that [ ¢do = 0 is called test function.
» oM -
Starting from the variational characterization given by (1), if ¢ is a test function

over M then v(M) < R[yp].

In recent years, different authors, among them Weinstock [14], Kuttler and
Sigillito [8], Payne [13], Escobar [4, 5, 6], Wang and Xia [15, 16], Illias and Makloul
[7] and Montafio [9, 10, 11, 12] among others have dealt with the problem of finding
geometrical estimates for the first eigenvalue of Steklov.

Volumen 18 No. 2, Hotmie 20'71"_ ,
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In this article we find lower bounds for the first eigenvalue of Steklov in geodesic
balls and simply connected domain of a Riemannian n-manifold; where n = 2, 3,
complete of non-positive sectional curvature.

Our result is extended to Riemannian n-manifolds; where n = - 2,3, the .
estimate of Kutler-Sigillito for star-shaped domains of the plane [8].

For this article, (M, g) will be a Riemannian n-manifold; where n = 2, 3, complete,
simply connected and with non-positive sectional K c¢urvature. Since M is
complete, then for every p € M the exponential function exp, is defined over all
TpM. Moreover, since K < 0 over all M the Hadamard theorem [1] implies that
expy : TpM — M is a difeomorphism, that is, M is difeomorphic to R" ~ T, M,
=253
Under the given hypothesis :
vu(t; 0) = exppte(8), t >0, £ €S, (2)

it is a parameterization in geodesic coordinates for M.

When n = 2 the metrics can be written in the form of
ds? = dt® + f2(s,€)de?, (3)

where £(0,€) =0, 2£(0,€) = 1 and d¢? is the metric of S! [2].

When n = 3 the metrics can be written in the form of
ds® = dt® + hy;(t,0)d0" @ df’. (4)

For every ¢ > 0 the boundary of the geodesic ball with center p and radio %,
OB (p, t),is difeomorphic to S? and thus h;;(t,0)df’ ® d? is a metric over S2. The
Uniformization theorem implies that the metric is conformally equivalent to the
standard metric over S? ([6] pag 152). Therefore, we can assume that the metric
over the 3-manifold is also in the form of

ds® = dt* + f2(t,€)d¢?, (5)
where £(0,€) =0, 2£(0,£) = 1 and d€? is the standard metric of 2.

Since the sectional curvature is non-positive, then the Bishop comparison
theorem [3] implies
8.7t :
2 {20 (©

ot
ft,.€) 2t

and therefore

1< tim 158 L FEE) g oy maxf(1,6). (7)

t—ot ¢ B t &




boundforthe ﬁrst :stekl_ov eigenvalue

Theorem 3.1. If B, C M is a geodesic ball with a ratio 1 and center p € M,
then the first eigenvalue of Steklov satisfies the inequality

JB) S (8)

where f, = ma;lcf(l,f). The equality is achieved only if B, is isometric to the
€€

Euclidian ball of radio 1.

Proof. From (6) we have

Rylp] =
[ 1Veldv [ {of+F |e|"} frtara
B, By
Jiptdari:. [ ¢2fn—tde
%, 8B,

24 L |Wy? ) in-1414
g{Wt' 7 | SDI} £

P

>
3 e
%8,
[ {0+ 5 [Vol"} 1 anag
B
> p
5E J p?d¢ ’
8B,

and from (7) it follows that 1 > /iz and }—22 > le—, and therefore

[ {2+ %[Vl }rranae
Rlg) 2 —r =
oV 2 e [ P
OB,

1}
= n—HRS[‘P]:

where § is the Euclidian metric and V is the gradient over S"~!. If ¢y is a

eigenfunction for v(B,, g) and choose the constant b such that ¢ := ¢; — b serves
as a test function for the first eigenvalue of the Euclidean ball, v(%B8,,d) = 1, then

v(Byp, g) = Ry[p1]

e . Ry[SD]
1
> n—HRé[‘P]
1
>

g
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The equality is given only if f(,£) = t, in such case 9B, is isometric to the Euclidian
ball of radio 1.

From the Escobar comparison theorem [6] and from our estimate, we have

n+1 =
o

V(‘B:D? g). 1. " (9)

In this section, D is a simply connected domain of 7}, M and §2 is also a domain of
M such that Q = ezxp,(D). v(t,0) = exp,t&(h) is a parameterization in geodesic
coordinates of M, where £(f) is a parameterization of S"~1. We suppose that
the boundary of D is smooth and it is given by 0D = { R¢: €€ S’”—l}, where
R:S" ! — R is a strictly positive smooth function. In geodesic coordinates, the
function F'(¢,0) = t — R(#) is such that 0D and 99 are curves (surfaces) of 0 level
of F' in the parameterizations t£(0) and v(t,0) respectively. For this reason the
unit normal vectors to each one of the boundaries are given by:

e VR o |VR|,

Ns = ——6(8t = ﬁ), where [’[’5 = 1 +( R ) ) (]‘O)
" R i IVE|,,

Wi == —g(at = ?% where Wy = /1 + ( 7 ) (11)

From the previous identities if we solve the equations cosy = (ns, 9;) = Wié

and cos® = (ng,0;) = 7~ we obtain:
VR

el o b
VR

(|—f—|)2 = tan2 . (13)

From the inequality % < % it is deduced that over the boundaries

( B (YR

7 )2 = tan? 7. (14)

tan? e =

4.1 Estimate for the Integral of the Squared Gradient Over Q

Let us suppose that the angle « satisfies the inequality:

tan’y < a (15)

for a > 0, that is; (@)2 < (IVRR|)2 &3,




6und for the first steklov eigenvalue

Changing the variable # = u and ¢t = pR(u) we have:

' R(9)
L gt g o
/|V<p|2dv: / /{¢§+F|w|°}jn—1dtdg
Q sn=1 0 ,

1 2 2 |Tp|?

sn—=1-0
Since —2p%2 (V,VR) > — {az |Vgo‘2 + pigvlil %} for every o > 0, then
‘VRI 2 L 182 =, .2 n—1
/mr b > //{—— T P9+ g Vel | 1 R

Sn—1 0

where %2 = 1;32. The sectional non-positive curvature implies that f(¢,&) > ¢
i PR g : .
therefore TRE > —= and that results in

/|W| dv > //{ (- a8)0} + 12— [Pl L i tdpae

Sn—1 0
If we resolve the equation 1";;5 gt ﬁ_ﬁ; for 32 we obtain
—R? - 1 R? —-1)2+4
2 = ol by (R e Di4da -y (16)
2a
Therefore
o Rp?
Rl e
_ R*+a+1-+/(R?+a—1)2+4a
I 2R
4 2R
R2+a+1++/(R?+a—1)2+4da
27”’"7,

> ?
T2 ta+1+4/(r3,+a—1)244a
M M

with 7, = min R and rp; = glaxR Going back to the integral we obtain

Sl
/IVsolzdv >
Q
27"17), / /{(’0 + |V(P| }fn-—ldpdé-
2, +a+1++/(r}, +a—12+4a e P ’

Volumen 18 No. 2, dicierﬂb’re:2>0‘l4 .
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getting the estimate

/IV:pIZ dv > C/ [Vl dv, {1
g B,

with
B gl

it a1y (%, a=1)2 1 da

4.2 Estimate for the Integral over the Boundary of 902

=2
[IVR
/(pzda: /(p2 —| le +1f"'_1d§.
Sﬂ.—l 3

o

Since f(R,&) > R then

= Sl
6 [I\VR
/§02d0 S / s02 ’ Rgl il 1fn_1d€
Sn—1

N
<Va¥ 1 [ P
Sn—1

getting the estimate

/cpzda <+Va+1 / ©’do. (18)
8%,

o

4.3 Estimate for the rst eigenvalue of Steklov over Q

From the estimates calculated in the previous sections (17), (18), we have the
following estimate for the Rayleigh quotient:

[ Vol dv
=R
12:9)
S Vel dv
%P

>
S s R

8%,

where C = — and B, is the geodesic ball over M with center

7‘32‘,]+a+1+\/('r"12w+a—1)2+4a
in p and radio 1.




ver bound for the first steklov eigenvalue

If ¢, is a eigenfunction for the first eigenvalue over Q and chose the constant
b such that ¢ = ;3 — b serves as a test function for the first eigenvalue of the
geodesic ball B, then

v(Q) = Rlp1]
2 R[]
C
>
= a—i—ly(in)
4 @ 1
T et
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14/12010 Correo (e Universidad del Valle - (sin asunto)

oscar andres montano carreno <oscar.montano@correounivalle.edu.co>

(sin asunto)
1 mensaje

oscar andres montano carreno <oscar.montano@correounivalle.edu.co> " 11 de juhio de 2015, 10:55
Para: Diego Luis Hoyos Hoyos <diego.hoyos@correounivalle.edu.co>

Cordial saludo .
Hola Diego

Te envio la nota de dos estudiantes de pregrado.

Andrea Vanessa Hurtado Quiceno (Trabajo de grado 1) nota: 3.5
Alejandro Tovar (Seminario 1) nota : 2.5

Gracias.

Atentamente;

Oscar Andrés Montafio Cairefio
Profesor Asociado
Departamento de Matematicas
Universidad del Valle

Calle 13 # 100 - 00

Oficina 3170

Cali - Colombia



Santiago de Cali, 2 de junio de 2015

Doctor
JOSE RAUL QUINTERO
Vicedecano de Investigaciones

Facultad de Ciencias Naturales y Exacta

Cordial saludo

La estudiante Andrea Vanessa Hurtado se vinculd este semestre al proyecto
“Estimativos Geometricos para el Primer Valor Propio del Problema de Steklov”
con codigo Cl 972. Su vinculacion se hizo dentro del programa de semilleros de
Investigacion. El trabajo de Andrea consistia en cumplir con el cronograma trazado
en su proyecto de grado, entregar informes semanales y bosquejar un pequefio
articulo sobre los resultados ya obtenidos. La estudiante Hurtado no cumplié con
ninguno de los compromisos argumentando que el curso Integral de Lebesgue le

ocupaba todo su tiempo. La nota asignada a la estudiante Hurtado es 2.5.

Atentamente:
%;mr A. Montario C

Oscar Andrés Montafio Carreiio
Director del proyecto




CUMPLIDO DE COMISION

El Comité Organizador del X Encuentro Internacional de Matematicas certifica que:
Oscar Montafio
Asistid como conferencista al X Encuentro Internacional de Matematicas, ciclo de
Cursillos, Conferencias y Ponencias, realizado en la ciudad de Barranquilla, del dia 30 de
Septiembre al 03 de Octubre de 2014.
Desarrollando la (el) Ponencia:

Cota Superior para el primer valor propio del problema de Steklov en el espacio euclideo

Para constancia se firma en Barranquilla a los 03 dias del mes de Octubre de 2014.

% Aot Wik 5.
Jorge Rodriguez Contreras Alejandro Urieles Guerrero Presidente

Presidente Comité Organizador Coordinador Comité Organizador

X Encuentro Internacional De Matemdticas

\ANAIWW FIMAT.CO
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1. Resumen Ejecutivo

Dada un variedad Riemanniana n-dimensional (M, g), compacta, conexa y
con frontera suave M, el operador Dirichlet-Neumann estd definido por

L:C®(0M) — C®(dM),
u —>g—ﬁ,

donde 4 es la extensién arménica de u, y 1 es la normal unitaria exterior
a OM. L es un operador autoadjunto no negativo en L*(OM) con espectro
discreto

O:yO<V1S...SykS...’

donde v tiende a infinito. El primer valor propio no cero v; de L es conocido
como el primer valor propio de Steklov.

El objetivo general del proyecto es estudiar y contribuir a la solucién de la
Conjetura de Escobar para el primer valor propio del problema de Steklov, en
este sentido nos proponemos encontrar cotas que relacionen el primer valor
propio de Steklov con las curvaturas principales de la frontera de la variedad.
Para tal fin nos hemos planteado un tnico objetivo especifico:

» Demostrar la Conjetura de Escobar para dominios convexos del espacio
euclidiano.

Puesto que es un proyecto de Matemaéticas, donde no existe una técnica
decantada que permita inequivocamente llegar a los resultados esperados; si
se obtienen resultados cercanos y que sean aceptados para publicacién en



una revista: indexada por Colciencias consideraremos que el proyecto ha cul-
minado exitosamente.

El proyecto se plantea con una duracién de dos afios empezando en el se-
gundo semestre del ano 2016. Se espera publicar un articulo en una revista
de categoria A2 y presentar una ponencia nacional o internacional.

La metodologia a seguir es la siguiente: Revisién bibliogréfica exhaustiva; es-
tudio de las técnicas usadas por Escobar [E2| para adaptar algunos resultados
a dominios euclidianos; identificacién y solucién de las posibles obstrucciones
que la extensién de esas técnicas presenten al abordar el caso més general,
presentacién en un seminario peridédico de los avances de la investigacién;
elaboracién de reportes técnicos; redaccién en forma de articulo de los resul-
tados de la investigacién, presentacién de resultados en eventos nacionales o
internacionales; publicacién en revista especializada de los resultados que se
hayan obtenido.



Capitulo 1

2. Descripcién del Proyecto

2.1 Planteamiento del Problema

Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional, compacta, conexa y
con frontera suave 0M; dada una funcién v € C*°(OM), sea 4 la extensién
armonica de u, es decir, la tnica solucién del problema

Ayt =0 en M,
4 =u sobre OM.

El operador Dirichlet-Neumann es el operador definido por

L:C®(0M) — C>(dM),
(g -2

donde 7 es la normal unitaria exterior a OM. L es un operador autoadjunto
no negativo en L2(OM) con espectro discreto

0:V0<Z/1S"'Syk§"',

con v tendiendo a infinito. Los valores propios para este problema fueron
estudiados en 1902 por Steklov [S] y son llamados valores propios de Steklov,
el primer valor propio no cero v; de L es conocido como el primer valor propio
de Steklov.

El objetivo general del proyecto es estudiar y contribuir a la solucién del
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problema de Steklov, es decir, acotar en términos de la geometria de la
variedad el primer valor propio no nulo del operador Dirichlet-Neumann.

2.2 Marco Teorico y Estado del Arte

En un comunicado sobre ecuaciones de la fisica matematica, presentado ante
la sociedad matemaética de Kharkov, Ucrania, el 16 de diciembre de 1895,
Steklov propone el problema de encontrar una funcién ¢ arménica en el
interior de una superficie convexa S, que satisfaga la condicién

dp

— = v+ f, sobre 95,

on
donde f es una funcién continua sobre la frontera de S y v es un parametro.
En el afio 1902 [S], Steklov presenta un estudio con resultados teéricos y apli-
cados sobre el problema anterior, en su estudio toma importancia la condicién

auxiliar,
Oy
on

a partir de este momento el problema de encontrar una funcién ¢ arménica

= vy, sobre 95,

sobre S con la condicién g—,"; = v, sobre 0S5, es conocido como el problema
de Steklov; hoy en dia el problema ha sido generalizado a variedades Rieman-
nianas conexas, compactas y con frontera suave OM, en estos términos una
forma practica de plantear el problema de Steklov es encontrar una solucién
de '

{ Ap =0 en M,

1.1
g—‘s = vy sobre OM. (1.1)
El problema de Steklov tiene solucién si y sélo si v pertenece al espectro del

operador Dirichlet-Neumann

e (1.2)
n

{ L:C®(0M) — C®(0M),



donde @ es la extensién arménica de u, y 1 es la normal unitaria exterior a
la frontera de M. L es un operador autoadjunto no negativo en L?(8M) con
espectro discreto

0:]j0<]/1S...§VkS...,

con v, tendiendo a infinito. Los valores propios para este problema se cono-
cen como valores propios de Steklov, el primer valor propio no cero v; de L
es conocido como el primer valor propio de Steklov.

En 1954 para dominios simplemente conexos del plano, Weinstock [W] en-
cuentra la primera desigualdad isoperimétrica para el primer valor propio de
Steklov 11 (D), el resultado es el siguiente

27
n(D) < K (1.3)
donde [ es el perimetro de la frontera del dominio simplemente conexo D. La
cota superior que da la desigualdad isoperimétrica es la mejor, en el sentido
de que es alcanzada, ademaés da un resultado de rigidez, es decir, se alcanza si
y sélo si D es un circulo. El mismo Weinstock observa que debido a la clésica

desigualdad isoperimétrica [? > 47 A, donde A es el drea de D, se obtiene la

desigualdad
[T
D) < 4/—.
n(D) < A

Cuando la frontera de D es la circunferencia z* 4+ y? = a2, Weinstock observa
que el problema de Steklov se resuelve explicitamente para los valores propios
y funciones propias que damos a continuacion:

Vok—1 = Vo, = 7, k:l’g’...,
Por—1 = bk’r‘k COS k@, ,Z.’I — ]_, 2, s
P2k = byr¥senkd, k=1,2,---,

donde (r, #) son las coordenadas polares en el plano (x = rcos@, y = rsen#)
y los b; son factores numéricos escogidos con efectos de normalizacién de las
funciones propias.



En 1968 Kuttler y Sigillito [KS] para un dominio plano Q estrellado con

respecto a un punto, que sin perdidad de generalidad consideraremos el ori-

gen, obtienen la cota inferior

_ 2
1+4/1+4min (R/R’)2

méxvVR2+ R?

donde R(#) representa la funcién distancia desde el origen hasta la frontera
de Q. Ellos también demuestran que la igualdad se obtiene si y sélo si  es
un disco.

n(Q) >

(1.4)

En 1970 para dominios convexos del plano Payne [P] encuentra dos desigual-
dades isoperimétricas. Puesto que el dominio D es convexo Payne asume que
existen constantes positivas k; y ko tales que k; < k < ky, donde k es la fun-
cién de curvatura de la frontera del dominio D. Con estas hipdtesis Payne
demuestra que

k1 < vi(D) < ks, (1.5)

con igualdad si y sélo si D es un circulo.

En el afio 1997 Escobar [E2] estudia el problema de Steklov en variedades
Riemannianas con frontera. El primer resultado obtenido por Escobar es la
extension de la primera desigualdad de Payne a variedades 2-dimensionales.
El resultado es el siguiente:

Teorema 1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana 2-dimensional compacta
con frontera. Supongamos que M tiene curvatura Gaussiana no negativa K
y que la curvatura geodésica de OM, kg, satisface ky > ko > 0. Entonces el
primer valor propio de Steklov satisface

(M) > k,. (1.6)
La igualdad se obtiene solamente para la bola de radio k;*.

Recordemos que dos métricas g y g sobre una variedad M son puntualmente
conformes si g = e*§, donde f es una funcién suave de M en los reales.
Denotando por v(g) el primer valor propio de Steklov relativo a la métrica
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g, Escobar establece para variedades 2-dimensionales, la siguiente relacién
entre los valores propios

> méx e~ @y (§). :
v1(g) 2 méx ™", (g) (1.7)

Puesto que las curvaturas geodésicas bajo deformacién conforme estén rela-
‘cionadas mediante la ecuacién e'k, = k; + ng_, podemos decir que
g

vi(g) > (méxe @) min {ef(x)kg(:c) - agsc) } : (1.8)

z€OM z€EOM
Para dimensiones mayores, n > 3, Escobar obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con borde y
dimension n > 3. Asumamos que Ricci(g) > 0 y que la seqgunda forma
fundamental © satisface © > kol sobre OM, kg > 0. Entonces

ko

v, > E (19)

En el afio 1999 Escobar [E3] obtiene, entre otros, los siguientes resultados:

Teorema 3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana 2-dimensional, comple-
ta, simplemente conexa y con curvatura Gaussiana no-positiva. Sea Q un do-
minio de M acotado y simplemente conezo con Area(t)=Area(B,(0)) donde
B,.(0) es la bola Euclidiana de radio v y centro en 0. Entonces

n(Q2) < un(B,(0)).

La igualdad se da solamente cuando 2 es isométrica a la bola Euclidiana

B,(0).

Teorema 4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional compacta
y con frontera. Supongamos que la curvatura de Ricci es mo negativa y que
la segunda forma fundamental de OM satisface m > 0. Entonces

, 2M1
G D <

(1.10)

donde Ay es el primer valor propio del Laplaciano sobre OM y h(x) es la
funcidn de curvatura media sobre OM.
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Al final del articulo Escobar enuncia la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta con horde
y dimension n > 3. Asumamos que Ricci(g) > 0 y que la seqgunda forma
fundamental m satisface m > kol sobre OM, kg > 0. Entonces

v > ko. (111)
La igualdad se tiene solamente para la bola Euclidiana de radio k;*.

En un siguiente articulo publicado en el 2000 [E4] Escobar demuestra un teo-
rema de comparacién, bajo hipétesis sobre las curvaturas radiales demuestra
que el primer valor propio sobre una bola geodésica es menor o igual al primer
valor propio sobre la bola en un espacio de forma apropiado. A continuacién
enunciamos el teorema.

Teorema 5. Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional completa,
n=2,3. Seap €M y B.(p) una bola geodésica con centro en p y de radio
r < i(p), donde i(p) es el radio de inyectividad en el punto p. Asumamos que
las curvaturas radiales satisfacen que K(%, X) < K,, donde X es un vector
unitario perpendicular al vector radial %. Sea . C M una bola geodésica
de radio r donde M} representa el espacio de forma simplemente conexo de
curvatura seccional constante K,. Entonces

v1(Br(p)) < vi(Br).

La igualdad se tiene solamente cuando B,(p) es isométrica a f3,.

En el 2009 Wang y Xia [W-X1| publican un refinamiento de la cota superior
encontrada por Escobar (1.10), el resultado es el siguiente:

Teorema 6. Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional compacta
y conexa con curvatura de Ricci no negativa y borde OM y sea n el campo
normal unitario exterior de OM . Supongamos que las curvaturas principales
de OM son acotadas inferiormente por una constante positiva c. Denotemos
por A1 el primer valor propio no cero del Laplaciano actuando sobre funciones



definidas sobre OM . Entonces el primer valor propio no cero vy del problema
de Steklov satisface

mngg%#v5}+wM—wn—U&L (1.12)

con igualdad si y solo si M es isométrica a una bola Euclidiana n-dimensional
de radio %

Observemos que de la desigualdad (1.12) se puede deducir la desigualdad
(1.10), en efecto

y < Li)c(\//\_ﬁ V- (n—1)&)

(n—

<YM/ vm)

(n—1)c
< 2)\1
~(n—-1)
2\
. - )-
(n —1)(min h(z)

Al considerar coordenadas polares en R", todo punto z € R" se puede es-
cribir en la forma z = sy, s > 0y y € S ! C R", donde S™ ! es la esfera
(n — 1)-dimensional de radio 1.

g es una métrica rotacionalmente invariante sobre R™ si en coordenadas po-
lares se puede escribir en la forma

ds® + f2(s)dy?, (1.13)

donde dy? representa la métrica usual sobre S"! y f es una funcién suave
con f(0)=0y f(0)=1.

Para métricas rotacionalmente invariantes en la bola n-dimensional de radio
r > 0, Montafio [M1], [M2], [M4] obtuvo los siguientes resultados:

Teorema 7. Sea (B,,g) una bola en R™ (n > 3) dotada con una métrica
rotacionalmente invariante. Supongamos que B, tiene curvatura de Ricci no
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negativa y curvatura media sobre 0B, h(r) > 0. Entonces el primer valor
propio para el problema de Steklov vy satisface

n+1 1

Mﬂgmg{#ﬁ} -

Teorema 8. Sea (B,,g) una bola n-dimensional dotada con una métrica
rotacionalmente invariante g. Supongamos que B, tiene curvatura de Ricci
no positiva. Entonces el primer valor propio del problema de Steklov satisface

{m}+1 < s < h(r),

donde h(r) es la curvatura media sobre OB,. La igualdad se tiene si y sélo si
B, estd dotada con la métrica usual de R™.

Teorema 9. Sea B, una bola n-dimensional (n = 2,3) dotada con una
métrica g de la forma

ds® + f2(s, y)dy?,
donde dy? representa la métrica usual sobre S, la esfera unitaria (n-1)-
dimensional. Supongamos que las curvaturas radiales sasisfacen K (%, X) <
K, <0, donde X es un vector unitario y perpendicular al vector radial %.
Entonces el primer valor propio del problema de Steklov satisface

Vl(B.,-, g) S h,

donde h es la funcion curvatura media sobre (0B,,g). La igualdad se tiene
sty solo si B, estd dotada con la métrica usual de R™.

Para dominios en el espacio Euclidiano Montano [M3] obtuvo los siguientes
resultados:

Teorema 10. Sea M un dominio de R™. Si existe una bola B,(b) de radio
r > 0 y centro en b = cm(OM) con B,(b) C M, entonces el primer valor
propio de Steklov sobre M satisface la desigualdad

wm@g%=me (1.14)
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Cuando el dominio es estrellado con respecto a un punto Garcia y Montafio
[GM] obtuvieron el siguiente resultado:

Teorema 11. Sea Q0 un dominio de R"™, acotado y estrellado con respecto a
un punto p, con froatera 9 y normal unitaria exteriorn. S10 <0 < a < 7,
donde cos() = <ﬁ, 77>, x € 0N, entonces el primer valor propio de Steklov
para 0, v1(Q), satisface la desigualdad

7";1;2) {2+a—Va+4a}
n—1

Q) >
@) 2 (G NS

, cona=(n—1)tan’*(a), (1.15)

donde

= B el yme= g e =l

Con esta investigaciéon pretendemos ayudar al entendimiento y solucién de
un problema clésico de la geometria diferencial.

2.3 Objetivos

2.3.1 Objetivo General

El objetivo general del proyecto es estudiar y contribuir a la solucién de la
Conjetura de Escobar para el primer valor propio del problema de Steklov, en
este sentido nos proponemos encontrar cotas que relacionen el primer valor
propio de Steklov con las curvaturas principales de la frontera de la variedad.

2.3.2 Objetivo Especifico

Para tal fin nos hemos planteado un tinico objetivo especifico:

= Demostrar la Conjetura de Escobar para dominios convexos del espacio
euclidiano.

Puesto que es un proyecto de Matematicas, donde no existe una técnica
decantada que permita inequivocamente llegar a los resultados esperados;
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si se obtienen resultados cercanos y que sean aceptados para publicacién
en una revista indexada por Colciencias consideraremos que el proyecto ha
culminado exitosamente.

2.4 Metodologia Propuesta

La metodologia a seguir es la siguiente: Revision bibliogréfica exhaustiva; es-
tudio de las técnicas usadas por Escobar [E2] para adaptar algunos resultados
a dominios euclidianos; identificacién y solucién de las posibles obstrucciones
que la extensién de esas técnicas presenten al abordar el caso més general,
presentacion en un seminario periédico de los avances de la investigacién;
elaboracion de reportes técnicos; redaccién en forma de articulo de los resul-
tados de la investigacion, presentacion de resultados en eventos nacionales o
internacionales; publicacién en revista especializada de los resultados que se
hayan obtenido.

2.5 Resultados Esperados

Un articulo A2 donde se publiquen los resultados obtenidos.

2.5.1 Usuarios Potenciales Directos e Indirectos de los
Resultados de Investigacion

La primera institucién que se beneficiara de los resultados de esta investi-
gacion serd la Universidad del Valle, lo que fortalecera con ello los programas
de pregrado y postgrado en matemaéticas. Una contribucién Indirecta y tal
vez la més importante desde el punto de vista social es la siguiente: El am-
biente académico del Departamento se ve enriquecido por las actividades
que los grupos de investigacién realizan dentro del desarrollo de sus proyec-
tos. Por ejemplo la participacién activa como conferencistas o asistentes al
Foro divulgativo Semanal del Departamento de Matematicas, contribuira a
la creacién de este ambiente académico, tan necesario para el desarrollo de
una matematica universal entre jévenes estudiantes de pregrado y postgrado
y profesores de otras areas de la Universidad del Valle.
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Tipo de Producto

Cantidad

Articulos Completos Publicados en Revistas A 1

Productos de Divulgacién

Ponencias nacionales

Ponencias Presentadas en Eventos

1

2.6 Impactos Esperados

El proyecto se inscribe en el Programa de Ciencias Bésicas y su mayor con-
tribucién social debe medirse por la formacién de investigadores y el aumento
de la capacidad investigativa de la nacién. Como el problema general plantea-
do es un problema en la frontera de la investigacién matemética mundial , los
articulos de investigacién que se publicardn como resultado de este proyecto,
seran una muestra visible de una capacidad investigativa de primer nivel. El
éxito en el proyecto contribuird al fortalecimiento del Programa de Doctorado
en Matematicas de la Universidad del Valle.

2.7 Declaracion Sobre Impacto Ambiental del

Proyecto

El proyecto no produce ningin impacto ambiental negativo.

2.8 Cronograma de Actividades

Este proyecto de Investigacion estd propuesto para dos afo, empezando en

Agosto del 2016. El cronograma de actividades es el siguiente:

Agosto 2016-Agosto de 2017

1. Lectura de articulos asignados sobre el tema.

2. Actualizacién bibliografica.

3. Exposicién de los avances de la Investigacién en el Seminario de

Geometria.
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Septiembre de 2017-Agosto de 2018.

1. Exposicién de los avances de la Investigacién en el Seminario de
Geometria.

2. Exposicién de los avances de la Investigacién en el Foro Divulgativo
Semanal del Departamento de Matematicas.

3. Escritura de los resultados obtenidos.

4. Sometimiento para publicacién de los resultados obtenidos en revistas
indexadas.

5. Redaccién del informe final.

3 Presupuesto en Pesos
Este proyecto tiene un costo de $18.000.000 pesos.

Presupuesto Global en Pesos

Rubros | Contrapartida Especie | Solicitado Convocatoria Total
Personal 18.000.000 18.000.000
Total 18.000.000 18.000.000 | 18.000.000

Descripcién de los gastos de personal (en miles de pesos)

Nombre Funcién Proyecto | Dedicacion | Especie Efect
Oscar Montano | Inv. Principal 10 hrs/sem | 18.000.000
Total 440 hrs/afio | 18.000.000

Hoja de Vida

La hoja de vida del investigador principal también aparece en la aplicacién
CvLAC que se encuentra disponible en www.colciencias.gov.co/scienti.
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Correo electrénico: oscar.montano@correounivalle.edu.co

Direccién: Cra 100 # 28 - 68 Unidad residencial Madeira 3-104

Celular: 3176705615

Teléfono oficina: 3212100 extensién 3101

Oficina: 3170

Cargo actual: Profesor asociado del Departamento de Matemaéticas de la
Universidad del Valle

1.0.2. Titulos Universitarios

Area: Geometria y Topologia

Titulo Universidad | Afio
Candidato a Doctor en Ciencias Matematicas | Univalle 2014
Magister en Ciencias Matemaéticas Univalle 2004
Matemaético Univalle 1988
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Institucion Cargo Ano
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Vol 30, 2012.

Montano O. Perdomo O. Salas N. Métricas planas y el teorema de
uniformizacién en toros minimos de la esfera 3 dimensional. Revista de
la academia colombiana de ciencias. Vol 32, 2008.

. Montano O. Inexistencia de lazos oblicuos sobre el hiperboloide de dos

hojas. Revista Tumbaga. Vol 1, 2006.

Montafio O. Tantrices de lazos en R3. Lecturas Matematicas. Vol 26,
2005.

Montaiio O. Volumen de la hiperesfera. Scientia y Technica. Vol 28,
2005.

Montanio O. Introduccién al problema de prescribir la curvatura gaus-
siana sobre R2. Revista Integracién. Vol 21, 2003.

Montano O. Garcia G. Métricas conformes en superficies compactas
con frontera. Matematicas ensefianza universitaria. Vol 11, 2003.

Montano O. Tofino J. La geometria de los fractales una nueva geometria
de la naturaleza. Epiciclos. Vol 1, 2002.

1.0.5. Trabajos de grado de Maestria dirigidos

Teorema de Holonomia de Berger. Estudiante Johan Suarez Motato. 2011.
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1.0.6. Proyectos de Investigacion

1. Estimativos Geométricos para el Primer valor propio del Problema de
Steklov. Universidad del Valle. Junio de 2014 a Diciembre de 2015.

2. Existencia de lazos oblicuos en superficies. Universidad del Valle. Sep-
tiembre de 2005 a Junio de 2006.

3. Caracterizacién de superficies minimales en S®. Javeriana Cali. Agosto
de 2004 a Agosto de 2005.
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