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Resumen

En este trabajo de grado, planteamos un modelo metapoblacional tipo SIR-SI para ana-
lizar la propagacién del virus del dengue en dos zonas, teniendo en cuenta el tiempo de
permanencia de los humanos en cada una de ellas. Para este proposito, consideramos
que la tasa de natalidad, mortalidad y recuperacién de los humanos son las mismas
en ambas zonas; esta consideracion también fue hecha para la tasa de natalidad y
mortalidad de los mosquitos. Para dicho analisis, primero, calculamos algebraicamen-
te el punto de equilibrio libre de enfermedad, demostramos la existencia del punto de
equilibrio endémico y hallamos el niimero reproductivo basico Rg; con este ultimo, es-
tablecemos la estabilidad de los puntos de equilibrio. Luego, hacemos un anélisis de
sensibilidad de Rg respecto a los parametros del modelo. Por ultimo, realizamos simu-
laciones numéricas utilizando los valores estimados de los parametros del modelo SIR-SI
de [16] obtenidos al ajustar los casos de dengue reportados a la Secretaria Municipal
de Salud de Santiago de Cali en el ano 2010.



Capitulo 1
Introduccion

No es una novedad que el acelerado aumento de las poblaciones urbanas, especial-
mente en zonas de bajo recursos, esté ocasionando conductas que promueven proble-
mas de salubridad, como lo es el mal almacenamiento del agua. Esta situaciéon puede
favorecer el crecimiento de la poblacién de mosquitos y por ende, la propagacién de
enfermedades de transmision indirecta como el dengue, zika y chicunguna [IJ.

Por motivos como el expuesto anteriormente, las personas prefieren vivir en lugares
cercanos a las grandes ciudades. Entonces, para llevar a cabo actividades como estudio,
trabajo, tratamientos médicos, entre otros, deben desplazarse de un lugar a otro. Un
ejemplo, son los municipios aledanos a Santiago de Cali, cuyas poblaciones se movilizan
frecuentemente hacia la capital y, después de un tiempo de permanencial] vuelven a
su lugar de residencia. Estos desplazamientos de las personas son factores importantes
en la propagacion de enfermedades, ya que de esta forma una infeccion puede llegar de
una zona a otra.

A nivel mundial, el dengue se considera como uno de los mayores problemas de salud
publica y, como se menciond antes, estd incluida en el conjunto de enfermedades trans-
mitidas por vectores, donde sus caracteristicas bioldgicas implican que la enfermedad es
considerada de alto poder endémico en territorios por debajo de los 1.800 metros sobre
el nivel del mar [2]. Por ejemplo, en los anos 2014, 2015 y 2016, la Secretaria de Salud
Piblica del Municipio de Santiago de Cali (ubicado aproximadamente a 1.000 metros
sobre el nivel del mar) reporté 8.500, 15.550 y 17.321 casos de dengue en esta ciudad

[3]. Por tal motivo, es de vital importancia estudiar la propagacién de este tipo de en-

1Por tiempo de permanencia se entenderd a la fraccién de tiempo promedio que una persona pasa
en una zona, ya sea porque vive, estudia o trabaja en esa zona.



fermedades de transmision indirecta y para eso se cuenta con la modelaciéon matematica
que resulta ser una herramienta 1til para este tipo de analisis, ya que esta nos permite
describir en forma simplificada el comportamiento de un fenémeno, experimento o un
objeto real.

El interés de esta investigacion es trabajar sobre un modelo metapoblacional, dado
que queremos estudiar la dinamica del dengue entre dos zonas independientes con inter-
accion entre sus individuos. Luego, estos modelos se construyen a partir de un sistema
dindamico que esta formado por un conjunto de elementos en interaccién. Estos modelos
juegan un papel importante en la comprension cualitativa del dengue lo que conlleva a
estrategias para reducir la incidencia de la enfermedad [4].

En este trabajo de grado, realizaremos el analisis clasico a un modelo metapobla-
cional tipo SIR-SI. Este describe las interacciones entre la poblacién de humanos y
mosquitos en la dinamica de enfermedades de transmision indirecta. El analisis del mo-
delo en mencion se hara bajo los siguientes supuestos: se consideraran dos zonas, se
tendra en cuenta el tiempo de permanencia de las personas en cada una de estas, la
tasa de natalidad, mortalidad y recuperacién de los humanos serd la misma al igual
que lo sera la tasa de natalidad y mortalidad de los mosquitos, en ambas zonas y no se
considerard desplazamiento por parte de los mosquitos entre las zonas.

Este documento se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 2, presentamos
los preliminares sobre los que esta fundamentado este trabajo de grado. En el Capitulo
3, hacemos la descripcion del modelo metapoblacional; ademas, calculamos el Rg, con
el que realizamos un analisis cualitativo del sistema. En el Capitulo 4, presentamos
simulaciones numéricas del modelo utilizando los valores estimados de los parametros
del modelo SIR-SI de [16], obtenidos al ajustar los casos de dengue reportados a la
Secretaria Municipal de Salud de Santiago de Cali en el ano 2010. Finalmente, en el

Capitulo 5, presentamos las conclusiones de este trabajo de grado.



Capitulo 2
Preliminares

Comenzamos este trabajo de grado con una breve descripcion sobre la enfermedad
del Dengue y presentamos un resumen general sobre modelos epidemioldgicos, metapo-

blaciones y el andlisis cualitativo.

2.1. Dengue

El dengue es una infeccion virica transmitida por la picadura de los mosquitos
hembra, principalmente, del género Aedes aegypti, que se reproduce en aguas estancadas
que pueden estar en recipientes domiciliarios como tanques, floreros, porta macetas
o en recipientes extradomiciliarios tales como aljibes, neumaticos, residuos organicos,
algunas plantas, envases plasticos, entre otros. El virus del dengue pertenece a la familia
Flaviviridae y se presenta en zonas por debajo de los 1.800 metros sobre el nivel del
mar con climas tropicales y subtropicales de todo el planeta, predominando en zonas
urbanas.

Para producir la transmisién del dengue, el mosquito hembra debe entrar en con-
tacto con un humano infectado durante la fase de viremia de la enfermedad, quedando
infectado por el resto de su vida. Luego, entra en contacto con un humano, el cual puede
adquirir el virus y se convierte en un humano infectado. La enfermedad no se transmite
de persona a persona y los sintomas mas comunes al adquirir el virus son fiebre, dolor
de cabeza y en las articulaciones y erupcién en la piel de color rojo [1J.

En particular, en este trabajo de grado, consideraremos las siguientes etapas por las
que atraviesan tanto los humanos como los mosquitos al tener contacto con el virus del

dengue:



= Susceptible: término usado para denominar a los humanos y mosquitos antes de

tener contacto con el virus.

s Infectado: se denominan infectados tanto a los humanos como los mosquitos desde
el momento en que tienen contacto con el virus. Note que, los humanos se pueden
recuperar totalmente de la enfermedad. En contraste, los mosquitos permanecen

infectados toda su vida.

= Recuperado: hace referencia a los humanos que han superado la etapa de infeccion

y después no existe la posibilidad de estarlo de nuevo.

2.2. Modelos

Uno de los principales retos al enfrentarse a una enfermedad infecciosa es com-
prender cémo se desarrolla. Para esto, hay diferentes estrategias y resulta ser de gran
valor el aporte que los modelos matematicos pueden hacer a la comprension de esta
probleméatica. Los modelos matematicos en epidemiologia pueden subdividirse en tres

tipos [5].

1. Modelos que representan la transmision de la enfermedad en la poblacién humana,

algunos de los modelos de esta categoria son:

s S-1-S: los modelos S-I-S se pueden utilizar para representar enfermedades en
las que el individuo susceptible pasa por una fase de infeccién y luego se
recupera, pero vuelve a ser susceptible [6]. Por ejemplo, enfermedades como

tuberculosis, lepra, sifilis, entre otras.

» S-I-R: los modelos S-I-R se pueden utilizar para representar enfermedades
en las que el individuo susceptible pasa por una fase de infeccion y luego se
recupera, quedando inmune [6]. Por ejemplo, enfermedades como la varicela,

zika, Chicunguna, entre otras.

s S-E-I: los modelos S-E-I se pueden utilizar para representar enfermedades
en las que el individuo susceptible pasa por una fase de latencialﬂ y luego
pasa por un estado infeccioso para permanecer ahi el resto de su vida. Por

ejemplo, enfermedades como la hepatitis B, el sida, entre otras.

L El periodo de latencia es el tiempo comprendido entre el momento en que se tiene contacto con
el virus hasta que el organismo es capaz de transmitirlo.
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s S-E-I-R: los modelos S-E-I-R se pueden utilizar para representar situaciones
en las que el individuo susceptible pasa por una fase de latencia, luego por
un estado infeccioso para al final recuperarse y quedar inmune. Por ejemplo,

enfermedades como el sarampion.

2. Modelos que representan la transmision de la enfermedad en el vector, algunos de

los modelos de esta categoria son:

» S-I: los modelos S-1 se pueden utilizar para representar situaciones en las que
el vector susceptible pasa por una fase de infeccion para permanecer ahi el

resto de su vida.

» S-E-I: los modelos S-E-I se pueden utilizar para representar situaciones en
las que el vector susceptible pasa por una fase de latencia y luego pasa por

un estado infeccioso para permanecer ahi el resto de su vida.

3. Modelos que representan la interaccién entre la poblacién humana y la pobla-
cion del vector. Uno de estos modelos es el modelo de Ross-McDonald, el cual
representa la dindmica de infeccién de la malaria, la cual es una enfermedad de
transmision vectorial y fue creado por Ross como apoyo a su argumentacion de que
para erradicar la malaria era suficiente con disminuir la poblaciéon de mosquitos

a un nivel bajo, sin necesidad de extinguirla.

El modelo de Ross-McDonald divide cada poblacién (la de humanos y la de mos-
quitos) en dos compartimientos, susceptibles e infectados, y describe la interaccién

de los infectados. Los supuestos de este modelo son:
= Las poblaciones de humanos y de vectores se mantienen constantes en el
tiempo.

= Las poblaciones de humanos y de vectores son homogéneas en cuanto a

susceptibilidad y exposicién.
= Se ignoran los tiempos de incubaciéon dentro de los humanos y mosquitos.
= Se ignora la adquisiciéon de inmunidad en los humanos.
= Se ignora el ciclo vital del humano.

= No se considera muerte inducida por la enfermedad en los humanos ni en los

vectores.

= Solo se infectan los susceptibles.
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Este modelo esta descrito por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, véase

7]
dh M
% = ozphﬁm(l — h) — ’}/h7
d
d—n; apnh(l —m) — dm,

En la primera ecuacion se representa la propagacién de la enfermedad en los huma-
nos, el primer término indica la nueva aparicion de humanos infectados y el segundo, los
humanos que se recuperan de la infeccién. Mientras que, la segunda ecuacion representa
la propagacion de la enfermedad del vector, el primer término indica la nueva aparicién
de mosquitos infectados y el segundo, la desaparicion por muerte de ellos. Las variables
y pardmetros estdn descritas en las Tablas v [2.2] respectivamente.

’ Variables \ Descripicién ‘
m Proporcién de mosquitos infectados
h Proporcién de humanos infectados

Tabla 2.1: Variables del modelo Ross-Mcdonald

Parametros DescripiciOn

M

T Numero de mosquitos hembra por persona

« Tasa de picadas por dia del mosquito en los humanos
Dh Probabilidad de infeccién de un humano susceptible

por la picada de un mosquito infectado
DPm Probabilidad de infeccién de un mosquito susceptible
al picar un humano infectado

y Tasa a la cual los humanos se recuperan de la infeccién
) Tasa per capita de muerte de los mosquitos

Tabla 2.2: Pardmetros del modelo Ross-Mcdonald

2.3. Metapoblaciones

Una poblacién puede estructurarse por ubicacion espacial, para esto se le da paso a
las metapoblaciones, es decir, poblaciones de poblaciones, mas formalmente, se consi-

dera que una metapoblacién es un conjunto de poblaciones de una especie distribuida
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y aislada de tal forma que se mantiene un equilibrio entre su intercomunicaciéon y su
independencia. Su intercomunicacién podria estar dada por medio de una red [§].

Un modelo metapoblacional lo podemos pensar como un grafo, en el que cada po-
blacién es un vértice del grafo y cada ruta de viaje entre las poblaciones como una

arista de él, véase [9].

Figura 2.1: Representacion de una metapoblacion

En la Figura [2.1] se representa una metapoblacion con tres zonas, cada zona tiene
la misma caracteristica en cuanto a poblacién. Para este caso, decimos que la zona 1 y
la zona 2 estan fuertemente conectadas, pues las flechas nos indican que hay flujo de
poblacién entre ellas, mientras que la zona 1 y la zona 3 no estéan fuertemente conectadas
debido que sélo hay flujo en un sentido. De otro lado, no hay conexion entre las zonas
2y 3.

Los modelos metapoblacionales pueden representarse por sistemas de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, con el tamano de poblacion de cada especie en cada zona como
variable, por ejemplo, una versién estandar de la metapoblaciéon del modelo SIR para
una enfermedad no mortal que confiere inmunidad permanente después de la recupera-

cioén, puede escribirse como:

dS; &

a H—SiZ@'jIj
7j=1

dlI;

at 5; Bl — nly — I
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donde S; y I; denota la fraccién de los ocupantes de la zona i que son susceptibles e
infectados, respectivamente. Se supone que los tamanos de la poblaciéon de cada zona
son identicos y permanecen constantes, lo que nos lleva a suponer que las tasas de
natalidad y mortalidad, denotadas por g, son iguales e implica que la densidad de
individuos recuperados, R;, viene dado por R, = 1 — S; — I;, con v como tasa de
recuperacién. La expresion 3;;, describe la transmisién dentro y fuera de la zona, esto,
suponiendo que los individuos hacen visitas de corta duracion desde su zona a otra.
En este trabajo de grado, consideraremos dos zonas que estan fuertemente conecta-

das. Es decir, hay una ruta que enlaza cada par de zonas.

2.4. Analisis Cualitativo

Al observar diferentes fenémenos de la vida cotidiana, nos preguntamos el porqué
de algunas situaciones, este es un motivo que sugiere utilizar estrategias como la mo-
delacion para responderlas.

Para modelar, frecuentemente, se utilizan sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales y se observa la variacién en el tiempo de un conjunto de variables, en estos
aparecen explicitamente ciertos pardametros que son importantes en la dinamica del
fenémeno.

El analisis cualitativo de un modelo consiste en encontrar los puntos de equilibrio
del sistema, es decir, las soluciones constantes del sistema de ecuaciones y determinar
la naturaleza de cada una de ellas. Para determinar la estabilidad de los puntos de
equilibrio, se cuenta con diferentes criterios, véanse [9],[I0]. En ese sentido, se hace
importante establecer un umbral que nos determine el comportamiento cualitativo del
sistema. Para el caso de modelos epidemiolégicos, este umbral se denomina nimero
reproductivo basico y representa el ntimero de nuevas infecciones producidas por un

individuo infeccioso introducido en una poblacion libre de enfermedad.

14



Capitulo 3
Modelo Metapoblacional

En este capitulo presentamos el modelo metapoblacional tipo SIR-SI que utiliza-
remos para describir la propagacion del dengue en dos zonas. Luego, realizamos un
analisis cualitativo del modelo y finalizamos llevando a cabo el andlisis de sensibilidad

al nimero reproductivo basico.

3.1. Descripcién del modelo

Como mencionamos en la seccién 2.1], el virus del dengue es transmitido a los huma-
nos por la picadura de un mosquito hembra infectado con el virus. Con esto presente
describiremos la interaccion de humanos y mosquitos infectados con dengue conside-

rando los siguientes supuestos:

= Dos zonas, en cada una de estas la poblacion de humanos y de mosquitos permane-

ce constante en el tiempo. Cada zona serd denotada como 7 y 7, respectivamente.

= El tiempo de permanencia de las personas en cada zona, debido a sus desplaza-

mientos sera tenido en cuenta.

= La tasa de natalidad, mortalidad y recuperacién de los humanos es la misma en

ambas zonas.
= La tasa de natalidad y mortalidad de los mosquitos es la misma en ambas zonas.

= La poblacion de mosquitos es propia de cada zona y no hay desplazamiento entre

las zonas.
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En el modelo a describir, utilizaremos las siguientes variables y parametros, vease Tabla
3.1y Tabla[3.2] también la notacién N, para representar la poblacién total de humanos

en la zona 7.

Variables Descripcion
Sh; Humano susceptible zona i
Uh, Humano infectado zona ¢
Th, Humano recuperado zona ¢
Sm; Mosquito susceptible zona ¢
U, Mosquito infectado zona 7

Tabla 3.1: Variables del modelo metapoblacional

Parametros Descripcion
Bh,; Tasa de contactos efectivos en humanos zona 3
Bim; Tasa de contactos efectivos en mosquitos zona %
L Tasa de natalidad y mortalidad en humanos
vy Tasa de recuperacion en humanos
) Tasa de natalidad y mortalidad en mosquitos
ij Fraccion de tiempo promedio que un humanos de la zona ¢ pasa en la zona j

Tabla 3.2: Parametros del modelo metapoblacional

Asi, la dindmica de infeccion en los humanos y mosquitos de la zona i tiene dos

formas de llevarse a cabo:
s Dinamica de infeccion en los humanos

1. Cuando permanecen en su zona y tienen contacto con un mosquito infectado
QiiNn, + qjiNp,
Donde el numerador representa el término de infeccién y el denominador la

de ésta, esta interaccidn se puede representar por la expresion

poblacién efectiva de la zona 1.

2. Cuando pasan un tiempo en la zona j y tienen contacto con un mosquito in-

fectado de dicha zona, esta interaccién se puede representar por la expresion
Qij Bh,; Shitm,

45 Nn, + @5 N,

denominador la poblacion efectiva de la zona j.

. Donde el numerador representa el término de infeccion y el

= Dindmica de infeccion en los mosquitos
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1. Cuando tienen contacto con los humanos infectados de la zona i, esta in-
Qi Brnth, Sm,
w2 Donde el
qiiNn, + qjiNp,
numerador representa el término de infeccion y el denominador la poblacién

teraccion se puede representar por la expresion

efectiva de la zona 1.

2. Cuando tienen contacto con los humanos infectados de la zona j pasan

un tiempo en la 7, esta interaccion se puede representar por la expresion
jSﬂmizhjsmi

¢ii N, + q5i N,

denominador la poblacion efectiva de la zona 1.

. Donde el numerador representa el término de infeccion y el

A continuacién mostramos esquematicamente la dindmica de transmision del dengue

expuesta anteriormente. Véase Figura |3.1

Figura 3.1: Diagrama de la dindmica del dengue para dos zonas conectadas.

En la Figura 3.1}, Las flechas verticales indican la entrada por nacimientos y salida

por muerte de la poblacion de cada etapa. Mientras que, las flechas punteadas de color
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rojo y verde representan como se contagia el humano susceptible de la zona 1 y 2 con
el mosquito de la zona 1 y 2, respectivamente. De igual forma, las flechas punteadas
de color amarillo y naranja representan como se contagia el mosquito susceptible de la
zona 1 y la zona 2. Por ultimo, las flechas horizontales indican el cambio de etapa de
un humano y mosquito.

El sistema de ecuaciones que describe el modelo metapoblacional SIR-SI es el si-
guiente, donde las cinco primeras ecuaciones son de propagacion del dengue en la zona

1 y las otras de la zona 2.

dsp, q115h, ShyTmy q128h5Shy T
dt Y quNe + @1 Nw, @2Npy + qaNg, ' ( )
dip, @1158h: Shy by G128, Shy by . .
= + — Hlhy — Yk, 3.1b
dt @1 Nh, + @21 Nn,  qi2Np, + q2aNp, ! ! ( )
d?”h .
dtl = Ylhy — UThy, (31C)
dsml _ 5Nm1 o q116m17:h13m1 N q2lﬁm1ih28m1 . 68m1, (31d)
dt quiNh, + @21 Nn, @i N, + g1 Ny,
diml _ QHﬂmlihlSml + qQIBmlihgsmz . 67;m1, (316)
dt quilNn, + @21 Nn, @1 Np, + 21 Np,
dsp, 422 8hs Shoim 421 Bh, Sham
— N _ 2 2 2 _ 1 2 1 o S , 31f
dt Hh q22Nhy + q12Nw,  quilNp, + q21 Ny Hha (8.19)
dip, 4228h5 Shotms 421 8h: Shyim, . .
= + — Hlhy = V2hys 3.1g
dt q22Npy + q12Nn, @i Np, + 21 Np, : ? (3.1g)
d?“h .
dt2 = Ylhy — UThy, (31h)
dsmg _ 5Nm2 . QZQﬁinhzsmg N q12ﬁm2ih1 Sma N (53m2, (311)
dt @22 Ny + @12Nn, @22 Npy, + q12 N,
dimg _ q225m2ih25m2 + q12ﬁmgih1 Smo _ 5im27 (31J)
dt q22Nnhy + q12Nn, g2 Ny, + q12Np,

con qi1 + qi2 = 1y ga2 + g1 = 1, ya que g;; es la fracciéon de tiempo promedio que un
humanos de la zona ¢ pasa en la zona j.

Donde la ecuacion indica la variacion de la poblacién de humanos infectados
en el tiempo. Los dos primeros terminos representan el niumero de nuevas infecciones
y el tercer y cuarto termino la desaparicion por muerte y recuperacién de los huma-
nos infectados. Mientras que la ecuacion indica la variacién de la poblacion de
mosquitos infectados en el tiempo. Los dos primeros terminos representan el niiumero

de nuevas infecciones y el tercer termino la desaparicién por muerte de los mosquitos
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infectados.

Teniendo en cuenta como se define el parametro g;; entonces, cuando ¢;; = 1y

¢22 = 1 no hay movilidad entre las zonas, en este caso tenemos dinamica aislada. De

otro lado, si q11 = 0 y g2 = 0 se tiene que toda la poblacién de una zona se desplaza a

la otra, lo cual llamamos intercambio de poblacién entre las zonas. Mientras que para

los casos q11 =1y gao =00 ¢q11 = 0y g2 = 1 tenemos que solo hay movilidad hacia la

zona 1 o zona 2, respectivamente, y llamaremos movilidad completa en una zonaH

Para efectos de facilitar los calculos, normalizaremos el modelo a través de la intro-

duccion de las siguientes variables.

Sh ip Th Sm im
Z 1: S, = —, [, = —, R, = —, S,,, = ! L, = L
ona h1 Nh1 s Lhy Nhl P h1 Nhl ) 1 le y 1 le
Sh2 Zh2 ’I“hz sz Zm2
Z 2: 5, =—, ), = —, Ry, = —. S,,, = I, = )
ona h2 Nh27 h2 Nh ) h2 Nh27 2 Nm2 y m2 Nm2
En consecuencia, el sistema (3.1]) de ecuaciones se convierte en
dSm Q115h1 Shljml le Q12ﬁh25h1]m2Nm2 MS
— - — UOhy,
dt 11 Nh, + @21 Np, 12N, + q22Np, '
A, @uBnyShy Ly Ny | 0125m5h, Ty Nem, (1) Tn.,
dt q11Nh, + @21 Np, ¢q12Nnh, + q22Np,
dR
dthl = vy, — puRy,,
dSml _ 5 N qllﬂmlN}u]hlSml _ q21/8m1Nh2-[h25m1 . (55
dt q11Nn, + q21 N, q11 N, + g1 Np, e
dIml _ q1lﬁm1Nh1[h18m1 + q216m1Nh1]hQSm1 i 5]
dt ¢11Nn, + G21 N, ¢11 N, + @21 N, e
dSh2 _ o q22/3h25h2[m2Nm2 _ Q215h15h2[m1Nm1 — 1S,
dt q22Nn, + q12Np, @21 Np, + q11 Ny, v
dlp, _ 422505 Shy Ly Nimy | 421581y Sy Loy Nim,y (e +) Iy,
dt q22Nn, + 12Ny, q21 Nhy + @11 Ny,
dR
dth2 = P)/Ihz _Mhaa
dSmZ —_ 6 o QZZﬁmgNhQIhQSmQ . QI2ﬁm2Nh1[hlsm2 _ 55
dt q22Np, + 12N, q22Nhy + q12 Ny, e
dlmg q22ﬁm2Nhglhgsm2 q12ﬁm2Nh1]hlsm2 i 51—
dt q22Nhy + q12Np, q22Nhy + @12 Ny, e

(3.2g)
(3.2h)

(3.21)

(3.2))

Por otro lado, es importante saber en que regiéon del espacio tiene sentido biolégico el

! La movilidad completa en una zona se excluye debido a la indeterminacién matemética que se

presenta en el modelo.
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sistema (3.2)). Para esto, presentamos el siguiente teorema.

Teorema 1. La region de interés biologico
Q= {(Sh17Ih17Rh17Sm17Im17Sh27[h27Rh27Sm27Im2) € [07 1]10 : Shi =+ Ihi + Rhi = 17sz +Imz = 1’ i = 172}

es positivamente invartante.

Demostracion. Al considerar nuestra poblacién constante, solo bastaria demostrar que
el cambio de nuestro sistema de ecuaciones apunta hacia el interior de la regién cuando
se toma algin punto de los hiperplanos que limitan la region.

Sean

U, = {(SnisInis Ray) € 0,1 0 Sy + Iy + Ry, = 1, i =1},

7

U, = {(Sms Im,) € 10,11 2 S, + I, = 1, i = 1,2},

consideraremos 2 = Qp,, X Q,,, X Qp, X Qs

(2, es positivamente invariante. En efecto, 2;,, esta limitado por los siguientes hi-

perplanos
w Sp, =0
w [, =0
» Ry, =0

Sh; +1In, + Ry, =1

donde i =1, 2.
Analicemos el cambio del sistema de ecuaciones (3.2]) al tomar un punto arbitrario

de los hiperplanos que limitan €,

. dSh, _ . o
» Si Sy, = 0, entonces d_hl = p > 0. Es decir, Sy, es creciente, indicando que al
tomar un punto arbitrario del hiperplano, el cambio apunta hacia el interior de
Q..

7

2
dIy, 581 Sh. L. Ny ‘ .
= Si I, = 0, entonces —hi o Z 153 STy N > 0. Es decir, I, es creciente,
dt = @1 Nn, + 25 Np,

indicando que al tomar un punto arbitrario del hiperplano, el cambio apunta hacia

el interior de (2, .
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» Si R, = 0, entonces i = v1y,. Es decir, Ry, es creciente, indicando que al
tomar un punto arbitrario del hiperplano, el cambio apunta hacia el interior de

Q..

7

» Si Sy, + In, + Ry, = 1, sea O el angulo formado entre el vector normal del

hiperplano y el vector de cambio del sistema, el cual esta dado por la ecuacion

dsSy, dly, dRp,
1,1,1 :
<,7>< e )

cos(0p) =
(.5

dt

dt+dt+dt

dSy, dI,, dRy,
(5 )|

Pt 0’

indicandonos que ©;, = 90°, es decir que el vector de cambio del sistema esta

sobre el hiperplano.

Anélogamente, analicemos el cambio del sistema de ecuaciones (3.2)) al tomar un punto

arbitrario de los hiperplanos que limitan €2,,,

» Si S, =0, entonces —— = § > 0. Es decir, S,,, es creciente, indicando que al

tomar un punto arbitrario del hiperplano, el cambio apunta hacia el interior de

Q.

dl,,. . .
» Si I,,,, = 0, entonces 7 = Zﬁmipﬂlhj Sm; > 0. Luego, I, es creciente, indi-
=1

cando que al tomar un punto arbitrario del hiperplano, el cambio apunta hacia el

interior de €2;,.

» S5iS,, + 1, =1, sea O, el angulo formado entre el vector normal del hiperplano
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y el vector de cambio del sistema, el cual esta dado por la ecuacién

dSy,, dl,,
1,1 L —

S, dl,
| (S 4|

45, , db,
dt dt

Sy, dIy,
v2 H(W a )H

cos(0,,) =

a

= 0,

indicandonos que ©,, = 90°, es decir que el vector de cambio del sistema esta

sobre el hiperplano.
O

Para compactar la escritura de los terminos de las ecuaciones del modelo ([3.2))
Denotamos el nimero de mosquitos en la zona ¢ por humanos efectivos de la zona i,

por #;, que estan dados por

— le
q11Np, + ¢21 Ny,

N,

0, = ,
G22Np, + 12N,

02

igualmente, denotamos por p;; la proporciéon de personas efectivas de la zona 7 en la

zona 7, que estan dadas por

q11 NV, q12Np,
b = ) P12 = )
q11Nh, + @21 Np, q22Nn, + 12Ny,
_ 422N, _ 21 Np,
P22 = P21 =

q22Npy + q1aNp, 11 Nn, + ¢21Np,

2

y finalmente, E qjiNp; con i = 1, 2 son las poblaciones efectivas de humanos en la
j=1

zona 1.

Ademas se puede reducir a seis ecuaciones debido a que consideramos poblaciones

constante, es decir, R, =1— Sy, — I, y S, =1 — I, parai = 1,2,
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Con ello, el modelo metapoblacional (3.2]) se reduce a

dSh,

df = 1= 1B 01 Lony — ©12B4502.h, Ty — 11Shy, (3.3a)
dIp,

dltl - qnﬁhl 918h1]m1 + Q126h2925h1 ]mz - (PJ + ’7) ]hu (33b)
dl,,,

dt = 5m1p11]h1 (1 - Im1) + Bm1p21[h2 (1 - Im1) - 5Im1> (33C)
dSh,

dt - H‘ - q22/3h2925h2[mz - q21/8h1915h21m1 - #S}u? (33d)
dl

d;m = Q225h2925h21m2 + (1215h1915h21m1 - (N + ’Y) [h27 (3-39)
dl,,

22 = Buapli (L= L) + Bpapioliy (1= L) = Lse (3:30)

3.2. Analisis cualitativo del modelo

En esta seccion, realizaremos el analisis cualitativo del modelo metapoblacional tipo
SIR-SI planteado en . Primero, hallaremos los puntos de equilibrio del modelo,
después, calcularemos el nimero reproductivo basico del modelo, luego estableceremos
la estabilidad de los puntos de equilibrio y, por ultimo, analizaremos la sensibilidad del

numero reproductivo basico a los parametros del modelo.

3.2.1. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio resultan siendo las soluciones del siguiente sistema de ecua-

ciones.

1= q118h, 0150, Imy — q1281,02.50, Liny — pSp, = 0, (3.4a)
01181, 01Shy Ly + @1280,0280, Iy — (0 +79) Iny, = 0, (3.4b)
Brnp11lny (1= Iony) + By Iy (1 = Ioy) — 00, = 0, (3.4¢)
= 4228102 5hs Liny — @210, 01.Shy Iny — 15p, = 0, (3.4d)
422813 Sho Ly 02 + G218y Sny Iy 01 — (0 + ) In, = 0, (3.4e)
BrmaP22Iny (1 — Iiny) + Brnypr2dny (1 — Iiny) — 01, = 0. (3.4f)

Con una simple inspeccién podemos ver que (1,0,0,1,0,0) es una solucién del sis-
tema (3.4]), dicha solucién se denomina punto de equilibrio libre de enfermedad. Por
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otro lado, establecer algebrdicamente otra solucion para el sistema (3.4)) resulta ser muy
complicado, por este motivo en la seccién mostramos la existencia y estabilidad

del punto de equilibrio endémico.

3.2.2. Numero reproductivo basico (Ry)

En los modelos, uno de los principales objetivos es hallar qué condiciones determinan
que se produzca una epidemia. Es posible expresar estas condiciones mediante el R,
nimero reproductivo basico, que representa el nimero de nuevas infecciones producidas
por un individuo infeccioso introducido en una poblacién libre de enfermedad. Por esta
razén es importante realizar su calculo y analizar la sensibilidad de este a cambios en
los parametros.

Seguiremos las pautas planteadas en [I1]. Para ello debemos verificar que nuestro

modelo satisface las condiciones (A1) - (A5) planteadas en [11].
» La condicién (A1) se tiene debido al teorema [1]

» Claramente se cumple la condicién (A2). En efecto, si consideramos cualquiera
de nuestras variables como cero, no habrda forma de que un individuo de ese

compartimiento se transfiera a otro.

» Claramente se cumple la condicién (A3). En efecto, los infectados solo estaran en

el compartimiento de infectados.

» Considerando el punto de equilibrio libre de enfermedad, tendriamos que I, =
In, =0y I, = IL,, = 0, lo cual nos lleva a concluir (A4) ya que no habria

aparicién de nuevas infecciones ni transferencia de estos compartimientos a otros.

» Para verificar la condicién (A5), hallamos la matriz jacobiana del sistema ((3.2])
evaluado en el punto de equilibrio libre de enfermedad y verificamos que los valores

propios tienen parte real negativa. Efectivamente,
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— 0 0 0 —Bunguth 0 0 0 0 Buaqi2th
0 —u—v 0 0 Bugbh O 0 0 0  Brq2th
0 — —u 0 0 0 0 0 o0 0
0 —Bmlpu 0 —5 0 0 —/Bmlpgl 0 0 0
0 ﬁmlpn 0 0 —0 0 5m1p21 0 0 0
0 0 0 0 —Buaquth —np 0 0 0 —Bhyq22b>
0 0 0 0 5h2 G220 0 - =7 0 0 5}12(]2292
0 0 0 0 0 0 —y —u 0 0
0 —Bmpiz 0 0 0 0 —Bmpzr 0 —0 0
0 Bupiz 0 0 0 0 Buepz 0 0 —0
con valores propios
)\1 = —(5, )\2 = — W,
1
Ay = g [—u—7—5— \/(u+7+5)2+2 (—25(u+v)+(m+f<2)i\/(m —/@2)2+4vw>] :
1
T [—u—7—5+\/(u+7+5)2+2 (—25(u+v)+(m+@)i\/(m —m2>2+4uw)] ,

donde A; es de multiplicidad dos, As de multiplicidad cuatro y Az, y A4, son de
multiplicidad uno. Claramente A;, A2, A3, ¥ A4 son valores propios con parte real
negativa. Por otro lado, el valor propio A4, tiene parte real negativa si se cumple

que

(k1 + K2) + \/(lﬁ + K2)2 + dvw
26 (1 +7)

<1 (3.5)

Comprobadas las condiciones (Al) — (A5) de [I1I], procedemos a hallar F' y V', las
cuales son la matriz jacobiana de .% (tasa de aparicién de nuevas infecciones al com-
partimiento de los infectados) y ¥ (diferencia entre la tasa de transferencia de individuos

fuera del comportamiento de los infectados y la tasa de transferencia de individuos al
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compartimiento de los infectados), las cuales estdn dadas por

@11 811 Shy Lmy 01 + @128 Sy Ly 02
By p11lny (1= Iony) + By D21 dn, (1 = L))
42213 Shy Iy 02 + G218hy Shy Lmy 01
Bmap2alny (1 — Iimy) + Bmyprz2dn, (1 — Ii,)

Lg.(lhu Imu Ih27 Im2> =

pln, +yIn,
51,

plhy, + vIn,
51,0,

7/<[h17[m17[hw [mz) =

y sus jacobianos evaluados en el punto de equilibrio libre de enfermedad son

0 q115n, 01 0 q128n, 02 uw+v 0 0 0
m 0 ma 0 0 ) 0 0
P By P11 By P21 Cv-
0 q215h, 01 0 q223h,02 0 0 pu+~v O
ﬁmzpm 0 6m2p22 0 0 0 0 )
Calculando F'V ™1, obtenemos
0 q115m, 01 0 ¢128n,02
0 )
Bmi P11 0 Bm, D21 0
-1_ | pt+7y oty
Fv 0 q218h, 01 0 q228n,02 | - (3.6)
) )
Bmgpm 0 5m2p22
pty nty

Después de este proceso, los lineamientos de [I1] nos aseguran que el méaximo valor
propio de la matriz (3.6) es el nimero reproductivo béasico, Rg. En nuestro caso, se

tiene que:

1

2 2
Ro—m(’ﬁjL@jL\/(’{l_“?) +4’19C<J),
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donde
K1 = By Bma 01 (P11q11 + P21¢21) K2 = Bhy By B2 (P12q12 + P22g22) ,

(qu1q12Nn, + ¢22421 Ni, )?

9 = 1577110 o 0 , w = .
B 15ha o (q11Nny + ¢21 N3, ) (422N, + 12N, )

Utilizando la misma técnica de [I1] para hallar el niimero reproductivo bésico para

la zona 7, Ry,, encontramos que

2 _ 5h15m1é\1 y 2 _ 5h26m2é\2
" ()0 = (ut)0
~ N,
d d 0 — m1 0 — m2
onde 04 Nhl y Ug Nh2

Ahora bien, al analizar los siguientes casos donde no hay movilidad y cuando se

intercambia las poblaciones de zonas se obtienen los siguientes resultados.

1. Sin movilidad entre las zonas, es decir que q;1 = 1 y g2 = 1, se obtiene las

siguientes igualdades:
R1 = 5h1ﬁm1é\17 Ro = 5hzﬁm2é\2> ¥ = R1K2, w=20
llevandonos a concluir que cuando no consideramos movilidad, se obtiene
R2 = méx {72(2)1,7282}.

2. Intercambiando las poblaciones entre las zonas, es decir, que ¢;; = 0y g2 = 0, se
obtiene las siguientes igualdades:

Niy

Np,’

N,

= m é\ 3
%) thﬁ 2 2Nh1

K1 = By B 01 Y = K1k, w=0

llevandonos a concluir, cuando hacemos el intercambio de poblaciones entre las

zonas, que

Ny, Ny,
Rz—méx{Rg —LR2 2}
0 01 Nh2 02 Nh1

asi el Ry queda dependiendo del niimero de humanos de la zona ¢ por humanos

de la zona j.
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3.2.3. Estabilidad del equilibrio libre de enfermedad

Presentamos un resultado el cual establece bajo qué condicion el punto de equilibrio

libre de enfermedad es estable o inestable.

Teorema 2. Rg < 1 si y sélo si el punto de equilibrio libre de enfermedad es asintoti-

camente estable.

Demostracion. Calculando el jacobiano del sistema (3.3]) y evaluando el punto de equi-

librio libre de enfermedad, obtenemos

- 0 _Bhl gt 0 0 —ﬁhQCI12‘92
0 —(u+7) Bugubh 0 0 Bhs 1202
0 Bmpn —0 0 Bmp2 0
0 0 —Bhignth  —p 0 —Bhy G220 |
0 0 Briganbr 0 —(u+7)  Bradazbe
0 Bmapr2 0 U -0

sus valores propios son:

1
M= = (oo - a0 ) (- R)))

donde 0 = p+v+ 0 y A\ y Ao, son de multiplicidad dos cada uno.
Claramente \; siempre es negativo, ya que o > 0. Para el caso de Ay, tomaremos

dos casos:

1. Si Ry < 1 se tiene que 1 — R2 > 0, por lo tanto, \/o2 — 45(u + ) (1 — R2) < o,
es decir que —o & /02 — 45(p +7) (1 — RZ) < 0. Luego, Ao, < 0.

2. Si Ry > 1 se tiene que 1 —R2 < 0, por lo tanto y/02 — 45(u +7) (1 — R2) > 0, es
decir que —o & /02 — 45(p + ) (1 — R2) no siempre es menor que cero. Luego,
)\2+>Oy>\27 < 0.
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en conclusiéon de [12], se tiene que, cuando Ry < 1 el punto de equilibrio libre de
enfermedad es asintoticamente estable.

Observe que la desigualdad tiene sentido, pues en este caso se garantiza la
hipétesis de la condicién (A5). O

3.2.4. Existencia y unicidad del equilibrio endémico

El objetivo de esta subsecciéon es mostrar la existencia y unicidad del equilibrio
endémico, para esto se plantean tres definiciones y un teorema que son necesarios para

seguir los lineamientos brindados en [10].

Definicién 1. sea v € R", diag(v) es una matriz diagonal cuya diagonal principal es
v. (Véase [10])

Definicién 2. Se dice que una matriz cuadrada es irreducible, si la red de contactos

estd fuertemente conectada, (Véase [10])

0 L

Teorema 3. & = (
M

) es una matriz irreducible si y solo si las siguientes condi-

ciones se satisfacen
1. Ambas LM y ML son irreducibles.
2. Lv, Mv > 0 para algin v>> 0. (Véase [10)])

Definicién 3. Una matriz cuadrada A = (aij) es de Metzler si satisface que a;; > 0
para i # j. (Véase [15])

Sean M y L matrices tales que guardan la informacién de infeccién cruzada entre

las dos zonas, donde M y L estan dadas de la siguiente manera

M= Bmlpll 5m1p21 I — Q115h191 Q12Bh292
Bm2p12 5m2p22 ’ C]21/@h191 %25@92

0 L
y consideremos la matriz & = v 0). Supongamos que la red de contact esta

fuertemente conectada entonces ® es no negativa e irreducible, asi la matriz ® satisface

las condiciones del teorema [3]

2Por red de contacto se entenderd como la red de movilidad entre las zonas.
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Teorema 4. Suponga que la red de contacto estd fuertemente conectada entonces el

sistema tiene un equilibrio endémico unico si 1 < Rg. Ademds este equilibrio es

localmente asintdticamente estable.

.z * * * * * * 3 ey . , .
Demostracion. Sea (Shl, I L S I ]mg) la expresién de un equilibrio endémico

del sistema (3.3]), entonces:

= (,u + quiBn, I, 01 + Q12ﬁh2[:n292) Shy s
= (,u + Q225h2ff;292 + %15111];101) 5227
(w+7) L = Sk (0 + QB L, 01+ G126m,1,,02)
(w+v)1, = Sp, (M + qo2Bny 1y, 02 + Q215h11:n191) ;
5[;1 = (1 - [:nl) (Bmlplll;:l + ﬁmlpzlfi;) )
5[:12 = (1 - [:@) (ﬁm2p12[}tl + ﬁmgmeZQ) )

de (3.7a) y (3.7b)) obtenemos

* * * -
* * * -
Sia = (1+ anBaly,bs+ @B l,00) " 1

reemplazando S; y Sy, en (3.7c) y (3.7d)) respectivamente, tenemos

L= (u+9)"

L, = (u+9)"!

de (3.7€¢)) v (3.7f) obtenemos

* * * _1 * *
I, = (5 + Brpunly, + 6m1p21]h2) (ﬂmlpn]hl + 5m1p211h2)
* * * 71 * *
Im2 = (6 + 5m2p12]h1 + 6m2p21]h2) (ﬁmelgfhl + ﬁm2p221h2)

30
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(M + q118h, L, 00 + Q125hz]m292) (Q115h1]m191 + q128n, 11,

* * _1 * *
(1t + q22Bny 10,00 + @21 Br I, 01)  (q228n, 1,02 + @21 8n, I,

92) K
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asi, ([;1,1';2, I, I,”;LQ) es un punto fijo de la aplicaciéon ¢ dada por

—1
2 2
(m+y)" (M +> quﬁh]yjej) (Z fhjﬂhjyj@j) p
=1

=1
-1
2 2
(n+y)"! (M +> qwﬁhjyj@j) (Z (J?jﬁhyyjej) 7
— —
C(xlax27y17y2) - ! !

2 B
<5+ Zﬂmlpjlﬂfj) (Z /Bmlpjlxj)
=1 j=1
2 B
5+ Z BmaPj2T; Z Bmapj2;
=1 j=1

i <dmg (n+7) " diag (u+ Ly) " diag (Ly) u)

diag (6 + Mz)™" diag (Mz)
donde =z = (x1> VY= <x1>
i) i)

Afirmacién 1. Sea F (w) una funcion continua, mondtona no decreciente, estrictamen-

te sublineal, cerrada la cual mapea el ortante no negativo Rt = [0,00)" en si mismo.
Si F(0) =0y EF'(0) existe y es irreducible, entonces F (w) no tiene un punto trivial

en la frontera de R”.. Ademas, F (w) tiene un punto fijo positivo si p (F' (0)) > 1. Si lo

hay es unico.

Verifiquemos las hipétesis de la afirmacion [1}
= ( es continua pues cada componente es continuo.

» Claramente ¢ se mapea en el ortante no negarivo de R? x R? en si mismo, debido

a el teorema [Il

= Para probar la monotonia de {, mostraremos que el jacobiano de ( es una matriz

de Metzler, véase [13]. Efectivamente,

J(C($1,$27y1,y2)) = (g 13)
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donde

A = [ay]
_ ) -
, 1 Z ij Bn; Y59,
_ =1
= (4" n+ D @byt | w|1-—— (it Bn, On)
= pA Y 6iiBn v
L J=1 i
B = [bi]
_ ) -
) -1 > Bmipjit;
=1
= |04 Bupjiz; - —— (Bipki)
i=1 o + Z /Bmlp]zxj
L Jj=1 i

y cada componente tanto de A como de B es mayor o igual a cero, asi J (¢(x1, z2, Y1, y2))

es una matriz de Metzler.

= Para mostrar que ( es estrictamente sublineal, debe pasar que para 0 < A < 1,
w > 0, entonces A\( (w) < ¢ (Aw), véase [14]. Como estamos suponiendo una red
de contactos fuertemente conectada, entonces por la condicién dos del teorema
tenemos que Ly > 0y Mx > 0, sea 0 < A < 1 entonces claramente se tiene

Ly > MLy
p+Ly > pu+ ALy
diag (n+ Ly)™" < diag (u+ ALy) ™
diag (u+ Ly) " diag (A\Ly) < diag (u+ A\Ly)~" diag (\Ly)
Miag (pn +~) " diag (u+ Ly) diag (Ly) p < diag (u+~) " diag (i + ALy) ™" diag (A\Ly) p.

Procediendo analogamente para Mz se obtiene que
Miag (6 + Mz) ' diag (Mz) < diag (5 + A\Mz) ™" diag (\Mz)

llevandonos a concluir que A( (w) < ¢ (Aw).

0 'L 0 L
Observe que ¢ (0) = 0y J(¢(0)) = 510/ (,u+g) =y Ol> es irre-
1

ducible debido a que ® lo es. En efecto, la condicion uno del teorema |3| se tiene ya
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que

LiMy, = (u+~)""Lo My = (u+~)" " 07 LM,
MLy = 6'My(u+y)'L=6"(u+7v) " ML

y LM, ML son irreducibles. Por otro lado, la condicién dos se tiene, ya que para algin
v > 0 se tiene que Lv > 0y Mv > 0, como 61, (1 + ’y)*l > (, entonces

Lw = (u+~)""Lv>0,
Myv = §'Mv>0.

Asi, ¢ (w) no tiene un punto fijo no trivial en la frontera. Ademas, ¢ (w) tiene un punto
fijo positivo si p(J¢(0)) > 1 y es tnico, como, p(J¢ (0)) = Ry, luego el sistemal(3.3)

tiene un punto de equilibrio endémico tnico.

Para mostrar que el punto de equilibrio endémico es asintéticamente estable, bas-
tard verificar que la solucion del sistema ({3.3]) linealizado no tiene solucién de la forma
X (t) = Xpe** con R(z) > 0y donde X, € C3* el vector propio y z € C el valor propio

correspondiente del jacobiano en el equilibrio endémico.

S I 1,
Sean U= "), v="|yw= "], considerando X, = (U, V,W) un
Sha I, I,

vector propio para el valor propio z entonces linealizando el sistema se obtiene

2U = —diag () U — diag (L1},) U — diag (Sy,) LW (3.8a)
2V = —diag (LI,))U — (u+ )V + diag (S;) LW (3.8b)
W = —diag(1 — 1)) MV — W — diag (M1;) W (3.8¢)

Sumando las ecuaciones (3.8a)) y (3.8b]), se obtiene la igualdad
U = —diag (u+ 21)"" diag (n+~+ 21) V,

Reemplazando U en (3.8b)) y (3.8¢) y escribiendo en forma matricial, se tiene

Y =P
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donde

diag (1 + zdiag (n+~) "' 1 + diag (1 + v + 21) diag (u + 21) diag (u + )~ LI:) V

w =
diag (1 + zdiag (6) ' 1 + diag (6) ' MI;) W
0 diag (n +~) " diag (S;) L 1%
O = , v =
diag (6) " diag (1 — I*) M 0 1%
Claramente ®* es una matriz no negativa e irreducible y ademas
Iy Iy
o = ,
1 I,
Sea « la minima parte real de
zdiag (jn+~) "' 1+ diag (i + vy + 21) diag (u + 21) diag (un +~) " LI,
y

zdiag ()" 1 + diag ()" MI;

como ® es irreducible y los vectores I, > 0 e Iy > 0, entonces a debe ser mayor a

cero, asi

V] V]
14 a] <H
W W]
Sea 7 el minimo nimero tal que
V| h
<7
W] I,
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luego,

V] V] Iy Iy
1+ «f < H <TH =T
W] W] I, I,
V] h
T
<
- 1+«
W I,

lo cual contradice la minimalidad de 7. Por lo tanto, R(z) < 0 y el equilibrio endémico

es asintoticamente estable. O

3.2.5. Analisis de sensibilidad del R,

Al calcular el Ry, observamos que esta en funcion de nueve parametros; en esta
seccion, queremos ver la sensibilidad de Ry a cada uno de esos parametros. Para asi
poder analizar cudl es el efecto de los parametros sobre el Ry. Primero lo hacemos

analizando la derivada parcial de Ry respecto a cada uno de los parametros

IR, B, 01 <(p11q11 + pa1go1) (K1 — Ko + \/(fﬁ - 52)2 + 4dw) + 25h25m29200>

= >0
O, 45(p + ’Y)RQ\/(KZl — ko) + 4w
IR By 02 <(p1QQ12 + Paagaz) (ko — k1 + \/(/ﬁ — ko) + 4dw) + 2ﬁhlﬁmﬁ1w)
5 0 — >0
Br 40(p + 7)7\’,@\/(/11 — ky)® + 4w
OR Bh, 01 ((PHQH + Po1go1) (k1 — Ko + \/(Kll - /12)2 + 4dw) + 2Bh2ﬁm292w)
3 0 - >0
By 46(p + 'y)Ro\/(Fal — k)® + 4w
R Bh,02 <(p12(h2 + Paagaz) (K2 — K1 + \/(/11 - fi2)2 + ddw) + 2Bhlﬁm191u}>
5 0 = >0
Bons 48+ 7R/ (1 — ka)? + 4o
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8R0 Ro 8%0 RO

= — <0 ; = — <0
o 2(p+ 1) vy 2(p+7)
Ry Ry
a5 - o

Podemos observar que R es una funcién que crece a medida de que los pardmetros
Bhys Bhys Bmys Bm, aumentan, pero decrece cuando p, v, 6 aumentan. Asi, para que
Ry sea pequeno es necesario disminuir las tasas de infeccién y aumentar las tasas de
mortalidad en humanos y mosquitos. Por otra parte,

Ry _ Npy Npg (=14 q11 + g22) [( Bhy Bmy 01(1 — ga2) N Bhy Brma02q22 )
dq11 2/(k1 — K2)2 + 4vw(p +7)0Ro L\ (@11 Np, + (1= q22)Np)* (1 = 1) N, + q22Nn,)?
\/(/11 — k2)? + 4dvw + 20 (Np, (1 — q11)q11 + Np, (1 — g22)g22)
(2Np, (1 — g22)g22 + Ni, (1 — q11)(1 — g22) + q11G22))
N < B, Bmi 01(1 — ga2) Bhs Bms Y2402 ) (k1 — 52)]
(quiNp, + (1 — q22)Np, )% ((1 — qu1)Niy + q22N4,)?

Sea A el conjunto con la siguiente propiedad, A = {q11,q22 € (0,1) : =1 + q11 + g22 = 0},

es decir que los puntos que satisfacen la propiedad de A son un cero de %, luego, es
un punto critico de Ry en direccién de ¢;1. Andlogamente para % debido a la simetria

de Ry respecto a q11 v q92.

Segundo, para tener un mejor analisis de la sensibilidad de Ry respecto de los
parametros del modelo, utilizamos el indice de sensibilidad normalizado presentado
en [15]. El indice de sensibilidad normalizado de Rq respecto del pardmetro p, se define

s YRo . 9Ro p
ast T 0 1= G0 luego,

op " Ro’
2 L
TR _fRo I{1—I{2+\/(/i1—l*€2) +419w€ 01
6}7.1 /Bml ’2 ’

4\/(fi1 — kg)® + 4w L“d

/<;2—/€1+\/(/€1—/€2)2+479W [ 1]

Ro _ ~rRo _

Tﬁh(; - TﬁT?lQ - 5 € Oa 5 )
4\/(/<51 — Ka)” + 4dw LA
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| y | 1
o 2(pt) 2 T 2(p ) 2 2

1
Por ejemplo, para el caso T?O =5 tenemos que cuando ¢ aumenta en un 10 %, el

Ro disminuye en un 5 %.
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Capitulo 4
Simulaciones Numeéricas

En esta capitulo presentamos las simulaciones numiricas del Sistema , donde
queremos ver qué tanta influencia tiene en la propagacién del Dengue el tiempo de
permanencia de los humanos en cada una de las zonas. Las gréaficas de las simulaciones
se obtienen mediante la herramienta tecnolégica Wolfram Mathematica utilizando
los valores estimados de los parametros del modelo SIR-SI [16], obtenidos al ajustar los
casos de dengue reportados a la secretaria municipal de salud de Cali en el ano 2010.
Véase tabla .11

Para las simulaciones numéricas tomaremos los valores estimados de los pardametros
los cuales estan consignados en la tabla para ambas zonas y poblaciones especificas
tanto para humanos, como para mosquitos, se consideraran dos situaciones en cada
zona para el Ry,, es decir, Rog, <1 0 Ry, > 1, i € {1,2}. Para esto se variard la proba-
bilidad de infeccién en los humanos, tomando dos valores para f,, los cuales son 3, =
3.52x1072, 10.58 x 1072 haciendo que R tome valores 0.5866, 1.1734, respectivamente.

La metodologia utilizada fue tomar un valor para ¢;; y ver el efecto que causa la
variacion de g9, es decir, tomando la proporcién de tiempo de permanencia de los hu-
manos de la zona 1 como ¢;; = 0.8, 0.6, 0.4 y 0.2 y considerando la proporcion de

tiempo de permanencia de los humanos de la zona 2 como ¢y = 0.8, 0.6, 0.4 y 0.2.
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Parametros Descripcion Valor
B, Tasa de contactos efectivos en humanos zona i | 3,52 x 1072
Bins Tasa de contactos efectivos en mosquitos zona i | 3,57 x 1072

L Tasa de natalidad y mortalidad en humanos | 3,714 x 107°

~y Tasa de recuperacion en humanos 0,1

) Tasa de natalidad y mortalidad en mosquitos 6,45 x 1072
N, Cantidad de humanos en la zona 1 3000
N, Cantidad de mosquitos en la zona 1 9000
Np, Cantidad de humanos en la zona 2 150
N, Cantidad de mosquitos en la zona 2 450
PSh, Porcentajes humanos susceptibles zona ¢ 98 %
P, Porcentajes humanos infectados zona i 1,5%
Pl,, Porcentajes mosquitos infectados zona i 4.5%

Tabla 4.1: Valores de los parametros y poblaciones para realizar las simulaciones numeéri-
cas.

4.1. Dinamica aislada

En esta seccién, se muestra cémo se comporta la dindmica del dengue sin incluir mo-
vilidad, es decir que ¢1; = go0 = 1. Las graficas en la Figura muestran el porcentaje
de humanos infectados cuando Ry, < 1 y 1 < Ry, respectivamente. Con ellos, pode-
mos observar que las gréaficas se superponen, esto es debido a que estamos trabajando
en proporciones, aclarando que en poblaciones absolutas ellas difieren completamente,

como esta dado Ry, y a las condiciones iniciales planteadas para hacer las simulaciones.

[=]

=]

=]
T

=}
1=}
T

[=]
]
=]
T

=]
[
=1

100 1720 140 0 n n a0 ] 100
oo 40 a ] 40 ] 20 oo

L L
80 80

CL) Roi <1

=
=

Figura 4.1: Proporcién de humanos infectados cuando Ry, < 1y Ry, > 1.
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En casos donde Ry, < 1,1 <Ry, y 1 < Ry,, Ro, < 1 se tienen una combinacién de
las graficas presentadas en la Figura
La dindmica aislada nos permite saber el porcentaje de infectados en cada zona y

asi poder observar el impacto de la movilidad sobre cada una de las zonas.

4.2. Intercambio de poblaciones entre las zonas

En esta seccién, mostramos el efecto que causa intercambiar de zona la poblacion
completa de humanos. Los resultados fueron dos parejas de graficas equivalentes, es
decir, cualitativamente se comportan iguales, por tal motivo se presentan dos de esas,
véase figura [£.2] donde se puede empezar a notar que la movilidad afecta fuertemente
a la poblacion de humanos de la zona 2 ya que al hacer el intercambio de poblacién de
humanos, la densidad de mosquitos, es decir, el nimero de mosquitos por humano en la
zona 1 es mucho mayor y asi aumenta la probabilidad de infeccion en esa zona, poniendo
en un mayor riesgo a la poblacion de humanos de la zona 2. Ademas, la infeccién de

humanos de la zona 2 es mas alta en la situacién donde Ry, > 1.

=}
=]
1

[=]

=

ha

20 40 &0 a0

=]
[=]
I
L=
(=]
[=]

20 40 80 g0

CZ)R01<1 b)R01>1

[=]
I
=

Figura 4.2: Proporcién de humanos infectados cuando Ry, <1y Ro, > 1.

4.3. Movilidad entre las zonas

En esta seccién, mostramos el efecto que causa la movilidad en la propagacién del
dengue, para esto, realizamos la misma estrategia mencionada anteriormente, encon-

trando en todos los escenarios que si aumenta la movilidad de la zona 2 hacia la zona 1
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el porcentaje de humanos infectados de la zona 2 aumenta, mientras que el porcentaje

de infectados de la zona 1 es relativamente el mismo, mostramos los casos donde ¢;; =
0.8 y g1 = 0.2 respectivamente, la cual se observa en las figuras y
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I

'z

20 40 &0 B0 100 120

d) g2 = 0.2

140

Figura 4.3: Proporcion de humanos infectados para diferentes valores de ¢oo cuando
q11 = 0.8.

Lo que nos lleva a concluir que la movilidad afecta fuertemente a la poblacion de

la zona pequena, zona 2. Ademds, cuando 11 + ¢q22 = 1 las gréficas d) y a) de

y 4], respectivamente, se superponen debido a las condiciones iniciales que se estdn

considerando, induciendo que las ecuaciones de humanos infectados de la zona 1 y la

zona 2 sean las mismas. En efecto,

dI,,

dt
dly,

dt

@118 Shy Ly 01 4 @12805Shy Iy b2 — (0 + ) Iny s

422815 Shy Ly 02 4 G21 Bhy Sy Ly 61 — (10 + ) Iny
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Figura 4.4: Proporcion de humanos infectados para diferentes valores de ¢oo cuando

qu = 0.2.

2

como se tiene que E ¢ij =1 con i = 1,2, as{ para el primer término de la ecuacién

j=1
(4.1a) podemos notar que

gt =

Q11Nm1

q11Nh, + @21 Np,

N,
721
q11

Nn, +

N,

Np, + Np,

Procediendo anédlogamente para los factores qio6s, goofls v go1601, se obtiene que

qu1th = @101 ¥ qo202 = q1202 =

m2

Np, + Ny,
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Por 1ltimo, en las simulaciones numéricas se observa que para los casos cuando
Ro, <1y Ro, > 1 setiene que Ryp < 1, y cuando Ry, > 1y Ry, < 1 se tiene que

Ro > 1. Luego, R, estd directamente relacionado con el valor que tome Ry, .
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo de grado planteamos un modelo metapoblacional tipo SIR-SI que
representa la dinamica de transmisién del dengue en dos zonas que estan conectadas,
teniendo en cuenta el tiempo de permanencia de los humanos en ellas.

Realizamos el analisis cualitativo al modelo que consiste en calcular los puntos
de equilibrio y estudiar mediante qué condiciones se logra la estabilidad de ellos. El
primero, el libre de enfermedad, fue trivialmente encontrado, mientras que el segundo,
el endémico, no se pudo hallar analdticamente ni computacionalmente; por esta razon
se procedié a demostrar mediante los lineamientos dados en [10] que este punto existe.
También, calculamos el nimero reproductivo basico asociado a nuestro modelo para
concluir que si Ry < 1, el punto de equilibrio libre de enfermedad es asintéticamente
estable e inestable en el caso contrario. Ademas, comprobamos que si Ry > 1, el punto
de equilibrio endémico es asintéticamente estable. A continuacion procedemos a analizar
la sensibilidad de R respecto a los pardmetros del modelo, primero, valiéndonos de las
derivadas parciales de Rg respecto a cada uno de los parametros, obtenemos R, en
funcién de un solo parametro y concluimos que es una funcion que crece a medida que
Brys Bhyy Bmys Bm, aumentan, pero decrece al aumentar u, 7, o. Luego, utilizando el
indice de sensibilidad normalizado obtenemos T?O =5 asi, cuando 0 aumenta en un
10 %, el Ry disminuye en un 5 %.

En las simulaciones numéricas, después de analizar varios escenarios, logramos con-
cluir que la movilidad afecta fuertemente a la zona mas pequena, zona 2, debido a que
la proporcion de mosquitos en la zona 1, cuando hay movilidad, resulta ser mucho mas
alta, aumentando la probabilidad de infeccién en los humanos de la zona 2 cuando pasan

tiempo en la zona 1. Finalmente, con los valores de parametros y condiciones iniciales
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considerados en las simulaciones se observa una relacién directa de Ry con Ry, .
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