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Resumen

La teorfa de categorias como herramienta matematica, juega un papel fundamental en
el estudio de estructuras algebraicas y esta siendo utilizada principalmente en ciencias
de la computacion y logica multivaluada. Al establecer una equivalencia o equivalencia
dual entre dos categorias, es posible intercambiar construcciones de la primera a la
segunda y viceversa.

En [7], Cignoli, Dubuc y Mundici probaron una equivalencia dual entre las categorias
MV S]0,1] de las MV-algebras semisimples y la categoria Hauss de los espacios Haus-
dorf compactos. Por su parte, en [30] J. Varela muestra la dualidad de Gelfand, entre
las categorias Hauss y C*(C) de las algebras de Banach con unidad e involuciéon. En
este trabajo de investigacion haremos un analisis de los funtores involucrados en estas
dualidades, para presentar una equivalencia entre las categorias MV S[0,1] y C*(C).
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Introduccion

El estudio de logicas que permiten mas de dos valores de verdad, ha cobrado auge
gracias a las aplicaciones en algunas ramas de la computacién; por ejemplo, en el diseno
de sistemas expertos capaces de tomar decisiones basandose en informacion incompleta
o incierta. Una clase notable de estas logicas son aquellas que admiten como valores de
verdad cualquier ntimero real.

En 1917, J. Lukasiewicz [16] estudio sistemas logicos que consistian en distribuir los
valores de verdad de manera uniforme en el intervalo real [0, 1], considerandolos desde
el punto de vista seméantico, es decir, estudiando el significado de los signos lingiiisticos
y de sus combinaciones, asi propuso un sistema deductivo sencillo y conjeturé que de
él podrian deducirse todas las tautologias de su logica. A lo largo del siglo XX se esta-
blecieron pruebas de esta conjetura. Los modelos algebraicos de la logica proposicional
infinito-valuada se conocen como MV -algebras.

En la década del 60, en [5] C. Chang introdujo el concepto de MV -algebra con el fin de
proponer una prueba algebraica del teorema de completitud del calculo infinito-valente
propuesta en 1930 por Lukasiewicz y Tarsky, con valores de verdad en el intervalo [0,1].

Una pregunta natural que podemos hacernos es, jbajo qué condiciones dos categorias
pueden ser consideradas como «esencialmente la misma»?, entendiendo por esto que
teoremas acerca de los objetos de una categoria pueden ser transformados en teoremas
sobre objetos de la otra y viceversa.

Los teoremas de representacion determinan si una estructura abstracta con ciertas pro-
piedades es “equivalente” a una estructura concreta. De aqui que se convierta en una
herramienta poderosa en este tema. Un primer trabajo donde aparece el uso de teore-
mas de representacion es [6] en el cual C. Chan asocia las MV -algebras con [-grupos
con unidad fuerte. Este resultado mostr6 gran similitud entre el algebra conmutativa y

VIII



Introduccién IX

la teoria de MV-élgebras. Posteriormente Mundici en |7] define una equivalencia entre
la categoria de los grupos reticulados y una subcategoria de las MV-algebras, llama-
das MV —algebras prefectas. De esta manera la relaciéon entre las dos teorias quedd
completamente determinada.

En este trabajo de investigacion estableceremos una dualidad entre una subcategoria de
las MV -algebras y una subcategoria de las algebras de Banach autoadjuntas, conocidas
como C*-algebras cuya caracterizacion abstracta fué determinada por I. Gelfand y M.
Naimark en [14].El concepto formal de dlgebra C*, fué introducido por C. E. Rickart
en 1946.

Tenemos ademas otro ejemplo de un teorema de representacion, en donde M. Gelfand
[28, 30|, establece la dualidad entre las categorias Hauss de los espacios Hausdorff
compactos y C*(C) de las algebras de bananch C*.

De esta forma, desarrollaremos el presente trabajo en tres capitulos, los cuales estan
distribuidos de la siguiente manera:

El primer capitulo se contextualiza al lector con las nociones necesarias relacionadas a
la teoria de categorias, la teoria béasica de espacios vectoriales topologicos y las algebras
de Banach ,esto con el fin de brindar las herramientas necesarias para la compresion
de la teoria de mayor interés, que se presenta en el siguiente capitulo.

En el capitulo dos, se introducen las categorias a estudiar que son, las
MYV —algebras semisimples y las algebras de Banach conmutativas C*, éstas son subca-
tegorias plenas de las categorias de las MV -algebras y algebras de Banach conmutativas,
respectivamente. Se delinean propiedades y resultados de gran importancia siendo base
central de nuestra investigacion.

En el capitulo tres se detallan los funtores covariantes y las transformaciones naturales
adecuadas para definir una equivalencia entre las categorias mencionadas previamente.
Se da a conocer el respectivo teorema de equivalencia correspondiente y se muestran
algunos ejemplos obtenidos de la dualidad.

Finalmente presentaremos las conclusiones del trabajo realizado.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo expondremos definiciones y resultados que seran de utilidad en el desa-
rrollo del presente trabajo. Los conceptos de teoria de categorias, espacios vectoriales
topologicos, topologias débiles y algebras de Banach se citan de manera breve sin entrar
en detalles técnicos. Destacaremos algunos teoremas que seran importantes para lograr
los objetivos propuestos.

1.1. Teoria de Categorias

Los primeros desarrollos de la teoria de categorias vinieron impulsados en los anos 40
para cubrir necesidades del algebra homologica. Se puede considerar esta teoria, como
una manera moderna de organizar las matematicas permitiendo reunir en clases de
objetos que tienen caracteristicas similares, para que de esta forma su estudio sea més
practico. Un estudio més detallado acerca de esta seccion puede verse en [15],[17].

Definicion 1.1 (Categoria) Una categoria C consta de:

C1. Una clase Obj(C) donde los elementos son llamados objetos.

C2. Una clase Mor(C) donde los elementos son llamados morfismos.

tal que para X,Y € Obj(C), la coleccion Home(X,Y') denota el conjunto de los
morfismos de C cuyo dominio es X y codominio es Y .

C3. Unaley de composicion para morfismos, esto es, para todo X,Y, Z. W € Obj(C)
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se define la funcion
o:Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)
(9, f) — gof,

esta ley de composicion debe ser asociativa. Es decir, st f : X =Y, g: Y = Z y
h:Z — W son tres morfismos, entonces el siquiente diagrama conmuta.

C. La aplicacion

1:00j(C) — Mor(C)

que a cada objeto X € Obj(C) le asigna el morfismo 1x € Home(X, X), que es el
morfismo identidad sobre X, y que satisface; si f : X — 'Y entonces los siquientes

diagramas conmutan

y
x—X - x x—i—vy
\\f \lly
Y Y

Definicion 1.2 Una Subcategoria S de C es una categoria que tiene la propiedad que
todo objeto en S es un objeto en C y todo morfismo en S es un morfismo en C, ademds
la composicion y las identidades son las mismas en S como en C.

Decimos que S es una subcategoria plena de C, si S es una subcategoria tal que para
todo par de objetos X,Y € S se tiene que Homg(X,Y) = Home(X,Y).

Observamos que para definir una categoria como una subcategoria plena de una cate-
goria dada, basta con especificar su clase de objetos.

Ejemplo 1.1 La categoria Set, donde los objetos son conjuntos y los morfismos son

las funciones entre ellos.
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Ejemplo 1.2 La categoria Top, de todos los espacios topoldgicos y cuyos morfismos
son las aplicaciones continuas entre ellos.

Ejemplo 1.3 Si K es un cuerpo, la categoria Vecty, de los espacios vectoriales sobre
el cuerpo K y los morfismos son las aplicaciones lineales. Escribiremos Vectk i, para
la subcategoria plena de Vectk cuyos objetos son los K-espacios de dimension finita.

Ejemplo 1.4 Un reticulo L es un conjunto dotado de dos operaciones binarias A y V
que satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y de absorcion. Si las operaciones A, V
son distributivas una respecto de la otra, el reticulo se dice distributivo. La categoria
de los reticulos distributivos y acotados se denotan por Lat, donde los morfismos estan
dados por las funciones de reticulo que preservan infimo y supremo.

Ejemplo 1.5 Dada una categoria C, se define la categoria opuesta C°° como la ca-
tegoria con los mismos objetos de C, cuyos morfismos f? € Homeor(X,Y) don-
de f € Home(Y,X). La composicion en C se define como en C y esta dada por
fP o g°® =go f; las identidades en C° son las mismas de C.

Definiciéon 1.3 Sean C una categoria; X,Y € ObjC y f € Home(X,Y). Decimos
que f es una inmersion si [ es inyectivo. Es un isomorfismo si existe un morfismo
g:Y =X con fog=1lx y gof=1y. Sif € Home(X,Y) es un inmersion,
denotaremos este hecho por el simbolo f : X — Y.

A continuaciéon definiremos el concepto de funtor que més adelante nos permite rela-
cionar dos categorias.

Definicion 1.4 (Funtor) Sean C,D categorias. Un funtor (o funtor covariante) de
C en D, es una funcion que asigna a cada objeto X en C un objeto F(X) en D, y a
todo morfismo f: X =Y en C le asigna un morfismo F(f) : F(X) — F(Y) en D, tal
que

Flgof)=F(g)oF(f) vy F(lx)= lpw).
Un funtor contravariante F : C — D, es un funtor F': C°? — D (o equivalentemente
F:C— D).

Explicitamente, un funtor es contravariante si el sentido de los morfismos y la compo-
sicion se invierten. Usaremos la notacion F(C, D) para denotar todos los funtores de la
categoria C en la categoria D.

Definicion 1.5 Un funtor F € F(C,D) es pleno, si para todo par de objetos
X, Y € 0bj(C), la funcion Fxy : Home(X,Y) — Homp(F(X),F(Y)) tal que
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Fxy(f) = F(f) es sobreyectiva; es fiel si la anterior funcion es inyectiva; es esen-
cialmente sobreyectivo si para cada X € Obj(D) existe X € Obj(C) tal que X y
F(X) son isomorfos.

Ejemplo 1.6 En toda categorfa C se tiene el funtor identidad 1¢ € F(C,C).

Ejemplo 1.7 El funtor potencia de un conjunto. @ : Set — Set donde: para X € Set,
X — p(X) y a cada funciéon f: A — B se le asocia la funcion inducida p(f) : p(A) —
©(B) definida, X — o(f)(X) = f(X). Es facil ver que p es un funtor covariante.

Ejemplo 1.8 El funtor contravariante O : Top — Lat, tal que a cada espacio topo-
logico X se le asigna el reticulo de todos los abiertos en X con las operaciones U y N.
Y a cada funcion continua f : X — Y se le asigna la funcion O(f) : O(Y) — O(X)
donde A € O(Y) se envia en el abierto f~'(A).

Definicion 1.6 (Transformaciéon natural) Sean F,G € F(C, D) funtores. Una trans-
formacion natural o : F = G, es una familia

a={ax: F(X)— G(X>}X€Obj(6)

de morfismos en D, de modo que para todo morfismo f : X — Y en C, el siguiente
diagrama

conmuta. Los morfismos ax son llamados las componentes de .

La transformacion « : F' = G de la definicion (1.6), es un isomorfismo si toda com-
ponente ax es un isomorfismo en D, cuando esto ocurre a la transformacion a se le

denomina isomorfismo natural.

1 1

Observacion 1.1 Si «a es un isomorfismo natural, significa que o™ existe; ademas a~

conserva la propiedad de ser natural, dado que la conmutatividad del diagrama

F(X) ——G(X)
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implica la conmutatividad del siguiente

Podemos construir nuevas transformaciones naturales a partir de la composicién de
dos o mas de ellas; transformaciones con funtores y viceversa; o trabajando con la

transformacion inversa (cuando exista).

Operaciones entre transformaciones naturales

1. Sean F,G,H € F(C,D) funtores y o : F = G, f : G = H transformaciones
naturales. Definimos la composicion de a y 8 como fa : F' = H, de la siguiente
manera: para cada X € C, se define (fa)x := Sxax. Es facil ver que Sa es una
transformacion natural.

2. Definimos también la composicién de una transformaciéon natural con un funtor.
Sean F,G € F(A,B), H € F(B,C) funtores y o : F' = G una transforma-
cion natural, se define Ha : HF = HG mediante (Ha)y == H(aa), para todo
A € Obj(A).

3. Para la transformaciéon natural dada por la composiciéon de un funtor y una trans-
formacion natural: sea F' € F(A,B) yv G,H € F(B,C) funtoresy a: G = H
una tranformacion natural, definimos oF' : GF = HF mediante (aF) 4 1= ap(a).
Se verifica inmediatamente que Ha y aF son transformaciones naturales.

Definicion 1.7 Las categorias C y D se dicen equivalentes, si existen un par de funtores
F e F(C,D)yGeF(D,C); junto con dos isomorfismos naturales

n:le—>GoF y €:FoG—l1p.

Con frecuencia nos encontramos frente a dos categorias que, sin ser isomorfas, se aseme-
jan lo suficiente como para considerarse equivalentes, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9 Sea K un cuerpo. Sea C la categoria cuyos objetos son los nimeros na-
turales y tal que Home(n,m) = M,«n(K), el conjunto de matrices de m x n con
coeficientes en K . La composiciéon esta dada por el producto de matrices, y para cada
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n € N el elemento 1, de Home(n,n) es la matriz identidad. Entonces Vecty i, es
equivalente con C. En efecto, para cada V' € Vectk sy, fijemos una base By de V. Si
T :V — W es una transformacion lineal, definamos A7 como la matriz asociada a 1" en
las bases By y By. Sea F': Vectk f;, — C el funtor que a un K-espacio de dimension
finita le asocia su dimension, y que a una transformacion lineal T' le asocia Ap. No es
dificil verificar que F' es una equivalencia de categorfas. Claramente no puede haber un
isomorfismo de categorias entre Vectk s, y C por motivos de cardinalidad.

Ademas de la nociéon de equivalencia de categorias, hay otras definiciones que nos per-
miten caracterizar objetos de una categoria en términos de otra.

Definicion 1.8 Una adjuncion dual entre las categorias C y D es un par de funtores
F
contravariantes C;G/D de modo que, para cada objeto X € C y X € D existen

transformaciones naturales ny : X — GF(X) y ex : X — FG(X) que satisfacen:

1. Para cada f € Home(X,Y) y ¢ € Homp(X,)) se tiene, ny o f = GF(f) onx
yeyoop=FG(p)oex; es decir, los siguientes diagramas

x— 1 .y X—" .y
T
GF(X) o7 GF(Y) FG(X) 7om FG(Y)

conmutan.

2. Para X € Obj(D) y X € Obj(C) existe una biyeccion entre Home(X,G(X)) y
Homp(X,F(X)) tal que f = G(F(f)oex)onx y ¢ = F(G(¢) onx) o ex como

lo muestran los siguientes diagramas,

X 2 GF(X) X —2FGX)
X G(9) X lF(f)
G(X) F(X)

Definicién 1.9 Una adjuncion dual entre las categorias D y C, denotada por (F,G,n, €)
es:

= Una representacion dual, si para cada X € C se cumple que n : 1¢ — GF es
un 1somorfismo.
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= Una equivalencia dual, si es una representacion dual y para cada X € D,
€:1p — FG es un isomorfismo.

Para llegar a una buena comprension sobre el tema de desarrollo, es necesario abordar
algunos conceptos basicos relacionados con topologia, sin entrar en los detalles que
recoge la teoria extensa que se propone. Esto con el fin de aportar los soportes necesarios
para el entendimiento y planteamiento del problema.

1.2. Espacios vectoriales topolbgicos y

topologias débiles

Al estudiar espacios vectoriales topologicos consideraremos dos estructuras; una alge-
braica de espacio vectorial (para hablar de transformaciones lineales) y otra topologica
(para hablar de continuidad). Estas estructuras deben ser compatibles; es decir, al asig-
narle una topologia a un espacio vectorial, las operaciones de suma y producto por
escalares deben ser continuas. Para detalles de estos conceptos podemos ver [29] capi-
tulo 5.

1.2.1. Nociones de topologia

Un espacio topoldgico (H,T) es un conjunto H no vacio, junto con una colecciéon
7 C o(H), cuyos elementos son llamados abiertos con las siguientes propiedades: H
y () son elementos de 7; la interseccion de dos abiertos cualquiera es un abierto y la
uniéon arbitraria de abiertos es abierta.

Sea (H,7) un espacio toplologico. Una vecindad de un punto p € H, es un conjunto
V € 7 que contiene a p. (H,T) es un espacio de Hausdorff si 7 es una topologia
Hausdorff; es decir, cada par de puntos distintos de H tienen vecindades disjuntas. Un
subconjunto 7/ C 7 es una base para 7, si cada elemento de 7 es unién de elementos de

T

Si E es un subespacio de (H,7) y o es el conjunto de todas las intersecciones £ NV,
con V € 7, entonces se prueba facilmente que (E, o) es un espaacio topologico. En este
caso decimos que o es la topologia heredada de E por H.

Una sucesion {x,} en un espacio Hausdorff converge a un punto z € H (o lim z,, = z),
n—oo

si cada vecindad de x contine los puntos de x,, salvo posiblemente un niimero finito de
ellos.
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Sean {(H;, 7;)},c; una coleccion de espacios topologicos , H = [], H; el producto car-
tesiano de conjuntos y para cada jo € I, aplicacién la proyeccion wj;, : H — Hj, estd
dada por 7, ({ai})ier == aj,.

Dotamos a H de una topolgia 7,, llamada la topologia producto cuya base para abiertos
son los conjuntos m; *(U) con U € 7;. Esta topologia asi definida es la topologia con
menos abiertos que hace a las proyecciones continuas.

1.2.2. Espacios vectoriales topolégicos

Definicién 1.10 Un espacio vectorial topologico (e.v.t.) (X, T) es un espacio vectorial
sobre un campo K, dotado de una topologia Hausdorff T la cual hace continuas las
operaciones suma y producto por escalar.

Ejemplo 1.10 Sea K un espacio compacto. Cosideremos el conjunto
C(K)={f:K — C/ f es continua},
dotado de la topologia inducida por la norma

If1] = sup | f(£)],
teK

C(K) es un espacio vectorial topologico.

Observacion 1.2 En general todo espacio vectorial normado X, es un espacio vectorial
topologico donde la topologia es inducida por la norma.

Definicion 1.11 Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Se define el dual
algebraico de X, como X* = {p: X — K /¢ - funcional lineal}.

X* es también un espacio vectorial con la norma de operadores

I/} = sup {[f(2)] /2 € X, |lzf} <1}

Podemos llamar a X**, el bidual algebraico de X, al dual algebraico de X*.

Describimos a continuacién una particularidad de los elememtos de X* de la definicion
anterior, cuando éstos son continuos. La topologia que se considerara, sera la inducidad
por la norma.

Teorema 1.2.1 (28], Teorema (1.18)) Sea X wun espacio normado y ¢ un funcional
lineal no nulo, entonces @ es continua st y solo su nicleo es cerrado.
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1.2.3. Topologia débil y x-débil

Definicion 1.12 Si X es un conjunto no vacio y 11, 7o son topologias sobre X, decimos
que 71 es mds débil que 15 si T C To.

Observacion 1.3 Si la topologia 7 es mas debil que la topologia 75, nos dice que 7

tiene menos abiertos que Ty.

Si F es una familia de subconjuntos de X entonces la topologia generada por F es
la topologia con menos abiertos que contiene a F. Dada una familia €2 de funciones
f X — Y}, donde cada Yy es un espacio topolégico (con una topologia 7¢), la -
topologia sobre X o topologia débil inducida por €2 sobre X, es la topologia generada
por

B = {f_l(V)/f € ), V es abierto en Yf} .

Es decir, es la topologia mas débil para la cual cada f € €2 es continua. Los abiertos de
esta topologia son las uniones de intersecciones finitas de elementos de B.

Sea X un espacio vectorial topolégico. Para cada x € X asociamos un tnico funcional

lineal
fo: X" =K

definido por f,(h) = h(z), para todo h € X*. La X-topologia o la topologia inducida
por los f, sobre X*, es la topologia x-débil.

El siguiente teorema, establece que la bola unitaria cerrada del espacio dual de un
espacio vectorial normado es compacta con la topologia débil. Este resultado es de
utilidad en la prueba del teorema (1.3.3) en la siguiente seccion.

Teorema 1.2.2 (Banach-Alaoglu) (|28], Teorema (3.15)) Para todo X un espacio
normado, la bola unitaria S de X* es x-débil compacta.

1.3. Algebras de Banach

Las Algebras de Banach son estructuras analiticas que han tomado relevancia en la
matematica a partir de los trabajos de von Neuman y Murray en los anos 30, como
una linea de desarrollo matematico del anélisis Funcional, en la cual se relacionan dos
de los conceptos fuertes de las matematicas, los espacios de Banach y las algebras. Una
presentacion completa de dlgebras de Banach se encuentran en [28].
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1.3.1. Conceptos basicas

Definicion 1.13 Sea A un anillo conmutativo unitario. Una A-dlgebra o una dlgebra
sobre A es un anillo B junto con un homomorfismo de anillos f : A — B tal que
fla)-(x-y)=2x-(f(a) y) para todos a € A y x,y € B.

Observacion 1.4 Observe que si B es una A-algebra entonces B es de manera natural
un A-moédulo, con accion - definida por a - b := f(a)b donde el segundo producto es el
producto en el anillo B. Si B es unitario (conmutativo), entonces decimos que B es una
A-algebra unitaria (conmutativa).

En particular si A es un campo K y B # 0, entonces el homomorfismo f es inyectivo
y K puede identificarse canénicamente con su imagen en B, en consecuencia, una K-
algebra es un anillo que contiene a K como un subanillo. Es claro que si B es una
K-algebra, entonces B es un K-espacio vectorial y en este caso su dimension seré la
dimensién como espacio K-espacio vectorial.

Ejemplo 1.11 Si A es un anillo conmutativo unitario, entonces existe un homomorfis-
mo de anillos f : Z — A dado por n + n - 1. Asi todo anillo es de manera natural una
Z-4lgebra

Definiciéon 1.14 Una K-dlgebra X se dice normada, si X es un K-espacio vectorial
normado y para todo x,y € X se cumple que ||zy|| < ||z|| |lyl|. Una K-dlgebra normada
X es completa si cada sucesion de Cauchy en X converge a un elemento o € X. Una
K-dlgebra X tiene unidad, si existe 1 € X con la propiedad 1x = x1 = x, para todo
reX.

Definicién 1.15 (Algebra de Banach) Una K-dlgebra X es de Banach, si es una
K-dlgebra normada y completa.

Ejemplo 1.12 El ejemplo més sencillo de C-algebra de Banach con elemento unidad
es el campo C, con las operaciones suma y producto por escalar usual, y la norma del
modulo.

Ejemplo 1.13 Sea X un espacio de Banach complejo. El algebra B(X) de todos los
operadores lineales acotados sobre X es un &lgebra de Banach con las operaciones
usuales y la norma usual de operadores, dada por

|A]| == max | Az|.

zeX,||z||<1

Esta es un 4lgebra de Banach con unidad no conmutativa; si los operadores en particular
son matrices A, B € B(X) se tiene en ocasiones que AB # BA.
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Ejemplo 1.14 El espacio de Banach de funciones continuas con valores en C, defini-

das en el intervalo [0, 1] equipado con la norma del supremo, ||f|| = sup |f(s)| y la
s€[0,1]

multiplicacion definida puntualmente (fg)(s) = f(s)g(s), para s € [0,1], se convierte
en un algebra de Banach conmutativa con unidad; la funcién f(z) = 1 es el elemento

unidad. Esta élgebra la denotaremos por C([0, 1]).

Un subconjunto Y C X es una subdlgebra, si Y es un subespacio vectorial cerrado bajo
el producto. Sea X un K-algebra de Banach con elemento unidad; se dice que x € X
es tnvertible en X, si existe y € X tal que xy = yr = 1. Los elementos invertibles en
un C-algebra con unidad se denominan también elementos requlares o no singulares. Si
r € X es invertible notaremos por ! a su inverso. Si y es un elemento de la C-algebra
X entonces el espectro de y, el cual denotamos por Sp(y), es el conjunto de todos los
numeros complejos A tales que x — A1 es no invertible en X.

Proposicion 1.3.1 Sean X una C-dlgebra de Banach con elemento unidad 1. Entonces

1

el conjunto de elementos invertibles es abierto en X y x — x=" es continua. St v € X

o0
y |lz|| <1, entonces 1 — x es reqular (invertible) y (1 —x)~' = > a™.

Demostraciéon. Sea X un C-algebra de Banach con identidad, denotaremos a G(X)
como el conjunto de los elementos invertibles de X. Sea x € G(X), entonces para todo

ve Bl

por tanto y = (1 +x~!(y —x)) es invertible, lo que es lo mismo G(X) es abierto. Para

———), se tiene que ||[z7(y — z)|| < 1. Ademés 1+ x~!(y — ) es invertible y

mostrar la continuidad, observemos primero que para z,y € G(X) se tiene

1 71H -1

[l [
= [l ey o

(
(

H( (1+a'n)~t—1) _lH
(

< @ +amty) =1 [[=7]
ST

<

S Ty 17
T

S T

Para e > 0 podemos escoger a § de modo que

1112
B

—_— <
T

entonces |y~ — 27| < € siempre que ||y — z|| < 4.



1. Preliminares 12

N
Para la prueba de la segunda parte, consideremos yy = > . Como |z| < 1, es
n=0
facil ver que {yn} es de Cauchy y yy converge a algin y € X. Observemos que
(1—2)yy = yn(1—2) = 1—2¥*1 — 1. Por la continuidad de la multiplicacion, tenemos

que (1 —z)y=y(1 —z) =1, el cual muestraque 1 —x € G(X)y (1 —2)"! =y.

Observacion 1.5 Sean X una C-algebra de Banach y x € X. Si [|z]| < 1 entonces
la serie 1 + x + 2% + ... + 2" + ... es convergente. En particular si z € X es tal que
|1 — || <1 entonces

o0

Y A-a)=1-(1-a) =",

n=0
es decir, x es invertible.

Observacion 1.6 Sean X una C-algebra de Banach, z € X y A € Sp(z), entonces

necesariamente |A| < ||z|| pues si ||z] < |A| implica que el < 1y por tanto

R

= (- 3) "= =

n

de donde se tiene x — A1 es invertible, contradicendo asi la definicién.

Definicion 1.16 Sean X y Y dlgebras de Banach. Un homomorfismo de dlgebras de
Banach es una funcion
O: X Y

tal que, para todo x,y € X, a € C
1. d(ax +y) = adP(z) + D(y)

2. (zy) = 0(z)2(y)

St X eY son dlgebras de Banach con unidad entonces, ® : X — Y es un homomorfismo
unidad si para 1x como unidad de X ,se cumple que ®(1x) = 1y.

Observacion 1.7 Es importante tener encuenta que las dlgebras de Banach son espa-
cios de Banach, por tanto los homomorfismos de édlgebras de Banach son transforma-
ciones lineales continuas.
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Las élgebras de Banach conmutativas con los morfismos definidos en (1.16) forman la
categoria de las algebras de Banach conmutativas. Notaremos mediante AB tal catego-
ria.

Terminamos esta seccion con un resultado que caracteriza una clase especial de Algebras
de Banach, mas precisamente.

Teorema 1.3.1 (Gelfand-Mazur) ([28], Teorema (10.14)) Si X es un Algebra de
Banach tal que todo elemento no nulo es invertible, entonces X es (isométricamente
isomorfa) C.

1.3.2. Ideales y Caracteres

Presentamos en esta seccion algunos hechos importantes de ideales y caracteres de
un algebra de Banach e introducimos una topologia para el espacio de caracteres que
resulta ser el espacio de ideales maximales. La teoria que se presenta a continuacion
estd dada para algebras de Banach conmutativas y con unidad, puesto que son las que
necesitamos para el desarrollo del trabajo presentado.

Definicion 1.17 Sea X un dlgebra de Banach. Un subconjunto I C X, es un ideal de
X si 1 es subespacio de X, y para cada x € X yi € I se tiene que x -1 € I. Un ideal T
de un dlgebra X es propio si I # X.

La definiciéon anterior es realmente la definicion de un ideal izquierdo lo cual es irre-
levante pues todas nuestras algebras son supestas conmutativas. De otro lado, observe
que si I C X es un ideal propio, entonces 1 ¢ I y por tanto, ningtn ideal propio tiene
elementos invertibles.

Definicion 1.18 Un ideal M C X se dice maximal si no estd contenido en ninguin
ideal distinto de si mismo. Denotaremos por \x al conjunto de ideales mazimales X .

Definicion 1.19 Sea X un dlgebra de Banach. Un homomorfismo de dlgebras de Ba-
nach no nulo, h : X — C es llamado caracter. El conjunto de todos los caracteres del
dlgebra se denota por Char(X).

El siguiente teorema establece que para un &algebra de Banach X conmutativa con
unidad, existe una correspondencia entre el conjunto Ax de ideales maximales del
algebra y el conjunto Char(X) de caracteres.
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Teorema 1.3.2 (|28|, Teorema (11.5)) Sea X un dlgebra de Banach conmutativa con
untdad. Entonces

1. Todo ideal mazimal M de X es cerrado y es el nicleo de algin h € Char(X).

2. Si b € Char(X), entonces Ker(h) € Ax.

Demostracién. 1. Supongamos que M es un ideal maximal de X, puesto que M
no contiene unidades y el conjunto de elemenmtos invertibles es abierto (Proposiciéon
(1.3.1)), entonces M tampoco contiene elementos invertibles. Ahora, puesto que M es
un ideal propio de X y M es maximal, se concluye que M = M. De otro lado, X/M
es un algebra de Banach puesto que M es cerrado, mas atn, X/M tiene estructura de
campo y por lo tanto todo elemento no nulo es invertible. El Teorema (1.3.1) garantiza
la existencia de un isomorfismo j de X/M a C. Ahora basta considerar la composicion
de homomorfismos 4
X —"X/M-1—~C.

2. Es claro que h71(0) es un ideal de X. Ahora puesto que b es un homomorfismo
de anillos, existe una correspondencia entre los ideales de C y los ideales de X que
contienen a h~1(0) y puesto que C no tiene ideales propios se sigue h~1(0) es maximal.

El teorema anterior nos permite observar que a cada caracter le corresponde un ideal
maximal (su nicleo) y, reciprocamente, cada ideal maximal es el nicleo de algun ca-
racter. En consecuencia Ay y Char(X) son isomorfos (en la categoria de los conjuntos)

de ahi que se suele llamar a el conjunto Char(X) como el espacio de ideales mazimales
del algebra X.

El lema que enunciamos a continuacién nos admite definir una topologia para el con-
junto Char(X), que resulta ser la topologia heredada de X*; es decir, la topologia débil
denominada topologia de Gelfand.

Lema 1.3.1 ([10], Teorema (15.3.1) ) Sean X un dlgebra de Banach conmutativa con
unidad y b € Char(X). Entonces b es continuo y se cumple que

bl =1 =h(1).
Demostracion. Sea ) € Char(X) puesto que

04h(1) = b(1-1),
— b(1)-5(1),
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entonces h(1) = 1. Ademas, si x es invertible 1 = z - z~! implica que 1 = h(z - 27 !) =
h(x)-h(z™1), de donde se deduce que h(x) es invertible. Més atin, h(x) € Sp(z), ya que
de no ser asi x — 1h(z), seria invertible y se tendria

b(z —1b(z)) = b(z)—b(1bh(z))

lo que es absurdo, porque 0 no es invertible.

De otro lado, h(z) € Sp(z) y de la observacion (1.6), se tiene |h(x)| < ||z| para todo
x € X,y por lo tanto h resulta ser continuo y

6]l =sup { [b(2)] : [lz] <1} =1. n

Al dotar de la topologia de Gelfand al espacio de caracteres del algebra X, se concluye
el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3 (|28|, Teorema (11.9)) Si X un dlgebra de Banach conmutativa con
unidad, entonces Char(X) es un espacio Haussdorff compacto.

Demostraciéon. Consideremos X* el espacio dual de X (visto a X como espacio de Ba-
nach) con la topologia *-débil es un espacio Hausdorff y como Char(X) es un subespacio
de X*, entonces también es Hausdorff con la topologia *-débil. Probemos en general

Char(X) U {0} € {h e X™: bll <1},

es *-débil cerrado y por ser {h € X* : [|h]|yx. < 1} *-débil compacto. Para ello conside-
remos, {h;}, € Char(X) U {0} tal que, h; ——=b para algin h € X*.

Luego, para z,y € X y A € C se tiene que:

» bz +y) = 1116151 hi( Az +y) = 11161? [hi(Az) + bi(y)]
= Mil/ef? bi(z) + lzlgl hi(y) = Ab(z) + b(y).

= b(zy) = limbi(2y) = limb;(2)b;(y) = lim b (z) lim b, (y) = b(2)b(y).

Asi Char(X) es un subconjunto cerrado en la topologia *-débil en la bola unidad S de
X*. Por el teorema de Banach-Alaoglu (1.2.2), la bola unidad de X* es *-débilmente
compacta. Por lo tanto Char(X) es compacto, con la topologia inducida (*-débil). m
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Definicion 1.20 (Transformada de Gelfand) Sean X un dlgebra de Banach con-
mutativa con unidad y x € X.Se define la trasformada de Gelfand de x € X como la
funcion

z : Char(X) — C
definida por T(h) = b(z).

Definimos la transformada de Gelfand para X, como la funcion
Ay : X — C(Char(X))!
definida por x — .

Observacion 1.8 La topologia de Gelfand en Char(X) es la topologia inducida de X*,
donde el espacio dual X™* es considerado con la topologia *-débil y C con la topologia

usual.

La siguiente proposiciéon nos muestra una caracteristica de la transformada de Gel-
fand, que servira de ayuda en la prueba del teorema de Gelfand-Naimark (2.2.3). Su

demostracion se puede consultar en [28] o [30].

Proposicion 1.3.2 (|28], Teorema (11.12)) Sea X un dlgebra de Banach conmutativa
con unidad. La transformada de Gelfand x — T es una isometria si y solo si ||22|| = |||

para todo x € X.

1¢(Char(X)) := {® : Char(X) — C/® continua}



Capitulo

MV -Algebras y C*-algebras

En este capitulo se presenta los conceptos y algunas propiedades de MV-algebras y
algebras de Banach C*, las cuales definiran las categorias sobre las cuales trabajaremos.

2.1. MV-Algebras

La teoria de las MV-algebras fué presentada como seméantica algebraica en 1958 por
Chen Chung en [5] para demostrar el teorema de completez del célculo proposicio-
nal multivaluado de Lukasiewicz. Las definiciones y resultados que empleamos en esta
seccion siguen la direccion de Cignoli-D’Ottaviano-Mundici 6], Dubuc-Poveda [11].

2.1.1. Generalidades

Definicion 2.1 (MV-algebra) Una MV-dlgebra es un conjunto (A, ®,—,0) con una
operacion binaria @, una operacion unaria — y un elemento destacado 04 que satisface
las siguientes identidades:

MVia® (bdc)=(adb) dc
MV2adb=bDa
MV3a®d0y4=a

MV4 ——a =a

MV5a®—0=-0

MV6 ~(—a®b)®b=—(-bDa) P a.

17
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Una subdlgebra de una MV-algebra A, es un subconjunto S de A que contiene el ele-
mento 04 y es cerrado bajo las operaciones de A restingidas a S.

Ejemplo 2.1 ([0,1],®,—,0) es una MV-algebra, con las operaciones —a = 1 —a y
a®b=min{l,a+ b}.

En adelante se denotara a la MV-algebra ([0,1],®, -, 0) simplemente como A.

Ejemplo 2.2 (Algebras de Lukasiewicz). Para cada entero n > 2, el conjunto de

1 _
Ln: 07 7"'7n 271 3
n—1 n—1

es una MV -algebra con las operaciones @& y - definidas en el ejemplo anterior, ademés

n—elementos definido por:

cada conjunto L,, es una subalgebra de ([0,1],®, =, 0).

Ejemplo 2.3 Sean A es una MV-algebra y X un conjunto no vacio. El conjunto AX
de todas las funciones f : X — A, es una MV -algebra con las operaciones definidas
puntualmente, es decir, para cadaa € Ay f, g elementos de AX tenemos que (f®g)(a) =
fla)®a f(b) y (=f)(a) = =(f(a)). La funciéon constante 04 es tomado como elemento
destacado.

Ejemplo 2.4 Sitomamos A = [0,1] y X = H un espacio topolégico en el ejemplo ante-
rior, entonces se verifica facilmente que el conjunto Cont(H ), de las funciones continuas
definidas sobre H es una subalgebra de [0, 1]#.

Ejemplo 2.5 El conjunto Cont([0, 1]) de funciones continuas de [0, 1] en [0, 1] es una
MYV -algebra con las operaciones: (f @ g)(z) = f(z) ® g(x) y ~f(x) =1 — f(x), para
z € [0,1].

Ejemplo 2.6 (MV-élgebras libres). free; es el conjunto de funciones f : [0, 1] — [0, 1]

tales que
(Mg +b; si 0<z<a

flz)=¢ mx+b si a1 <z<aq

\mkx+bk si ak,1§x§1

con b;, m; € Z, f continua respecto a la topologia usual de [0, 1] y las operaciones & y
= definidas para = € [0, 1] como: f(z)® g(x) = min{l, f(z)+g(z)} y =~ f(x) =1 — f(z)
con f, g € free;.
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En toda MV-algebra A se define la constante 1 y las operaciones ® y & como sigue:
MV71=-0

MV8 a® b= —(—-a& —b)

MV9acSb=a® b

Una MV-algebra es no trivial, si 1 # 0. Las siguientes identidades son consecuencia
inmediata de MV4.

MV10 -1 =0

MV11 a & b= —(—a ® —b),

ademas si b = =0 entonces, en MV6, se tiene
MV12a® —a=1

MV13 Existe una relacion de orden parcial definida como: a < b < dc, a ® ¢ = b, se
signea <b<sacb=0.

Los axiomas MV5 y MV6 se pueden ver como
MV5 a®d1=1
MV6’ (boa)db= (bSa)®a.

2.1.2. Homomorfismos e ideales

Definiciéon 2.2 Dadas dos MV -dlgebras A y B, una funcion h : A — B es un homo-
morfismo de MV -dlgebras o un MV -homomorfismo si para todas a,b € A se tiene;

2. h(a®b) =h(a)®h(d) y

3. h(—a) = —h(a).

Sea h es un MV-homomorfismo, diremos que h es una inmersion si es inyectivo, un
MYV-isomorfismo si h es una inmersién sobreyectiva. Dos MV-algebras A y B son
MV-isomorfas (A = B) si y solo si, exite un MV-isomorfismo de A en B. Como es
usual, definimos el nicleo de un MV-homomorfismo h : A — B como el conjunto
Ker(h) ={a € A: h(a) =0} . A continuacién introducimos el concepto de ideal.

Definicion 2.3 Un ideal de una MV -dlgebra A es un subconjunto I de A que satisface
las siguientes condiciones:

I1. 0€1,
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I2. Siael,be A yb<a entoncesb e I,

I13. Siael y bel entoncesa®be .

La interseccion de una familia de ideales de A es también un ideal de A. Un ideal 1
de una MV-algebra A es propio si I # A.

Definicion 2.4 Sean P y M ideales de una MV -dlgebra A. Diremos que P es un ideal
primo si es propio y satisface la siguiente condicion:

Para cada a, b en A, se tiene (a©b) € P ¢ (bSa) € P.
M es llamado maximal si es propio y ningun ideal propio de A contiene a M.

Denotamos por Z(A), P(A) y M(A) al conjunto de ideales, ideales primos e ideales
maximales de A respectivamente. Dada una una MV-algebra A, dotamos al conjunto
P(A) de una topologia 7, la cual llamaremos topologia co-Zariski, cuya base de abiertos
estd dada por los conjuntos de la forma

W,={P €P(A) : a € P}.

Al espacio topolégico (P(A), ) lo llamaremos el espectro primo de la MV-algebra A.
Debe observarse que los abiertos W, son precisamente conjuntos cerrados correspondien-
tes a la topologia de Zariski definida sobre el espectro primo de los anillos conmutativos
unitarios (Ver [26]).

Ejemplo 2.7 Sean C' un conjunto no vacio y A una subalgebra de la MV-algebra
0,1]¢. Para todo S C A, el conjunto Jg = {f € A/ f(x) = 0 para todo a € S} es un
ideal en A. Més atin, si S = {c} para algin ¢ € C el conjunto

ey = {fEA : f(e) :0}

es un ideal maximal en A. La prueba de este resultado se puede consultar en [6], Lema
(3.4.1).

Ejemplo 2.8 Para toda MV-algebra A podemos asegurar que por lo menos hay dos
ideales (ideales triviales), el ideal cero y la misma M V-algebra A. Por ejemplo: La MV-
algebra [0, 1] solo tiene como ideales el conjunto {0} y el intervalo [0, 1]. Si I es un ideal
de [0, 1] entonces, para x € I, y € [0, 1] donde y < z tenemos: si x = 0, entonces y = 0;
si x # 0 por la propiedad arquimediana £ < 1, se tiene que 1 € I, lo que implica que
I =10,1].
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A continuacién presentamos algunas propiedades entre ideales y el nicleo de MV-
homomorfismos.

Proposicion 2.1.1 [6] Si A, B MV -dlgebras, y h : A — B un MV -homomorfismo,
entonces:

i. Para cada J € Z(B), h"'(J) = {a€ A : h(a) € J} € Z(A). En particular
Ker(h) € Z(A).

ii. h(a) < h(b) si y solo sia s be Ker(h).
iii. h es inyectiva si y solo si Ker(h) = {0}.

w. Ker(h) # A si y sélo si en B, el elemento cero (0) no coincide con 1 (en forma
corta, B es no trivial).

v. Ker(h) € P(A) si y sdlo si B es no trivial y la imagen h(A) es una subdlgebra de
B.

Sea H # () un espacio topolégico. Una subdlgebra A de [0,1]% se dice que separa
puntos si para todo x,y en H con x # y, existe f € [0,1] tal que f(z) = 0y
f(y) > 0. Como una consecuencia del teorema de Urysohn tenemos que: Si (H,T,,)
es un espacio topologico Hausdorff compacto y [0, 1] dotado con la topologia usual 7,
entonces Cont(H) es una subélgebra de [0, 1] que separa puntos.

El siguiente teorema nos muestra una caracteristica de las MV -algebra que separan
puntos, mostrando que en el caso de la MV-algebra Cont(H) sus ideales puede descri-
birse de forma explicita.

Teorema 2.1.1 ([6], Teorema (3.4.3)) Sea H un espacio Hausdorff compacto y A
una subdlgebra que separa puntos de la MV -dlgebra Cont(H), entonces la funcion
¢ : H— M(A) dada por x — J,, donde J, = {f € A : f(x) =0} es una corres-

pondencia biunivoca entre H y el conjunto de ideales mazimales de A, M(A).

2.1.3. El espacio espectral de los MV-morfismos [0, 1] valuados

En esta seccién asociaremos un espacio topolégico a una MV -algebra A, dicho espacio
es una herramienta fundamental para establecer el objetivo de este trabajo. Tomamos
como referencia a seguir el trabajo presentado en [21].

En las definiciones y resultados siguientes, el intervalo [0, 1] sera visto como subespacio
cerrado de R y la MV-algebra A denotara un conjunto de indices.
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Definiciéon 2.5 Dada la familia {[0, 1], }aca. El producto cartesiano [] [0, 1], es el con-
acA
junto de funciones,

{e: A— |_| [0,1], | e(a) € [0, 1], para cada a € A}.
acA
El valor e(a) se le llama la a-ésima coordenada de e. El simbolo | | significa union
disjunta.

Nota 1 Sean {[0,1],}sca una familia de espacios indexado por los elementos de la

MV-algebra A y I' el conjunto de todos los subconjuntos de [] [0, 1], de la forma
acA

<Wa0> = H Wa
acA
donde W, es un subconjunto abierto de [0, 1]o, y W, = [0, 1], si a # a,. La topologfa
generada por I' como subbase, recibe el nombre de la topologia producto. El espacio

[110,1], provisto de dicha topologia se denomina espacio producto.
acA

Definiciéon 2.6 Sea [][0,1], el espacio producto. Para b € A, el MV -homomorfismo
acA

m [0, 1]a = [0, 1]s,

a€A

dado por my(e) = e(b) se denomina la b-ésima proyeccion.

Proposicion 2.1.2 Toda proyeccion m, : [[ [0, 1]s — [0, 1]y, con b € A es una funcion
acA
continua con la topologia usual de [0,1] y la topologia producto.

Demostracién. Para probar que 7, es continua, notemos que si W, es un abierto
arbitrario de [0, 1], tenemos que

(W) = {eEH[O,l]a : e(b)EWb}

acA
= (W)
el cual es abierto en [] [0, 1],, por tanto 7, es continua. -
acA

Proposicién 2.1.3 La topologia producto es la topologia menos fina que hace continuas
todas las proyecciones

T H[O, 1]a — [0, 1]s.

acA
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Demostracion. Sea ag[O, 1], el espacio producto y denotemos por 7, la topologia
producto en [][0,1],. En la proposicién anterior vimos que respecto a 7, todas las
proyecciones gce)?l continuas. Supongamos que existe una topologia 7" en [] [0, 1], tal
que todas las proyecciones 7, : [] [0, 1], — [0, 1], son continuas, entonces p;re; cualquier
a € Ay para cualquier abiertanT/?/a C [0,1]4, se tiene que m, {(W,) = (W,) € 7/, asi, 7/

es una topologia que contiene todos los elementos subbasicos de 7,. Luego 7, C 7. =
Observacion 2.1 Sea A una MV-algebra, el conjunto
H(A) ={a:A—0,1] : @ es un MV-homomorfismo},

es claramente un subconjunto de [] [0, 1],.
acA

Para cada a € Ay U C [0, 1] abierto, definimos W, C H(A) como,
Wov ={aeH(A)/a(a) e U}.
Si denotamos por I la coleccion
I'={W,u : a € A, U un abierto de [0, 1]},

entonces puesto que I' cubre al espacio H(A) (de hecho H(A) € I ya que H(A) = Wq 0,1
para cualquier a € A), existe una unica topologia en H(A) para la cual I' es subbase.
La topologia 7, para H(A), es la que se hereda del espacio producto [0, 1]4, la cual se
suele llamar topologia de la convergencia puntual (Ver [21]).

Ademés como el intervalo unidad, visto como subespacio cerrado de R es Hausdorff,
entonces H(A) también lo es (Ver teorema (3.5) de [21]).

Finalizamos nuestra introduccion del espacio H(A) con la siguiente proposicion, que
nos muestra una correspondencia que existe entre H(A) y el espacio M(A) de ideales
maximales, de ahi el nombre de espacio espectral para H(A).

Proposicion 2.1.4 (|22], Proposicion (2.1.2)) Sea A una MV -dlgebra. La aplicacion
v H(A) - M(A) tal que a cada MV -homomorfismo o : A — [0,1] le asigna el nicleo
de «, es una funcion biyectiva.

2.1.4. Mv-algebras Semisimples.

En nuestro trabajo consideraremos la categoria MV S|0, 1] de las MV-algebras semi-
simples, que es una subcategoria plena de las MV -algebras.
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Definicion 2.7 Sea A una MV -dlgebra. Definimos el radical de A, como la intersec-
cion de todos los ideales mazximales de A, denotado por Rad(A). La MV -dlgebra A se
le llama semisimple, si Rad(A) = {0}.

Ejemplo 2.9 La MV-élgebra [0, 1] es una MV-dlgebra semisimple, puesto que el inico
ideal maximal es {0}. Recordemos que esta MV-algebra solo tiene los ideales triviales,

(Ver ejemplo (2.8)).

Ejemplo 2.10 Sea H un espacio topologico Hausdorff compacto, el dlgebra de funcio-
nes continuas [0, 1] valuadas sobre H, denotadas como A = Cont(H) es semisimple.
En efecto, para z € H el teorema (2.1.1) afirma que los ideales de A son de la forma

J.={f€eA: f(x) =0}, asi Rad(A) = " J. = {0}.

zeH

La proposiciéon que exponemos a continuacién nos muestra una correspondencia biuni-
voca entre las MV-algebras semisimples y ciertas algebras de funciones continuas.

Proposicion 2.1.5 Toda MYV -dlgebra semisimple A es isomorfa a la MV -dlgebra
Cont (H(A)).

Demostracion. Sea A4 : A — Cont(H(A)) definida como: a — Aa(a), donde

Aa(a) : H(A) — [0,1], Aa(a)(«) = a(a), para todo o € H(A). Se prueba facilmente que
A es un MV-homomorfismo.

Afirmamos que para todo a € A, A(a) es una funciéon continua. En efecto, sea U un
abierto en [0, 1], al tomar imagen inversa, A(a)"(U) = {« : a(a) € U} = W, y, vemos
que A(a)"1(U) es un abierto de la subbase de H(A).

Para la inyectividad calculemos su ntcleo.

Ker(Ay) = {a€ A : M(a)(a) =0, a € H(A)}
= {aEA'a():O acH(A)}
= () {e€A:a(a) =0}

acH(A)

Por proposiciéon (2.2.3) todo ideal maximal de A es el nucleo de algin o € H(A),
entonces

Ker )\A m M

acH(A)

y ademas A es semisimple, luego (| M(A) = {0}, es decir X es inyectiva.
a€cH(A)

La sobreyectividad se deduce del teorema (3.6.7) de [6]. n
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La siguiente proposiciéon nos permite ver que en algunos casos el espacio espectral de
una MV -algebra puede describirse facilmente de manera explicita. Este resultado nos
permitira definir una de las transformacines naturales en el capitulo 3.

Proposicion 2.1.6 (|7], Proposicion 4.1) Para todo espacio Hausdorff compacto H y
la MV -dlgebra Cont(H), la funcion

€ : H— H(Cont(H)),

dada pora © € H por e(x) := e, : Cont(H) — [0,1] donde e,(f) = f(x) para todo
f € Cont(H), es un homeomorfismo.

Demostracion. La prueba esta dividida en tres pasos:

1. Como Cont(H) es un éalgebra que separa puntos, implica que si x # y, significa
que f(x) # f(y), lo que es igual a e,(f) # e,(f). De donde se concluye que € es
inyectiva.

2. Consideremos la aplicacion biyectiva ¢ dada por el teorema (2.1.1) entre el espacio
Hausdorff H y el conjunto M (Cont(H)) de los ideales maximales de Cont(H).
De acuerdo a la proposicién (2.1.4) existe una aplicacién v entre M (Cont(H))
y H(Cont(H )) biyectiva, por tanto v o ¢ es una aplicaciéon biyectiva de H en
H(A), de ahi que € es sobreyectiva.

3. Para todo f € Cont(H), se tiene efoe = f.

e

H(Cont(H)) — [0, 1]

ET
6f06

H

Garantizando asi la continuidad de € en virtud de que la topologia de H(Cont(H ))
es la menos fina que hace continuas todas las proyecciones. Por la compacidad de
H(Cont(H)) tenemos que € es un homeomorfismo.

2.2. C* Algebras

En 1943 Gelfand y Naimark [14] introducen la nociéon de C*-algebra como un algebra
de Banach con una involuciéon *. Ellos mostraron que si tal algebra es conmutativa,
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entonces es isomorfa a la C*-algebra C(H ) de funciones complejas continuas sobre un
espacio compacto Hausdorff H. Los detalles de las propiedades y ejemplos, se pueden
consultar en [28] capitulo 11 y [9] capitulo 8.

Definicion 2.8 (C*-algebra ) Una dlgebra Banach X, es una C*-dlgebra si sobre X
se ha definido una operacion x : X — X, llamada involucion, que cumple:

1* (%) =z Involutividad.

2% (zy)* = y*z* Antimultiplicatividad.
3* (ax +y)* = ax* +y* Antilinealidad.

4* e = ).

Observacion 2.2 La condiciéon (4*) garantiza que en una C*-dlgebra, la involucion

preserva la norma y por tanto es continua.

Ejemplo 2.11 El campo C de los niimeros complejos junto con la involuciéon dada por
la conjugacion compleja A — X es una C*-algebra con unidad.

Ejemplo 2.12 El algebra de Banach C(H ) de las funciones continuas con valores en
C definidas en un espacio topoldgico Hausdorff compacto H no vacio, con la norma de
supremo definida por

171 = sup (5]

Definimos la multiplicacion en forma usual: (fg)(s) = f(s)g(s), s € H. Esto convierte a
C(H) en una élgebra de Banach conmutativa con involucion (f(s))* = f(s); la funcién
constante 1 es el elemento unidad.

Ejemplo 2.13 Es sabido que si H es un espacio de Hilbert, todo funcional lineal con-
tinuo A : H — H es acotado. Si definimos la norma de A como

[A[] = sup { [[Az]| : flzf] < 1}

se prueba facilmente que la suma y la composiciéon de dos operadores lineales continuos
son a su vez continuos y lineales. Para cada y € H definimos el funcional lineal continuo
T(x) = (Ax,y), el teorema de representacion de Riesz garantiza la existencia un tnico
elemento A*y tal que T'(z) = (x, A*y) . Esto es,

(Az,y) = (z, A"y) v (A"y,2) = (y, Ax).
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Definimos entonces otro operador lineal continuo A* : H — H llamado el adjunto de A.
El conjunto L(H) de los operadores lineales continuos en H, junto con la adicion y las
operaciones de composicion, la norma y el operador adjunto como involucién, forman
una C*-algebra. Este es el mas importante ejemplo de una C*-algebra.

Definicion 2.9 Sea X y Y dos C*-dlgebras, se dice que & : X — Y es:

= Un x-homomorfismo, si es un homomorfismo de dlgebras de Banach que respeta
la involucion, es decir que ®(z*) = *(z).

» Un x-homomorfismo unidad, es un x-homomorfismos que preserva la unidad del
dalgebra.

2.2.1. Teorema Gelfand-Naimark

El teorema de Gelfand-Naimark propone que cualquier C*-algebra conmutativa, puede
verse como la C*-algebra que consta de las funciones continuas con valores en C definidas
en un espacio topologico localmente compacto H, denotadas como C(H). Cuando la C*-
algebra tiene unidad, este espacio topolégico es compacto.

Empezamos mostrando que en algunos casos el espacio de caracteres de un élgebra de
Banach puede describirse facilmente de manera explicita. El siguiente teorema ilustra
este hecho. La notacion C(H) representa el conjunto de funciones continuas complejas
sobre H.

Teorema 2.2.1 2], [28] Sea H wun espacio Hausdorff compacto. Los espacios H
y Char(C(H)) son homeomorfos.

Demostraciéon. Para cada = € H, definimos el caracter b, : C(H) — C
como b, (f) = f(x) para todo f € C(H), probemos que la aplicacion

p: H — Char(C(H))

dada por x — b, es un homeomorfismo.

Empecemos probando que es inyectiva. Sea x,y € H, entonces de la definicion de pu,

p(z) = b,y uly) = by, asi, para todo f € C(H) tenemos bh,(f) = f(z) y b,(f) = f(y),
como C(H) es un algebra que separa puntos, si x # y tenemos que f(z) # f(y). Por

tanto es inyectiva.
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Para probar la sobreyectividad probemos que todo caracter h € Char(C(H)) es de la
forma b,, para algin z € X. De no ser asi existiria un ideal maximal M de C(H) tal
que M = Ker(h) que contendria para cada p € H una funcion f(p) # 0. Como H es
compacto, entonces M ha de contener un ntimero finito de funciones fi, f, ..., f,, siendo
almenos una de ellas distinta de cero en cada punto de H.

Sea g = fif,+ ...+ fuf,, entoces g € M, ya que M es ideal; g > 0 en cada punto de H,
luego ¢ es invertible en C(H), pero los ideales propios no tienen elementos invertibles,
por tanto h = b, para algin = € H.

Asi la aplicacion
p: H—— Char(C(H))

r—— b,

donde b, (f) = f(z) para todo f € Char(C(H)), es biyectiva.
Ademas, para todo f € C(H),

f

Char(C(H)) —=C
NT A
fou
H
f’ opu = f. Esto garantiza la continuidad de g en virtud de que la topologia de
Char(C(H)) es la menos fina que hace todas f continuas. Usando la compacidad de
Char(C(H)) se concluye que p es un homeomorfismo. n

Para enunciar y demostrar el teorema de Gelfand-Naimark, resulta conveniente presen-
tar primero los siguientes lemas [30].

Lema 2.2.1 Sea X una C*-dlgebra conmutativa con unidad. Si x — x* define una
involucion de X, entonces 1* = 1.

Demostracion.

1* = 1.1 porque paratoda z € X, l-z=x-1=x
= 1™.1" involutividad, propiedad 1*. de la definicion (2.8)
= (1 . 1*)* antimultiplicatividad, propiedad 2*. de la definicion (2.8)
= (1")" paratoda re X1l-z=z-1=x

= 1 involutividad. ™}
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Lema 2.2.2 Sean X una C*-dlgebra conmutativa y x € X, entonces se cumple que

2 *
|22 = llz® vy [l = [l=*]|.
Demostracion.
Hm2H2 = H(m2)*x2|| por propiedad 4* de la definicion (2.8)
[ (z2)* (zz)||
||x*x*xx| por 27
(z*z)(z"x)|| conmutatividad y asociatividad
|z*z|| ||z*2|| propiedad de |||
o+ x|
= =" por 4.
Luego ||22|| = ||z||*. De la misma forma se tiene
|lz|[* = llz" - 2| propiedad 4*
= |jz-2"|| conmutatividad
|z - 2| involutividad
= ()" - (z")|| asociatividad
= ||£L’*||2 propiedad 4*
por 1o que [Jz]] = [la*]| .

Lema 2.2.3 [24] Sea X una C*-dlgebra conmutativa.

1. Si x € X satisface x* = x71, entonces la transformada de Gelfand de x tiene
modulo 1, es decir |z| = 1.

2. Siy € X satisface y* =y, entonces i es real.

Demostracién. Sea z* = a2 !, entonces al aplicar involucién en los dos lados,

(x71)* = (z*)*, ahora por la propiedad 4* de la definicion (2.8) se tiene, (z7!)* = z.
Asi es

* 2 —1\x — _ 2

L= |zz| = llz[I° vy 1=[@ )27 =27,

luego Sp(z) = {A € C : x — X-1 es no invertible} y Sp(x~!) estan contenidos en el
disco unidad B(z, 1), lo cual sélo sucede cuando |A| = 1, para todo A € Sp(x), es decir
cuando 2 tiene modulo 1.
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Ahora si z pertenece a cualquier algebra de Banach, la serie

0
>
n!
n=0
converge a un elemento e* que satisface
—_—
~ 2 zn
z — i
e = ( !)
n=0
SN
>
N !
n=0
= 62.

z

Ademas e* es invertible y su inverso es e™*, asi, la involucién z — z* es continua, por

el lema(2.2.2). Luego, para z € X se tiene

(ez)* — Z (Zn') _ Z (Zn‘) _ ez*.

Sea y* =y yv x = e, entonces
—qu* —q p—
r=eW =W =7g""

como Sp(z) C B(z, 1), se tiene que Sp(y) es real. n

Ademés de los resultados citados anteriormente, para la prueba del teorema de Gelfand-
Naimark necesitaremos el Teorema de Stone-Weierstrass [28] el cual enunciamos a con-
tinuacion. Recordemos que si E es un espacio topolégico, el simbolo C(FE) representa el
conjunto de funciones continuas f : £ — C.

Teorema 2.2.2 (Stone-Weierstrass) Sea (E,T) un espacio vectorial topoldgico com-
pacto y Hausdorff. St A C C(E) es una subdlgebra que cumple las siguientes condiciones:

1. Las funciones constantes pertenecen a A.
2. Si f € A entonces, f € A.

3. Six,y € E son tales que x # y, existe f € C(E) tal que f(x) # f(y).

Entonces, A = C(E); es decir, A es densa en C(E) con la norma |-
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Debido a la importancia que represente el teorema de Gelfand-Naimark en este trabajo
y dado que su demostracion retine muchos de los conceptos estudiados e introducidos
hasta ahora, vemos conveniente reescribir su prueba. Este resultado nos permitira definir
una de las transformaciones naturales requeridas para alcanzar nuestro objetivo.

Teorema 2.2.3 (Gelfand-Naimark) [9] Para cada C*-dlgebra conmutativa X con
unidad, la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico entre X y

C(Char(X)).

Demostracion. Por la proposicion (1.3.2) y el lema (2.2.2), la transformada de Gelfand
es una isometria de X sobre la subdlgebra cerrada X = {Z: € X} de C(Char(X)).

Para z € X, sean

T+ x* r—x*
= z = .
2 Y 2
Entonces
ny r+z* ix—:c*
12 =
Y 2 2%
= .’L',
¥y=1 - T
y
. T =" « rr—x
z = =
) = ey
B x*—:c_x*—:z:
2% =2
r—x*
= = z.
21

Asi x* = y* —iz*. Al aplicar el lema(2.2.3), se tiene x* = y — iz, por consiguiente

- —
r* = y—1z
=T
= .

Lo anterior muestra que en particular, si T € X, entonces el conjugado complejo Z de
T también estd en X.
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Como X ={T:z€ X} C C(Char(X)) es una subalgebra que contiene a las funciones
constantes, porque para todo A € C se tiene

(AL)(h) = hH(AL) = Ab(1) = \.

Por ultimo se observa que si hy # hs, existe y tal que hi(y) # ha(y), entonces X es
una subalgebra que cumple con las condiciones del teorema (2.2.2), por tanto X debe
coincidir con C(Char(X)). Completando asf la demostracion. n



Capitulo

Dualidad Gelfand-Priestley

En este capitulo analizaremos los funtores H y Char de las dualidades establecidas en
[7] (proposicion (4.2)) y la dualidad de Gelfand en [27|, posteriormente presentaremos
una equivalencia dual entre la categoria de MV S[0, 1] de las MV -algebras semisimples

y la categoria C*(C) de las algebras de Banach con involucion.

3.1. Dualidad entre MV S[0,1] y C*(C)

Nuestro objetivo es estudiar los funtores Char de [27] y H de[7] para definir los funtores
K:C*(C)— MVSI[0,1] y T:MVSI[0,1] — C*(C),
y las transformaciones naturales
n:Iyvspy — KT y 7:TK— 1c+()

de modo que (7', K, n, 7) establezcan una equivalencia dual entre las categorias MV S [0, 1]
y C*(C), como se muestra en la figura siguiente.

33
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K

MV S0, 1]
Equivalencia dual

3.2. Los Funtores K y T

3.2.1. El funtor K

Incluimos el funtor Char de la dualidad de Gelfand [27], el cual va de la categoria
C*(C) de las algebras C* sobre C, a la categoria Hauss de los espacios Hausdorff

compactos, esto es,

Char : C*(C) — Hauss,

para X € C*(C) se tiene Char(X) = {h: X — C, h homomorfismo complejo} es un
espacio Hausdorff compacto (teorema 1.3.3), y si & : X — Y es un
homomorfismo, entonces

Char(®) : Char(Y) — Char(X),

para todo g € Char(Y), Char(®)(g) = go o.
Veamos que Char es contravariante: sean ® : X — Y y Q:Y — Z morfismos en
C*(C) y l € Char(2),

X2y 2.z .

~
Qo
Char(Qo®)(I) = [0(Qo®), definicion de Char(® o )
= (IoQ)o®, asociatividad en C*(C)
= Char(®)(lo ), definicion de Char(®)
= Char(®)(Char(Q)(l)), definicion de Char()
= (Char(®) o Char(Q2))(I), definicién de compuesta.
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Luego Char(2 o @) = Char(®) o Char(f2), o sea:

Char(Y)CLr(q))Char(X)

Char(Q)T A;) o Char(Z)

Char(Z2)

Ademas, Char preserva identidad. Sea 1 X =X,

Char(1,)(h) = Char(1,)(h) = (hol,) definicion de Char(1,)

= 1Char(X) (b)

Concluimos, Char(1,) =1, (x). Definimos entonces el funtor,

K : C*(C) — MVS[o, 1.

Puesto que K(X) = {f : Char(X) — [0,1] : f es continua} para X € C*(C), es
claro que K esté bien definido, en efecto K (X) es una MV-algebra con las operaciones
definidas puntualmente; para todo h € Char(X) y todas fi, fo € K(X) se tiene que

(f1® f2)(h) = fi(b) & f2(b) vy (=f1)(b) = =(f1()).

Adicionalmente, Ok (x) : Char(X) — [0,1] esta dado por Ok (x)(h) = 0. El ejemplo
(2.10) nos muestra que K (X) es semisimple.

Si® : X — Y es un s-homomorfismo y f € K(X), entonces la aplicacion de MV-
algebras , K(®) : K(X) — K(Y)definida por, K(®)(f) = f o Char(®), es un MV-
homomorfismo. En efecto,

1. Dada Og(x) : Char(X) — [0,1] la funcién constante cero. Sea g € Char(Y)

K(®)(0x(x))(8) = (0x(x)o Char(®))(g), definicion de K(P)
= Ok(x)(Char(®)(g)), composicion de funciones

= 0, porque Og(x) es la funcion constante cero.

2. Sean f1, fo € K(X), y g€ Char(Y), por definicion de K(®P) tenemos que,
K(®)(f1 @ f2) = (f1 & f2) o Char(®).
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De otro lado K (®)(f1)® K (®)(f2) = (fioChar(®))® (f,0Char(®)). Afirmamos
que (f1 @ f2) o Char(®) = (f; o Char(®)) @ (f» o Char(®)). Efectivamente,

[(fl @ fa) o Char(@)] (9) = (idf2) (Char(@)(g))
= fi(Char(®)(g)) ® f(Char(®)(g))
= (fio Char(®))(g) ® (f2 o Char(®))(g).

Por tanto,

K(®)(fi ® f2) = K(Q)(f) & K(D)(f2).

3. Igualmente de la definicion de K, K(®)(—f1) = (=f1) o Char(®), por el otro
lado

—K(®)(f1) = ~(f1 o Char(®)).

((-f1) o Char(®))(g) — (-f;)(Char(®)())
- ~(h(ca@w))

— ﬂ((fl o Char(cb))(g))
- ﬁ(fl o Char(@))(g),
luego K(®)(—f1) = ~K(®)(f1).

De 1, 2y 3 K(®) es un morfismo en MV'S|0, 1].

Ahora observemos que K respeta la composicion de morfismos: sean & : X — Y,

Q:Y — Z x-homomorfismos y f € K(X). Por definicién de K

K(Qo®)(f) = foChar(Qo ®),

(K(Q)oK((I)))(f) = K(Q)(K((I))(f)), composicion
= K(Q) (f o Char((I))), definicion de K (®)

= (fo Char(®)) o Char((2), definicion de K(f)

= fo( Char(®)o Char(2)), asociatividad de composicion
= fo Char(Q2o®), Char es contravariante

= K(Qo®)(f), definicion de K(Qo ).



3. Dualidad Gelfand-Priestley 37

En consecuencia K es un funtor covariante.

En resumen:

K CHC) MVS[0,1]
X +——{f:Char(X) — [0,1]/ f-continua}
X
o] e K@K K
f —  foChar(®)
Y

3.2.2. El funtor T

Anélogo al funtor anterior, presentamos primero el funtor H de la proposicion (4.2)
en |7], que se define de la categoria de las MV-algebras semisimples, MV S[0,1], a la
categoria Hauss. Es decir,

H: MV S[0,1] — Hauss
donde una MV-algebra A se envia a el espacio Hausdorff estudiado en la seccion (2.1.3),
H(A) = {a: A—[0,1] : @: MV —homomorfismo}. Y la imagen de f : A — B un
MV-homomorfismo es H(f) : H(B) — H(A), definido por H(f)(5) = B o f. La prueba
que es un funtor contravariante es analoga a la del funtor Char, a pesar de ello verifi-
caremos composicion. Para f: A — B, g : B — C MV-homomorfismos y A € H(C'), se
tiene
A-Loptoc-20,1]

AN
N
gof

H(go f)(A\) = Xo(gof), definicion de H(®P o Q)
= (Aog)o f, asociatividad en MV S0, 1]
= H(f)(Aog), definicion de H(f)
H(f)(H(g)(A)), definicion de H(g)
= (H(f) oH(g))()), definicion de compuesta.

De donde H(g o f) = H(f) o H(g).
H preserva identidad: sea 14: A - A, a € H(A) y a€ A
H(1a)(a)(a) = (aola)(a)
a(la(a))
a(a)

= 1]I-H(A) (a(a)).
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Ahora exponemos el funtor

T : MVS[0,1] — C*(C) ,

para A € MVS[0,1], T(A) = {®:H(A) — C : & continua}, del ejemplo (2.4.2) al
dotar a T'(A) con la norma del supremo

|| = sup [®(a)].
acH(A)

la multiplicaciéon puntual de funciones
(P1P2)(a) = P1(a)Po(r), con « € H(A),

la funcion constante 1(uno) como unidad y la involucion *, el conjugado complejo. Por
ello T'(A) es un algebra de Banach C* sobre C.

Sif:A— Besun MV—homomorfismo y ® € T'(A) entonces T'(f) : T(A) — T(B)
donde T'(f)(®) = ® o H(f)

T(f)(®1+ P2) = (1 + Do) o H(S) definicion de T'(f)

1 = ¢, 0H(f)+ PyoH(f) definicion de suma y compuesta
=T(f)(®1) + T(f)(®2) definicion de T'(f).
T(f)(®1+ P2) = (1 + Do) o H(S) definicion de T'(f)

2 = ®; o H(f) + P o H(f) definicion de suma y compuesta

=T(f)(®1) + T(f)(®2) definicion de T'(f).

T(f)1) =1oH(f)
3 Sea 1: H(A) — [0, 1] la funcién constante uno. = 1(H(f))
=1

De 1,2y 3, T(f) es un *-homomorfismo en C*(C). Siendo asi, T" esta bien definido
tanto para objetos como para morfismos.

Verifiquemos que 7" es un funtor covariante,

I. Consideremos el MV-homomorfismo identidad 1, : A — A y veamos que 7'(1,)
es el morfismo identidad 1 Sean A € MV S[0,1], @€ T(A) y «a€H(A).

T(A)"

T(lA)(CI))(Oé) = (@OH(lA))(a)
= @(H(1,)(a))
= O(a).

Asi, T(1,)=1

T(A)"
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I1. Para finalizar se muestra que T respeta composicion de morfismos, sea f : A — B,
g:B— Cy©eT(C), por definicion de T se tiene, T(go [)(0) = O oH(go f),
ademas:

(T(9)oT(f))(©) = T(g) (T(f)(©)), definicién de compuesta
(@ oH(f ) definicion de T’
(@ o H(f)) o H(g), definicion de T
© o (H(f) o H(g)) asociacién de la composicion

= O©oH(go f), H es contravariante
= T(go f) (©).

En consecuencia de I y II, T es un funtor covariante.

Resumimos el funtor 7', con lo siguiente

T MVS[0,1] C*(C)
A +—— {®:H(A) — C/ P-continua}
A
] T - T
O s Do H(f)
B

3.3. Las Transformaciones Naturales n y 7

Ya contamos con los funtores adecuados y bases suficientes para definir las tranformacio-
nes naturales n : lyvgoy — KTy 7 @ TK — lg«g de tal forma
que (K, T,n,T) establezcan una equivalencia dual entre la categoria de la MV -algebras
semisimples y la categoria de las C*-dlgebras sobre C.

3.3.1. Transformacioén n

Para A € MV S|0, 1], se concluy6 en la seccion (2.1.3) que H(A) es Hausdorff compacto;
con este espacio, el teorema (2.2.1) mnos dice que la aplicaciéon
piz(ay : H(A) — Char(C(H(A))) definida como o +— b, es un homeomorfismo, ade-
més de la definicién de T se tiene que Char (C(H(A))) = Char(T(A)), de esta manera
consideremos 7 la familia de MV -morfismos entre MV-algebras.

{m:A%K@M»}

AeMVS[0,1]
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por
nai A K(T(A))
a —————— nala): Charh(T(A))ﬁ [O(,l;

Mostremos que 7 es una familia de MV -homomorfismos. Esto es, para toda MV -algebra
A, na es un MV-homomorfismo. Sean a,b € Ay b, € Char(T(A)),

nala ®b)(he) = ala+0), definicion de 14
1 =afa) ® a(b), «aes MV-homomorfismo
na(a) ®na(b), definicion de na.
14(04)(ha) = a(04) definicion de n4(04)

=0, a es un MV -homomorfismo.

3 na(—a)(ha) = a(—a)  definicion de ny

= -a(a)  «es un MV-homomorfismo.

de 1, 2 y 3 na, es un MV-homomorfismo.

Evidenciemos que 7 es una transformaciéon natural, esto es equivalente a probar que el
siguiente diagrama es conmutativo.

A" gTA)

f KT(f)
N

B KT(B)

lo cual a su vez es equivalente a mostrar que KT(f)ony = npo f. Para a € A

(npo f)(a) =n5(f(a)), vy bs € Char(T(B)), resulta np(f(a))(hg) = B(f(a)).

(KT(f)ona)a) = KT(f)(na(a))
= na(a) o Char(T(f)).

Para el otro lado, b, o T(f) = bgoy. En efecto, sea el MV-homomorfismo
f:A— B, usando los funtores H y 7 tenemos las funciones H(f) : H(B) — H(A) vy
T(f): T(A) — T(B). Ahora aplicando el funtor Char a T'(f) se logra

Char(7T'(f)) : Char(T(A)) — Char(T(B)),

ademas por el teorema (2.2.1), los espacios H(A) y H(B) son homeomorfos a Char(7'(A))
y Char(7T(B)) respectivamente, lo que hace conmutativo el siguiente diagrama
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H(B) H(A)
HH(B) P a)
Char(7(8)) 0] Char(r(4))

es decir, pu ,, o H(f) = Char(T(f)) o p,, - La igualdad anterior, nos dice que si
B € H(B)

(o B (B) = i (H()(3)) _compuesta
1 = [y (Bo ) definicion de H
= baos definicion de p.
(Char(T(1)) i) (3) = Char(T(5) (i, (3)) compuesta
2 = Char(T(f))(hs) definicion de p
=bhsoT(f) definicién de Char.

concluimos hgor = hg o T'(f). Ahora, para hg € Char(T(A))
(naa) o Char(T'(f)))(hs) = na(a)(Char(T(f))(hs)) compuesta
= nal(a)(hsoT(f)) definicion de K,
(a)(

= (Bo f)(a) definicion de n
)

Hemos probado que 1 es una transformaciéon natural.

Mostremos finalmente que 7 es biyectiva.

» Las MV-algebras Ay KT(A) son equipotentes. Por el teorema (2.1.5) A es iso-
morfa a Cont(H(A)), y del teorema (2.2.1) el espacio H(A) es homeomorfo a
Char(C(H(A))), asi las MV-élgebras de funciones continuas Cont(H(A)) y

Cont Char(C(H(A)))) son equipotentes. Luego, A es equipotente con KT'(A),

que es Cont (Char(C(H(A)))) .
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= 74 es inyectiva. Calculando su ntcleo:

Ker(nA) = {a S 77A<a>(ha) =0, by € Char((T(A)))}
= {a€A:ala)=0,acHA)}
= ﬂ{aeA:a(a):()}.

a€cH(A)

Se sabe que para o € H(A), Ker(«) es un ideal maximal de A (proposicion (2.1.4)),
entonces

Ker(UA) = m M<A)7

acH(A)

y ademés A es semisimple, luego Ker(na) = [ M(A) = {0}, es decir n4 es
a€cH(A)

inyectiva. Asi, tenemos que 7 es biyectiva.

Por tanto ) es un isomorfismo natural.

3.3.2. Transformaciéon 7

En la transformacion 7, apoyandonos en el hecho de la observacion (1.1) ilustraremos
el isomorfismo natural 771,

Sea X € C*(C), por el teorema (1.3.3) Char(X) es Hausdorff compacto, la proposicion
(2.1.6) nos dice que tenemos el homeomorfismo

¢ : Char(X) — H(C(Char(X))),

Char(X)

dada por h + o, . Por la definicion de K, H(K (X)) = H(Cont(Char(X))), asi dispone-
mos de la familia 77! de *-homomorfismos entre C*-algebras,

{T; X — T(K(X))}

XeC*(C)
por
X — (K (X))
P @) HEX) = ¢

Sea X € C(C), 7' es un *-homomorfismo. En efecto, z,y € X y ayy € H(K (X))
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. % (r+y) () =h(z+y) definicion de 77
=h(x) +bh(y) b es un *-homomorfismo
5 5 (x-y)(ay) =h(x-y) definicion de 771
=bh(z) - bh(y) b esu*xhomomorfismo
T (@) (ay) = h(x*) definicion de 77!
3 = (b(z))* b es u x-homomorfismo
=b"(z)
1 — . ., 1
4 | Sea 1 la unidad del algebra X, mx ((ay) =b(1)  definicion de 7
=1 por lema (1.3.1)

Los items 1 al 4 prueban la afirmacion.

Mostremos que 7! es transformacion natural, esto es, probar que el diagrama siguiente

es conmutativo.
1

7-X
X TK(X)
® TK(®)
1
Y s TK(Y)
lo cual es equivalente a tener que
TK(®)ory' =1y 0®. (3.1)

Para el lado derecho de la ecuacion (3.1): Siz € X, (13 0®)(z) = 751 (®()). Se puede

notar que
T od H(K(Y)) = C,

por tanto si By € H(K(Y)), se tiene 7' (®(2))(By) = g(®(x)).

Para la parte izquierda de la igualdad (3.1), mostremos primero que ;0 K (®) = Syo0-
En efecto: dado el x-homomorfismo ® : X — Y aplicando el funtor Char se logra la
funcién

Char(®) : Char(Y) — Char(X), (3.2)

utilizando el funtor H a K(®) implica que H(K(®)) : H(K(Y)) — H(K (X)), por el
teorema (2.1.6), los espacios Char(X), Char(Y) son homeomorfos a H(K (X)) vy
H(K(Y)) respectivamente, de donde el siguiente diagrama conmuta.
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Char(®)

Char(Y) Char(X)
€Char(Y) €Char(X)
H(K
A(r (V) SO g (x)

es decir €cpar(x) © Char(®) = H(K(®)) o echar(v). Sea g € Char(Y)

(eChar(X) o Char(®))(g) = € cnar(x) (Char(®)(g)) compuesta

1 = €oparcx) (80 P) definicion de Char
= Qgod definicién de e.

(E(K(®)) © conmr)(8) = H(K (@) (comn(r)(8)) _compuesta

2 = H(K(P))(ayg) definicion de e
=ay0 K(D) definiciéon de H.
Luego
Qgor = (g 0 K (D). (3.3)

Ahora en la parte izquierda de la ecuacion (3.1) se tiene para oy € H(K (X))

(tx'(z) o H(K(®)))(ag) = 7x(x)(H(K(®))(ag)) compuesta
X (x)(ag ®)) definicion de T,
)}1(33)(0%0@) por ecuacién (3.3)
(go®)(z) definicion de 7

)
= 0(®(x)).

1

de donde se deriva que 77" es una transformacién natural.

Para la biyeccion de 77!, citamos el funtor C de la dualidad de Gelfand [27], que se
define de la categoria Hauss a la categoria C*(C),

C : Hauss — C*(C),
donde, H € Hauss, se tiene la C*(C)-algebra dada por el ejemplo (2.11.2)
C(H)={f:H — C/ f continua}

y si X : H — G es una funcién continua entre espacios topologicos,
C(X):C(G) — C(H), como C(X)(g) = go X para toda g € G. La prueba de que
C es un funtor contravariante es analoga a la del funtor Char.
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Dada la C*-algebras X, Y por el teorema de Gelfand-Naimark, las Cx-dlgebras X,
Y son isomorfas a C(Char(X)), C(Char(Y)) respectivamente, es decir, se tienen las
aplicaciones biyectivas A, : X — C(Char(X)) y A, :Y — C(Char(Y)), por lo tanto
para ® : X — Y un x-homomorfismo, el diagrama siguiente conmuta.

X 2 Y
/\X /\Y
C(Char(X)) S ™) ¢(Char(y))

Del teorema (2.1.6) los espacios Char(X) y Char(Y) son homeomorfos a
H(Cont(Char(X))) y H(Cont(Char(Y))) respectivamente, de donde tenemos las
aplicaciones biyectivas,

eaiar(i) : H(Cont(Char(i))) — Char(i) coni=X,Y. (3.4)

Aplicando el funtor C a las funciones descritas en (3.4), se tienen los isomorfismos de
algebras siguientes.

C(eaiar(i)) : C(Char(i)) — C(H(Cont(Char(i)))) coni=X,Y. (3.5)

Utilizando la funcién (3.2) obtenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

C(Char(®))

C(Char(X)) C(Char(Y))

—1 —1
C(EChar(X)) C(Echar(Y))

C(H(Cont(Char(X)))) ——— C(H(Cont(Char(Y))))

donde ¥ = C(H(Cont(Char(®)))). Uniendo estos dos tltimos diagramas

X L Y
e N
// /\X /\Y N\
C(Char(X)) C(Char(Y))
Px Py
C(E(;;a x)) 6(661118 )
\\\ %/

C(H(Cont(Char(X)))) C(H(Cont(Char(Y"))))
TK(X) TR @) TK(Y)
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Es claro que tanto py como py son biyectivas. Finiquitamos que px = 75, en efecto,
sea x € X,

px(@) = (Clesl ) oA (@)
(

- ( Char(x)) /\X( )) composicion

= Ny(x)oe i , definicion de C,
ahora sea a € H(K (X)),
pe(@)oy) = (Ap()oes, )ay)
= /\X(:c)(eciar<x)( ay)) composicion
= A, (z)(h) definicion de eci )

= b(x) transformada de Gelfand.

Asi, py(z) =771 (2).

Culminamos nuestro trabajo con el teorema de equivalencia dual.
Teorema 3.3.1 (K,T,n,7) es una equivalencia dual entre MV S[0,1] y C*(C).

Demostracion. ) : 1yvgjo1 — KoT y 7 : ToK — 1¢+(¢) son isomorfismos naturales,
por tanto las categorias MV S[0, 1] y C*(C) son equivalentes. u

Mostramos algunos ejemplos de la dualidad obtenida.

Ejemplo 3.1 Sea la MV-algebra [0, 1], aplicando el funtor T, se tiene que
7([0,1)) = {® : H([0,1]) — C /P continua},

por la Proposicion (2.1.4) existe una aplicacion biyectiva entre HJ[0,1] y los ideales
maximales de [0, 1], ademas, M([0,1]) = {{0}}, entonces H([0,1]) = {ao}, es decir,
s6lo hay un MV-homomorfismo. Con este conjunto definimos el conjunto

C(H([0,1])) ={® : {ap} — C /P continua},

claramente, las tinicas funciones continuas definidas en este conjunto, son las funciones
constantes, por tanto 70, 1] = C.

Ejemplo 3.2 Consideremos las dlgebras de Lukasiewicz

Ln: 07 ! 7"'7n_271 )
n—1 n—1

éstas algebras son subélgebras de [0,1]. El tnico ideal maximal de L, es {0}, por la

proposicion (2.1.4), H(L,) = {ag}, de igual forma que en el caso anterior T'(L,,) = C.
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Ejemplo 3.3 Tenemos un resultado de las dlgebras C*, este es:
Proposicion 3.3.1 [28] Todo isomorfismo de C*-dlgebras es un homeomorfismo.

Sean X,Y dos C*-algebras y ® : X — Y un *-isomorfismo. Al aplicar el funtor K, se
tiene

K(®): K(X) — K(Y),
se sabe que K(X) = Cont(Char(X)) y K(Y) = Cont(Char(Y")), claramente K () es
un M V-isomorfismo. Ademés para las M'V-algebras K(X) y K(Y) existen los espacios

Hausdorff compactos H(K (X)) y H(K(Y)) dados por la proposicién (2.1.5). Asi se
tiene la funcién continua biyectiva

H(K(®)) - H(K(Y)) — H(K(Y)),

como K (®) es biyectiva, entonces existe K (®) ™!, asf entonces también existe H(K (®)~1)
la cual también es continua, por tanto los espacios H(K (X)) y H(K(Y)) son homeo-
morfos, por tanto se tiene.

Proposicion 3.3.2 Todo MYV -isomorfismo entre MV -dlgebras semisimples, inducen
un homeomorfismo entre sus espacios espectrales de los MV -morfismos [0, 1] valuados,
respectivos.
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» En la introduccion se menciona que M. Gelfand en [27] muestra que la categoria
de las C*-algebras conmutativas con unidad notadas por C*(C) son dualmente
equivalente a los espacios Hausdorff. La proposicion (4.2) de |7]| establece una
equivalencia dual entre la categoria de los espacios Hausdorff y las MV -algebras de
la forma Cont(X) = {f : X — [0,1] / f continua}, con X un espacio Hausdorff
compacto denotadas por MV S[0, 1]. Obtenemos asi una equivalencia dual entre la
las C*(C)-algebras y las MV S|0, 1] por aplicacion del funtor Char y H de modo
que los siguientes diagramas conmutan.

C*(C) K MV S[0,1] MV S[0,1] T C*(C)
Haus Haus

Donde los funtores C y Cont envian a cada espacio Hausdorff compacto X al
conjunto de algebras

C(X)={f:X—C/f continua} y Cont(X) = {f : X — C/ f continua}, res-

pectivamente.

La dualidad que se ha obtenido en este trabajo, muestra que para el caso de
MYV -&lgebras semisimples es posible pasarlas en términos de C*-algebras conmu-
tativas con unidad y viseversa. Para un futuro estudio se podria pensar la posibi-
lidad de representar MV -algebras mas generales. Esta representacion se dificulta
para el caso de C*-algebras no conmutativas, dado que los espacios involucrados
para éstas son localmente compactos y para este tipo de espacios no tenemos una
equivalencia que nos permita estudiar una posible representacion.

= En la construcciéon de la dualidad, fue necesario estudiar en detalle las dualidades
existentes, las topologias involucradas y abordar la teoria necesaria para establecer
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la equivalencia como aporte a la literatura especializada, dado que no hay ninguna
prueba en las referencias usadas.

= Sea X un espacio normado y X* su dual, en el estudio de la topologia *-débil de
X, denotado por o(X*, X) como la topologia de X*, para los elementos de X, por
tanto es la menor topologia en X* que hace continua los elementos de X. Ahora
para una MV -algebra, se dota la topologia de la convergencia puntual, estudiada
en la seccion (2.1.3), siendo esta la topologia producto la cual es la menos fina que
hace continua todas las proyecciones (proposicion (2.1.3)). Se puede observar que
la topologia de Gelfand, por la dualidad obtenida no es otra cosa que la topologia
de convergencia puntual.
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