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Abstract
In this work we will present a general form of the Sylow’s theorems introducing the concepts of
Fitting classes and X-injector of a finite soluble groups G. We will proof that, if X is a Fitting
class and G is a finite soluble group, then there are the X-injectors of G and these are conjugated
in G™.
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Resumen
En el siguiente trabajo presentamos una generalizacion de los teoremas de Sylow introduciendo
los conceptos de clases de Fitting y X-inyector de un grupo finito soluble G. Para ello demos-
traremos que, si X es una clase de Fitiing y G es un grupo finito soluble, entonces existen los
X-inyectores de G y estos son conjugados en G*".
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1 Introduccién

En el presente articulo abordaremos uno de los trabajos centrales de teoria de
clases de grupos finitos solubles, como lo es la generalizacién de los teoremas de
Sylow. Estos resultados fueron estudiados y analizados para redactarlos con todo
detalle y en algunos casos concretos obtener demostraciones distintas a las ya
existentes.

El desarrollo histérico de la extension de los teoremas de Sylow se inici6 en el
ano 1928, cuando Phillip Hall present6 el primer prototipo de ésta, en la cual los
conceptos de p-subgrupos y p-subgrupos de Sylow se extienden a los conceptos
de m-subgrupos y m-subgrupos de Hall, respectivamente. Si 7 es un conjunto de
nameros primos y H es un subgrupo de un grupo finito G, entonces se dice que
H es un m-subgrupo de Hall de G, si todos los divisores primos de |H| pertenecen
a 7w y todos los divisores primos de |G : H| no pertenecen a 7.

En dicha extension se logro probar que para un grupo finito soluble G, siempre
existen los m-subgrupos de Hall de G y que dos cualesquiera de ellos son conjugados
en GG, es decir, existe una tnica clase de conjugacion de dichos subgrupos, similar
a como sucede con los p-subgrupos de Sylow.

Como resultado de un continuo desarrollo de la teoria, se observo que para
un grupo finito soluble G, el conjunto de sus w-subgrupos de Hall, denotado con
Hall(G) esta caracterizado por las siguientes condiciones:
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1. H € Hall(G) si y solo si, HK/K es m-maximal en G/K, para todo K <G

2. H € Hall;(G) si y solo si, H N K es m-maximal en K, para todo K sn G.
Donde K sn G si y s6lo si existen subgrupos Kp,..., K, de G tales que
K=KydKd.. 4K, =@G.

Generalizar estas caracterizaciones permitiré extender el concepto de m-subgrupos
de Hall de G y por lo tanto, hacer una nueva generalizacién de los teoremas de
Sylow. Para alcanzar tal objetivo se construy6 inicialmente el concepto de clase
de grupos, entendiendo por esta una coleccién X de grupos finitos, cerrada bajo
isomorfismos. Las primeras clases estudiadas fueron & y &, las cuales denotan
respectivamente la clase de los grupos finitos solubles y la de los w-grupos solubles.

En general, si N < G, diremos que N es X-maximal en G, si y sélo si, N € X
ysiN<M<Gcon M e X, entonces M = N. Es decir H es X-maximal en G,
si H € X y no lo contiene algtn otro subgrupo de G que pertenezca a X.

En esta terminologia, para un grupo finito soluble G, se tiene que

1. H € Hall (G) siy solosi, HK/K es G -maximal en G/K, para todo K <G.
2. H € Hall;(G) si y solo si, HN K es &-maximal en K, para todo K sn G.

Las nuevas generalizaciones se obtendran cuando al reemplazar G, por otra clase
X siguen existiendo subgrupos H de G que cumplan alguna de las condiciones

(1) HK/K es X-maximal en G/K, para todo K <G o
(2) HN K es X¥-maximal en K, para todo K sn G.

y ademés que en ambos casos, dos cualesquiera de estos subgrupos H sean con-
jugados en G.

Las primeras investigaciones se orientaron a estudiar la condicion (1) y es-
tablecer que si G es un grupo finito soluble y X C & es una clase de Schunck,
es decir, una clase que consta de todos los grupos cuyas imégenes epimorficas
primitivas pertenecen a X, entonces siempre existen subgrupos H de G, para los
cuales se verifica (1) y ademés su respectiva conjugacion en G. Evidentemente
esto corresponde a una nueva generalizacion de los teoremas de Sylow.

En general, dada una clase de grupos cualquiera X y un grupo finito G, los
subgrupos H de GG con tales caracteristicas se denominaron X-proyectores de G,
los cuales representan una generalizacion del concepto de p-subgrupo de Sylow de
G. Al conjunto de estos se denotara con Projy(G) y las clases X para las cuales
Projx(G) # 0 se denominaran proyectivas. Las clases de Schunck son ejemplos de
clases proyectivas y ademas son las tinicas con tal propiedad.

Este trabajo esta orientado a estudiar la condicién (2) y a establecer una
generalizacion paralela (dual) de la teoria de X-proyectores, mostrando que si G
es un grupo finito soluble y X C & es una clase de Fitting, entonces siempre
existen subgrupos H de G, para los cuales se cumple (2) y ademés su respectiva
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conjugacion en el subgrupo G™, lo cual corresponde a otra generalizacion de los
teoremas de Sylow, ya que en el caso que X = &, estos subgrupos H coinciden
con los p-subgrupos de Sylow de G. Tales subgrupos se denominardn X-inyectores
de G y al conjunto, posiblemente vacio, de todos ellos se notard con Injy(G).
Las clases para las cuales este conjunto es no vacio se denominaran inyectivas.
Demostraremos que los conceptos de clases inyectivas y clases de Fitting son
equivalentes.

2 Preliminares
2.1 Clases de grupos y funciones de clases.

Definicion 2.1. Una clase de grupos es una coleccion X de grupos con la pro-
piedad de que si G € X y H =2 G, entonces H € X. §i G es un grupo deno-

tamos por (G) a la clase formada por todos los grupos isomorfos a G. Es decir
(G)=(H : H es un grupo y H = G).

Ejemplos 2.2. En la siguiente lista se presentan las clases de grupos mas citadas
a lo largo del trabajo.

1. & denota la clase de todos los grupos finitos solubles.

2. &, denota la clase de todos los w-grupos finitos solubles, donde m C . Si
m = {p}, entonces escribiremos &, en lugar de & .

3. M denota la clase de todos los grupos finitos nilpotentes.
4. Ny denota la clase de todos los m-grupos finitos nilpotentes.
5. A denota la clase de todos los grupos finitos abelianos.

6. P denota la clase de todos los grupos finitos primitivos.

Un grupo finito G es llamado primitivo si tiene un subgrupo mazimal M tal
que

Coreg(M) := ﬂ M9 = (1)
geG

En esta situacion M se llama un estabilizador de G.

Definicion 2.3. Una funcion que envia clases de grupos a clases de grupos se
denomina una funcion de clases.
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Ejemplos 2.4. Presentamos las mds frecuentes funciones de clases. Si X es una
clase de grupos, entonces se define:

QX = (G:dHeX, NIHyG=H/N)

RiX = (G: EINiglG,izl,...,rconG/Nie.’{yﬁlNi:(D)
S.X = (G: Gsn H, para algin H € X) )

NoX = (G: 3Ky,...K, conK; sn G, K, € X yG=(K,;))
EsX = (G: IN<G, con N < ®(G) yG/N € %),

donde ®(G) denota el subgrupo de Frattini de G, el cual se define como la
interseccion de todos los subgrupos mazximales de G.

Definiciéon 2.5.

1. Una funcion de clases C se deno- 2. Una clase X se llama C-cerrada si
mina expansiva, st X C CX, para cxX=2Xx.
toda clase X C &.

Teorema 2.6. Las funciones de clases definidas en el ejemplo 2.4 son todas
eTPansivas.

Demostracion. Ver [5] 2.1.1. O

Ejemplo 2.7. La clase G es Q-cerrada, puesto que por ser Q expansiva entonces
G C Q6. Por otra parte, si G € QS, entonces existe H € & y N < H tal que
G = H/N, pero como H es soluble entonces H/N es soluble, por lo tanto G € &
y con ello Q6 C &.

Definicion 2.8. Una clase de grupos X se denomina saturada si y solo si X es
Eg-cerrada.

Para todo p € 9, la clase de los p-grupos ciclicos es saturada.

Definicion 2.9. Dada una clase de grupos X C &, se define

PY — 0, st X =10
|l (GeG:QAGNPCX), siX#0D

La funciéon P no es expansiva, ya que si X = (Cy), la clase generada por el
grupo ciclico de orden 4, entonces PX = () y por lo tanto X ¢ PX.
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2.2 Formaciones, clases de Schunck y X-proyectores

Definicién 2.10. Una clase de grupos X es llamada una formacion si y sélo si
X es Q-cerrada y Ry-cerrada.

Ejemplos de formaciones son las clases & y 1.

Definicion 2.11. Sea X una clase de grupos Rg-cerrado y G un grupo finito.
Llamaremos X-residual de G, al subgrupo de G denotado y definido de la siguiente
manera:

G*:=(|NJG : G/Nex}

Si X es una clase de grupos Rp-cerrada y G un grupo finito, entonces el conjunto
Ag ={N : NJGy G/N € X} ordenado por inclusién tiene un elemento minimal
dnico, lo cual garantiza la existencia del subgrupo anterior. Para mas detalles ver
[3], pagina 272.

Lema 2.12. Si X es una formacion, G un grupo finito y HLG, entonces G/H € X
si y solo si GX < H. En particular G € X si y sdlo si G¥ = (1).

Demostracion. Ver [4], VI 12. O

A continuacién definimos un tipo especial de clases de grupo, las clases de
Schunck, las cuales jugardn un papel central en la generalizacién de los teoremas
de Sylow.

Definiciéon 2.13. Una clase de grupos no vacia X es llamada una clase de Schunk,
sty solo si X es P-cerrada.

Como ejemplo de clases de Schunck, podemos citar 9ty &.

Teorema 2.14. Si X es una formacidn, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes,

1. X es una clase de Schunck 2. X es saturada.

Demostracion. Ver [4] VI 8. O

De la teoria bésica de grupos sabemos que, si G es un grupo soluble y H < G,
entonces H € Hall(G) si y solo si HK/K es Gy -maximal en G/K, para todo
K < @G. Una generalizacion del concepto de wsubgrupo de Hall y por lo tanto del
concepto de p-subgrupo de Sylow se obtendré cuando al reemplazar &, po otra
clase X siguen existiendo subgrupos H de G tales que HK/K sea X-maximal en
G/K, para todo K <G y ademas dos cualesquiera de ellos sean conjugados en G.

En este orden de idea se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.15. Sean G un grupo finito y X una clase de grupos. Diremos que
U < G es un X-proyector de G si y sdlo si, UK/K es X-maximal en G/K para
todo K < @.
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Al conjunto (posiblemente vacio) de los X-proyectores de G lo notaremos como
Projx(G).

Ejemplo 2.16. Si G es soluble, es claro que Projs_(G) = Hall (G). Entonces
Projg_(G) # 0. Como caso particular, si ™= {p}, entonces Syl,(G) = Hall,(G),
para todo grupo G, ast, ProjGP(G) = Syl,(G).

Definiciéon 2.17. Una clase de grupos X C & es denominada proyectiva, Si
Projx(G) # 0, para todo grupo finito soluble G.

Del ejemplo anterior se sigue inmediatamente que la clase &, es proyectiva.
Por otro lado, si 2 es la clase de todos los grupos finitos abelianos y G un p-grupo
no abeliano. Entonces G no tiene 2A-proyectores, es decir, Projy(G) = (.

Teorema 2.18. Si X es una clase proyectiva, entonces X es una clase de Schunck.
Demostracion. Ver [4] 1T 10. O

El siguiente teorema, ademés de presentar la validez del reciproco del teorema
anterior, nos suministra una nueva generalizacién de los teoremas de Sylow. Esto

se evidencia en la existencia y conjugaciéon de los X-proyectores de un grupo finito
soluble G.

Teorema 2.19. Sean X una clase de Schunck y G un grupo soluble. Entonces:

1. Existe por lo menos un X-proyector de G

2. Todos los X-proyectores de G son conjugados en G.
Demostracion. Ver [5] 2.2.1. O

Definicién 2.20. Un subgrupo H de un grupo finito G es llamado un subgrupo
de Carter de G, si H es un grupo nilpotente y Nq(H) = H.

Teorema 2.21. Si G € G, entonces
Projm(G) = {H : H es un subgrupo de Carter de G}.
Demostracion. Ver [4] 111 3. O

Definicion 2.22. Para un grupo cualquiera G definimos recursivamente los sub-
grupos Z;(G).

Zo(G) = (1)
2,(G) Z(G)
Zin(G) = Z(G/Z;(G)), paraj =1
La cadena (1) = Zo(G) < Z1(G) < --- es denominada la serie central ascendente

de G. El subgrupo caracteristico Zoo(G) == UJ;Zo Zj(G) es llamado el Hipercentro
de G

Teorema 2.23. Si H es un subgrupo de Carter de G, entonces Zoo(G) C H.
Demostracion. Ver [4] 111 5. O
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3 Clases de Fitting

Las clases de Fitting nacen de manera inmediata teniendo como objetivo la dua-
lizacion de los trabajos de Gaschtz relativos a la existencia y conjugacion de los
X-proyectores de un grupo finito soluble G. Estas son llamadas asi debido a los
trabajos de H. Fitting, quien en 1938 demostré que la clase de todos los gru-
pos finitos nilpotentes es cerrada bajo la formacién de productos de subgrupos
normales.

En 1967, Fischer, Gaschtz y Hartley demostraron que una clase de Fitting
X es caracterizada por la existencia de una tnica clase de conjugacion de los
denominados X-inyectores de G. Este resultado presenta otra generalizacion de
los teoremas de Sylow, dual a la realizada en la teoria de X-proyectores, donde X
es una clase de Schunck.

Definicion 3.1. Una clase de grupos X se denomina una clase de Fitting, si y
solo si, X es Sp-cerrada y Ng-cerrada.

Definicién 3.2. Sea G un grupo finito y m un conjunto de nimeros primos.
Denotemos con o(|G|) al conjunto de todos los divisores primos de |G)|.

1. Definimos el subgrupo Or(G) de G de la siguiente manera:

Ox(G):=(N:N<QG,N es - grupo)

2. El subgrupo de Fitting de G notado con F(G) se define asi:
F(G) :=(0p(G) : p € o(|G]))

De la definicion se sigue inmediatamente que F(G) es el producto directo
[Leo(cp Op(G) v ademas Op(G) € Syl,(F(G)). Por lo tanto el subgrupo de
Fitting de G es un subgrupo caracteristico y nilpotente.

Teorema 3.3. Si G es un grupo finito, entonces
F(G)=(S:5snG yS es nilpotente).
En particular, F(G) es el subgrupo de G mds grande que es subnormal y nilpotente.

Demostracion. Ver [3] A (8.8) a. O
En el siguiente ejemplo demostramos que 91 es una clase de Fitting.

Ejemplo 3.4. 91 es una clase de Fitting: Dado que las operaciones S, y Ng son
expansivas, es suficiente demostrar que S, (91) C N y No() C N.

Sea G € S,(M). Entonces existe H € M tal que G sn H. Por lo tanto G € N
(subgrupos de grupos nilpotentes son nilpotentes).

Por otro lado, sea G € No(MN). Entonces existen K; € N, K; sn G,i=1,...,r,
con G = (K, ,K;). Entonces G = F(G) y se tiene que G € N.
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Teorema 3.5. Sea F una familia cualquiera de clases de Fitting. Entonces © :=

() X es una clase de Fitting,
XeF

Demostracion. Dado que S, y Np son expansivas, es suficiente demostrar que

SO CDyNDCD.

1. SiG € 5,9, entonces G sn H, paraalgin H € ©. EsdecirGsn Hy H € X,
para todo X € F, de donde se sigue que G € S, X, para todo X € F, pero
como S, X = X, para todo X € F, se tiene entonces que G € X, para todo
X € §. En conclusion G € 9.

2. SiG € Ng®, entonces G = (Ky,...,K,)con K; sn G,i=1,...,ry K; €D,
i=1,...,r. Entonces G = (K1,...,K;)con K; sn G,i=1,...,ry K; € X,
i=1,...,r, para todo X € F. Por lo tanto G € NoX, para todo X € F y
dado que NoX = X, se tiene que G € X, para todo X € F. Es decir G € D.

O

En el siguiente resultado se sientan las bases para la definicion del concepto
de X-radical de un grupo finito G, donde X es una clase de Fitting.

Lema 3.6. Sea X una clase de grupos Ng-cerrada y G un grupo finito. Entonces
el conjunto ¢ = {N : N sn G y N € X}, ordenado parcialmente por inclusion
tiene un elemento mazximal unico.

Demostracion. Sea R := (N : N € ). Demostremos que R es el subgrupo busca-
do, probando que N C R, para todo N € £ y que R € £. La primera afirmacién
es inmediata, se sigue de la definiciéon de R. Por lo tanto es suficiente demostrar
que R € /.

Si N € ¢, entonces N sn G, de donde se infiere que (NNR) sn R, pero NNR =
N, por ello N sn R, para todo N € £. Por lo tanto, de la finitud de ¥, tenemos
que R € NoX = X y como R sn G (Ver [3] A (14.3)), se tiene que R € . O

Definicion 3.7. Sea X una clase de grupos No-cerrada y G un grupo finito. Lla-
maremos X-radical de G al subgrupo denotado y definido de la siguiente manera:

Gx:=(N:NsnG,Ne€X)

Nota 3.8. Si X es una clase Ng-cerrada y G un grupo finito, del lema 3.6 se sigue
inmediatamente que Gx es elemento mazimal del conjunto {N : N sn G, N € X}.
Es decir, Gxsn G yGx € X, ysi N sn G con N € X, entonces N < Gx.

Lema 3.9. Sea X una clase de grupos Ng-cerrada y G un grupo finito. Entonces
Gx char G.
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Demostracion. Demostramos que ¢(Gx) C Gx, para todo ¢ € Aut(G). Sea

¢(h) € p(Gx), con h € Gx. Entonces h glfl---gffr, donde g; € NUEN, i =
€

1,...,r, £ = {N : Nsn G,N € X} y k; € Z, i = 1,...,r. Por lo tanto
oh) = @(g1)" - 9(g-)* y como g; € N, i = 1,...,r, para algin N € ¢,
entonces ¢(g;) € ¢(N), ¢ = 1,...,7. Pero p(IN) sn G y ademés como N € X,
se tiene que p(N) € X, por lo tanto p(N) € £ y se tiene que ¢(g;) € ¢, para
i=1,...,r. En consecuencia ¢(h) € Gx. O

Nota 3.10. 57 X es una clase de Fitting y G un grupo finito soluble, entonces
por la nota 3.8 se tiene que Gx € X y st N sn G, con N € X, entonces N < Gx.

Lema 3.11. Si X es una clase de Fitting, G un grupo finito y H sn G, entonces
H e X siysolo si, H< Gx. En particular G € X si y solo st Gx = G.

Demostracion. Es claro por la definicion de Gx que si H sn G y H € X entonces
H < Gx.

Reciprocamente, si H < Gy entonces H € S5, X, ya que Gx sn Gy Gx € X,
pero como S, X = X se tiene que H € X. 0

Teorema 3.12. Si X es una clase de Fitting, G un grupo finito soluble y K sn G,
entonces Ky = K N Gx.

Demostracion. Del lema 3.9 sabemos que Ky < K y como K sn (G, entonces
Kx sn G, ademas Ky € X. En consecuencia por la nota 3.8 tenemos que Ky <
Gx. Entonces K N Ky < KN Gy, pero K N Ky = Ky, de donde se sigue que
K¢ < KNGx.

Reciprocamente, dado que K sn G y Gx < G, por [3] A. 14.1(a) se tiene que
(K NGx) sn Gx y como Gx € X, entonces K N Gx € S,X = X. Ademas, dado
que Gx <G, se verifica que (K NGx) <K y en consecuencia (K NGx) sn K. Por
la nota 3.8 tenemos que K NGy < Kx.

O

El siguiente teorema presenta una definicién alternativa del concepto de clase
de Fitting, el cual utilizaremos en la elaboracién de algunos ejemplos.

Teorema 3.13. Una clase X es una clase de Fitting si y sdlo si
1. §i NG y G € X entonces N € X.
2. 5t N1,No <G y N1, Ny € X, entonces NNy € X.

Demostracion. Ver [2], pagina 34. O
Presentamos ahora algunas aplicaciones del teorema anterior.

Ejemplos 3.14. Las clases &, &, y N, son clases de Fitting.
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1. G es una clase de Fitting.

(a) Es claro que si N 4G y G € &, entonces N € &.

(b) Sean N1, Ny <G y N1, Ny € &. Entonces como N1 N Ny I Ny y Ny €
S se tiene que No/(N1 N Na) es un grupo soluble. Pero N1Na/Np =
Ny /(N1 N Na), por lo tanto NyNa2/N1 € & y como N1 € &, podemos
afirmar que N1Noy € 6.

2. 6, es una clase de Fitting.

(a) Claramente se tiene que que si N <G y G € &, entonces N € &.

(b) Sean ahora N1, No IG y N1,Na € S,. Del ejemplo anterior sabemos
que N1Ny € &. Ademds, si p € o(|N1N2z|), entonces, dado que

[ M1][ Ve

NiNy| = ————
| 1 2| ‘NlmN2‘7

se tiene que p € o(|N1|) o p € o(|N2|) y dado que el conjunto

{o(IN1]), o (I N2])}

estd contenido en 7 se tiene que p € w. Es decir, N1 Na es un m-grupo,
por lo tanto N1 Ny € &,;.

3. Ny es una clase de Fitting. Dado que N, = & NN, el resultado se sigue
inmediatamente del teorema 3.5.

Utilizaremos los ejemplos anteriores para presentar dos ejemplos interesantes
de X-radicales de un grupo finito soluble G.

Ejemplos 3.15. Sea G un grupo finito soluble y m C 9.
1. Gy = F(G). Es una consecuencia inmediata del teorema 3.3.

2. Gg, = Ox(G). De las definiciones de O(G) y Gg, se sigue inmediatamente
que O(G) < Gg,.

Reciprocamente, dado que G char G, se tiene que Gs_ <G y ademds como
Sr es una clase de Fitting, entonces S, es Ng-cerrada y con ello Gg, € G.

FEs decir, Gs, € {N : N <G y N es un w-grupo}, de donde se sigue que
Gs, < 0:(G).
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4 X-inyectores y clases inyectivas

Otra caracterizacion de los m-subgrupos de Hall de un grupo finito G conocida en
la teoria basica de grupos, es que si G es un grupo soluble y H es un subgrupo
de G, entonces H € Hall;(G) si y solo si, H N K & -maximal en K, para todo
K sn G. Podriamos preguntarnos por cuales clases X podemos reemplazar a &
de modo que al menos siga existiendo un subgrupo H de G, con HN K X-maximal
en K, para todo K sn G y que dos cualesquiera de ellos sean conjugados en G.

La respuesta a tal interrogante permiti6é introducir el concepto de X-inyector
de un grupo finito G, donde X es una clase de grupos y con ello otra generalizacién
del concepto de p-subgrupo de Sylow de G.

Definicion 4.1. Sea X una clase de grupos, G un grupo finito. Diremos que
S < G es un X-inyector de G si y sélo si SN N es X-maximal en N, para todo
N sn G.

Al conjunto (posiblemente vacio) de los X-inyectores de G lo denotamos con

Injx(G).

Ejemplo 4.2. Es claro que si G es un grupo finito soluble, entonces Injg_(G) =
Hall(G) y st 1 = {p}, donde p es un mimero primo, entonces Injg (G) =
SyL,(G).

En el ejemplo anterior observamos una nueva generalizaciéon del concepto de
p-subgrupo de Sylow que al igual que la teoria de X-proyectores contiene a la
extension dada en la teoria de w-subgrupos de Hall. Esta nueva generalizacion
puede verse de manera dual a la teoria de X-proyectores.

Lema 4.3. Sea X una clase de grupos y G un grupo finito. St K sn G y S €
Injx(G), entonces SN K es un X-inyector de K.

Demostracion. Sea N sn K, K sn G y S € Injx(G). Entonces N sn G y por lo
tanto SN N = (SN K)N N es X-maximal en N.
O

Lema 4.4. Si X es una clase de grupos, G un grupo finito y S € Injx(G), entonces
S es X-maximal en G.

Demostracion. Dado que SN N es X-maximal en N, para todo N sn Gy G sn G,
entonces S NG = S es X-maximal en G. O

Teorema 4.5. Si ¢ es un isomorfismo de G en H y S es X-maximal en G,
entonces p(S) es X-mazximal en H.

Demostracion. Ver [4], IX. 4. O

Teorema 4.6. Si X es una clase de grupos, ¢ un isomorfismo de G en H y
S € Injx(G), entonces ¢(S) € Injx(H).
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Demostracion. Sea M sn H y probemos que ¢(S) N M es X-maximal en M. Po-
demos ver que p(S N~ 1(M)) = p(S)N M. En efecto, si p(x) € (SN H(M))
con x € SN (M), entonces # € Sy p(z) € M, de donde p(z) € »(S) y
e(x) € M, es decir p(x) € p(S)N M.

Reciprocamente, si z € ¢(S) N M, entonces z = ¢(s), para algin s € Sy
z = m, para algin m € M, por lo tanto ¢(s) = m, de donde s € ¢ 1(M) y en
consecuencia z = ¢(s) € p(S N 1 (M)).

Por otra parte, como M sn H, entonces ¢~ '(M) sn Gy como S € Injy(G)
se tiene que S N o 1(M) es X-maximal en ¢~ 1(M). Pero ¢ : o }(M) — M
es un isomorfismo, entonces por el teorema 4.5 se tiene que (S N @~ 1(M)) es
X-maximal en M. Es decir, ¢(S) N M es X-maximal en M. O

Teorema 4.7. Sean X una clase de grupos, G un grupo finito y S € Injx(G).
Entonces = 1(S) € Injx(¢1(Q)), para todo monomorfismo subnormal ¢ en G.
Esto es, para todo monomorfismo ¢ : ¢~ H(G) — G con o(¢~1(G)) sn G.

Demostracion. Sean S € Injy(G), ¢ : ¢ 1(G) — G un monomorfismo con
p(p~!(G)) sn Gy N sn o~ 1(G).

Dado que ¢ es un monomorfismo, se tiene que ¢ : N — ¢(N) es un isomor-
fismo y por lo tanto su inversa ¢ : ¢(IN) — N también lo es.

Por otra parte, dado que ¢ : ¢ 1 (G) — ¢(¢ 1 (G)) es un isomorfismo y que
N sn ¢~ (@), se verifica que o(N) sn p(o~1(G)), pero como ¢(p~1(G)) sn G,
tenemos que ¢(N) sn G. Entonces debido a que S € Injy(G) se tiene que SN
©(N) es X-maximal en ¢(N). En consecuencia por el teorema 4.5 tenemos que
#(SNp(N)) es X-maximal en N, pero ¢(S Np(N)) = o~ 1(S) N N. En efecto,

P(SNe(N)) = {geN:g=0¢(x) Az e (SNeN))}

= {geN: (x)ANzeSAxep(N)}
={g9eN:p(gg=xzNzeSANzepN)}

= {g9€N:p(g9) € SNp(g) € p(N)}
= {g€ N:p(g) € S}
={geN:gecyp '(9)}

= p 1(S)NN.

Concluimos entonces que ¢ 1 (S)NN es X-maximal en N, para todo N sn p~}(G),

es decir ¢ 1(S) € Injx(¢~1(Q@)). O

El siguiente teorema fue presentado inicialmente por Gaschtz como la defini-
cion del concepto de X-inyector.

Teorema 4.8. Sea X una clase de grupos, G un grupo finito y S < G. Entonces
S € Injx(G) si y sdlo si o~ 1(S) es X-maximal en ¢~ *(G), para todo monomor-
fismo subnormal en G.
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Demostracion. Si S € Injy(G), entonces por el lema anterior tenemos que ¢~ 1(9)
es X-maximal en o~ }(G).

Reciprocamente, supongamos que ¢~ !(S) es ¥-maximal en ¢! (G), para todo
monomorfismo en G con (¢~ 1(G)) sn G y tomemos K sn G. Si consideramos la
funcion ¢ : K — @G, definida como ¢(g) = g, para todo g € K, vemos que ¢ es
un monomorfismo en Gy que ademas es subnormal puesto p(¢1(GQ)) = ¢(K) =
K sn G. Entonces por hipotesis ¢~ 1(S5) es X-maximal en ¢~ 1(G), pero

el (S)={9eK:pg)eS}={gcK:geS}=KnS5,

concluyéndose que K NS es X-maximal en K, para todo K sn G, es decir S €

Teorema 4.9. Sea X una clase de grupos, G un grupo finito y S < G. Enton-
ces S € Injx(G) si y sdlo si p=1(S) € Injx(¢ 1 (G)), para todo monomorfismo
subnormal en G.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de los lemas 4.4, 4.7 y del teorema ante-
rior. [

El siguiente teorema sera de gran importancia por sus aplicaciones en pruebas
por induccidn.

Teorema 4.10. Sea X una clase de grupos, G un grupo finito y S < G. Entonces
S € Injx(G) si y solo si S es X-maximal en G y SN M € Injx(M) para todo
M- G.

Demostracion. Si S € Injx(G) y M <- G, entonces por el lema 4.3 se tiene que S es
X-maximal en G y como M sn G, del lema 4.4 se concluye que (SNM) € Injy(M).

Reciprocamente, si N sn GG, entonces por la definicién de subnormalidad existe
una cadena N = Ry IRy <J--- < R,_1 <R, =G, si tomamos N sn Gy N # G,
podemos encontrar una cadena N =11 1715 <---<T,. 14T, =G, conT,_1<- G
debido a la finitud de G. Entonces, por hipotesis (SN7T;_1) € Injx(77—1) y como
N sn T,_q, se tiene que (SNT,_1)NN es X-maximal en N, pero (SNT,_1)NN =
SN N, por lo tanto SN N es X-maximal en N.

Por otra parte, si suponemos que N = G, entonces SN N = S y como S es
X-maximal en G, tenemos que S N N es X-maximal en N. En conclusion S N NV
es X-maximal en N, para todo N sn G, es decir S € Injy(G). O

Definicion 4.11. Una clase X se llama inyectiva, siInjx(G) # 0, para todo grupo
finito soluble G.

Teorema 4.12. Si X es una clase inyectiva, entonces X es una clase de Fitting.
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Demostracion. Supongamos que Injx(G) # 0, para todo grupo finito soluble G.
Sea G € X, N sn G y probemos que N € X. Como G € X entonces Inj¢(G) =
{G}, por lo tanto del lema 4.3 se tiene que N = NNG € Injy(N) y en consecuencia
N e X.

Por otra parte, sean N1, No I G, N;,No € X, G = N1No y H € Inj(G).
Dado que N; € X, i = 1,2, se tiene que Injy(N;) = {N;}, i = 1,2. Por lo tanto del
lema 4.3 se tiene que H N N; = N;, ¢ = 1,2. Entonces N; < H y en consecuencia
G=H¢eX. O

Lema 4.13. St H <IN, N/H nilpotente, SN H = (1), entonces S estd contenido
en el hipercentro de N.

Demostracion. Podemos suponer que S # (1). Entonces sea M/H - < N/H,
M<SHyL:=S5NnM.

Entonces [H = (IH)" = ["H, paran € N, [l € L, dado que M/H esta
contenido en el centro de N/H (por la nilpotencia de N/H) se tiene que 71" €
LNH = (1) y asi L estd contenido en el centro de N. Ahora el lema se sigue
por induccién, considerando N/L, HL/L = M/L, S/L en lugar de N, H, S
respectivamente. ]

Lema 4.14. Sea X una clase de Fitting, G un grupo finito, G/H nilpotente, S;
y So X-mazimales en G con Sy N H = Sy N H. Entonces S1 y Sy son conjugados
en H.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre el orden de G. Evidentemente el
resultado es cierto para |G| = (1). Supongamos que se cumple para G con |G| < n
y probemos la afirmaciéon para |G| =n > 1.
Definamos G* := (S1,S2) y H* := H N G*. Vemos que G*/H* es nilpotente,
ya que
(;'>k/]{>‘< = <51,SQ>/Hﬁ <51,SQ> = <51,SQ>H/H < G/H

Como S7 y 99 son X-maximales en Gy G* < (G, entonces S7 y Sz son X-maximal
en G*. Ademés Sy N H* = Sy N H*. En efecto, sea g € S1 N H*, entonces g € Sy,
geEHygeG*,dedonde g € (S1NH)ygeG* Pero como S1NH =SNH,
entonces g € (SoeN H) y g € G*. En consecuencia g € Sy N H* y se tiene que
S1NH* C SN H*. En igual forma se prueba que So N H* C SN H*.

Si suponemos que G* < G, entonces |G*| < |G| = r y como G*/H* es nilpo-
tente y S;, ¢ = 1,2 es X-maximal en G* con S1 N H* = Sy N H*, se tiene por la
hipo6tesis de induccién que S7 y So son conjugados en H* y en consecuencia en
H, teniéndose asi la afirmacion.

Supongamos entonces que G = G* y que S := S1NH = SeNHG. Sea C; /S un
subgrupo de Carter de Ng(S;)/S, i = 1,2. Entonces C; < S;, i = 1,2. En efecto,
como H <G entonces N¢(S;)NH <IN¢(S;) y por ello (Ng(S;)NH) /S< N (S;)/S.
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Ademas
((Ng(S:)nH)/S)/((Na(Si)NH)/S) = Ng(S:)/(Na(S:) N H)
=~ (N¢(Si)-H)/H
< G/H.

Y dado que G/H es nilpotente, se sigue que
((Na(S:) 0 H)/9)/((Ne(5) 1 H) /S)

es nilpotente.

Sabemos también que S;/S < Ng(S;)/S y ademés podemos probar que S;/SN
((Ne(Si) N H)/S) = {S}, puesto que S; N (Ne(S;) NH) C S.

Entonces por el lema anterior, reemplazando a N, H y S, respectivamente por
Na(Si)/S, (Na(Si)NH)/S y Si/S, tenemos que S;/S C Zoo (Ng(S;)/S). Pero
por el teorema 2.23, Z. (N(;(Si)/g) C C;/S. Entonces concluimos que C; < S;,
para ¢ =1,2.

Probemos ahora que C;/S es también un subgrupo de Carter de G/S. Es decir,
que Ci/g es nilpotente y que NG/g(Ci/g) = C’i/g. Como CZ-/§ es un subgrupo de
Carter de Ng(S;)/S, por definicién C;/S es nilpotente. Por lo tanto solo debemos
probar la segunda afirmacion, la cual equivale a demostrar que Ng(C;) = C;. Sea
g € Ng(C;). Entonces C’ig = ;. Pero como S; < Cj, tenemos que Sf < Cf. En
efecto, sea ¢9 € CY y s9 € S7. Entonces

(s9) = c9s9(c) ™" = (geg™")(gsg™ (g g™ ") = g(eseV)g™!

y como S; < C; entonces csc! € C;, de donde se tiene que (s9) € C? y por
ello SY < CY. En consecuencia, S7 < C;. Ademas S; < C;, puesto que si s € S; y
h € C;, como C;/S es un subgrupo de Carter de Ng(S;)/S, entonces C; < Ng(S;)
y con esto h € Ng(S;), de donde se sigue que s € S;.

Por otra parte, la funcion ¢ : S; — S7, definida por ¢(s) = 9 es un isomor-
fismo. Entonces S; = SY y dado que S; € X, por ser X-maximal en G, se verifica
también que Sy € X. En conclusion, por el teorema 3.13 se tiene que S;57 € X.
Pero como S; < S;57, por la X-maximalidad de S; en G se tiene que S;S¢ = S;,
de donde SY < S;. Entonces SY = S; puesto que S7 es también X-maximal en G,
por ser S{ = S;. En consecuencia g € Ng(S;).

Como ademas CY = C;, vemos que g € N (s,)(Si) vy debido a que C;/S es un
subgrupo de Carter de Ng(S;)/S, por definicién tenemos que NNG(Si)/§(Ci/§) =
C;/S, por lo cual NNG(S,L-)/§(CZ') = (C; y entonces g € C;. En consecuencia
N¢a(C;) C C; y como siempre se verifica que C; € Ng(C;), tenemos que Ng(C;) =
C; y por tanto C;/S es un subgrupo de Carter de G/S y por el teorema 2.21 se
tiene que C1, Cy € Projp(G). En consecuencia por el teorema 2.19 dado que N es
una clase de Shunck, existe g € G tal que Cy = CY.
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Podemos probar que S§ < CJ. En efecto, sea s9 € S§ y ¢ € CF, con s € Sy
y ¢ € Cy. Entonces ¢9s9(c9) ™! = (geg™1)gsg  (gctg™) = glescHg™t € 59, ya
que s¢ € Sy, debido a que Cy < Ng(S2). Entonces S < Cy y ademés S; < Cy
y 59,51 € X. En consecuencia por el teorema 3.13, se tiene que S155 € X. Pero
como S < S15§ y S1 es X-maximal en G, tenemos que S; = 5155, de donde
Sy < S1. Entonces Sy = S1, puesto que S§ es también X-maximal en G, en razén
de que S§ = 5.

Dado que H <G, se tiene que (S2H)J = S§H. En efecto, sea y = g(sh)g™! €
(SoH)Y con s € So y h € H. Entonces y = (gsg~1)(ghg™') = s9h9 € S§H, puesto
que h9 € H. Similarmente, si y = (gsg~!)h € S§H, entonces y = g(sg 'hg)g™!
g(sh9)g~! € (SoH)9, ya que h9 € H. Entonces podemos probar que SoH = G,
porque si suponemos que SoH < G, por la nilpotencia de G/H, se tendria que
SoH < N para algin N < G; de donde (S2H)? < N. Ademas como (S2H)Y9 =
S§H = S1H, entonces S1H < N < G y esto contradecirfa el supuesto de que
G = (51, 52). Como H <G, entonces SoH = HSs. Por lo tanto G = SoH = HSo
y en consecuencia g = hs para algiin h € H y s € Sp. Entonces S; = 5§ = Shs =
h(sS2s H)h™t = hSah™! = SI y el lema queda demostrado. O

El siguiente teorema, central en el presente articulo, establece una nueva ge-
neralizacién de los teoremas de Sylow, al demostrar la existencia y conjugacion
de los X-inyectores de G. Ademas presenta la equivalencia entre los conceptos de
clase de Fitting y clases inyectivas.

Teorema 4.15. Sea X una clase de Fitting y G un grupo finito soluble. Entonces
1. Eziste un X-inyector de G.
2. Todos los X-inyectores de G son conjugados en G™.

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre el orden de G. Claramente el
resultado es cierto para G = (1), por lo cual supondremos que se cumplen 1. y 2.
para todo grupo G, con |G| < n y demostraremos que también se verifican para
G, con |G| =n> 1.

Sea G # (1) y tomemos L <<G con G/ L nilpotente. Por hipotesis de induccion
como |L| < n, se tiene que L posee un X-inyector S. Tomemos ademéas S X-
maximal en G, con S < S. Entonces S = SN L. En efecto, dado que S € Injy(L),
se tiene que S < L y entonces S < SN L. Ademas dado que SNL ISy S € X,
se tiene por el teorema 3.13 que SN L € X y debido a que S es ¥-maximal en L,
por ser un X-inyector de L, tenemos que S = SN L.

Probaremos que S € Injy(G), lo cual por el teorema 4.10 equivale a demostrar
simplemente que SNM € Injy(M) para todo M <- G, puesto que S es X-maximal
en G.

Sea M <1- G. Entonces por hipétesis de induccion M tiene un X-inyector T'. Si
tomamos 7' ¥-maximal en G, con T' < T, igual que en el caso anterior se concluye
que T =TNM.
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Si definimos H := M N L, vemos que G /H es nilpotente, y ademés podemos
probar que SN H=SNHyTNH=TNH, asi,

SNH=(SNH)NL,

pero como SNH = (SNM)NL < L, entonces SNH = SN H. En forma similar
se prueba que TNH =T N H.

Por otra parte, sea ¢ : LN M — L, definida por ¢(g) = g, para todo
g € LN M. Observamos que ¢ es un monomorfismo y ademés subnormal, ya que
¢©(LNM) = LNM<L. Por lo tanto, por el teorema 4.7, ya que S € Injy(L), se tiene
que p~1(S) € Injx (¢ (L)). Pero, 71 (S) ={g e LNM : g€ S} = (LNM)NS =
SNHye YL)=LNM = H, de donde se sigue que SNH = SN H € Injy(H).
En forma similar se prueba que TN H =T N H € Injy(H).

Como |H| < n, por la hipotesis de induccion 2, SN H y T'N H son conjugados
en H™ y por ende en H, puesto que H™ < H. Entonces existe h € H, tal que
SNH = (TNH)" Pero (TN H)" =T"N H. En efecto, sea m" € (T'N H)", con
me Ty he H. Entonces m" € T" y m € H, de donde m" e T" N H.

Reciprocamente, si m € T" N H, entonces m = hth™' ym =1, parat € T y
h' € H. Por lo tanto t = h~'h/h~' € H y en consecuencia, m = t" cont € TN H.
Es decir, m € (T N H)". Por lo tanto SN H = T" N H y como ademés T" es
X-maximal en G puesto que T" = T, por el lema anterior tenemos que S y T"
son conjugados en H y por ende en G. Es decir, existe g € G tal que S = TY.

Pero TY = (TNM)9 = TINM. En efecto, sea z € TYNM. Entonces = = gtg~"
yax=m,parat € Tymé& M.Porellot =g 'mgycomoM<<-G, tecM,
obteniéndose que x =t9 € (TN M)? y en conclusion T9Y N M C (T'N M)9.

De forma similar se demuestra que (TN M)9 C T9 N M. En consecuencia
T =T9N M = SN M. Por otra parte, como M <1 - G, tenemos que M9 = M
y si consideramos el isomorfismo ¢ : M — MY, definido por ¢(h) = hY, para
todo h € M, entonces por el teorema 4.6, dado que T' € Injy(M) se tiene que
o(T) = T? € Injx(M9) = Injx(M). Por lo tanto SN M € Inj(M) y en conclusion
S € Inj¢(G), quedando asi probada la parte 1.

Por otra parte, sean S1,S2 € Injx(G) y probemos que existe g € G™ tal que
S = 8. Como existe L <t G con G/L nilpotente y G := N{N <G : G/N €
M} tenemos que G™M < G y ademas por la definicién de M-residual se tiene que
G/G™ € M. Entonces G™ sn G y por el lema 4.3 se tiene que S; NGy Sy N G™
son X-inyectores de G, pero como |G| < n, entonces S; N G™ y S N G™ son
conjugados en (G™™. Es decir, existe g € (G™)™ tal que S; N G™ = (S, N G™)9.

Podemos ver que (S2NG™)9 = S§NG™. En efecto, sea x € S§NG™. Entonces
r = gsg 'y x € G, para algin s € Sy. De donde s = g~ lzg y como g €
(G < G™ se tiene que s € G™ y en conclusion x = s9 € (S, N G™)9.

Reciprocamente, si € (SoNG™)9, entonces = = gyg~', cony € Sy y y € G™.
Como g € G™, entonces, z € G™, pero puesto que y € So, se tiene que z = y? € Sy
y por lo tanto x € S§ N G™.
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Como 51,52 € Injx(G), entonces S; y S2 son X-maximales en G y ademas
debido a que Sz & 53, tenemos que Sy es X-maximal en G. En conclusion, G/ G
es nilpotente, S y S§ son X-maximales en G'y S N G™ = S N G™. Entonces
por el lema anterior, existe h € G™ tal que S; = (S§)", de donde S; = S¥*, con
m = gh € G™. O
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