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Se comparan dos estrategias de control del centramiento de un proceso que se comporta
segun una distribucién Normal. Una estrategia utiliza una observacién cada dos minutos vy la
otra utiliza cuatro observaciones cada ocho minutos, con el propdsito de tomar la decision
sobre si hay o no evidencia de que se ha presentado un cambio en el centro del proceso. La
intencién de esta seleccion de tamanos de muestra y de frecuencia de muestreo es hacer que
las dos estrategias sean comparables, porque en el lapso de ocho minutos se muestrearian
como maximo cuatro unidades en cada una de las dos estrategias. Se comparan las probabi-
lidades de que cada una de estas estrategias permita detectar un cambio permanente y esta-
ble del centro del proceso; se evalla el tiempo esperado hasta que el grafico de control
indique que se produjo el cambio; vy, finalmente, se estima el nimero esperado de unidades
que deben revisarse antes de que el grafico de control revele que el centro del proceso ha
cambiado. Por ultimo se evalla el efecto de los cambios en la magnitud del descentramiento,
se comparan los resultados para ambas estrategias y se formulan recomendaciones.

Palabras clave: Control estadistico de procesos, distribucion geométrica, longitud promedio
de tanda (ARL)

1. Introduccion

Un ingeniero esta a cargo de un proceso de llenado

de paquetes de azicar con un peso nominal de 1000
gramos y para asegurarse que el proceso per-
manece centrado (es decir, llena los paquetes
con un peso medio igual al valor objetivo) debe
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decidir entre pesar un paquete cada dos minutos 'y
utilizar este peso individual para controlar el
centramiento 0 pesar cuatro paquetes cada ocho
minutos y utilizar el peso promedio para controlar
el centramiento. En ambos casos se pesarian cua-
tro paquetes de azicar, aungque en €l primer caso
se pesan a lo largo de los ocho minutos que dura
elperiodo de muestreo y en el segundo se toman
los cuatro paquetes al final de los ocho minutos.
Se comparan en este trabajo las dos estrategias
de muestreo en términos de qué tan prcijpéble €es

la deteccion de un cambio de magnitu é)en el
centramiento del proceso, de cudl es el tiempo
esperado hasta que la estrategia detecte un cam-
bio de tal magnitud una vez se produzca vy, final-
mente, del niumero de paquetes que deben ser
revisados antes de que la estrategia detecte que
se produjo el cambio.

En ambos casos se asume que tanto los tamanos
de los subgrupos (uno y cuatro paquetes) cComo
las frecuencias de muestreo (cada dos y cada ocho
minutos) son racionales para este proceso. La ra-
cionalidad se entiende en el sentido que Shewhart
usa en sus definiciones sobre graficas de control
(Montgomery, 1991).

1.1 Pesar un paquete cada dos minutos

(Qué diferencia del peso de uno de estos paque-
tes respecto al valor objetivo deber{a hacer pen-
sar al ingeniero que el proceso se ha descentra-
do?

Dos posibles repuestas serian:

- Mas o menos 10 gramos, porque esta ya €s una
diferencia apreciable

- Cuando el peso obtenido esté por fuera de las
tolerancias, porque esto es lo que realmente im-
porta.

Ambas respuestas son incorrectas. La primera
porque el valor 10 gramos es arbitrario, ¢por qué
10 yno 5, 6 15? La segunda porque quizd es po-
sible detectar descentramientos del proceso mu-
cho antes de tener paquetes fuera de tolerancias.
Lo aconsejable seria estudiar cudl es la variabili-
dad intrinseca del proceso! y en funcién de esa
variabilidad establecer los valores a partir de los
cuales se juzgaria que el proceso se ha descen-
trado. Por ejemplo, si los pesos de los paquetes
siguen una distribucion Normal, el proceso esta
centrado y del estudio de variabilidad se deduce
que la desviacion tipo del proceso (s) es igual a 5
gramos, entonces el 99,7% de los paquetes ten-
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drd un peso situado en el intervalo 1000 + 3s, es
decir, entre 985y 1015 gramos.

Como se ilustra en la Figura 1, una estrategia po-
sible es establecer los limites de control en estos
valores, y si el peso de uno de estos paquetes
resulta estar por debajo de 985 o por encima de
1015 gramos, se dice que el proceso se ha des-
centrado. Como este procedimiento no esta libre
de la comision de errores, conviene tener presen-
te que bajo las condiciones establecidas el riesgo
de concluir que el proceso esta descentrado cuan-
do en realidad no lo estd, serd del orden del 3 por
mil.

Ahora bien, si el proceso se descentra hacia arri-
ba sin cambiar su variabilidad intrinseca y pasa a
llenar los paquetes en torno a 1010 gramos, en-
tonces la probabilidad de identificar el
descentramiento en la primera medicion es igual
a la probabilidad de obtener un valor mayor de
1015 (por encima del limite superior establecido)?
de una distribucion N(1010; 5), tal como se ilustra
en la Figura 2, y esta probabilidad se puede calcu-
lar de la forma:

x—u 1015-1010 _
o 5

z= 43 P(z>1) =0,16

Poblacion de la que
provienen los valores
u=1000; 6=5

Limite de control superior: 1+ 30

1015

Zona donde se van
situando los valores

985 —rr T T T T 1
Limite de control inferior: L - 3¢

Figura 1: Esquema de sisitema de control con limites + 3s
del valor central

Probabilidad de detectar el
descentramiento (punto fuera
de limites): 0,16

Centrado
en u=1010

Los limites de
control son fijos

085

Centrado en
valor nominal

Figura 2: Probabilidad de detectar el descentramiento
controlando unidades individuales
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Por tanto, la probabilidad de detectar el
descentramiento al hacer la primera medicion es
0,16. Esta es la probabilidad de detectar que el
proceso esta ahora centrado en un valor diferente
del deseado, cuando se mide el peso del paquete
que se debe muestrear justo después de que el
cambio ha ocurrido. Esta informacién serd muy
util para efectos comparativos. Por ahora se eva-
luard la probabilidad similar, de detectar el cam-
bio con el primer promedio para el caso del
muestreo de cuatro paquetes cada ocho minutos.

1.2 Pesar cuatro paquetes cada ocho minutos

La probabilidad de detectar que el proceso esta
ahora centrado en un valor diferente del deseado
con la primera medicién del peso promedio de
cuatro paquetes requiere tener en cuenta que, en
este caso, los limites de control estardn adapta-
dos a la distribucién de las medias. Como se sabe,

g = G/ Jn porlo que, en este caso, resultara que

la desviacién tipo de las medias es

Ox =5/\/Z =2,5y por tanto los limites deberan
estar a 1000 = 7,5 gramos.

Si se asume como en el caso anterior que €l pro-
ceso se descentra y pasa a empacar €n torno a
1010 gramos, sin que la variabilidad intrinseca
cambie, la distribucion de las medias de mues-
tras de tamano n = 4 serd N(1010; 2,5) y la proba-
bilidad de que una media salga de limites es (Figu-
ra 3):

x—u _ 1007,5-1010 _

9 2,5
Probabilidad de deteetar ¢l
descentramiento (punto fuera [
de limites): 0,84

Z= -1,  P(z>-1)=0,84

Centrado

en p—1010 d

e
Limites adaplados al
control de medias de
muesiras conn — 4
A4

Centrado en
valor nominal

Figura 3: Probabilidad de detectar el descentramiento
cuando se controlan medias de 4 observaciones

Nétese que esta probabilidad 0,84 de deteccién con
el promedio aritmético de los pesos de los paque-

En general, en los cascs de medidas individuales, se acostumbra estimar
la variacion del proceso utilizando el Rango promedio obtenido a partir
de Rangos maoviles. véase Grant (1996)

2 Se calcula solo la probabilidad de que salga por encima del limite
superior, ya que la probabilidad de que salga por debajo del limite inferior
es despreciable en este caso.

tes del primer subgrupo racional de tamano cuatro
posterior al cambio, es mayor que la probabilidad
0,16 de deteccion usando el peso del primer pa-
quete posterior al cambio. Pero la comparacion di-
recta no seria muy justa, porque se usan tamanos
de subgrupo y tiempos de muestreo diferentes.

2. Comparaciones para un cambio
de magnitud fija

2.1 Primera comparacion

En este problema se configura un modelo
probabilistico discreto comiinmente denominado
modelo Geométrico, asi llamado porque la funcién
de distribucién de la variable aleatoria discreta
asociada con el modelo se define con una serie
geométrica finita (Wackerly, 2002). Se asume que
el proceso cambia de centro y permanece en el
nuevo centro (Grant, 1996). En este caso la proba-
bilidad de detectar el cambio con uno cualquiera
de los primeros cuatro paquetes es igual a:

P(Detectar el cambio con €l primer paquete) + P(NO
detectarlo con el primero, pero si con el segundo)
+ P(No detectarlo con el primero ni con el segun-
do, pero si con el tercero) + P(No detectarlo con el
primero ni con el segundo ni con €l tercero, pero
siconelcuarto)=0,16+0,84x0,16+0,84?x 0,16
+0,84%x 0,16 =0,5021

En este resultado la suma se justifica porque los
cuatro eventos son mutuamente excluyentes. Y el
producto se justifica porque las pruebas son inde-
pendientes.

Es decir, la probabilidad de detectar que se ha pro-
ducido el descentramiento después de pesar cua-
tro paquetes uno por uno cada dos minutos e€s
aproximadamente 0,5 si se llevan sus pesos a un
grafico de valores individuales, y aproximadamente
0,84 si se lleva el promedio del peso de cuatro
paquetes tomados simultdneamente a los ocho
minutos a un grafico de medias, como se ilustra
en la Figura 4.

2.2. Segunda comparacion

Podria objetarse que en el caso del control por
medias se pasa mucho tiempo sin controlar y que
si, por ejemplo, el descentramiento se produce 1
minuto después del ultimo control, con el sistema
de control de medias es imposible enterarse has-
ta pasados 7 minutos (cuando se produce el proxi-
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mo control), mientras que con el control individual
esta deteccion ya puede producirse dentro de tan
s6lo 1 minuto.

Efectivamente esta circunstancia se puede dar,
pero lo relevante es conocer el tiempo medio que
pasarda antes de detectar el descentramiento con
ambas estrategias. Llamando T, al tiempo que
pasa desde el descentramiento hasta la deteccion
con el control individual, E(T)) a su esperanza
matematica y apoyandose en le modelo geomé-
trico se tiene que:

E(T,) =1x0,16 +3x0,16x0,84+5x0,16x0,84> +...

Escrito de forma compacta y completa:

E(T) =Y (2i—1)x0,16x0,84""
i=1

Y haciendo las operaciones se obtiene que:

E(T,) = 11,50 minutos.
Control
individual Prob. de deteccién:
0,16 0,29 0,41 0,50 Hasta la Gltima medicion
0,16 0,16 0,16 0,16  En cada medicion
® ° ® [} [
1 1 1 1 il 1 [
T T T T T T 1o
0 1 3 5 7 Tiempo

T (min.)

Momento en que se produce el
descentramiento

Control de

medias Prob. de deteccion

en la primera media

el
d
=

} 3
1 Tiempo

% ) (min.)

--e008
~ + 0000

w -
n

Momento en que se produce el
descentramiento
Figura 4: Comparacion de las probabilidades de deteccion
controlando medias de 4 observaciones y controlando
observaciones individuales.

Sea ahora T, el tiempo que pasa desde el
descentramiento hasta su deteccion controlando
medias de cuatro observaciones. Se tiene ahora:

E(T,) =7x0,84+15x0,84x0, 16+23x0,84%0,16% +...

Escribiéndolo de forma compacta y calculando. Se
obtiene:

E(T,) = [(7+8(1—1)]x0,84x0,16"" = 8,52 minutos

i=1
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Es decir, en el caso de que se descentre 1 minuto
después del ultimo control, y a pesar de que el
control individual tiene 3 oportunidades de deteccion
antes que el control de medias, en promedio
detectaremos antes el descentramiento controlando
medias que observaciones individuales. Si el
descentramiento se produjera, por ejemplo, en los
minutos 2, 4 6 6 el tiempo medio hasta la deteccion
con el control individual seguiria siendo 11,50
minutos, mientras que controlando medias seria de
7,52; 5,52 y 3,52 minutos respectivamente.

2.3. Tercera comparacion

Una vez analizado el tiempo necesario hasta que
se detecte el cambio en el centro del proceso,
surge la pregunta sobre cudl sera el nimero pro-
medio de piezas que deberan revisarse antes de
que el grafico indique que se ha producido tal cam-
bio, porque este indicador tiene asociado el costo
de las pruebas necesarias para detectar el cam-
bio. Este indicador es mas adecuado que el nu-
mero de subgrupos necesarios para tomar la de-
cision, porque los subgrupos pueden ser, como
en este caso, de tamano diferente.

Se sabe que el valor esperado de la variable
aleatoria geométrica X que cuenta el namero de
pruebas hasta que se detecta que se produjo un

1
cambio en el centro del proceso es igual a 7

1-p’
donde p se define como la probabilidad de dejar
seguir €l proceso, es decir, de no detectar el cam-
bio (Duncan, 1996). Conviene recordar que la pro-
babilidad de detectar el cambio cuando se
muestrea un paquete es 0,16 y que la probabili-
dad hacerlo cuando se muestrean cuatro paque-
tes €s 0,84.

Sea X, la variable que cuenta el numero de prue-
bas cuando se muestrea un solo paquete; y sea
X, la variable que cuenta el nimero de pruebas
cuando se muestrean cuatro paquetes. Entonces,

1

E[Xl]:m:6’ 25 paquetes y ElX,] =119

1-0,16
muestras de tamano cuatro, es decir, 1,19 '» 4 =
4,76 paquetes. Es decir, en promedio se deberan
revisar 4,76 paquetes antes de que el grafico de
promedios indique que el proceso ha cambiado
Su centro; en contraste, se requiere revisar en pro-
medio 6,25 paquetes antes de que el grafico de
medidas individuales indique que este cambio ha
ocurrido.
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3. Sensibilidad frente a la magnitud
del descentramiento

Hasta aqui la comparacion se ha limitado al andli-
sis de una situacion en la cual la magnitud del
descentramiento es de 86 =26 = (2)(5)= 10 gramos.
Los resultados de la comparacion se resumen en
la Tabla 1, € indican que ante un desplazamiento
hacia arriba del centro del proceso de tal magni-
tud, el grafico de control para medias es definitiva-
mente mas sensible que el grafico de control para
medidas individuales en cuanto a su habilidad para
detectar un cambio en el centramiento del proce-
SO.

Tabla 1: Resumen de resultados de comparaciéon

Muestras de
Muestras de un

Comparacién

paquete cada

cuatro paquetes
cada ocho

dos minutos "
minutos
Probabilidad de detectar el cambio 0,50 0,84
Tiempo necesario para detectar el cambio 11,5 minutos 8,52 minutos
Numero de paquetes que se deben revisar 6,25 paquetes 4,76 paquetes

en promedio antes de detectar el cambio

Surge sin embargo la duda sobre si estos resultados
se repiten de manera similar ante un cambio de
cualquier magnitud & veces 6 en el centro del
proceso. A pesar de que resulta muy poco realista,
se mantendrd CoOmo supuesto que se producird un
cambio permanente y estable en el centro del
proceso, sin cambios en la variabilidad intrinseca
del mismo, solamente para efectos comparativos.

3.1. Probabilidades de deteccién ante un
cambio 00 en el centro del proceso

Sea P, la probabilidad de detectar el cambio con
el grafico para medidas individuales cada dos
minutos y P, la probabilidad de detectar el cambio
con el gréfico para promedios de muestras de
tamano 4 cada ocho minutos. Un cambio de
magnitud 80 se referird Gnicamente usando el

simbolo 8. Por ejemplo, en las primeras
comparaciones se estudié un cambio de magnitud
10, correspondiente a 2 veces la desviacion
estandar del proceso. Esta magnitud se asociara
con un cambio de tamano 8 = 2. En tal caso, P, =
0,16y P, =0,84.

En general, P, se puede encontrar como

P, =1-P[LIC< X <LSC], con X la medicién

individual y LIC y LSC los limites de control para el
grafico individual; y, en forma similar, P, se

encuentra como P, =1—P[LICp SX= LSCp] ,

con LICp y LSCp los limites de control para el grafico
de promedios.

Sise asume que se produjo un cambio de magnitud
d en el centro del proceso, este cambio significa
que el centro del proceso ha cambiado de estar en
L aestaren p+ d. Entonces,

P, =1-[P(Z<3-8)-P(Z<-3-0)] y
P, =1-[P(Z<3-28)-P(Z<-3-29)].

Sin embargo, no seria apropiado comparar
directamente P, y P, tal como ya se ilustr6. En
realidad P, se debe comparar con la probabilidad
de que el grafico individual detecte el cambio en
las cuatro primeras mediciones, que esta dada
por

P,=P, +(1 -P)P+(1-P 2P+ (1-P)3P,.

Y el grafico de promedios serd mas adecuado que
el grafico de medidas individuales en la medida
que P, sea mayor que P,. La Figura 5 permite
apreciar que en general el grafico de promedios
es mdas adecuado para detectar cambios que el
gréfico individual; sin embargo, para valores de &
menores que aproximadamente 0,55 la situaciéon
se invierte y la probabilidad de detectar un cambio
de tamario 8 es mayor cuando se utiliza un gréfico

de medidas individuales.

Figura Sa FiguraSh

100 - 020
090 _.-/ 0.18
080 2 0.6
c
§ 070 ‘g 0.14
3 o060 Zon
g 050 $ 010
2 040 3 008
g 030 2 00s
& 020 & 0.04
010 d 0.02 e
000 0.00
0.00 1.00 2.00 3.00 400 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Magnitud del cambio (d) Magnitud del cambio (d)

Figura 5: Comparacion de las probabilidades de deteccion
controlando medias de 4 observaciones (linea continua)
y controlando observaciones individuales (linea puntea-
da). A la izquierda (Figura 5a) para una magnitud del
cambio (8) entre O y 4; a la derecha (Figura 5b) para una
magnitud del cambio (§) entre O y 1.

3.2. Tiempos esperados de deteccion ante un
cambio 80 en el centro del proceso

Ya se mostré previamente que
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E(T) = (2i~1)x0,16%0,84"" y

i=1

E(T,) = i[w +8(i—1)]x0,84x0,16'"

i=1

Utilizando la notacién de la seccion anterior, se
pueden reescribir estas expresiones como

y E(T)= i[(7+8(i—1)]xP4 x(1-P,)""

i=1
Por lo que se sigue que

2-P, 8—P
E(T)=—=+ y ET,)= !
B P,

Y el gréfico para medias detectarda mas rapidamente
el cambio si E(T,) > E(T)), lo que ocurre cuando P,/
P > 4. EnlaFigura 6 se han graficado E(T,) -lineas
continuas- y E(T)) -lineas punteadas- para varios
valores del cambio 9, la magnitud del
desplazamiento del centro del proceso. La Figura
6 permite identificar bajo qué condiciones se
satisface esta desigualdad.

La Figura 6 indica que el tiempo esperado de de-
teccidon es menor cuando se usa un grafico de
control de medias cada ocho minutos que cuan-

Figuraga
8000
§ 004" k
H \
& 8000

[she]
000 €50 100 15 200 250 380

Magnitud del camblo(d)

Figurasb
8000 -

Figura éc
140

o

&

o

Tikempo esperado de deteccidn
8§ 888 8¢

8

nO & 6 & o
Tiempo esperado de dewccion

o

1.00 150 2.¢ 250 34C
Magnitud del cambiofd)

Magnitud del cambiofd)

Figura 6: Comparacion de los tiempos esperados de
deteccion controlando medias de 4 observaciones (linea
continua) y controlando observaciones individuales (linea

punteada). Arriba (Figura 6a, para una magnitud del

cambio () entre O y 3; abajo a la izquierda (Figura 6b)

para una magnitud del cambio (8) entre O y 1; y abajo a

la derecha Figura 6¢) para una magnitud el cambio ()
entre 1 Yy 3.
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do se usa un grafico de medidas individuales cada
dos minutos, solamente si €l cambio 8 se encuentra
entre 0,55y 2,30, aproximadamente.

3.3 Nuamero promedio de piezas que deberan
revisarse antes de que el grafico indique que se ha
producido un cambio 86 en el centro del proceso

Sea ARL, el nimero promedio de piezas que de-
berdn revisarse antes de que el grafico individual
indique que se ha producido un cambio de mag-
nitud sc en el centro del proceso; y sea ARL, el nu-
mero equivalente para el grafico de control de me-
dias de muestras de tamano 4. A partir de E(X,) y
E(X,) definidas en la Seccion 2.3 y de P y P, defini-

1
dos en la Seccidn 3.1, se sigue que ARL, TP Y
1

1
ARL, =3 - Y como la comparacién més justa es
4

entre ARL vy (4 X ARL ), se sigue que (4 X ARL,) >
ARL, solamente cuando (P, /P)) > 4, lo cual condu-
ce a las mismas conclusiones de la seccion 3.3, s
decir, que el grafico de control para medias de ta-
mano 4 detecta mas facilmente un cambio de mag-
nitud 50 en el centro del proceso cuando & esta en-
tre 0,55y 2,30, aproximadamente.

4. Comentarios finales

Una comparaciéon comun en la literatura sobre el
tema es entre graficos de control para medidas
individuales y graficos de control para promedios
de muestras de tamano n, donde las medidas in-
dividuales y los promedios se toman con igual fre-
cuencia. La conclusion es que los primeros son
menos sensibles ante cambios pequenos que los
segundos. En este trabajo se introduce la compa-
racion entre los mismos graficos de control, pero
variando la frecuencia de muestreo para hacerlos
comparables en términos del esfuerzo necesario
para mantener ampos graficos. En este caso par-
ticular se comparan graficos de control para mues-
tras de tamano uno cada dos minutos con grafi-
cos de control para promedios de muestras de
tamano cuatro cada ocho minutos Y se concluye
que los graficos individuales son mas sensibles
para cambios pequenos (menores que 0,55 des-
viaciones estandar) y para cambios grandes (ma-
yores que 2,30 desviaciones estandar) del centro
del proceso; pero no necesariamente para cam-
bios de magnitud mediana.

La razodn para que el grafico para medidas indivi-
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duales sea mas sensible para valores pequenos de
a recae en que en este caso la distribucion mas
adecuada para el calculo de las probabilidades de
deteccion es la distribucion geométrica. Y la ra-
zon para que sea mas sensible para desviacio-
nes muy altas es que una desviacién muy gran-
de deberia ser facilmente detectada por cualquier
medicién del proceso. Por ejemplo, si el centro
del proceso cambia seis desviaciones estandar
hacia arriba, basta con una sola medicién para
detectar el cambio, casi con toda seguridad.

Aqui se han comparado muestras de tamano uno
cada dos minutos con muestras de tamano cuatro
cada ocho minutos. Una generalizacién
interesante que no se discute en este trabajo es
si los resultados se mantienen cuando se toman
muestras de tamano uno cada t minutos que se

comparan con muestras de tamano n cada nt
minutos, manteniendo constante la variabilidad del
proceso.
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