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Afectacion de la masa de las estrellas de neutrones por
acoplamiento con el axiéon en gravedad modificada

Sebastian Moreno Chalacé

Resumen

En este trabajo se investiga la estructura de estrellas de neutrones en el marco de una teoria escalar-tensorial
axionica. El modelo se define por un acoplamiento no minimo entre el campo de axién y la curvatura, descrito
por la funcién f(¢) = 1+£¢?, y se analiza en el régimen cosmoldgico post-inflacionario, donde el axién oscila
en torno al minimo de su potencial. Se derivan las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) modi-
ficadas en el marco de Einstein, las cuales se resuelven numéricamente para obtener la estructura interna y
externa de la estrella. Para ello, se implementé un método de disparo bidimensional en Python. A partir de
estas soluciones, se calcula la masa y el radio observables en el marco de Jordan. El andlisis se lleva a cabo
para tres ecuaciones de estado (EoS) nucleares realistas, aproximadas como politropos a trozos: Wiringa-Fiks-
Fabrocini (WFF1), Skyrme-Lyon (SLy) y Akmal-Pandharipande-Ravenhall (APR). Los resultados demues-
tran que el acoplamiento del axién induce un fenémeno de escalarizacién espontanea, generando soluciones
estelares con una masa méxima superior a la predicha por la Relatividad General.

Se encontrd que, si bien las curvas M-R son consistentes con ciertas cotas observacionales como los limites
de compacidad de GW170817, presenta una tensién con las mediciones de radio de NICER. No obstante, el
modelo, especialmente con la EoS APR, logra producir estrellas de neutrones con masas de hasta 2.22Mg,
posicionandolas en el umbral de la “brecha de masa” observacional. Esto confirma que la teoria estudiada es
un mecanismo viable para la existencia de estrellas de neutrones supermasivas, aunque su compatibilidad fe-
nomenolégica completa depende fuertemente de la EoS nuclear subyacente y de los parametros del modelo
axionico.

Palabras clave: estrellas de neutrones, axiones, materia oscura, acoplamiento.

Abstract

In this work, the structure of neutron stars is investigated within the framework of an axionic scalar-tensor
theory. The model is defined by a non-minimal coupling between the axion field and curvature, described by
the function f(¢) = 1 + £¢?, and is analyzed in the post-inflationary cosmological regime, where the axion
oscillates around its potential minimum. The modified Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) equations are de-
rived in the Einstein frame and are then solved numerically to obtain the internal and external structure of the
star. For this purpose, a two-dimensional shooting method was implemented in Python. From these solutions,
the observable mass and radius are calculated in the Jordan frame. The analysis is carried out for three realis-
tic nuclear equations of state (EoS), approximated as piecewise polytropes: Wiringa-Fiks-Fabrocini (WFF1),
Skyrme-Lyon (SLy), and Akmal-Pandharipande-Ravenhall (APR). The results demonstrate that the axion
coupling induces a phenomenon of spontaneous scalarization, generating stellar solutions with a maximum
mass greater than that predicted by General Relativity.

It was found that while the M-R curves are consistent with certain observational bounds, such as the com-
pactness limits from GW170817, they exhibit tension with radius measurements from NICER. Nonetheless,
the model, particularly with the APR EoS, succeeds in producing neutron stars with masses up to 2.22Mg),
placing them at the threshold of the observational “mass gap”. This confirms that the studied theory is a
viable mechanism for the existence of supermassive neutron stars, although its complete phenomenological
compatibility is strongly dependent on the underlying nuclear EoS and the parameters of the axion model.
Keywords: neutron stars, axions, dark matter, coupling.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estrellas de Neutrones como Laboratorios de Fisica

La fisica del siglo XXI utiliza los fenémenos mas extremos del universo, en particular las estrellas de neu-
trones (NS), como laboratorios para sondear leyes fundamentales de la naturaleza. Esta nueva era de la as-
tronomia multimensajero fue inaugurada por el evento GW170817, la fusién de dos estrellas de neutrones de-
tectada tanto en ondas gravitacionales como electromagnéticas [1]. La diferencia casi nula entre el tiempo de
llegada de la senal gravitacional y la electromagnética impuso una restriccion sin precedentes sobre la veloci-
dad de la gravedad, c4, demostrando que es igual a la velocidad de la luz, ¢, con una precisién extraordinaria:
lcg/c— 1] < 5-107° [2], descartando de forma inmediata una gran cantidad de teorfas de gravedad modifi-
cada que predecian una velocidad de las ondas gravitacionales distinta a la velocidad de la luz [3, 4]. La era
de la astronomia multimensajero no solo abrié una nueva ventana al universo, sino que también demostro ser
una herramienta para reducir la gran cantidad de posibilidades tedricas.

Ademss, el andlisis de la deformacién de las estrellas durante la fusién, cuantificada por la deformabilidad
de marea A, proporciond restricciones sobre la Ecuacién de Estado (EoS) de la materia. Una EoS més “rigi-
da” (stiff), donde la presién aumenta rapidamente con la densidad, da como resultado estrellas mds grades
y menos compactas. Por el contrario, una EoS “blanda” (soft), donde la presién aumenta més lentamente,
produce estrellas mds pequenas y compactas que resisten mejor la deformacién (menor A). Los resultados de
GW170817 por parte de la colaboracién LIGO-Virgo establecieron un limite superior para la deformabilidad
de marea de una estrella de neutrones canénica de 1.4 masas solares (Mg), A14 = 190f‘;’38. Este resultado
favorecié de manera significativa las oS méds blandas, sugiriendo que las estrellas de neutrones son objetos
relativamente compactos [5].

Sin embargo, un evento posterior, GW190814, planteé uno de los mayores desafios hasta la fecha. Esta senal
fue generada por la fusién de un agujero negro de ~ 23Mg con un objeto compacto secundario de una masa
de ~ 2.5Mg [6]. Este valor cae directamente en el llamado “mass gap” (brecha de masa), una regién entre la
masa de la estrella de neutrones més pesada conocida (M = 2.35 + 0.17Mg) y la del agujero negro mas ligero
observado (~ 5Mg).

Este objeto secundario representa un enigma fundamental. Si se trata de del agujero negro més ligero jamés
detectado, su formacion desafia los modelos convencionales de evolucién estelar y supernovas. Otra posibi-
lidad es que se trate de la estrella de neutrones mas masiva jamas observada. Sostener una masa de 2.6Mg
contra el colapso gravitacional es un desafio excepcional que lleva al limite a la relatividad general incluso con
las EoS mas rigidas.

Este hecho observacional sugiere que el problema no radica unicamente en el desconocimiento de la EoS,
sino en la propia teoria de la gravedad. La existencia de estrellas de neutrones supermasivas, si se confirma,
podria ser una indicaciéon de que la propia relatividad general no podria ser suficiente para describir estrellas
de neutrones pesadas en la regién de la brecha de masa y que alguna forma de gravedad modificada es nece-
saria para describir correctamente la estructura estelar en el régimen de campo fuerte, como es el caso de las
teorias escalar-tensoriales. Los campos escalares requeridos por estas teorias no tienen por qué ser puramente



hipotéticos; podrian corresponder a particulas ya motivadas por otros grandes enigmas de la fisica, como el
axion de la QCD, uno de los candidatos mas sélidos para la materia oscura.

1.2. El Axion como Candidato a Materia Oscura

Los grandes problemas no resueltos de la cosmologia, como la naturaleza de la materia oscura, pueden te-
ner su origen en la fisica que opera a las escalas de energia mas altas, mucho mas allad de lo que el Modelo
Estandar describe. En este contexto, el axién emerge no solo como un candidato principal para la materia os-
cura, sino como una particula cuya existencia esta motivada por uno de los problemas més sutiles y profundos
del propio Modelo Estdndar: el problema CP fuerte [7]. La simetria CP es la combinacién de la conjugacién
de carga (C), que intercambia particulas por antiparticulas, y la paridad (P), que invierte las coordenadas es-
paciales. Si bien se sabe que esta simetria se viola en las interacciones débiles, no hay evidencia experimental
de su violacién en las interacciones fuertes, descritas por la Cromodindmica Cudntica (QCD).

La teoria QCD permite de forma natural un término en su Lagrangiano que viola la simetria CP, el parame-

tro 6, el cual plantea un gran reto desde su descubrimiento [8]. Este pardmetro de las interacciones fuertes,
de no ser 0, deberia inducir efectos observables de la violacién CP, el mas prominente de los cuales seria un
momento dipolar eléctrico para el neutrén. La bisqueda experimental de dicho momento dipolar han arroja-
do resultados nulos, estableciendo un limite superior sobre el valor efectivo de este pardmetro: § < 10710 [9].
La solucién maés elegante y ampliamente aceptada a este enigma es el mecanismo propuesto por Robert Pec-
cei y Helen Quinn en 1977 [10, 11]. En lugar de postular que # es pequefio por alguna razén desconocida, el
mecanismo de Peccei-Quinn (PQ) lo promueve de una constante fundamental a un campo dindmico que em-
pieza siendo un bosén de Goldstone no masivo, que surge del rompimiento espontaneo de una nueva simetria
global, U(1)pq [12, 13].
Inicialmente, el axién es un campo sin masa cuyo valor puede ser cualquiera, sin embargo, la simetria U(1)pq
es rota por efectos cudnticos no perturbativos. Estos efectos generan un pequenio potencial para el campo de
axién, cuyo minimo se encuentra en el valor que cancela el término de violacién de CP, § = 0. De esta forma,
el universo evoluciona dindmicamente hacia un estado que conserva la simetria CP en el sector fuerte, resol-
viendo el problema de forma natural.

La misma dindmica que resuelve el problema de CP fuerte proporciona un mecanismo de produccién cos-

molodgica natural para el axién. En el universo temprano, cuando la temperatura era mucho mayor que la es-
cala de QCD, el potencial del axién era inexistente y el campo podia tener cualquier valor inicial, ¢;, deter-
minado por la fisica de la ruptura de la simetria PQ. A medida que el universo se expandia y se enfriaba, el
potencial del axién inducido por QCD comenzé a “encenderse”. Cuando la tasa de expansién del universo (el
pardmetro de Hubble, H) se volvié comparable con la masa del axién, m,(T"), que depende de la temperatura,
el campo del axién comenzé a oscilar coherentemente al rededor del minimo de su potencial en 6 = 0 [14]. Es-
te campo de axién que oscila coherentemente en todo el espacio se comporta exactamente como un fluido de
particulas no relativistas y sin presién, es decir, como materia oscura fria (Cold Dark Matter, CDM) [15, 16].
Este proceso se conoce como el mecanismo de desalineamiento (misalignment mechanism). Para una escala
de ruptura de la simetria PQ, f,, en el rango 10° GeV < f, < 10*2GeV (la llamada “ventana del axién”),
la densidad de reliquia de estos axiones producidos por el desalinamiento coincide de forma natural con la
densidad de materia oscura observada en el universo [14].
Esta notable coincidencia es lo que eleva al axién a la categoria de los candidatos a materia oscura méas con-
vincentes. A diferencia de otras particulas hipotéticas, como los WIMPs, que fueron propuestos, en principio,
para ser materia oscura, el axion fue postulado para resolver un problema completamente independiente en
la fisica de particulas. El hecho de que también posea las propiedades correctas para constituir la materia os-
cura del universo es un argumento poderoso a favor de su existencia. Resuelve dos de los mayores misterios de
la fisica moderna con una sola nueva pieza de fisica. Mas alld de su papel cosmolégico como materia oscura,
si el axion se acopla de forma no minima a la gravedad, puede desempenar el papel del campo escalar que
media una quinta fuerza, convirtiéndose asi en el protagonista de las teorias escalar-tensoriales y afectando
directamente la estructura de objetos compactos.



1.3. Teorias Escalar-Tensoriales

Las teorias escalar-tensoriales representan una de las extensiones més naturales y estudiadas de la relati-
vidad general, proporcionando un lenguaje matematico para describir un universo en el que la fuerza gravi-
tacional es mediada no solo por la curvatura del espacio-tiempo (un campo tensorial) sino también por uno
0 mas campos escalares.

Las teorias escalar-tensoriales generalizan la Relatividad General al introducir un grado de libertad escalar

dindmico que participa en la mediacién de la interaccién gravitacional [17]. En el marco tedrico que describe
estas interacciones, conocido como el “marco de Jordan”, la accién total del sistema se compone de dos partes
principales: la primera es el sector gravitacional que cuenta con un término crucial que acopla directamente
el campo escalar a la curvatura (representada por el escalar de Ricci) y un potencial para el propio campo
escalar. Esta es la caracteristica definitoria de estas teorias, una funcién de acoplamiento no minimo que las
distingue de la Relatividad General, donde un campo escalar se acoplaria de forma minima. La segunda parte
de la accién es la que corresponde a la materia, que se asume que interactiia directamente solo con la métrica
del espacio-tiempo [18].
Es a menudo conveniente realizar una transformacién matemaética de la métrica para reescribir la accién en
el llamado “marco de Einstein” [19]. En este marco, el sector gravitacional de la accién recupera la forma
estandar de la Relatividad General, pero a costa de introducir un acoplamiento explicito entre el campo es-
calar y la materia. Esta dualidad de marcos es una herramienta poderosa: el marco de Einstein es a menudo
mas sencillo para los cdlculos tedricos, mientras que el marco de Jordan representa el universo fisico en el que
los instrumentos de medida operan y la materia sigue las geodésicas [20].

La motivacion para considerar las teorias escalar-tensoriales no se limita a la fisica de los objetos com-
pactos. Estas teorias han desempenado un papel central en la cosmologia moderna. Por ejemplo, muchos de
los modelos maés exitosos de inflacién césmica, el periodo de expansion acelerada del universo temprano, son
intrinsecamente teorfas escalar-tensoriales [21-23]. El modelo de inflacién de Higgs, en el que el propio campo
de Higgs impulsa la inflacién, requiere de un acoplamiento no minimo a la gravedad para ser compatible con
las observaciones del fondo césmico de microondas [24].

La caracteristica mas sorprendente y relevante de ciertas teorias escalar-tensoriales para la fisica de las es-

trellas de neutrones es un fenémeno no perturbativo conocido como “escalarizacién esponténea” [25-27]. Este
mecanismo permite que estas teorias se comporten de manera practicamente indistinguible de la Relatividad
General en regimenes de campo gravitacional débil, como el Sistema Solar. Dicho mecanismo funciona de tal
forma que en el vacio o en presencia de campos gravitacionales débiles, el campo escalar se encuentre en un
estado trivial. Sin embargo, si la curvatura del espacio-tiempo supera cierto umbral critico, como ocurre en el
interior de una estrella de neutrones suficientemente compacta, este estado puede volverse inestable. El sis-
tema puede entonces experimentar una transicién de fase hacia una nueva configuracién en la que el campo
escalar adquiere un valor no trivial significativo dentro y alrededor de la estrella. La estrella de neutrones de-
sarrolla “pelo escalar” (scalar hair), una violacién de los teoremas de “no pelo” que se aplican a los agujeros
negros en Relatividad General.
Este “pelo escalar” actia como una fuente adicional de gravedad, modificando fundamentalmente la estruc-
tura de la estrella. Las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,
o TOV) se ven alteradas, lo que a su vez cambia la relacién masa-radio de la estrella [28]. De manera cru-
cial, para ciertas clases de teorias escalar-tensoriales, el efecto de escalarizacién es proporcionar un soporte
de presion efectivo adicional, lo que permite que una estrella de neutrones soporte una masa maxima signi-
ficativamente mayor que la permitida por la Relatividad General para la misma EoS subyacente.

1.4. Estructura de la Tesis

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se establece el marco tedrico, cubriendo
desde las herramientas geométricas de la relatividad general hasta la derivacion de las ecuaciones de campo
de Einstein y la estructura de un objeto compacto. Seguidamente, el Capitulo 3 introduce el formalismo del
marco de Einstein, detallando como acceder a él mediante una transformacion conforme y cémo se representa



el campo de axién en dicho marco. El Capitulo 4, nicleo de esta investigacion, presenta la deduccién de las
ecuaciones de estructura para un objeto compacto con un acoplamiento no minimo entre la curvatura y el
campo de axién, derivando también la relacion de masa entre los marcos analizados. Posteriormente, en el
Capitulo 5 se ofrece una introduccion a las ecuaciones de estado de la materia, explicando su aproximacion
politrépica y presentando las ecuaciones especificas a utilizar. Finalmente, el Capitulo 6 expone los resultados
numéricos, presentando las relaciones masa-radio obtenidas para el modelo y una discusion detallada de los
hallazgos.



Capitulo 2

Relatividad (eneral y Estructura
Estelar

2.1. Fundamentos de la Relatividad General

El presente capitulo ofrece un resumen de los conceptos matematicos y fisicos fundamentales de la Relati-
vidad General. La exposicion y el desarrollo de los temas se basan principalmente en el tratamiento pedagdgi-
co presentado en el libro de texto de Carroll [29].

2.1.1. Principio de Equivalencia

La masa inercial y la masa gravitacional de cualquier objeto son iguales, es decir, el comportamiento de
cuerpos en caida libre es universal y estos se comportan como particulas de prueba idénticas. Este enuncia-
do, conocido como el principio de equivalencia débil, fue presagiado por Galileo a través de sus experimentos
donde observé que sin importar su masa, cuerpos distintos caen a la misma razén; y de forma experimental
también, E6tvos determind con alta precision que todos los cuerpos tienen la misma razén entre su masa iner-
cial y su masa gravitacional.

A partir de la universalidad de la caida libre se deduce una consecuencia fundamental. Si un observador y su
laboratorio se encuentran en dicho estado, todos los objetos dentro del laboratorio, sin importar su composi-
cion, caeran de la misma forma. Desde el punto de vista de tal observador, todos estos objetos pareceran estar
flotando como si no estuvieran bajo la influencia de un campo gravitacional. Esto implica que un marco de
referencia en caida libre es localmente indistinguible de un marco de referencia inercial. Posteriormente, Eins-
tein generalizd esta idea al postular que dicha indistinguibilidad no se limita unicamente dejar caer particulas
de prueba sino a cualquier tipo de experimentos, es decir, a todas las leyes de la fisica. Si esto es asi, las le-
yes de la fisica en este marco deben reducirse a su forma en ausencia de gravedad: las leyes de la Relatividad
Especial.

Esta extrapolacién se ve plasmada en el Principio de Equivalencia de Einstein:

En pequenas regiones del espacio-tiempo, las leyes de la fisica se reducen a aquellas de la relati-
vidad especial; es imposible detectar la existencia de un campo gravitacional realizando experi-
mentos locales [29].

2.1.2. Geometria del Espacio-Tiempo

Dado que el movimiento no depende de la composicién de los objetos, sus trayectorias en caida libre defi-
nen una serie de curvas llamadas geodésicas, que andlogamente a las lineas rectas de la relatividad especial,
corresponden a los caminos més cortos posibles en el espacio-tiempo. Esto sugiere que las trayectorias de cuer-
pos inerciales son siempre geodésicas pero es el mismo espacio-tiempo el que cambia, es decir, no es el mismo
tratado en Relatividad Especial. En consecuencia, lo que se percibe como campo gravitacional es, en realidad,



una desviacién de la geometria con respecto al espacio-tiempo plano de Minkowski. De este modo, el Princi-
pio de Equivalencia nos obliga a abandonar la idea de la gravedad como una fuerza y a describirla como una
manifestacién de la geometria del espacio-tiempo mismo [30].

Formalmente, si requerimos describir ese espacio-tiempo curvo, el marco matemaético formal es el de una
variedad diferenciable. A grandes rasgos, una variedad es un espacio que puede estar curvado y tener una
topologia compleja, pero que en regiones locales se asemeja a un espacio simple como el euclidiano o, en nues-
tro caso, al de Minkowski. Es decir, una regién lo suficientemente pequena es “plana” y puede ser descrita por
un sistema de coordenadas local.

Para la Relatividad General, se postula que el espacio-tiempo es una variedad Lorentziana de cuatro di-
mensiones, denotada como (M, gm,), donde M es la variedad misma y g,,,, es el tensor métrico que genera-
liza la métrica n,,,, del espacio de Minkowski. Esta tltima, un tensor simétrico de rango (0,2) y no degenerado
es el objeto fundamental que nos permite calcular el intervalo espacio-temporal o elemento de linea ds? entre
dos eventos infinitesimalmente cercanos:

ds* = Gy Azt dz” .

El que sea no degenerada asegura la existencia de la métrica inversa g*¥ la cual definimos mediante la del-
ta de Kronecker, tal que g""g,,, = 0¥, lo que permite, entre otras cosas, subir y bajar indices de otros tensores.

El principio de Covariancia exige que todas las leyes de la fisica deben ser independientes del marco de re-
ferencia y de la ubicacién en el universo [31]. Sin embargo, la derivada parcial no transforma como un tensor,
es decir, depende del sistema de coordenadas usado, por lo que su uso violaria este principio. Por lo tanto,
surge la necesidad de definir un nuevo operador que haga las veces de derivada y sea independiente del siste-
ma de coordenadas. De esta forma, se define el operador derivada covariante V el cual mapea un campo
tensorial de rango (k,l) a uno de rango (k,l 4+ 1). Este nuevo operador toma la derivada parcial usual y le
anade una correccién para hacer el resultado covariante de la siguiente forma:

v o__ v v A
V.V =0,V 4 TNV

donde I'/\ es conocido como la conexién afin o los simbolos de Christoffel, el cual, en términos de la
métrica se escribe como

1
qu = §g)\n(augnu + augnu - alig;,bl/)'

La derivada covariante previamente definida nos permite cuantificar la razén de cambio instantdnea de un
campo tensorial en comparacién con como seria si fuera transportado paralelamente, es decir, manteniéndolo
constante a través de un camino. Como el transporte paralelo de un vector a lo largo de un camino cerrado no
lo devuelve, en general, a su estado original, podemos usar esa dependencia para definir una nocién intrinseca
de curvatura la cual se captura en el conmutador de dos derivadas covariantes. Al aplicarlo sobre un vector
V.. , el resultado no es cero:

v,v,vV, -V, V,V, =R,,.V,,

donde R”,, es el tensor de curvatura de Riemann, el cual se construye a partir de la conexion tal que:
_ P A P A
Rpa;u/ - 8HF1€<7 - aVFZ,J + FH,/\FVO' - Fu/\rua

A partir de contracciones del tensor de Riemann podemos formar objetos mas simples para promediar la
informacién contenida en este. La primera contraccion define el tensor de Ricci R,,:

_ DA
R[,U/ =R pAv”

Realizando una segunda contraccion, o la traza del tensor de Ricci con la métrica, se obtiene una cantidad
escalar, el escalar de Ricci o curvatura escalar R:

R=R',=g"R,,



2.1.3. Ecuaciones de Campo de Einstein

La accién que describe la dindmica del campo gravitacional en el vacio, propuesta por Hilbert, es la forma
mas simple que puede construirse a partir de un escalar geométrico, el escalar de Ricci R. Esta es conocida
como la accién de Einstein-Hilbert:

Sy = /\/?ng"a:. (2.1)

Para obtener las ecuaciones de movimiento, se varfa la accién (2.1) con respecto a la métrica inversa g
y se aplica el principio de minima accién, obteniendo asi:

0S5y = /dnx Vv _ggHVéRMV + /dnw \% _gRuuégMV + /dnx R(S\/ — 9

Este procedimiento variacional, tras un desarrollo algebraico, conduce a las ecuaciones de campo de Eins-
tein en el vacio:

1
Rl“’ — gRgl“, =0.

Para describir un espacio-tiempo que contiene materia y energia, se introduce en la acciéon un término adi-
cional, S, que representa los campos de materia. La accién total del sistema es:

1
= S+ Su
167G ’
A partir de la variacién de la accién de materia con respecto a la métrica, se define el tensor energia-momento
pr :

T 2 0Sn,

=g g

el cual actiia como la fuente del campo gravitacional. Al aplicar el principio de minima accién a la accién total,
se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein completas:

1
G.=R,, — iRQW = 8nGT,

pny — pv o

(2.2)

siendo G, el tensor de Einstein. Estas ecuaciones constituyen el nicleo de la Relatividad General, esta-

bleciendo la relaciéon fundamental entre la geometria del espacio-tiempo y su contenido de materia-energia.

2.2. Estrellas Relativistas

El formalismo para describir estrellas relativistas, incluyendo la métrica para un espaciotiempo esférica-
mente simétrico y el modelo de materia como un fluido perfecto, se presenta siguiendo el marco teérico de-
sarrollado en textos de referencia sobre la materia compacta, como el de Glendenning [31].

2.2.1. Meétrica para Simetria Esférica y Estatica

Para modelar una estrella no rotante y en equilibrio, se asume que el espacio-tiempo que genera es estati-
co y esféricamente simétrico. La condicién de estaticidad implica que la geometria no cambia con el tiempo,
mientras que la simetria esférica significa que no hay direcciones espaciales privilegiadas. Bajo estas suposi-
ciones, la métrica mas general puede escribirse como

ds? = =’ dt? + A dr? 4 72 (d6” + sin® 6 dg?). (2.3)

donde v(r) y A(r) son funciones de la coordenada radial r que actiian como los potenciales gravitacionales a
determinar.

A partir de esta métrica, se calculan los simbolos de Christoffel y, posteriormente, los componentes del
tensor de Ricci (Rl“,). Estos tltimos son necesarios para construir las ecuaciones de campo de Einstein y, en
dltima instancia, determinar la estructura de la estrella.



2.2.2. Tensor Energia-Momento de la Materia

Se modela la materia estelar como un fluido perfecto. En el sistema de referencia en reposo del fluido,
este es is6tropo. El tensor energia-momento para un fluido perfecto se define como:

T = (P 4+ e)u*u” + Pg"",

donde P es la presion, € es la densidad de energia, y u* es la 4-velocidad del fluido, que satisface la condicién
de normalizacién
Gputu” = —1.

Dado que el fluido estd en reposo en nuestro sistema de coordenadas, su 4-velocidad tiene componentes u* =
(e=v("/2,0,0,0).

Finalmente, la presién y la densidad de energia se relacionan a través de una ecuacion de estado (EoS),
que describe las propiedades termodindmicas de la materia, expresada como P = P(e).

2.3. Las Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

La derivacién de las ecuaciones de equilibrio hidrostatico para una configuracion estelar relativista fue es-
tablecida por primera vez en el trabajo fundamental de J. R. Oppenheimer y G. M. Volkoff [32], cuyo desa-
rrollo se sigue en esta seccién.

En el exterior de la estrella (¢ = P = 0), la solucién a las ecuaciones de campo es la conocida métrica de
Schwarszchild. Nos enfocaremos aqui en la solucién para el interior de la estrella. Para derivar las ecuaciones
de estructura estelar, se utilizan los componentes del tensor de Einstein G*, = R¥, — $6//R = 8xT", .

La componente temporal (00) de las ecuaciones de Einstein es:

1d _
ﬁg[r(l—e )‘)] = 8e.

Integrando esta expresion desde el centro de la estrella » = 0 hasta un radio arbitrario r, se obtiene una so-
lucién para el potencial métrico e ):

e r=1- , (2.4)

donde se ha definido la funcién de masa m(r) como la masa-energia total contenida dentro de una esfera
de radio r:

m(r) = 4n /Ore(f) 72 d7 . (2.5)

A continuacién, la componente radial (11) de las ecuaciones de Einstein, G'; = 87 P, junto con la ecuacién
(2.4), permite obtener una expresién para la derivada del segundo potencial métrico, v/ (r):

dv 2(4mr3P(r) + m(r))
dr r(r—2m(r)) (2:6)

Finalmente, la ecuacién de la hidrodindmica relativista, que surge de la conservacion del tensor energia-
momento (V#T’“’ = O), proporciona la condiciéon de equilibrio hidrostatico. La componente radial de esta
ecuacion de conservacién resulta en:

P 1 P dv
P
Sustituyendo la expresién para v/(r) de la ecuacién (2.6), se obtiene la ecuacién final de la estructura:

dP  (e+P) (47r3P +m)
dr r(r —2m) ' (27)




Las ecuaciones (2.5) y (2.7), al reescribir la primera en su forma diferencial, forman el sistema de ecua-
ciones acopladas de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

dP  (e+P) (47r3P +m)
dar r(r —2m) ’ (2.82)

d
U dmr?e. (2.8b)

Este sistema, suplementado con una ecuacién de estado P(¢), describe la estructura de una estrella relativista
en equilibrio hidrostatico.
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Capitulo 3

Teoria Escalar-Tensorial Axionica

3.1. Accidén en el Marco de Jordan

Dentro del formalismo del marco de Jordan, se considera la accién para un campo escalar acoplado de
forma no minima a la gravedad:

s= [anlt [f<¢>R 00,0006~ U(0)] + Sl 0,0 (3.1)

donde g es el determinante del tensor métrico g,,,, f (¢) una funcién que depende del campo escalar ¢, R es el
escalar de Ricci asociado a la métrica g, y Sy, es la accién asociada a los campos de materia 1, acoplados
minimamente a g,,,,. En este caso, se trabaja en unidades geometrizadas, es decir, la constante de gravitacion
G y la velocidad de la luz ¢ son tomadas como la unidad.

La accién (3.1), a diferencia de la accién de Einstein-Hilbert vista en la relatividad general (2.1), cuen-

ta con el término f(¢)R, representando el acoplamiento no minimo entre el campo escalar en cuestién y la
curvatura. Este término también da cuenta del cambio en la constante de gravitacién, ya que podemos es-
cribirlo, recuperando las unidades, como %R, lo que deja ver una constante de gravitacién efectiva tal que
Gefr = Gf71(¢), es decir, la fuerza efectiva de la gravedad depende del campo escalar ¢.
Ademis del término que denota el acoplamiento, la accién a trabajar cuenta con términos que describen la
dindmica propia del campo escalar. Por un lado, el término % 9" 0,00, ¢ es el término cinético candnico el cual
da cuenta de la energia asociada a las variaciones del campo en el espacio-tiempo. Por su parte, el término
U(¢) es el potencial del campo escalar, el cual dicta sus propiedades intrinsecas, como su masa o sus posibles
auto-interacciones. La forma especifica de este potencial serd crucial para definir el modelo axiénico en sec-
ciones posteriores.

Ahora, si bien el marco de Jordan es fisicamente intuitivo, la presencia del término de acoplamiento lleva
a unas ecuaciones de estructura complejas. Por lo que, en bisqueda de simplificar este andlisis matematico,
se realiza la transformacion conforme al marco de Einstein, donde el término gravitacional de la accién toma
la forma estandar de Einstein-Hilbert.

3.2. Transformacion Conforme al Marco de Einstein

3.2.1. Accién

Las ecuaciones de campo antes mostradas pueden simplificarse de sobremanera considerando una trans-
formacién conforme particular [33):

g,ul/ = ngpy ’

(3.2)
0 = f(9)
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donde las cantidades en el marco de Einstein son denotadas por una tilde. A partir de dicha transformacién
se tiene también como transforma la métrica inversa y el determinante de la métrica:

g =02,
V=g=9"*/-3.

De esta forma, se puede empezar a reescribir la accién (3.1) en el marco de Einstein transformando cada
uno de los términos presentes en la misma. Primeramente, el escalar de Ricci se transforma como (para el
célculo detallado véase el apéndice A):

R=? (R + 60w — 65;“”5#&15”&1), (3.3)
donde w = 1n ) y el operador D’Alambertiano es
. 1 - -
= — —aogkv
Ow \/jgﬁu (\/ g &,fu). (3.4)

Entonces, usando (3.3) se obtiene como se transforma el término del acoplamiento no minimo en el marco de
Einstein:

/d4 {;f@b R—>/d4 1\6/§4f(¢)92(3+651n9 658, 0, an)

en donde se tiene la integral de [11In Q, término el cual se elimina de acuerdo con el teorema de Gauss. Ademas,
considerando la transformacién para la funcién de acoplamiento (3.2) se tiene

/d4 \I/(Tf(¢R—>/d4 \{;(R—GN’“@ 0o, Q)
2 df\%2. .
- Je 2 [ (3) o]

reescribiendo las derivadas del factor €2 en términos de derivadas del campo escalar ¢, ya que Q = Q(¢). Por
otro lado, el resto de la accién se transforma similarmente, reescribiendo el término cinético y el potencial de
la siguiente forma:

/ Az F[ 9" 0, 00,¢ — U(¢)]+Sm(¢m,gw)

— / ate 0 [Qwva 60,0~ U(¢>)} o (s LG ),
U(sb)}

- / diz X =2 V=g m (s Q%F,,) (3.6)

1
Tz
167 [ 5ﬂ¢51,¢>

2027

por lo tanto, la accién completa en el marco de Einstein se construye a partir de (3.5) y (3.6), obteniéndose

asi:
V=I5 df L.
or /d4 167 lR <f2<d¢) +f)z 7 0ub 0,6 =V (9)| +

donde V(¢) = Q74U (¢).

(d’ma Q2g/w) (3'7)

Ahora, ndtese que la accién (3.7) tiene un término no canénico, por lo tanto, se necesita redefinir un nuevo
campo canénico comparando el término cinético antes mencionado con el esperado, es decir,

1 df ~1/
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pero dado que ¢ = (o),
~ = dep
5#90 8,,@ = (dd)) ,u¢ aud)v (39)

la igualdad (3.8) puede reescribirse, usando (3.9), para obtener una relacién entre ¢ y ¢, tal que:

de\* 1 df\? 1 dp 1 df
(i) _167r[3f2< %) v = veyielE > *ar (310)

Con este ultimo resultado se escribir finalmente la accién de estudio en el marco de Einstein:

SEZ/dJ}F

v 79;/‘1/8 (9,,4,0 V(¢)

o S (V> 2%F,,), (3.11)

donde V(p) = QU (p) con ¢ dado en términos de ¢ mediante (3.10) [34].

3.2.2. Ecuaciones de campo de Einstein

Ahora, con la accién en el nuevo marco se pueden calcular las ecuaciones de campo de Einstein variando
(3.11) con respecto a la métrica inversa g"” y con respecto al campo . Entonces, para realizar la variacién
se tomard en cuenta la accién dividida en secciones, tal que S = Sy + Sk + S.n, es decir, la accién total se
encuentra divida en la accién de Einstein-Hilbert, Sy, el término cinético, Sy y el término relacionado a la
materia, S,,.

Para la accién de Einstein-Hilbert se recupera el tensor de Einstein (2.2) definido en la seccién 2.1.3, pero
en este caso con cantidades en el marco de Einstein:

oSy = —/d‘*a;& \/ R /d%\/ 3G, 69", (3.12)

— P 1p- I s
donde G, = R, — 5Rg,, . Para el término cinético,

68k:—/d43:5[ 70,0, +Vlé‘p>]

—/d‘*xé\/—g[;gﬂ”au@a —|—] /d4x vV - 8ugoaycpég
1 4 ~~ B V( v 4
=3 d zx/—ggw ~ 3P Dap Bgp + — T6m ogH — d*z+/— Q,gpé‘utpég

N Vv >
— /d4z‘/ [ Gy Do 0% — 6,L<p8ugo+gwléi)}5g“ . (3.13)

Entonces, sumando las variaciones (3.12), (3.13), la variacién estdndar de la accién de la materia y siguiendo
el principio de minima accién, se tiene:

L1 - Vi L 0Sm
58E_/d4x V |:16 y,y ( guuaoégoa ¥ — aMQOaVQD+g#V lé )>:|5 H W(Sgu :Oa

- " A 1.
G,, =8rT,, +8n (8,%,0 Oy — igw(’)agp 8“@) _ 59,“/‘/(90)7 (3.14)

donde T}, es el tensor energia-momento en el marco de Einstein, que puede expresarse en funcién del corres-
pondiente al marco de Jordan de la siguiente forma:

s 288, 2 188, 1( 2 85.\ T,
- - \/jg(;g;w 02

uv \/jg(;g,w _94\/jg Q-2 §gmv 02
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Ahora, es necesario variar la accién (3.11) con respecto al campo ¢. Primeramente, dado que el término
de Einstein-Hilbert no depende de de ¢, su variacién es nula. Por otro lado, para el término cinético se tiene

0SL = /d4x —q fégw ZEZ:;% 5,gp+ ZEZ:i; 5#‘»0 55590 — %%5@ ,
A R (s 1 av
_ /d . \/Tg[—2gw (=0, (57800) — 3 (328u) |50 - Wd‘p&o}
— /d4x —g (Ij(p - @g)w. (3.15)

Para el término de materia, se tiene una dependencia de ¢ a través de Q(y), por lo tanto, su variacién es:

99, m (2 ?g v m 1 00
08, = O5m I Y= 05 ~ ( Tu )5@ = _26?‘ *6 guu&pv
09, Op 5(Q72%g,,) O¢ G, Q2 0p
109 ~ 109 ~
=v-0=—q,,T" =\/—g=—T .1
gQ agpg,ul/ gQ a@ ’ (3 6)

haciéndose uso de la definicién del tensor energia-momento en su forma contravariante. Aniadiendo entonces
las variaciones (3.15), (3.16) y usando nuevamente el principio de minima accién, se obtiene

- 1d 109+
6SE:/d4x\/—§<D<p—V—i-Qg(pT)&p:O,

167 dop
~ 1 dV 109 -
Flo — 1 1
Y= T6n de Qop~’ (3.17)

siendo T la traza del tensor energia-momento en el marco de Einstein.

Recuperando las ecuaciones (3.14) y (3.17) se obtienen finalmente las ecuaciones de campo de Einstein
para la accién (3.11):

. - ~ = 1. 2 z, 1.
G,, =8rT,, +8r <8ﬂ<p Ovp — igwc?agoa go) - ggWV(go), (3.18a)

~ 1 dv 109,
Op= — o8 - Z %8, 1
LT de Q0p (3.18b)

3.3. Especificacion del Modelo

La forma general del potencial a considerar es

V(o) = m2 g2 (1= cos( £ ).

donde m,, es la masa del axidn, la cual estd inversamente relacionada con la constante de decaimiento f, [35].
Esta 1ltima representa la escala de energia a la que se rompe la simetria de Peccei-Quinn.

Desde una perspectiva cosmoldgica, el axion es un candidato prominente para la materia oscura a través del
“mecanismo de desalineamiento” (misalignment mechanism) [36, 37| previamente descrito en la seccién 1.2.
Para este régimen en el que el axién ha alcanzado su minimo y realiza pequenas oscilaciones, es decir, cuando
@/ fa < 1, el potencial cosenoidal puede ser aproximado a



siendo este potencial cuadrético la descripcién efectiva del axién en el régimen de oscilacién que es relevante
para el modelo astrofisico estudiado en este trabajo.

En el marco de Jordan, se considera el potencial

oo=w(-ee(2)).

y la funcién de acoplamiento f(¢) entre el campo de axién y la curvatura, mostrada en la ecuacién (3.1) se
escribe tal que

f(@) =1+&0",

donde n puede tomar valores n = 2,4, .... Dicha funcién de acoplamiento tiene esa forma, debido a que la
accion debe preservar la simetria CP, por lo que el término de acoplamiento debe ser una funcién par de ¢ y
la forma més simple de lograr esto es que f sea una funcién de ¢? [38]. Es crucial sefialar que, para el estudio
de objetos compactos como las estrellas de neutrones, se explora el régimen fuerte, donde el parametro & se
asume grande, del orden de & ~ 10% > 1.

Con la funcién de acoplamiento ya descrita, se puede escribir la ecuacién (3.10) para determinar una re-
lacién entre ¢ y ¢ como se sigue a continuacion:

38202 1 125%2 + 1+ &p? (3.19)
d¢ f (1+€¢2)° 41 +E&9?) W (1+&¢2)° 7 .

ecuacion diferencial que, en su forma completa, es compleja de integrar analiticamente. Sin embargo, el anéli-
sis se simplifica enormemente al aplicar una aproximacion fisica motivada para el interior de una estrella de
neutrones. En este entorno de campo escalar intenso, se asume que el término de acoplamiento domina, es
decir,

£¢? > 9 > 1.

Bajo esta aproximacién, el numerador de la ecuacién (3.19) es dominado por el término 12£2¢2, y el deno-
minador se simplifica a 4(5(;52)2. La relacion diferencial se reduce a:

do /3 &0
do  Vdr 14 €42’

ecuacién separable que puede ser integrada directamente. La integraciéon de ambos lados da la relacion explici-
ta entre el campo candnico ¢ y el campo original ¢:

/ 3 1+£¢2 —>¢=;\/Eln(1+g¢2). (3.20)

Despejando el factor 1+ £¢? de (3.20) se obtiene la funcién de acoplamiento f(¢) pero ahora en términos de

©,
f(@) =1+E¢* — f(p) =exp (%/?@) : (3.21)

Con la relacién entre los campos establecida, se pueden derivar tres funciones que definen la dindmica del
modelo en el marco de Einstein: el factor conforme Q(¢p), el potencial efectivo V(i) y el pardmetro de acopla-
miento a(y). Primeramente, siguiendo la transformacién conforme (3.2), el factor conforme se define como

Q) = f%(¢) = (1+ §¢2)1/2. Utilizando (3.20) se obtiene Q(¢) directamente en funcién del campo canéni-

co: Lo
Qp) = [exp (2 4;90)] = exp( 4;-gp> (3.22)
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La funcién a(p) cuantifica la fuerza del acoplamiento del campo escalar a la materia en el marco de Eins-
tein y, en escencia, describe una “quinta fuerza”. Partiendo de su definicién y de (3.22), se obtiene:

alp) = C“nd‘;(@ _ % <\/§4p> . \/f, (3.23)

Finalmente, para el potencial V (i), se parte de la transformaciéon V(¢) = Q74U(¢), escribiendo € en
términos de a y ¢ usando las ecuaciones (3.22) y (3.23); ademds, se expande el coseno en el limite ¢/ f, < 1,

de tal forma que
RN
2\fa) |

V(p) =0 "A (1 - cos(}?)) = e doepd (1 - cos<;?)) ~ el A4

expresion que puede reescribirse al despejar el término ¢? de (3.21):

A4

1% ~— (1 - e 2%) 200, 3.24
(0) = ~ 57 ( ) (3:24)
con derivada Al
«
— ~ (1 —2e72%) e 2%, 2
dp = el e e

El modelo final depende de tres parametros libres: A, f, v &. La constante de decaimiento f, es una escala
de energia fundamental, tipicamente considerada en el rango f, > 10° GeV La escala A est4 relacionada con
la masa del axién m,, a través de A* ~ m2 f2. Para una masa m, ~ 107%eV, y con f, ~ 10° GeV, se tiene un
valor para A del orden de A ~ 10% eV. Por otra parte, el pardmetro de acoplamiento no minimo ¢ cuantifica
la fuerza de interaccién directa entre el axién y la curvatura del espacio-tiempoen el marco de Jordan. Como
se mencioné antes, este toma valores grandes, del orden de & ~ 10%, justificando asf la aproximacién clave
£¢? > 1 que permite la derivacién analitica del modelo [35].
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Capitulo 4

Ecuaciones de Estructura Modificadas

4.1. Ecuaciones de TOV Modificadas

Las ecuaciones de Tolman—Oppenheimer—Volkoff (TOV) permiten describir la estructura interna de una
estrella de neutrones. En esta seccién se presenta su derivacion para un objeto estelar compacto, modelado
mediante una métrica estética y esféricamente simétrica de la forma (2.3) (en el marco de Einstein), a partir
de las ecuaciones de campo de Einstein (3.18), obtenidas en la seccién 2.1.3.

Primeramente, se consideran las componentes GOO y G, de (3.18a), teniendo en cuenta que
Y T ~pIL A 3 1 u~af3 9 a 1 "
G", =8nT", + 8| g’ 0,00, — 55,‘/9 Oap Op | — 5(5,‘/V(<p). (4.1)

Entonces, la componente temporal (00) de (4.1) es

1 A e A de\? 1
—+e—e=—87TQ_4e—47re_/\<<p> - =V,

r2 2 rodr dr 2
A\ s dp\* 1., 1.,
i 8mre’ Qe + 47TT<dr + §VT6 - ;(e -1), (4.2)

y para la componente radial (11):

1 e ey dep | de 2 1
e =810 P+ 8 |e M 2 ) — e M =R -V
7"2+ r2 r dr T tome (dr) 2¢ dr 27
dv de\? 1 1
= 8rre?Q 4P + 471'7"((;;) — §Vre)‘ + ;(eA - 1). (4.3)

La dindmica del propio campo ¢ estd gobernada por su ecuacién de movimiento. Para encontrarla, se parte
de la ecuacion (3.18b) y se calcula explicitamente el operador D’Alambertiano (3.4) para la métrica esférica-
mente simétrica, lo que da

~ 2 ,de 1 _,dAde 1 _,dvdyp _,d2p
[p= e AX _ Ze A2 | Z- A2 F AT 4.4
YTV T2 wrar 2 wrar ¢ @ (44)

Entonces, insertando el resultado (4.4) en (3.18b) se obtiene:

2
1 dv 109 2 ade 1 _\dAdp 1 _ydvde  _\d%e (4.5)

= P3p )= e .
rdp 00,00 7973 "% "2 war T2 war ar?
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Una diferencia fundamental con la Relatividad General es que, en el marco de Einstein, la materia no sigue
las geodésicas y su tensor energia-momento no se conserva de forma independiente (@VT“” # 0). Esta no-

conservacion proporciona una ecuacion crucial para la variaciéon de la presién. En este caso, la ecuacién de
continuidad es:

- - dIinQ -~
JITH = — T0,p, 4.6
donde la componente radial @MT” 1 viene dada por
VT =0T +T%TH, —TH T,
~ 1dv  1dx 2 1dv 1dx 2
=h(Q*P)+ QP c—+ =+ ) = [(-Q7%) - —+ Q7P+ Q7P
o )+ (2dr+2dr+r> {( 6)2dr+ 2d7’+7° ’
dlnQ dy dP 1 dv
=014 TP+ — 4 (P+e)— 4.
[ dp dr +dr+2( +E)dr]’ (47)

por lo que, reemplazando (4.7) en (4.6), se obtiene una expresién para la variacién de la presién con respecto
al radio:

dy
dr’

o [—4dlnﬂdw i %(PJr e)dy} = _Q_4d(11r;(2 (3P —¢)

dp dr dr dr

dP 1dv  dInQdy
dv~__(P+6)[2dr_ i dr}

(4.8)

Para obtener las ecuaciones de estructura en la forma usual, es decir, en términos de la masa y la presién,
se usa la definicién (2.4) para realizar el cambio de variable

dlnQ _ _dy 6/\<12m>lﬁd)\ 2(rdm —m) (19)

dy (), YT r dr r(r—2m) ’

y de esta forma, la ecuacién (4.2) se escribe como

d 1
d—m = 4712 Q e 4 21r(r — 2m)w? + ZVT2, (4.10)
r
la expresién para el potencial gravitacional v, (4.3):
dv 1 2m
— =dmrw? + ——— (4P Q7tP — ZV? _ 4.11
dr Wt r(r—2m) ( o 4" + r(r—2m)’ (4.11)

y para la ecuacién (4.5) se tiene

do  (r92 —m) 2 ldv 1 r dv r 4
dw _ (rgy 2, ldv 1 NV 043P — o). 412
dr r(r — 2m) w Tw 2 drw + 167 \r —2m J dy r—2m @ ( €) ( )

Nétese que las ecuaciones (4.10) y (4.11) pueden ser usadas para reescribir el primer y tercer término de la
expresion(4.12) respectivamente, obteniendo asi:
dw r 2w(r —m) 1 (1 T dV)

- = - — — —_ 2 _—
O O —2m) [a(€e — 3P) + 4dnrw(e — P)] 2Vwr + T6r dy

r(r—2m) r—2m
As{ mismo, se puede reescribir la ecuacién (4.8) usando (4.11) como sigue a continuacién:

dP 1
= P ) -
" (e+ P)|aw + 27rw + " —2m)

Entonces, el sistema que se necesita resolver es:

<47TT3Q4P +m — in‘g)} .

d 1
dL: = A4mr?Q e 4 2mr(r — 2m)w? + EVTQ, (4.13a)
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dv

1 2m
— =dmrw? + ———— (4P Q P — SV — 4.1
T Trw +7"(7"—2m)( r 4V7" >+r(r—2m)’ (4.13b)
dw r 2w(r —m) 1 1 9 r dV
— =——[a(e—3P)+4 - P)] - -V — 4.13
dr — Q4(r —2m) [ole )+ dmre(e ) r(r—2m) r—2m (2 e 167 do )’ (4.13¢)
ar _ (e+P) +2 +———(4m3Q P + 1V ’ (4.13d)
o = (e aw + 2Trw = 2m) r m— Vo), .
d
ch = w, (4.13¢)

donde la funcién a(y) esté definida en (4.9) y el potencial V' (¢) y su derivada vienen dados por (3.24) y (3.25)
respectivamente. Ademds, la presiéon P y la densidad de energia € son las del marco de Jordan y no las del

marco de Einstein. Notese que, considerando Q2 = 1, w = 0, « = 0 y V = 0 se recuperan las ecuaciones de
TOV en Relatividad General (2.8).

Para el andlisis numérico, el sistema (4.13) se resuelve bajo las siguientes condiciones iniciales:

P(0) = P,
m(0) =0,
v(0) = v,
¢(0) = @c,
w(0) =0,

donde los cantidades iniciales v, y ¢, son determinados numéricamente usando un método de “doble disparo”
(double shooting method), con el que se hallan dichos valores tal que los campos v y ¢ se desvanezcan en el
infinito numérico [35].

4.2. Masa Fisica Observable (ADM)

Resolviendo el sistema (2.8) se obtiene la masa de la estrella de neutrones, pero esta masa estd dada en
el marco de Einstein, por que se necesita transformar dicha masa al marco de Jordan. Con esa finalidad, se
deriva la masa ADM para la teoria escalar-tensorial estudiada y también la masa en el marco de Jordan.

En principio, se introducen las variables Kg y K definidas como:

2

]CJ =1- 7m7
Ty
2

Kp=1-2" (4.14)
TE

las cuales se encuentran relacionadas entre ellas mediante el factor conforme §2(y) [34]. Para observar esto, se
toma la métrica (2.3) y se estudia como esta, en el marco de Einstein, se relaciona con la del marco de Jordan:

2

Q
ds?2 = 0%ds? = —Q%e Vdi? + ————
B J Ky(ry)

dr3 + Q3 (d6? + sin® 6 d¢?). (4.15)

Del término angular se tiene
r (d92 + sin? 0 do) = Q22 (d92 + sin? 0 do),

TE

ry= 67

(4.16)
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y derivando esta tltima expresiéon con respecto a rg:

dry 1 1dQ de 1 dIn 2 de 1 de
e (1 ) == (1- =—(1- —rg ). 4.17
dIre 0 ( Qdp drg TE) Q( G ap ") "o\l e (4.17)
El término radial, a partir de (4.15), se transforma como
Dt P e — o (4
Ty = r = —
]CE E = ’CJ 7 7 dTE
por tanto, se puede escribir K en términos K usando (4.17):
2
dy
Katre) = (1= alelrere e ) Kalre). (119

Se define también la masa ADM en el marco de Jordan como:

M; = lim %"(1 —Ky).

r—00

y se sustituyen las cantidades del marco de Jordan (r;, K ;) por las del marco de Einstein (rg, Kg) usando

las ecuaciones (4.16) y (4.18), obteniendo asi
dep "E de 2 o (dy ’
1-(1-as? =2l (1 2arpS?
29[ ( adrETE> Ke 29[ ( aregy T g ) |RE

M,

)

En esta ultima expresion se identifica la masa ADM en el marco de Einstein como

Mp = lim %(1 —Kp),

r—00

y se reemplaza Kg de acuerdo con (4.14), obteniéndose:

1

M;=— |:ME + = ( )ICE:|
Q0
1 r2 dep de 2Mpg
R ——— Vi £ 92 _ 1=

G M+ Ealete) (2 aletrenre ) (1- 222 .

siendo ahora rg el radio del marco de Einstein en el infinito numérico y también d—f = i—f [35].
r=rg
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Capitulo 5

Ecuacion de Estado

5.1. El Modelo de Materia: Rol de la Ecuacién de Estado

Como se ha establecido, la estructura macroscépica de una estrella de neutrones se determina resolvien-
do las ecuaciones de TOV, que describen el equilibrio hidrostatico en el marco de la Relatividad General. Sin
embargo, este sistema de ecuaciones diferenciales, (4.13), no esté cerrado por si mismo. Para obtener una so-
lucién unica que describa una configuracién estelar, es indispensable proporcionar una relaciéon fundamental
que conecte las variables termodindmicas del fluido estelar: la presién (P) y la densidad (¢) de energia.
Esta relacién es precisamente la Ecuacion de Estado. La EoS actia como el puente crucial entre la microfisica
de la materia densa y la astrofisica, encapsulando la fisica nuclear de las interacciones a densidades supranu-
cleares en una forma que puede ser utilizada en las ecuaciones de estructura estelar. Las incertidumbres en
el conocimiento de la fisica nuclear se traducen directamente en una variedad de EoS propuestas, cada una
con predicciones astrofisicas distintas.

5.2. Aproximacion Politrépica y Ecuaciones de Estado Seleccio-
nadas

La forma mads simple de una EoS barotrépica (donde la presién solo depende de la densidad) es la EoS

politrépicas:
P=Kp",

donde P es la presion, p es la densidad de masa en reposo, K es una constante de proporcionalidad y I es el
indice adiabatico constante. Este modelo es de gran utilidad pedagdgica y analitica, ya que permite transfor-
mar las ecuaciones de estructura estelar en la ecuacion de Lane-Emdem, que tiene soluciones analiticas para
ciertos valores de I' [39, 40].
Sin embargo, la fisica de la materia en una estrella de neutrones es mucho mas compleja. Las interacciones
nucleares, las transiciones de fase y la aparicién de nuevas particulas hace que la relacion entre presién y densi-
dad varie significativamente a través de los diferentes regimenes de densidad del interior estelar. Por lo tanto,
un unico politropo con un I' constante es una aproximacién demasiado simplista e inadecuada para describir
de manera realista una estrella de neutrones.

Para superar las limitaciones del politropo simple y, al mismo tiempo, evitar la dependencia estricta de
modelos tabulados, se introduce una parametrizacién politrépica a trozos (Piecewise Polytropic) [41, 42]. La
EoS consiste en una seccién de baja densidad p < pg y una seccién de alta densidad p > pg. Ademés, por
encima de esta densidad de anclaje py se divide en tres segmentos de alta densidad, con las densidades de
transicién fijadas en p; = 10'*7g/cm?3 y py = 1015 g/cm?.

La idea central es dividir el dominio de alta densidad de la EoS en varios segmentos y modelar cada seg-
mento con una ley politropica diferente. Especificamente, la presion P como funcién de la densidad de masa
en reposo p se define como:

P(p) = Kip"*, para pi1<p<pi, (5.1)
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donde T'; es el indice adiabatico en el segmento i-ésimo. La continuidad de la presién se impone en las den-
sidades de transicién p;, lo que permite determinar las constantes K; en funcién de un conjunto reducido de
parametros libres. Esto significa que para cada densidad de transicién p;, debe cumplirse la condicién de con-
tinuidad:

P(pi) = Kip"' = Kij1p"+,

de donde se puede determinar Ko vy K3 dados K1,1'1,19,T's.

La densidad de energia, €, se obtiene integrando la ley para fluidos barotrépicos, d(%) =-P d(%), sus-

tituyendo la presién P por su definicién politrépica (5.1):

1 P
d<€) — _pd<> — —dp=K;p" 2 dp,
P p) p

K; .
.- /Ki/?rﬁ2 dp+Ci= ——p"" '+ C; (i #1),
14 Fz -1

donde C; es la constante de integracion para el tramo i. Se escribe C; = 1 + «;, de modo que

K; .
c(p) =1+ a)p+ 5—r"
i —
Ahora, la constante «; se fija imponiendo continuidad de €(p) en el borde entre dos segmentos. Si se toma p;_1
como la densidad de corte inferior del tramo 7 y se conoce €(p;—1) (por continuidad desde el tramo anterior),
se impone

K; v
€(pi-1) = (1 + os)pi—1 + ﬁpfip

de donde
— E(pifl) 1 Ki 1.,

a; = it
' pi—1 r; — 1Pi-1

con (I'; # 1) [34].

Para el anilisis en esta tesis, se seleccionaron tres Ecuaciones de Estado: WFF1, APR y SLy, cada una
representada mediante la parametrizaciéon politrépica a trozos.
El modelo WFF1 (Wiringa, Fiks, y Fabrocini) [43] es un modelo microscépico derivado de primeros princi-
pios utilizando el método variacional para resolver el problema de muchos cuerpos nucleares. Se basa en el
potencial de dos nucleones de Argonne v14 (AV14) y la interaccién de tres nucleones de Urbana VII (UVII)
para modelar las fuerzas nucleares, buscando construir una EoS a partir de una descripcién fundamental de
las interacciones entren nucleones.
El modelo APR (Akmal, Pandharipande, y Ravenhall) [44] también se basa en el método variacional, pero
representa una mejora significativa sobre modelos anteriores como WFF1. Utiliza un potencial de dos nucleo-
nes mas moderno y preciso, el Argonne V18 (AV18), que se ajusta a un conjunto de datos de dispersién nu-
cleén-nucleén mucho més amplio. Ademds, incorpora el potencial de tres nucleones Urbana IX (UIX) e incluye
explicitamente correcciones relativistas al operador de la interacciéon nuclear, conocidas como “boost correc-
tions”.
Finalmente, el modelo SLy (Skyrme-Lyon) [45], a diferencia de WFF1 y APR, es un modelo fenomenoldgico.
Especificamente, la parametrizaciéon de SLy4 se basa en una interaccién efectiva de tipo Skyrme, que es un
funcional de la densidad de energia. Los parametros de este funcional no se derivan directamente de la dis-
persién de nucleones, sino que se ajustan para reproducir una amplia gama de propiedades de ntcleos finitos
estables y datos de materia nuclear infinita tedrica.
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Capitulo 6

Resultados Numéricos y Discusion

El propésito central de este trabajo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas
(4.13), que describe cémo varfan la presion, la masa, los potenciales métricos y el campo escalar dentro de
una estrella de neutrones. El procedimiento consiste en integrar estas ecuaciones desde el centro de la estre-
lla hacia el exterior, tomando como punto de partida distintos valores de la densidad central. Cada densidad
inicial genera un modelo estelar tnico, caracterizado por una masa y un radio bien definidos. Repitiendo este
proceso para una secuencia de densidades centrales se construye la curva de relacién masa-radio, que permite
analizar las propiedades de la estrella para una ecuacién de estado (EoS) determinada. En el marco de Eins-
tein, el radio de la estrella se representa como Ry, mientras que la masa se obtiene evaluando en la superficie
estelar, definida por la condicién P(Rg) = 0.

Para que la integracion sea fisicamente consistente, es necesario imponer condiciones de frontera en dos
lugares: en el centro de la estrella y en el infinito espacial. En el centro las condiciones son sencillas de esta-
blecer: la masa debe comenzar en cero (ya que no hay materia acumulada en ese punto) y el gradiente del
campo escalar debe ser nulo por simetria. En contraste, en el infinito espacial se requiere que los potencia-
les métricos y el campo escalar ¢ desaparezcan, es decir, que tiendan a cero. Como estas condiciones en el
infinito no se conocen de antemano, fue necesario implementar un método de disparo bidimensional, el cual
ajusta los valores iniciales del campo escalar ¢, y del potencial métrico central v, hasta encontrar aquellos
que satisfacen el comportamiento esperado en el limite asintético. Para resolver las ecuaciones se utilizé un
integrador en Python, basado en el cédigo pyTOV-STT descrito en la referencia [46], pero modificado de tal
forma que de cuenta del potencial usado. La implementacién es detallada en el pseudocdédigo 1 al final del
capitulo.

En una primera etapa se calcularon la masa gravitacional y el radio de la estrella en el marco de Einstein,
utilizando las tres EoS presentadas anteriormente. Luego, estas cantidades se tradujeron al marco de Jordan,
donde se comparan con mayor facilidad los efectos del acoplamiento escalar. La transformacién entre marcos
se realiza mediante la relaciéon entre radios

1
R= R,
Q(o(Rs))
y la relacién entre masas dada por
_ 1 % dy do oMy
M1 = Gty [V g otetean G (2 - atetronra?) (127 )|

como se mostro en la seccién 4.2.
Finalmente, con la masa gravitacional y el radio expresados en el marco de Jordan, se construyeron las

curvas masa-radio (M-R), que constituyen el resultado principal de este procedimiento. De esta forma, las
relaciones obtenidas son las mostradas en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Relaciones masa—radio de estrellas de neutrones en la teoria escalar—tensorial axiénica, en com-
paracion con Relatividad General para las EoS WFF1, SLy y APR. La masa ADM se expresa en unidades de
M/Mg), donde M es la masa en el marco de Jordan. La linea negra continua representa la Relatividad Ge-
neral y la punteada el resultado en el acoplamiento no-minimo.

El resultado mads significativo, visible en las tres subfiguras, es que el modelo de teoria tensorial-escalar
axiénica predice de forma consistente una masa maxima (Mmpyax) superior a la obtenida en RG. Esto con-
firma que el acoplamiento no minimo del campo escalar proporciona un soporte efectivo contra el colapso gra-
vitacional, cumpliendo asi con la principal motivacién tedrica de estos modelos. Adicionalmente, las graficas
muestran claramente el fenémeno de escalarizaciéon espontdanea: para estrellas de baja masa, las solucio-
nes del modelo axidénico coinciden con las de RG, pero a partir de un punto de bifurcacién critico, emerge
una nueva familia de soluciones escalarizadas que se extiende hacia masas mayores. La tabla 6.1 muestra las
masas maximas y los radios respectivos obtenidos para los distintas EoS en el modelo estudiado y en Rela-
tividad General.

La Figura 6.2 permite una comparacion directa entre las soluciones del modelo escalar-tensorial para las
distintas EoS. De los modelos estudiados, se observa que la EoS APR es la que sostiene la mayor masa méxi-
ma, alcanzando un valor aproximado de 2.22M,. Dicho valor se sitiia en el umbral inferior de la denominada
“brecha de masa” (mass gap), una regién de interés astrofisico motivada por observaciones como el compo-
nente secundario del evento GW190814. Los modelos WFF1 y SLy también superan el limite de 2M, aunque
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Modelo WEFF1 EoS SLy EoS APR EoS
GR Mopar = 2.127121Mg Mpar = 2.047864Mg  Mippa. = 2.188192M,
Radio para GR R =9.34km R =9.97km R =9.87km
Axionic model Mgz = 2.156833Ma Mg = 2.109643Mo Mg = 2.224299M
Radio para el modelo axiénico R =9.89 km R =10.60 km R =10.24km

Tabla 6.1: Masas maximas y sus respectivos radios en GR y en el modelo escalar-tensorial axiénico para las

distintas EoS.
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Figura 6.2: Curvas masa-radio en la teoria escalar—tensorial axiénica para las EoS WFF1, SLy y APR. La
masa ADM se reporta en unidades de M /Mg, con M definido en el marco de Jordan.

A pesar del éxito tedrico del modelo en aumentar la masa méxima, su viabilidad fenomenolégica debe ser
evaluada frente a las restricciones observacionales actuales. A continuacién, se detallan los resultados:

» Radio para 1.4 Mg: Las observaciones de NICER [47] y otros anélisis [48, 49] han restringido el radio
a R~ 12.3—12.45km. Los resultados de este trabajo son Rwrr1 ~ 10.8km, Rapr ~ 11.7km y Rsry ~

12.0 km. Si bien SLy se acerca, los tres modelos predicen estrellas mas compactas de lo sugerido por estas
mediciones, mostrando una tensién con las mismas.

Radio para 1.6 Mg: La restriccién del evento GW170817 [50] establece un limite inferior de R >

10.68 km. Todos los modelos de este estudio, con Rwrr1 ~ 11km, Rgry ~ 12km y Rapr ~ 11.7km,
cumplen satisfactoriamente con esta condicién.

Radio para 2.0 Mg: La restriccién dada en [48] sugiere un radio de R & 12.11 km. Los radios predichos

por los modelos, Rwrr1 ~ 10.5km, Rgry, ~ 11.2km y Rapr ~ 11.5km, son consistentemente méas
pequenos, lo que refuerza la tensién observacional.

Radio a la Masa Maxima: La condicién de que el radio de la estrella méds masiva sea R > 9.6 km

es cumplida por las tres EoS. Las configuraciones de méxima masa no son excesivamente compactas, lo
cual es consistente con los limites impuestos por GW170817.

Al confrontar los resultados con las restricciones observacionales, se encuentra un comportamiento mix-
to. Los modelos resultan ser consistentes con los limites de compacidad mas generales derivados del evento
GW170817, satisfaciendo las condiciones de radio para las estrellas de 1.6M, y para las configuraciones de
masa maxima. Sin embargo, se observa una tension significativa con las mediciones de radio més precisas para

masas candnicas de 1.4My y 2.0M), donde los modelos tienden a predecir configuraciones estelares consis-
tentemente més compactas de lo que sugieren los datos.
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Pseudocédigo 1 Solucién de Ecuaciones TOV para Estrellas de Neutrones en Teoria Escalar-Tensorial
Axidnica

= e e
@y P2

14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:

Parte 1: Inicializacién y Definiciones
Definir constantes fisicas: G, ¢, M.
Definir pardmetros de la Ecuacién de Estado (EOS) politrépica a trozos: p1, p2,p1,11,12, s, ...
Calcular constantes de la EOS (K, ;) para asegurar la continuidad de la presién y la densidad de energfa.
Definir parametros del modelo escalar-tensorial axiénico: a, A, f,, &.
function P(p) > Presién en funcién de la densidad de masa-reposo
if p < pr, then return K p'ts
else if pr, < p < pr, then return K p'ts
...(continuar para todos los tramos de la EOS)
function ¢(P) > Densidad de energfa en funcién de la presién
Calcular p a partir de P invirtiendo la funcién P(p).
if p < pr, then return (1+az,)p+ Kz, /(Tz, —1)p'ta
else if pr, < p < pr, then return (1 +az,)p+ Kr,/(Tz, — 1)ptts
...(continuar para todos los tramos de la EOS)

Parte 2: Definicion del Sistema de Ecuaciones Diferenciales
Definir el vector de estado y = [P, m, v, ¢, w].

function F_INT(r,y) > Sistema de EDO para el interior de la estrella (r < R)
e < €(y[0]) > Obtener densidad de energia a partir de la presién P
Calcular las derivadas [dP/dr,dm/dr, dv /dr, dy/dr, dw/dr] usando las ecuaciones de estructura estelar

modificadas para la materia y el campo escalar.
return El vector de derivadas.

function F_EXT(r,y) > Sistema de EDO para el exterior de la estrella (r > R)
Calcular las derivadas [dP/dr,dm/dr,dv/dr,dg/dr, dw/dr] para el vacio (e = 0, P = 0).
return El vector de derivadas (con dP/dr = 0).

Parte 3: Integracién Numérica y Busqueda de Soluciones

Input: Tabla de densidades centrales pigpie-
Output: Tabla de Masas y Radios M Rygpie-

22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

38:
39:
40:

for cada €. en la tabla de densidades de energia do
pe < resolver €(p) = €. para p.
P. <+ P(p.).
Definir la funcién objetivo ObjectiveFunction(v,, p.):
Yo < [Pz, 0, Ve, @, 0] > Condiciones iniciales en r = dr
Integrar desde r = dr hasta que P < 0 usando f_int — obtener ysu,r en Rgyrs.
Integrar desde Ry, hasta rpmq, (infinito numérico) usando f_ext con C.I. ygyry.
return \/V(rm,m)2 + ©(Tmaz)? > Debe anularse en el infinito
(Ve,opts Pe,opt) < minimize(ObjectiveFunction) > Método de disparo (shooting)
> Realizar la integracién final con los valores éptimos

Yo [Pw 07 Ve, opts Pc,opts 0]
Integrar con f_int hasta P < 0 para obtener la solucién interior y;,:(r).
Interpolar cerca de la superficie para encontrar el radio R preciso donde P(R) = 0.
Mg, or,wr < valores de m, ¢, w en el radio R.
> Calcular observables fisicas (Marco de Jordan)
Ry« R-A(pr)

Mj + A(pRr) [M - R;awR(2 + aRwgr)(1 — %)}
Almacenar (My, Ry, pe, pr) en M Rrapie.

Guardar M Ry4pe en archivo de salida.

26



Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo de tesis se ha investigado el efeto de un acoplamiento no minimo de un campo esca-
lar axidénico en la estructura y las propiedades macroscopicas de las estrellas de neutrones. Mediante la resolu-
cién numérica de las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff modificadas para tres ecuaciones de estado
naturales realistas (WFF1, SLy y APR), se obtuvieron las relaciones de masa-radio que caracterizan a estas
configuraciones estelares, permitiendo una comparacién directa con las predicciones de la relatividad general.

El resultado fundamental de esta investigacién es la confirmacién de que la teoria escalar-tensorial axiénica
permite la existencia de estrellas de neutrones con una masa superior a la permitida por la Relatividad Gene-
ral para las mismas EoS. Este resultado es de gran relevancia astrofisica, ya que ofrece un mecanismo teérico
para la formacién de objetos compactos supermasivos, abordando asi el enigma planteado por la “brecha de
masa” y eventos como GW190814. En particular, el modelo combinado con la EoS APR se mostré como el
mas prometedor, alcanzando una masa maxima de aproximadamente 2.22M ¢, valor que se sittia en el umbral
de esta regién observacional.

A pesar del éxito tedrico, el andlisis detallado revela una tension importante al confrontar con las restric-
ciones observacionales més precisas sobre los radios estelares. Si bien los modelos cumplen con los limites de
compacidad generales, las configuraciones predicha para masas candnicas (1.4Mg y 2.0Mg) resultan ser més
compactas, con radios mas pequenos de lo que sugieren las mediciones NICER y otros anélisis. Esto demuestra
que, si bien el acoplamiento con el axién es un mecanismo efectivo para aumentar la masa, también modifica la
estructura global de la estrella de una manera que no se alinea completamente con todas las cotas astrofisicas.

Es pertinente destacar que los resultados presentados son inherentemente dependientes de la parametriza-
cién del modelo axiénico. Los valores de los parametros fundamentales, como la escala de energia A, se fijaron
para explorar un escenario representativo. Una exploracién exhaustiva del espacio de pardametros podria re-
velar regiones donde el modelo no solo aumente la masa maxima, sino que también produzca radios estelares
maés consistentes con las observaciones.

Como perspectiva a futuro, este trabajo abre la puerta a investigaciones complementarias en el campo de
la gravedad modificada. Una extension natural seria explorar modelos alternativos, como las teorias de grave-
dad f(R) en presencia de axiones. Este enfoque representa un desafio numérico considerablemente mayor, ya
que el escalar de Ricci, R, deja de ser solo una cantidad geométrica para convertirse en un grado de libertad
dindmico. Esto implicaria la resolucién de un sistema de ecuaciones de estructura de orden superior, un re-
to computacional que, sin embargo, permitiria sondear una clase diferente de modificaciones a la Relatividad
General en el régimen de campo fuerte que representan las estrellas de neutrones.
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Apéndice A

Transformacion conforme del escalar

de Ricci

Este apéndice provee la derivacion detallada de la transformacién conforme del escalar de Ricci al marco

de Einstein dado por la ecuacién (3.3) presentada en la seccién 3.2.1.

A.1. Transformacion de los simbolos de Christoffel

Partiendo de la definicién de los simbolos de Christoffel en términos de la métrica y sus derivadas:

1_. 5 5 B
Fp;w = §gp (augm/ + al/g;w - ao—g;w)a

se sustituye la transformacién conforme g, = 02 g, en la definicién anterior, obteniendo ast:

~ 1 o
Fp;u; = 59 2gp (a/,Lngua' + 81/929#0' - 8092.9#1/)

1

— lea 1 — 00
= §Q 2gP7 % (0pGve + Ovluo — OoGuw) + 59 2077 (9o 0,V + 400,97 — 9, 0,0%). (A1)

El primer sumando corresponde a la definicién de los simbolos de Christoffel en el marco de Jordan. En el
segundo sumando se usa la regla de la cadena 9,02 = 2Q0,,Q y se distribuye la métrica, usando que g"* Gup =
05 . También, es conveniente definir {2 = €", lo que implica que 9,2 = Qd,w y V,Q = 09,42 Asi, la expresion

(A.1) se simplifica a:

1
[0, = Ty, + 50 (0020°0,w + 5,20°0,w — 9,0, 20°0"w),

uv
=17, + (650, w + 0hoLw — 9u0’w),
=I?, +46’,,

donde la variacién de los simbolos de Christoffel es

L7, = 00V, Q4 00V, — g, VPQ

A.2. Transformacion del Tensor de Riemann y Ricci
El tensor de Riemann se define como:

RPW = O\, — ayfpuA +17,17,, —T7,,I”

ov
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Entonces, sustituyendo los simbolos de Christoffel usando la expresién (A.2) y expandiendo términos se ob-
tiene:

R’ 5, =0\ (T, + (51“9#1,) -0, (F”M + (5FPW)

+ (FJ/M/ + 6FGHII) (Fpg)\ + 5Fpg)\) - (FJM)\ + 5FUMA) (Fpoy + 6Fpm}) )

HUAV

=7, + O (0T7,,) = 0L7 = 8, (0T, ) + 17,17 + 17,07,
+ TP 617, 4817, 1% —T7 T, —T7, 5%  —~T7 5%, — 507,60 .

Los términos lineales en dI" pueden ser reescritos como derivadas covariantes. Asi, la expresion se simplifica
a:

R\, =R\, + VA (6T7,,) = V,0I7 \ + 617,617 | — 017, \017,,.

8%

Ahora, usando (A.3), se sustituye la expresién para T en la ecuacién anterior y realizamos las contracciones
correspondientes. Este paso algebraico lleva a la forma final:
RP

, =R\, +V\V,w— g, ViV°w -8V, V,w+ gV, Viw

A UV

+ 8V, wV,w — gV, wV? — 689, VowV,w
— OV wV w4 g VawVPw + 609, ViwVew.

Contrayendo esta iltima expresion, el tensor de Riemann, se obtiene el tensor de Ricci transformado, sien-
do este ~ ~
R, = Rp#p,, = R, +2V,wV,w -2V, V,w - 29, V°wV,w — ¢, V,Viw. (A4)
Finalmente, para obtener el escalar de Ricci, se contrae (A.4) con la métrica inversa en el Marco de Eins-
tein:
R= §"™R,, = Q?(R—-6V,0V,w—6V*V, w),
R = Q%R+ 6¢""d,w d,w + 60w,

y por definicién

VoV, Q=00 = V=99"8,Q),

1
—0
7=
por lo tanto:

- 1
R=0°R+ 6\/—_7@ (\/—gg””&,w) + 69" 0w 0, w.
Luego, empleando la relacién entre las métricas en un marco y en el otro, se puede expresar el escalar de
Ricci en el marco de Einstein de como
- 04
R=0R+6——0, (

De esta manera, el escalar de Ricci en el marco de Jordan corresponde a:

\/—QQ_QQW&,uQ + 6025 0,0,

R=0Q*R+ 60w — 63" 9,wd,w), (A.5)

donde w =1nQy

~ 1
Ow = ﬁaﬂ fggwja,,w

es el D’Lambertiano en el marco de Einstein. La ecuacién (A.5) es el resultado clave para transformar la parte
gravitacional de la accién del marco de Jordan al marco de Einstein.
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