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RESUMEN

Resumen

En este trabajo se investiga el crecimiento de las perturbaciones cosmolégicas en un esce-
nario cosmolégico donde el universo gradualmente se anisotropiza en tiempos tardios, debido
a la presencia de un pequefio tensor de estrés anisétropo asociado con la energia oscura. Para
describir esto, se emplea la métrica de Bianchi I, que representa un espacio-tiempo homogéneo
pero anisétropo. Se derivan y resuelven las ecuaciones de movimiento para un fluido de materia
oscura en Ordenes lineales. Este estudio del crecimiento de las estructuras se realiza para tres
diferentes ecuaciones de estado de la energfa oscura: w = —0.95, w = -1y w = —1.05, y una
tasa de expansion anisétropa dependiente del tiempo.

Palabras clave: perturbaciones, anisotropia, isotropia, tensor de cizalla, tensor de estrés,
densidad de contraste.

Abstract

In this work, we investigate the growth of cosmological perturbations in a scenario where the
universe gradually becomes anisotropic at later times due to the presence of a small anisotropic
stress tensor associated with dark energy. To describe this, we employ the Bianchi I metric,
which characterizes a homogeneous but anisotropic spacetime background. The equations of
motion for a dark matter fluid are derived and solved at linear orders. This study examines the
growth of structures for three different equations of state for dark energy: w = —0.95, w = -1y
w = —1.05, and a time-dependent rate of anisotropic expansion.

Keywords: perturbations, anisotropy, isotropy, shear tensor, stress tensor, density contrast.
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Chapter

Introduccion

No de los grandes desafios del ser humano a lo largo de la historia es entender el uni-
verso que lo rodea, para esto, a través de los afios, ha disefiado teorias y construido
herramientas cada vez mas sofisticadas, para observar el cielo e intentar entender el

origen fundamental de estas observaciones [1, 2, 3, 4, 5]. Sin embargo, fue a comienzos del siglo
XX, con la publicacién de la teoria de la relatividad general (RG), que se sentaron las bases para
poder formular modelos matemdticos que describan la evolucién del universo. Albert Einstein,
quien formul6 esta teoria, en un comienzo pensaba que el universo era estético, sin embargo, en
1928, Edwin Hubble, descubri6 a través de observaciones que las galaxias se estan alejando unas
de otras, es decir, que el universo se esta expandiendo. Luego, en 1998 se descubri6é que ademas
de que el universo se esta expandiendo, lo esta haciendo aceleradamente [6, 7]. El contenido
energético causante de esta aceleracién no ha podido ser observada de forma directa, asi que se
le ha dado el nombre de energia oscura. La forma de energia oscura mas simple para describir
tedricamente la expansion acelerada es la constante cosmolégica, introducida en las ecuaciones
de campo.

Por otro lado, como consecuencia de las observaciones, se ha podido concluir que nuestro
universo es homogéneo e isétropo a grandes escalas [8]. El modelo mas exitoso que describe
estas observaciones, entre otras [8, 9], es el modelo cosmoldgico estdndar o modleo A CDM (por
sus siglas en ingles A Cold Dark Matter). Entre sus predicciones estdn: el contenido energético
del universo, la edad del universo, el fondo césmico de microondas, la evolucion del universo, la
abundancia de los elementos ligeros, etc [2, 4, 10, 11]. Sin embargo, a pesar de su éxito, el mod-
elo presenta algunos problemas tedricos y observacionales, los cuales indican la necesidad de
reconsiderar o modificar eventualmente dicho modelo. Algunos de estos problemas o tensiones
son por ejemplo, el problema de la constante cosmoldgica A, que surge al contrastar la densidad
de energia pronosticada por la teorfa cudntica de campos para el vacio con la densidad de en-
ergia observada asociada a la constante cosmoldgica, esto da como resultado una discrepancia
de 120 6rdenes de magnitud [9, 12] y por lo tanto no cuenta con una explicacién fundamental
adecuada. Otro problema es el de la tensién Hy, la cual consiste en una discrepancia en las medi-
ciones locales de la constante de Hubble, basadas en supernovas Ia, y las mediciones derivadas
de la radiacién césmica de fondo (CMB por sus sigla en inglés) [13, 14, 15]. En el lado observa-



cional se tienen ademads, las llamadas anomalias del CMB, las cuales corresponden a resultados
observacionales que no son compatibles con el modelo cosmolégico estdndar (ver por ejemplo
[16, 17] para un listado y una descripcién de las anomalias mas comunes), entre estas anomalias
se encuentra la posible desviacion de la isotropia a gran escala [18, 19], sin embargo, la signifi-
cancia estadistica de estas anomalias es pequefia, por lo tanto su existencia es aun un problema

abierto que merece ser explorado.

La existencia de estas tensiones ha conllevado a que se propongan nuevos modelos de en-
ergia oscura, los cuales se basan en campos escalares [10, 20, 21], campos vectoriales [22, 23,
24, 25], p-formas [26, 27] o inclusive modificaciones de las teorfas de la gravedad [28, 29]. Se
espera que cada uno de estos modelos, ademds de resolver los problemas antes mencionados,
reproduzcan de una manera adecuada la historia de la expansién del universo.

Estas modelos alternativos usualmente se estudian en el fondo plano de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), es decir, teniendo en cuenta un fondo homogéneo e isétropo. Sin
embargo, las anomalias del CMB parecen implicar una violacién a la isotropia del universo a
grandes escalas, lo cual sugiere la necesidad de implementar una geometria diferente. En la
literatura se puede encontrar que estas anomalias podrian ser aliviadas considerando una ex-
pansion acelerada anisétropa en tiempos tardios [16, 30, 31]. Sin embargo, hay procesos que no
se han estudiado con detalle alrededor de un universo anisétropo, como por ejemplo el proceso
de formacién de estructuras, que por el contrario, se han estudiado ampliamente en un universo
isétropo.

El estudio de la formacién de estructuras tiene una gran importancia, ya que proporciona
una ventana para comprender la materia oscura, un componente fundamental en el proceso de
formacioén de estructuras, asi como la energia oscura, responsable de la expansion acelerada del
universo. A través de este estudio, se pueden poner a prueba diversos modelos y buscar aquel
que mejor se ajuste a la historia cosmica. Este trabajo se enfoca especialmente en una forma
particular de energia oscura que introduce anisotropia, lo que implica investigar el proceso de

formacion de estructuras en un universo anisétropo caracterizado por la métrica de Bianchi L.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: en el capitulo 2, se presenta el marco
tedrico, que abarca la descripcién del modelo cosmoldgico estdndar y el andlisis del proceso de
crecimiento de las estructuras en un universo isétropo. En el capitulo 3, se examina la formacién
de las estructuras en un universo anisétropo, donde se derivan las ecuaciones que describen
dicho crecimiento. Finalmente, en el capitulo 4, se proporciona la solucién a la densidad de con-
traste en el régimen lineal, considerando variaciones en el tensor de cizalla y en las ecuaciones

de estado de la energia oscura.






Chapter

Marco teorico

2.1 Modelo cosmoldgico estandar

2.1.1 Meétrica

El modelo cosmolégico estdndar se fundamenta en la teoria de la relatividad general de
Einstein y en el principio cosmolégico [11]. Este tiltimo, establece que el universo es homogéneo
e isétropo a grandes escalas. La métrica que obedece esta geometria es la metrica de FRLW

dr?

1—kr?

ds* = —dt* + a*(t) ( +r2(d6? + sen29d¢2)> . (2.1)

En el sistema de coordenadas (t,7,6,¢), donde t representa el tiempo y (7,6, ¢) son las co-
ordenadas esféricas usuales, la funcién a(t) denota el factor de escala que describe la expansion
del universo, mientras que x representa el factor de curvatura y da cuenta de las posibles cur-
vaturas espaciales del universo. Estas curvaturas pueden ser clasificadas como abiertas, planas
y cerradas, correspondientes a los valores —1, 0, y 1, respectivamente.

2.1.2 Dinamica

Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geometria del espacio-tiempo con el con-

tenido de materia en el universo de la siguiente manera,
1
Ryy - ERgVV + Ag}ﬂ/ — 87TGT;4V,

donde Ry, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci, g, es la métrica, A es la constante
cosmolégica, G es la constante de gravitacion y Ty, es el tensor de energia-momento.
El tensor de energia-momento para un fluido perfecto, compuesto por materia, radiacién o

energia oscura tiene la siguiente forma

Ty = (o + p)uytty — p&uv,
donde p es la densidad del fluido, p es la presién y u* es la 4-velocidad del fluido.
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Las ecuaciones de campo de Einstein para la métrica de la ecuacién (2.1) y para un un fluido
perfecto, cuyo tensor energia-momento viene dado por Tog = —py T;; = p,coni = 1,2,3, dan
como resultado las ecuaciones de Friedmann,

.\ 2
»  (a\" _ 8nG kA

H” = <a> =53 P oty (2.2)
) i 4nG

H—HZZE:—T(P+3P)/ (2.3)

donde H es el pardametro de Hubble, el cual especifica la taza de expansion del universo, y p y P
son la suma de todas las contribuciones a la densidad de energia y presién en el universo.

Otra ecuaciéon fundamental en cosmologia es la ecuacién de movimiento para el fluido ideal,
conocida como la ecuacién de continuidad, que se deriva de la conservacién del tensor energia-
momento V, TH = 0:

d
a—f +3H(p+p) =0. (2.4)

Esta ecuacién es crucial para comprender la evolucién de los distintos componentes del uni-

verso, considerando que cada componente tiene una ecuaciéon de estado que relaciona la presién
B.

0

Al estudiar como evolucionan los diversos tipos de fluido en funcién del factor de escala, se

del fluido con su densidad, expresada por w =

encuentra lo siguiente:

* Materia: para la materia, donde la presiéon es p = 0, la ecuacién de estado es w = 0. Por
consiguiente,
0 & a s,
Esto implica que a medida que el universo se expande, su densidad de energia de la ma-

teria disminuye. La solucion de la ecuacién de Friedmann para un universo plano (k = 0)

CON Piotal = Pm, €S decir, un universo dominado tinicamente por materia, implica a o t3.

¢ Radiacién: para la radiacién, donde p = %p, su ecuacion de estado es w = % Resolviendo
la ecuacién de (2.4), se obtiene
0 & at
Aqui, ademds de que la densidad de energia decae debido a la expansién del espacio,
también hay una pérdida de energia debido al corrimiento al rojo, ya que a medida que
el universo se expande, las longitudes de onda de la radiacién también se estiran, lo que

disminuye la energia de los fotones. La solucion de la ecuaciéon de Friedmann para un
. 1
universo plano (k = 0) con piota) = pr resultaen a o t2.

9



2.2 Formacién de estructuras en un universo isétropo

* Energia oscura: para la energfa oscura, donde p = —py w = —1, es decir, dada por la

constante cosmolégica,se obtiene,
poca’ ol

La densidad de energia oscura no depende del factor de escala, lo que significa que per-
manece constante a medida que el espacio se expande. La solucién de la ecuacion de
Friedmann para un universo plano (k = 0) con oyl = pa €s a o efl.
Estas relaciones proporcionan una vision clara de cémo evolucionan las distintas componentes
del universo a medida que este se expande.

A continuacioén se introduce el pardmetro de densidad, obtenido al dividir las densidades de
energia entre la densidad critica:

Qs — &/
Pcr

donde s indica el componente energético del universoy p., = % es la densidad critica. De esta

manera, la primera ecuacion de Friedmann se expresa como:

8tG k A

1=3mf~ 2m 3

donde p = pi + pr, donde p, corresponde a la contribucién de la radiacién y p,, corresponde a
la contribucién de la materia o de forma equivalente:

Las observaciones cosmolégicas han permitido determinar que el 5% del universo corre-
sponde a materia bariénica, el 27% a materia oscura, y el 68% a energia oscura [8]. Habiendo
establecido las bases del modelo cosmolégico estdndar, es momento de analizar y discutir del
proceso de formacién de estructuras en un universo isétropo.

2.2 Formacidn de estructuras en un universo isétropo

Se cree que las estructuras que se observan en el universo hoy en dia, tales como, galaxias, ct-
mulos de galaxias, supercumulos, se formaron a partir de pequefias fluctuaciones de densidad
de energia, dominadas por la materia oscura, que crecieron debido a la inestabilidad gravita-
cional. Para introducir el formalismo, en esta seccidon se estudia la formacién de las estructuras
en el dominio de materia, teniendo en cuenta el modelo cosmolégico estandar, es decir, un uni-
verso homogéneo e isétropo a gran escala. Para ello se determinan las ecuaciones que describen
el crecimiento de las estructuras en este universo, esto se realiza siguiendo las referencias [32, 33].

Para dar cuenta de las inhomogeneidades del universo, las cuales explican la formacién de
estructuras, se debe identificar cémo las perturbaciones afectan las componentes de la métrica y

10
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cémo afectan las componentes que describen el contenido de materia en el universo. Para esto,
se parte de la ecuacién de Boltzmann, la cual describe como cambia la funcién de distribucién
de particulas en un fluido, en el espacio de posiciones (x) y momentos (p) respecto al tiempo
conforme (77),

R RS A AeT) 25)
donde f(7,x,p) describe la densidad de numero de particulas en el espacio de fase. C[f] rep-
resenta las colisiones entre las particulas. Se sabe que la formacién de estructuras es dominada
por la materia oscura, debido a que este es el fluido dominante en la densidad de la materia, y
ademads porque este fluido se desacoplo de la radiacién mucho antes que los bariones, entonces
el fluido de interés a considerar es el de la materia oscura. Como este fluido es frio, no interacttia
con particulas, por lo tanto se puede ignorar el efecto de colisién (la materia oscura es una sus-
tancia sin colisiones), entonces en este caso se considera que C[f] = 0. De otro lado, el momento
viene dado por

p= am;l:;, (2.6)
y su derivada viene dada por,
Zlf; = —amV¢, (2.7)

donde ¢ es el potencial Newtoniano. Insertando las ecuaciones (2.6) y (2.7) en la ecuacién de
Boltzmann (2.5) y considerando que C[f]| = 0, se obtiene la ecuacion de Vlasov,

d

ai;—l— Vif —amVe¢ -V, f =0. (2.8)
Esta es la ecuacion que describe la funcién de distribucion de particulas de materia oscura, y se
debe resolver para determinar el crecimiento de las estructuras. Para identificar la fisica en esta

ecuacion, se tomaran sus momentos a orden cero, orden uno y orden dos, los cuales estan dados

por,

[ Eoftxpm) = p(xn) = 0L+ 0 (x )], 29
/ d3ppf p(x,)v(x1), (2.10)
/ P;Z]zfxpr ) = p(x,17)0i(x, 17)v;(x, 17) + i (x, 7). 2.11)

Donde 4, es la densidad de contraste de materia oscura, la cual viene dada por la siguiente

11



2.2.1 Solucién en el régimen lineal

ecuacion,

5, =P—P_d% (2.12)

donde g es la densidad media del fluido. Ademés v(x, T) es el campo de velocidades peculiares y
a;; es el tensor de esfuerzo, el cual mide la desviacion de un flujo coherente tnico de las particu-
las de materia oscura y serd aproximadamente cero para la materia oscura frfa. El momento de
orden cero de la ecuaciéon de Vlasov relaciona la densidad del espacio de fase con el campo de
densidad de masa local, y determina la ecuacién de continuidad del fluido de materia oscura
(Ver Anexo A.1),

;:7(5(x,17) + Vi ([14+6(x,1)]v(x,57)) =0. (2.13)

Esta ecuacién describe la conservacion de la masa del fluido de materia oscura. Ahora, tomando
el momento de orden uno de la ecuacién de Vlasov, se obtiene la ecuacion de Euler, la cual
describe la conservacion del momento del fluido de materia oscura (Ver Anexo A.2),

a"(a’;'”) +HVx ) + (v ) - V)v(x 1) = =V, 214

o en términos de la divergencia 6(x, T) = Vx - v(x, T),

90 (x, 17)

gy T RO )+ Vx(v(x ) - Vivix ) = = Vig. (2.15)

Donde, el potencial obedece la ecuacién de Poisson, dada por,
2 3 2
Vi = 5QuH", (2.16)

donde H = aH es el parametro de Hubble conforme. Por lo tanto, la ecuaciéon de Euler se escribe
de la siguiente manera,

a0(x,1)
an

FHO 1) + Va(v(x ) - Vv n) + gomﬁ%s 0. (2.17)

El sistema conformado por la ecuacién de continuidad (2.13) y de Euler (2.17), describen el crec-
imiento de las estructuras en un universo isétropo. Ahora, se resolverd el sistema de ecuaciones

para determinar la densidad de contraste en el régimen lineal.

2.2.1 Solucién en el régimen lineal

En el régimen lineal se mantendran solo los términos a primer orden de la ecuacién de con-
tinuidad y de la ecuacién de Euler, es decir, que se despreciaran los términos de orden superior

12
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y cruzados, obteniendo asfi,

as _
dyg
0(x, 1)

3 25

-0, (2.18)

Reemplazando (2.18) en la ecuacién (2.19) se obtiene,

9*3(x, 1)
o +H(1)

ad(x, 1)
an

- %Qm’}-[zé(x, n) = 0. (2.20)

Esta ecuacién describe la evolucién de la densidad de contraste en el régimen lineal. Escribiendo
esta ecuacion en funcion del tiempo césmico se obtiene,
dé(x,t) . ads(x,t)

iz 22 dt

=47Gpd(x, t). (2.21)
La solucién general de esta ecuacion se puede escribir de la siguiente manera:
5(x,1) = 81 (X) Do (£) + 82(x)D_(8), 02)

donde D (t) es una solucién de crecimiento y D_(t) es una solucién de decrecimiento, y son
llamadas factor de crecimiento y decrecimiento lineal respectivamente. Para el caso de un uni-
verso dominado por materia se tienen las soluciones D (t) o< a o t?/3 y D_(t) « a=3/2 « t71,
es decir, que las fluctuaciones de densidad crece con el factor de escala (ver Anexos B.1). Ahora,
en el caso de un universo que contiene materia y energia oscura, la solucién estd dada por una
combinacion lineal de las funciones D_(t) Y D (t), las cuales vienen dadas por por (ver Anexos
B.2).

D_(t) xH(t), (2.23)

D () H (1) [ t [a(s)dfi(s)P (2.24)

Para investigar y comprender el crecimiento de las estructuras en un universo is6tropo con ma-
teria y energia oscura, se construy6 un grafico de la densidad de contraste utilizando el software
Mathematica. Este se muestra en la Figura 2.1. Se enfoc6 tinicamente en el modo de crecimiento,
descartando el modo decreciente debido a que, conforme el universo se expande, este modo
disminuye y se puede despreciar.

Para poder entender lo que la Figura 2.1 esta diciendo acerca del comportamiento de la
evolucién de las fluctuaciones en el universo, se debe entender claramente el concepto de den-
sidad de contraste, y para ello se tiene en cuenta la siguiente analogia [34]. Se sabe que la
cotizacion de las monedas experimenta variaciones diarias en el mercado cambiario, por ejem-
plo un dia el dolar puede estar a L1000 liras italianas pero un dia después la cotizacién puede

13



2.2.1 Solucién en el régimen lineal

ser L1010 liras y al dia siguiente a L990, por lo tanto, se tiene una fluctuacién de L20 liras en
dos dias, y el contraste de densidad de la lira seria 20/1000 = 0.02. En otro ejemplo, se tiene
en cuenta la cotizacion del dolar en pesos, donde por ejemplo, en un dia podria ser de $9.30, al
dia siguiente de $9.20, y al dia siguiente de $9.40, por lo tanto, hubo una fluctuacién de $0.20,
entonces la fluctuacién del dolar en pesos es cien veces menor que las fluctuaciones del dolar en
liras, sin embargo, la densidad de contraste del peso es de 0.20/9.30 = 0.021, entonces se puede
ver que la densidad de contraste del peso y de la lira son muy parecidos, asi que para medir
fluctuaciones es mas adecuado usar la densidad de contraste.

\'\
0.8 o
R
.,
\"
0.6 R
4
."
g .
L) N
0.4 .
k4
R
-
\"
0.2 RS
oof =77 , . ‘ .
0.05 0.10 0.50 1
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Figure 2.1: Densidad de contraste en un universo isétropo con respecto al factor de escala.

Entonces, la densidad de contraste representa la amplitud de las fluctuaciones en la densidad
de materia oscura respecto a la densidad media de fondo, y da luces acerca de la formacién de
estructuras en el universo. En la Figura 2.1, se puede observar un comportamiento creciente
a lo largo de la evolucién, lo cual significa que las fluctuaciones de densidad de materia estan
aumentando a lo largo del tiempo.

Ademas, se estudio que tan sensible es la dindmica del sistema a la variacién de la ecuaciéon
de estado de energifa oscura. Para ello se grafico la densidad de contraste teniendo en cuenta tres
diferentes valores de ecuacién de estado para la energia oscura, dados por w = —0.95, w = —1
y w = —1.05 (Ver Figura 2.2).

En esta Figura 2.2 se evidencia como la ecuacién de estado de la energia oscura impacta en
la densidad de contraste. Cuando la ecuacién de estado de la energia oscura es més positiva,
la aceleracién comienza antes, lo que conlleva a un freno mds temprano en el crecimiento de
las estructuras. Esto se debe a que la expansion acelerada del universo dificulta el proceso de
aglomeracién. Por el contrario, valores mds negativos de la ecuacion de estado de la energia
oscura resultan en una expansion acelerada mas tardia, lo que lleva a un mayor crecimiento
agregado de las perturbaciones de densidad.
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Chapter 2. Marco teorico
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Figure 2.2: Densidad de contraste isétropa para wp = —0.95, wp = —1y wp = —1.05.

Ademés se graficé el factor de crecimiento para tres diferentes ecuaciones de estado de en-
ergia oscura dividido por a, para mostrar mejor la tendencia en los tiempos tardios donde em-

pieza a dominar la energia oscura en el universo.
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Figure 2.3: Factor de crecimiento dividido por el factor de escala para wp = —0.95 wp = -1y
wp = —1.05.

Como se menciono previamente, cuando el universo estd dominado tinicamente por materia,
el factor de crecimiento es igual al factor de escala. Sin embargo, cuando la energia oscura
estd presente, se observa una supresion en el crecimiento, en donde cuanto maés positiva sea la
ecuacion de estado de la energia oscura, mayor serd esta supresion del crecimiento en momentos

tardios.
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Chapter

Formacién de estructuras en un universo anisétropo

El proceso de formacién de estructuras en un universo isétropo ha sido ampliamente estu-
diado en el contexto de diferentes modelos cosmolégicos que describen la expansién acelerada
tardia del universo [32, 33]. Sin embargo, como se dijo anteriormente, algunas observaciones
avalan una posible violacién de la isotropia a grandes escalas (anomalias del CMB [17]), por
lo tanto, es de interés analizar el crecimiento de las grandes estructuras en un universo con
estas caracteristicas. Un universo anisétropo se podria explicar si se introduce una expansiéon

anisétropa en tiempos tardios.

En consecuencia, en este trabajo se estudiara la formacién de estructuras teniendo en cuenta
un universo isétropo en tiempos tempranos, cuando esta dominado por la materia oscura, y
que se anisotropiza lentamente en tiempos tardios debido a la presencia de un fluido de energia
oscura anisétropo. Para lo anterior se seguird y reproducird el articulo [35]. Los fondos que
mejor modelan este universo anisétropo vienen dados por las métricas de Bianchi y en este
trabajo se usard, en particular, la métrica de Bianchi I.

3.1 Espacio-tiempo de Bianchi I

Para el modelo del universo anisétropo que se considera en este trabajo, se va a utilizar la

métrica de Biachi I, que viene dada por:
ds? = —dt* + a®(t)y;j(t)dx'dx’.
Teniendo en cuenta que dt = ady, se tiene,
ds® = a® (i) [—dn? + 7y () dx'd ],

donde 7;; es la métrica espacial, es decir, es la métrica de las hipersuperficies de tiempo con-
stantes y es dependiente del tiempo, lo cual permite una expansién anisétropa del universo, la



3.2 Dinamica

cual esta completamente caracterizada por el tensor de cizalla

L
Oij = E’)’l‘]’,
donde la prima representa la derivada con respecto al tiempo conforme. La métrica espacial se
puede descomponer de la siguiente forma

Yij(t) = emi(t)@j-

Esta métrica, tiene determinante unitario ya que la anisotropia de la geometria, es decir, las
diferentes tasas de expansion en diferentes direcciones del espacio, preservan el volumen. Esto
significa que algunas direcciones espaciales deberian contraerse mientras que otras crecen, man-

teniendo el volumen del espacio constante. Entonces, se tiene que

Ai(f) =0,

3
=1

de tal forma que det(y) = 1.

3.2 Dinamica

Se tendrd en cuenta un universo isétropo en épocas tempranas, es decir, cuando era dom-
inado por la materia oscura, el cual al pasar el tiempo se fue anisotropizando debido a una
fuente anisétropa en el fluido de energfa oscura, por lo tanto, en este trabajo se tendra en cuenta

el tensor energia-momento dado por

o 13% 13%
™ =T} + TV,

con

Ty =pmu'u’,

Tl =(pae + pac)uu’ + pacg™ + 7y,

donde 7'[5: es el tensor de estrés y es la fuente de la anisotropia. Ahora, se presentan las ecuacion
de de Einstein y de continuidad que describen la dindmica de la expansién en este universo
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Chapter 3. Formacion de estructuras en un universo anisétropo

homogéneo y anisétropo

3H? = (om + pae)a® + 102,

N

(a;)’ +2”H(7; = azn]l:,

O+ 3Hom =0,

Pie + 3H (om + pae) = —oym,

donde la primera ecuacién es la ecuacién de Einstein 00, la segunda es la parte libre de traza de
la ecuacién de Einstein ij y la tercera y la cuarta ecuacion son las ecuaciones de continuidad de
la materia y de la energfa oscura respectivamente.

Para entender el proceso de formacién de estructuras es necesario realizar una expansioén

perturbativa de las ecuaciones de Einstein. Lo cual se describira en la siguiente seccién.

3.3 Teoria de perturbaciones

En el contexto de la teoria de perturbaciones cosmolégicas, las perturbaciones en la métrica
y en el contenido energético del universo se estudian de manera independiente. Para lograrlo,
cada cantidad se descompone en una parte asociada al fondo, que en este caso viene dado por
la métrica de Bianchi I y otra parte asociada a las perturbaciones. En esta seccién, primero se
abordaran las perturbaciones en la métrica en un contexto anisétropo, seguido por el anélisis de
las perturbaciones en el contenido material.

3.3.1 Perturbaciones de la métrica

Las ecuaciones de campo de Einstein, relacionan la geometria y la materia, de alli es evi-
dente que las perturbaciones en el contenido material implican perturbaciones en la geometria
del espacio-tiempo, manifestindose en forma de alteraciones en la métrica. La métrica de un
universo perturbado se define como,

g;w - g_yv + 58;41//

donde g, es la métrica de fondo y g, es la desviacion de la métrica de fondo. La parte pertur-
bada de la métrica se puede escribir de la siguiente forma,

—24) w;
(s w — s
8 ( w; hg)

donde w; pueden ser descompuestas usando el teorema de Helmholtz, el cual establece que un
campo vectorial se descompone en la suma de un campo vectorial irrotacional (sin rotacionales)
maés otro solenoidal (sin divergencia).
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3.3.2 perturbaciones de materia

Aplicando esta descomposicion a w;, se tiene
w; = 9;S + ;.

Donde ¢ y S son perturbaciones escalares de la métrica y S; es una perturbacion vectorial de la
métrica. La extensién del teorema de Helmholtz a tensores de rango dos es la descomposicién
SVT. Usando esta descomposicién a la perturbacion tensorial /;; tenemos,

0’..
hij = =2¢(vij + #) +20;0;T + Za(iTj) +27;.

Donde 1 y T son perturbaciones escalares de la métrica, 7; es una perturbacion vectorial de la
métrica y 7;; es una perturbacion tensorial de la métrica.

En este trabajo se utilizara una transformacién de calibre llamada calibre de Newton!, y
de esta manera, usando este calibre se obtiene la siguiente métrica de Bianchi I perturbada, en
tiempo conforme,

ds? = a*[— (1 + 2¢)dn* + 2w;dx'dy + (7i; + hyj)dx'dx/].

Donde, w; = S; y h;j = —21;7(%-]- + %) + 27, debido al calibre con el que se esta trabajando, en
dondeS=1=17=0.

Ahora, considerando la métrica definida e implementando el paquete XPand en Mathemat-
ica 2, se ha desarrollado un c6digo [36] para obtener las ecuaciones de campo perturbadas a

orden uno, las cuales seran utilizadas mas adelante.

3.3.2 perturbaciones de materia

Como ya se menciono, en este trabajo se tiene en cuenta que la energia oscura tiene un tensor
de estrés 77;; el cual rompe la isotropfa del universo en tiempos tardios, sin embargo, se asume
este tensor pequefio, para ser consistentes con las observaciones [37, 38]. En consecuencia, se
pueden despreciar las perturbaciones asociadas a este tensor, y en general, las perturbaciones de
la energia oscura. De esta forma, solo se tendré en cuenta las perturbaciones de la componente
de materia oscura, y por lo tanto, expandiendo la densidad de materia oscura en términos de la
densidad de contraste, se obtiene,

Om — Pm + 0pm = pm(1+96). (3.1)

IPara un sistema de coordenadas en el espacio tiempo del fondo g, hay muchos posibles sistemas de coorde-
nadas en el espacio tiempo perturbado gy, por lo tanto la correspondencia entre ellas no es tnica y entonces se
tiene una libertad de calibre. El calibre de Newton por ejemplo consiste en la eliminacién de los grados de libertad
escalares Sy Ty si se quiere se tiene la flexibilidad de eliminar el grado de libertad vectorial, que en este caso es ;.

%Es una herramienta disefiada para calcular perturbaciones cosmolégicas. Su documentacién puede ser encon-
trado en https://www2.iap.fr/users/pitrou/xpand.htm
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La velocidad espacial puede ser completamente caracterizada por una funcién llamada la diver-
gencia del fluido dada por 8 = 9;v". Esta divergencia junto con la densidad de contraste de la
materia oscura describen completamente las perturbaciones del fluido.

3.4 Limite Newtoniano y aproximaciones

Para encontrar las ecuaciones que describen el crecimiento de las estructuras en un universo
que se expande anisotropamente se tuvo en cuenta dos suposiciones. La primera fue asumir que
el tensor de cizalla es pequefio, ya que las observaciones muestran un universo bastante isétropo
[37, 38], y se quiere testear si hay un grado de anisotropia en el, por lo tanto, se tiene que

(o 7T
— o~ . 3.2
o 7—l<<1 (3.2)

La segundo suposicién es que se considerara escalas pequefias, lo que quiere decir que se ten-
dran en cuenta escalas que se encuentran dentro del radio de Hubble. En estas escalas las no
linealidades se vuelven importantes, asi que se adoptara la aproximacién de campo débil, la
cual permite estudiar estructuras incluso en escalas no lineales, siempre y cuando las veloci-

dades sean pequenias.

Esta aproximacién se puede justificar a través de las observaciones y examinando las ecua-
ciones newtonianas del potencial gravitacional y la velocidad del fluido,

Ko = —%aZHZ(S, y u= —% (3.3)
De las observaciones del fondo césmico de microondas, se tiene que a escalas pequefias, donde
aH/k ~ O(1073), la densidad de contraste es del orden § ~ O(1) y por lo tanto, por la ecuacién
de poisson tendremos que ¢ ~ O(107°), lo cual implicara que v; ~ O(1073). Entonces, en
escalas pequefias donde las no linealidades son importantes, las velocidades son no relativistas,
por lo tanto, se puede adoptar la aproximacién de campo débil en esta escala. Ahora, teniendo en
cuenta esa aproximacion se encontraran los tamafios tipicos de las perturbaciones de la métrica
y del fluido, para ello se adoptara un esquema de expansion perturbativo en el pardmetro € dado

por,
2
- <“}j> , (3.4)

donde, como las derivadas espaciales se vuelven importantes en escalas pequefias, se tiene que
€ = (aH/k)?> < 1. Entonces, teniendo en cuenta este pardmetro y la aproximaciéon de campo
débil se obtiene la siguiente tabla,
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3.5 Ecuaciones de fluidos

Variable | n en O(e")
Derivadas | 9;/aH -1/2

0,6,0 0
Fluido v 1

0 1 / 2
9, 1

Meétrica w; 3/2
Tij 1

Table 3.1: Orden de las perturbaciones en el pardmetro €.

Ademas, se define el limite Newtoniano como las ecuaciones a orden principal en el pardmetro
€. En la siguiente seccién se encontraran las ecuaciones del fluido de la materia oscura en el lim-

ite Newtoniano, las cuales describen el crecimiento de las estructuras.

3.5 Ecuaciones de fluidos

Ahora, se desean encontrar las mismas ecuaciones (2.13) y (2.14) en un contexto anisétropo.
Para ello, se tomara una ruta diferente a la establecida en la seccién (2.2). En este caso, se calcula
la ecuacion de conservacion del tensor de energia impulso (V,, T’ = 0). Dicha ecuacién se puede
separar en una parte contraida y una no contraida obteniendo como resultado,

Vilom(1 + 6)v*] =0,

’UVVVU” :0.

(3.5)
(3.6)

Al expandir la derivada covariante y tomando el limite Newtoniano se obtiene: de (3.5) la
ecuacion de continuidad y de (3.6) la ecuacién de Euler, dadas por *

&' +9;[(1 4 6)v'] =0,
0+ HO + 9;(v/0;0') + V¢ = — 20"0,v;.

(3.7)
(3.8)

Se puede ver que el sistemas de ecuaciones no esta cerrado, pues son dos ecuaciones con tres
incégnitas (a saber 6, 0 y ¢). Para cerrar el sistema se emplean las ecuaciones de Einstein para
derivar la ecuacion de Poisson en la métrica de Bianchi I.

Para ello, se tiene en cuenta la componente 00 de las ecuaciones de Einstein perturbadas en
el limite Newtoniano, dado por,

o2 il

—3H? + 5 2V2yp + 7 0:0p = —a*[pm (14 8) + pal, (3.9)

donde se considero dpp = 0y la definicién (3.2). Usando la ecuacién de Einstein 00 del fondo

3El procedimiento para llegar a estas ecuaciones lo puede encontrar en el anexo (A.3).
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—3H> + ‘772 = —a%(pm + pa), la ecuacion (3.9) se simplifica a
2 o' 2
2V ¢ - gaza]lp =a ‘Om(S (310)

Ahora, la ecuaciéon de Einstein ij perturbada en el limite Newtoniano viene dada por,
2 o' ' 2 o? 2
2Vi(p —v) — ﬁaiaﬂlj —(2H'+ H™ + 7) = —apa, (3.11)

or la ecuacién de Einstein ij de fondo 2H' + H2 + % = a2 A, la ecuacion (3.11) queda,
yp ] 2 P q

2V3(p — ) — ‘;]aiajlp =0. (3.12)

Combinando las ecuaciones (3.10) y (3.12), se obtiene la ecuacién de Poisson
2 3 2
Vep = EQmH 0. (3.13)

Con lo anterior, usando la ecuacién (3.13), las ecuaciones de fluido (3.7) y (3.8) se reescriben de

la siguiente forma,

o' +60(146)+0'9;0 =0, (3.14)

O+ HO+ i(03y0') + 3 0, H25 = — 2070, (3.15)

Este conjunto de ecuaciones describe el crecimiento de estructuras en un universo anisétropo
descrito por la métrica de Bianchi I. Comparando estas ecuaciones con las ecuaciones que de-
scriben el crecimiento de las estructuras en un universo isétropo (2.13) y (2.17), se puede obser-
var que solo la ecuaciéon de Euler difiere del caso isétropo en el ultimo termino el cual representa
la contribucién del tensor de cizalla.
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Chapter E

Soluciones

Este capitulo sera dedicado a explorar las soluciones del sistema de ecuaciones (3.14) y (3.15),
en el régimen lineal.

Para encontrar las soluciones en este régimen se debe descartar todos los términos acoplados
de la ecuacion (3.14) y (3.15), y de esta forma se obtiene

5 =—9, (4.1)
3

9“+H6+§Qm%%::—zﬂ&w. (4.2)

Reemplazando la ecuacién (4.1), en la ecuacion (4.2), se tiene,
3
WWXWF%WmM—EH%MﬂmMZ—%wmmyw*h (4.3)

donde 07| es la contraccion del tensor de cizalla (0} (17, k) = 0;i(17)k'k)). Para ver como se resuelve
esta ecuacion diferencial no homogénea se puede tener en cuenta la ecuacién mas simple

1 (1, k) + péy(n, k) + g1 (17, k) = f, (4.4)

donde p y g son coeficientes constantes. Para encontrar la solucién de esta ecuacién no ho-
mogénea, se debe encontrar una solucién particular y luego sumarle la solucién general de la
ecuacion homogénea asociada, es decir, la solucién de 67 (17, k) + pdi (17, k) + gé1(n7, k) = 0, la
cual es, 6, = A(k)D, () + B(k)D_(#). La solucién particular de la ecuacién diferencial no
homogénea va a tener la siguiente forma,

6p = 61(n)D4(n) + 62(n) D (1), (4.5)

donde se determinaran las funciones d1(77) y d2(17). Como la ecuacion (4.5) es una solucion
particular, se puede entonces sustituir en la ecuacién diferencial (4.4), para ello se debe calcular

la primera y segunda derivada. La primera derivada, viene dada por,

/ !/

8, =06,(1)D (1) + 61(7)D'y (1) + &,(7)D_ (1) + &2(n)D__ (7).



La segunda derivada de la ecuacién anterior seria muy larga, asi que teniendo en cuenta que
existe una infinidad de &, () y de d2(77) los cuales solucionan la ecuacién diferencial, entonces,
de entre toda esa infinidad se impone una condicién para encontrar las funciones 1 (1) y d2(%)
especificas que las satisfagan, y las cuales simplificaran el trabajo. La condicién para 1(7) y

92(17) que se tendrd en cuenta es,

81(7)D.y (17) + 5(y7)D— = 0. (4.6)

Entonces, ahora se tendr4,

8, = 81(7)D () + 82(7)D (1) 4.7)

Calculando la segunda derivada, se tiene,

1

8, =6,(1)D'y (1) + 81()D'y (1) + &,(7)D__(17) + &2(n) D" (7). (4.8)

Ahora, sustituyendo la ecuacién (4.5), (4.7) y (4.8) en la ecuacion diferencial (4.4), se obtiene,

811D’y (1) + 81() (D) + pD'y +qD+(n) ) + 82(1)D_ (1) + é2(y) (D™ (1) + pD_ (1) +qD— () ) = .

Como se sabe que D (17) y D_(#) son dos soluciones que se obtienen al resolver la ecuacién ho-
mogénea, entonces se tiene que D', (17) 4+ pD’, (1) +qD (37) = 0y D" () +pD_ () +qD_(n) =
0y por lo tanto se obtiene,

!

81(m)D', () + &,(7)D_ () = f. (4.9)

La ecuacién (4.6) y (4.9) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, donde en este

. 2 . ! ! . .2 z . .
caso las incognitas son J; y J,. A continuacién se resolverd este sistema de ecuaciones usando la

regla de Cramer!,

0 D_ Dy O

: f D- : D, f

o) =r——7  &)=r——"+

D, D_ D, D_

D, D_ D, D_

Solucionando los determinantes, se obtiene,

dy, / dy.
/WD+, ™ WD+,, WDy, D_](y) "

1La Regla de Cramer es un método que da solucién a un sistema de ecuaciones lineales con tantas ecuaciones
como incognitas, utilizando determinantes.
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Entonces, la solucién particular tendra la siguiente forma,

_ ["D+(y)D-(y) — D_(y)D+ (1)
(ol R o 7 R

Finalmente, se suma la solucién de la ecuacién homogénea y se obtiene la solucién completa,

by = AUID.() + BlI)D_(y) + [ PHITI = BAIDAD) gy,

Teniendo en cuenta que f = —207(1, k)4’ (17, k), la solucién queda,

by = AQOD. () + —a [ 2RUBEED = DR 0y 4,196 k)

Como ejemplo, se puede ver la solucién del caso cuando el universo es dominado por materia,
QO =1,donde D (t) xay D_(t) a—3/2 entonces, (Ver Anexo B.3),

yz—az

5y =AK)a+ B(k / Fdy.

Ahora, se encuentra la solucién en el caso de un universo que contiene materia y energia oscura.
Para ello se parte de la ecuacién (4.3) la cual se transforma en términos del factor de escala, y
para ello se debe tener en cuenta lo siguiente,

_dadX _drdedX _ dX | dX X
“dnpda  dydtda da da da’
v d [ dxX da LA 2 zd 2y o) AX | X

cT
27_[2 1 dH) Q2H2d7X.

Entonces se obtendr3,

g (L4 LAY B0 0o s 3, - &
a“H <a+?-l r da+aH T —— taH 7 HQm(Sl(q,k)— 20H(17,k)a7-lda,

1 1 1dH d& d? 5 dé
a*H? (a o+ > o 7—[2 7H20m51(17,k)+20||(q,k)u%% =0,

@—I— (1 1 L1 1 dH 20'|(77,k)> ds 3

w2\ et et T aw a2 k) =0,
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Se sabe que el pardmetro de densidad de materia viene dado por,

M,zgzpm (a)

Q}’l’l - 3H2 7

donde M%l es la masa de Planck y p,,(a) es la densidad de materia del fondo. Ademads, se sabe
que la ecuaci(’)n de continuidad en términos del factor de escala para la densidad de la materia
es dada por aa £ + 32 = 0y cuya solucién viene dada por p = ppa~2, por lo tanto el pardmetro de
densidad sera,

H387G pom _ H3p0m _ H3Q0m
3H? H2a3 H?p.®  H?a® ~

Q=

Entonces se obtiene,

.. 2 ’H 20'H R 3 Hg -

< (3, H\,. 3Q% (Ho\*. 20
5 2 _ 22w (210
+<a+H>5 2 a° <H>5 aZH(S
donde el punto representa la derivada con respecto al factor de escala. Las funciones D, (a) y
D_(a) estan definidas por,

D, (a) 5QOH()/0a[ (ds

2 m H() S)/Ho]B"
H(a)
P ="y
Por lo tanto, la solucién es
*D —D_(s)D. (a) 7)) (5, K)é(s, k)
5= AK)D B(k _2 / + ,
(k)D+{a) + oD T SHE)
donde el wroskiano vendra dado por,
500 H(a H(a)
D+ D_ 021 Ho fo [sH /Ho Hg 902 Hy
W= = — -, H (a) 3
D, D_ 300 H(a )S3H() 0 2 s°H(s)
Entonces, la soluciéon queda de la siguiente forma,
5(a,k) = Dy (a) (1+ Qy(a)KF ) 41(k), (4.10)
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donde el tensor cuadrupolar viene dado por

Q=-p [ G(a,5) T EID+6)

D (a) s2H(s)
y donde
53 S
0(0,5) = oy FE D (@D-(5) = D- @D, ()

A continuacién se graficard la densidad de contraste anisétropo dada por la ecuacion (4.10),
la cual, como se menciond anteriormente, representa la amplitud de las fluctuaciones en la den-
sidad de materia oscura respecto a la densidad media de fondo. Ademads, se agreg6 la densidad
de contraste de un universo isétropo para comparar estos casos.

T T T "
"
0.8} 'l PR
‘4 Ea
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P
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P
Lo
< 0.4 .
. s
¢
r‘/
*
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OO L 1 1 L 1 1
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Figure 4.1: La linea de guiones azul representa la densidad de contraste en un universo anisétropo con
un tensor de estrés dado por 733 = 0.5 - H3, la linea de guiones y puntos roja representa la densidad de
contraste en un universo isétropo.

Como se puede observar en la Figura 4.1 la densidad de contraste en ambos casos tienen un
comportamiento muy parecido, donde la formacién o aglomeracion de materia aumenta cuando
el universo es dominado por la materia oscura, pero a medida que el universo va entrando al
dominio de la energia oscura, esta aglomeracién va disminuyendo. Sin embargo, se puede notar
que la densidad de contraste alcanza valores mds elevados cuando el universo es is6tropo, lo
que implica una mayor formacién de estructuras. Este hallazgo resulta coherente, dado que
en un universo anisétropo existe una direccion privilegiada de expansién. En esta direccién, la
expansion es mds prominente, lo que dificulta la aglomeraciéon de materia y, por ende, suprime
la densidad de contraste.
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Ademas, se estudio que tan sensible es la densidad de contraste a variaciones a la ecuaciéon
de estado de la energia oscura. Para ello se grafic6 la densidad de contraste anis6tropa teniendo
en cuenta un mismo tensor de estrés dado por, 7133 = 0.5 - H?, para tres diferentes valores de
ecuacion de estado para la energia oscura, dados por w = —0.95, w = -1y w = —1.05,

00 [ 1 1 1 1
0.05 0.10 0.50 1

a

Figure 4.2: Densidad de contraste anisétropo con i3 = 0.5 - H para tres diferentes ecuaciones de estado
de energia oscura.

En esta Figura 4.2 se evidencia un comportamiento andlogo al del caso is6tropo, donde se
tiene que entre mayor sea la ecuaciéon de estado de la energia oscura, la densidad de contraste
se suprimird més. Este fenémeno se debe a que, con una ecuacién de estado de la energia
oscura mds positiva, la aceleracion de la expansién del universo comienza mas temprano, lo que
dificulta el proceso de aglomeracion y, por ende, produce una mayor supresién en la densidad
de contraste.

Por otro lado, se llevé a cabo una comparacién entre la densidad de contraste anisétropa, es
decir, en presencia del tensor de cizallamiento, y la densidad de contraste en el caso is6tropo,
donde el tensor de cizalla es nulo. Este andlisis se realiz6 para investigar el efecto del tensor de
cizalla en la densidad de contraste. Para ello, se grafic6 la tasa de la densidad de contraste en un
universo anis6tropo en relacién con la de un universo is6tropo, considerando diferentes valores
del tensor de estrés 733. Los resultados se presentan en el siguiente grafico:
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Figure 4.3: Efecto del tensor de cizalla en la densidad de contraste.

En la Figura 4.3 se puede observar que cuando el tensor de estrés es nulo, se obtiene el
universo isétropo. Sin embargo, a medida que el tensor de estrés aumenta, se puede observar
una mayor desviacion al universo isétropo, lo que significa que entre mayor sea el tensor de

estrés, mas anisétropo sera el universo.

Ademas, se desea comparar la densidad de contraste para un tensor de estrés variable dado
por 7133 = 0.5 - Arctan(a*) y un tensor de estrés constante dado por 733 = 0.5 - H2, considerando
diferentes ecuaciones de estado de energia oscura. Con este propésito, se ha generado un gréfico
de la densidad de contraste para ambos tensores de estrés, tanto el variable como el constante,

para valores de wp de —0.95, —1y —1.05 (Ver Figura 4.4).

El primer grafico de la Figura 4.4 ilustra la evolucién del tensor de estrés variable y constante
a lo largo del tiempo. Se observa que inicialmente el tensor de estrés constante es mayor que el
tensor de estrés variable, pero a medida que transcurre el tiempo, esta relacioén se invierte y el

tensor de estrés variable supera al constante.

En los tres casos de ecuaciones de estado de energia oscura analizados, se observa un com-
portamiento similar. Inicialmente, la densidad de contraste del tensor de estrés constante esta
mas suprimida que la del tensor de estrés variable. Esto es coherente, ya que en esta fase inicial
el tensor de estrés constante es mayor que el variable. Sin embargo, a medida que avanza el
tiempo, la densidad de contraste del tensor de estrés variable se suprime més que la del con-
stante, debido a que en esta etapa el tensor de estrés variable supera al constante en magnitud.
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Figure 4.4: Densidad de contraste con un tensor de estrés de 1133 = 0.5Arctun(a4) Y 33 = O.5H§, para
wp = —0.95 wp = -1y wp = —1.05.

Una diferencia notable entre los tres casos es que, a medida que aumenta la ecuacién de

estado de energia oscura, la densidad de contraste alcanza valores més bajos.
Por otro lado, se lleva a cabo una comparacién entre la densidad de contraste anisétropa y

la densidad de contraste isétropa, considerando un tensor de estrés variable definido por 733 =

0.5 - Arctan(a*), y se contrasta con un tensor de estrés constante igual a 7133 = 0.5 - H3.
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Figure 4.5: Taza de la densidad de contraste anisétropa e isétropa para un tensor de estrés variable y otro
constante.

32



Chapter 4. Soluciones

En esta Figura 4.5, se observa que al principio, el universo anisétropo con un tensor de estrés
constante muestra una desviacién mayor respecto al universo isétropo en comparacion con el
universo anisétropo que utiliza un tensor de estrés variable. Esta observacién es coherente, ya
que, como se ha demostrado, inicialmente el tensor de estrés constante es de magnitud superior
al tensor de estrés variable. Luego, se nota que el universo anisétropo con tensor de estrés vari-
able comienza a diverger del universo isétropo, hasta alcanzar un punto donde su desviacién
supera a la del universo anisétropo con tensor de estrés constante. Este hallazgo también tiene
sentido, ya que llega un momento en el que el tensor de estrés variable supera al tensor de estrés
constante, lo que provoca que el universo con tensor de estrés variable sea mas anisétropo que

su contraparte con tensor de estrés constante.
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Chapter

Conclusiones

La motivacién en este trabajo fue analizar como la anisotropia afecta el proceso de formacién
de estructuras en el universo. En esta direccion, se estudi6 el crecimiento de las estructuras
en un universo anisétropo, descrito por la métrica de Bianchi I, y por completez, se analiz6
también el caso isétropo. Se consideraron tres ecuaciones de estado distintas para la energia
oscura, con el fin de evaluar su impacto en dicho proceso. Para realizar este estudio, primero
se determinaron las ecuaciones que rigen la evolucién de la densidad de contraste de materia

oscura en el universo isétropo y anisétropo.

Al analizar el crecimiento de las estructuras en un universo isétropo y anisétropo, se en-
contré que la densidad de contraste en un universo isétropo toma valores mayores que en un
universo anisétropo, es decir, que hay un mayor crecimiento de las estructuras en un universo
isétropo. Ademads, se observé que entre mayor sea la anisotropia, menor serd la densidad de
contraste, es decir, que ocurre una mayor supresion en el crecimiento de las estructuras. Esto
se debe a que entre mds anisotropia, mayor serd la expansién en la direccién privilegiada, lo
cual dificultard la aglomeracién de particulas y, por lo tanto, producird una menor densidad de
contraste. Sin embargo, se puede observar en la figura (4.5) por ejemplo, que la anisotropia no
afecta la formacién de las estructuras en tiempos tempranos cuando el universo es dominado
por la materia, sino que su influencia se manifiesta cuando el contenido de energia oscura ya no
es despreciable, lo cual tiene sentido, debido a que en este fluido de energia oscura, se tiene la
presencia del tensor de estrés, el cual es el responsable de anisotropizar el universo.

Por otro lado, se exploré la formacion de estructuras en un universo anisétropo considerando
tres valores distintos para la ecuaciéon de estado de la energia oscura, w = —1, w = —095 y
w = —1.05. Esta diversidad de ecuaciones de estado se tom6 en cuenta debido a que los modelos
con anisotropias presentan una ecuacién de estado de energia oscura que no es exactamente
igualaw = —1. Enla figura (2.2) y (4.2) se observé que tanto la densidad de contraste en el caso
isétropo como en el anisétropo exhiben un comportamiento similar para las tres ecuaciones
de estado de energia oscura, donde a medida que aumenta el valor de w,, hay una mayor
supresion en la densidad de contraste. Esto se debe a que un valor més elevado de w, indica
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que la dominancia de la energia oscura en el universo ocurre en etapas mas tempranas. Como
consecuencia, la expansion del universo comienza a acelerarse mas temprano, lo que resulta en
una mayor supresion en el crecimiento de las estructuras. Esta aceleracién dificulta el proceso de
aglomeracion de la materia, lo que se refleja en una mayor supresion en la densidad de contraste.
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Anexo

Ecuaciones del fluido de materia oscura

Se hallaran las ecuacién de continuidad y de Euler, teniendo en cuenta los momentos de la

ecuacion de Vlasov.

A.1 Ecuacion de continuidad

Para obtener la ecuacién de continuidad, se debe hallar el momento de orden cero de la

ecuacion de Vlasov,

d (5 . [Of 3 /3Pf_ /3 _dp
dﬂ/d pf—/and Pt Vi [dpl —am ¥y [pVpf = (A1)

Ahora, se estudiara cada termino uno por uno,

o [ eer = (A2)
:a(ﬁ(g:rl)), (A.3)
:g‘z((s +1) + pgz, (A.4)
:pgz. (A5)
El siguiente termino es,
V. / d3p§£ =V, / dpuf, (A.6)
=pV.(u(5+1)). (A7)

Para el ultimo termino se tiene que por el teorema de Gauss
/ PV, f = ]4 P2Sf =0 (A8)
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Obteniendo finalmente la ecuacién de continuidad,

88175(x, 1) 4 Ve ([146(x, 7)]v(x, 7)) = 0. (A.9)

A.2 Ecuacion de Euler

Para obtener la ecuacién de Euler, se debe hallar el momento de orden uno de la ecuacién de
Vlasov,

/d3 fp’ +V/d3 /Pty x¢p/d3pv )pi =0, (A.10)

Ahora, se analiza cada uno de los términos de la ecuacién. Para el primer termino se tiene

df pi 0 fri fri
J Py o | P+ M) [ Rl (A1D
P)
=%(p(xn7)ui(x,n)) +H()o(x, n)ui(x, 7). (A.12)

El segundo termino es

a2m7~

0
Vo J i = L st ) + ) (A13
Xj ; 8x]
Y el ultimo termino,

0 d I fp;
Zax ¢P/ 3paf pi = Zax]qbp/‘ﬁp (af;p)
]

d
- a—xjfpp / d*pfsij, (A.14)
]
el primer termino de la derecha es nulo por el teorema de gauss, quedando entonces

/ Spf=F (x T). (A.15)
ax]
Y finalmente, teniendo en cuenta el tensor de corte para la materia oscura como nulo, se obtiene

la ecuacién de Euler,

av(x,7)
o

+H)v(x 1)+ (v(x,7) - Vov(x,17) = =Vxo. (A.16)

37



A.3 Ecuaciones del fluido de materia oscura en el universo anisétropo teniendo en cuenta
la ecuacion de conservacién del tensor de energia-impulso

A.3 Ecuaciones del fluido de materia oscura en el universo anisétropo
teniendo en cuenta la ecuacién de conservacion del tensor de energia-

impulso
La ecuacion de conservacion del tensor de energia-momento es

Vu(T)) =0
Vul(p + p)oto, + pgh" + ] =0,

y como en el caso de materia oscura se tiene que, p = 71;; = 0y p = p(1 + ), entonces
Vulpo" o, 4 p0#V 0, = 0.

Si se contrae la ecuacién con vY, se tiene,

Voot o, 0" + po*v"V v, =0,
y como v*v, = =1y v"V,0, = 0, entonces

Vulpo!] = Va1 + )] = 0,
Expandiendo, se obtiene,

"9, [p(1+0)] +p(1+06)V,[o'] =0,
Expandiendo la derivada covariante, se tiene
0"9,[p(1+0)] + p(1 +6)[0,0" + Fﬁﬂ/‘] =0,
Resolviendo, queda la siguiente ecuacién a orden principal O(e)
&'+ 9;[(1 + 6)7'] =0.

Ahora, se hallara la ecuacién de Euler, teniendo en cuenta igualmente que para la materia
oscura, p = m;; = 0y p = p(1+J), entonces de la ecuacién de conservacién del tensor de

energia-momento, queda de la siguiente forma
o'V, v, =0,
donde al expandir la derivada covariante, se obtiene
v"9,vy — Fﬁvv”v;\ =0,
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y resolviendo, queda finalmente la ecuacién de Euler a O(e!/2)

v +Ho+ 000’ +9p = — 20770

39



Anexo E

Ecuacion para el factor de crecimiento y decrecimiento

B.1 Caso de un universo isé6tropo dominado por materia

Primero se transforma la ecuacion (2.20) en términos del factor de escala y se encuentra,

dé* 3ds 31
—+t o7+ 550=0. B.1
da®>  2ada = 2a4? .1
Se soluciona esta ecuacion teniendo en cuenta un universo dominado por materia. En este caso,
la ecuacién (B.1) tiene una solucién de la forma § = a’, entonces § = ra’~? y § =r(r—1a2
Reemplazando en la ecuacioén (B.1), se tiene,

r(r—1)a 2+ %mr*l - 23?% =0,
r(r—1)a" 24 gm”z — gar’z =0,
<r2 —r+ gr — ;) a2 =0,

<r2 + %r - ;) a2 =0,

Por lo tanto, 7| = —% yr»=1,yentonces D, (a) =ayD_(a) = a=3/2 y la solucién seria,

NIw

d(a) = cra+coa 2. (B.2)
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B.2 Caso de un universo isétropo dominado por materia y energia os-

cura

Suponiendo que la solucién de la ecuacién (2.20) tiene la forma de é(x,7) = d1(x)D(7) y
transformédndola en términos del tiempo cédsmico, se encuentra
dD*> _adD

Por otro lado, se tiene en cuenta la ecuaciéon que relaciona H(t) con los pardmetros adimension-
ales

QO

HAE) = B 5

+QOn).

Luego, tomando la primera y segunda derivada, y sumédndolas se encuentra

dH*  _adH

Por lo tanto, comparando la ecuacién (B.3) y (B.4), se puede concluir que D(t) y H(t) son direc-
tamente proporcionales, entonces esta corresponde a una solucién de la ecuacién (B.3), especifi-
camente, la solucién decreciente debido a que la primera derivada de H(t) es negativa

D_(t)  H(t). (B.5)

Para hallar la otra solucién de la ecuacion (B.3) se hace uso del método de reduccién de orden,
teniendo en cuenta la solucion ya encontrada

o2 [la/aldt a(t)] 2
Dy (t) «<H(t) Hz(t)dtocH(t)/[h(li)(]t) dt“H(t)/a(t)j;Iz(f)’ (B.6)
B.6
t ds

D, (£) o<H(t) /0 TGRTEG)

B.3 Caso de un universo anisétropo dominado por materia

para ello se adopta el factor de escala como pardmetro de tiempo en (4.3) y se encuentra la
ecuacion

d7z52+3@+§l5_0
da2  2ada 242
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., . ., ! — /! —
Esta ecuacién tiene una solucién de la forma § = a’, entonces 6 = ra’ 'y é = r(r —1)a’ 2

Reemplazando en la ecuacién, se tiene

r(r—1)a 2 + %ra“l - 2%5/ 0,
r(r—1)a" 2 + %mr_z - %ar_z =0,
<r2 —r+ Er - ;) a2 =0,

<r2 + %r - ;) a2 =0,

Entonces, se tiene r; = —% y r =1, porlo tanto é(a) = c1a + Cza_%. El wroskisno sera
_|Ps Do vy 5
- / ! - _5 ~
D, D_ -5y 31 2

Y se tiene que

- 3

y 2

2 [ y%
:g/ ([Z 3> fdy,

az

Finalmente, la solucién completa es

Op =c1a + coa” 2—7/ yz—u

3
2

fdy.
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