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Resumen

Mediante el paso al continuo del lagrangiano obtenido de un arreglo
bidimensional de masas y resortes, se obtienen distintos modelos matemati-
cos plausibles para la deflexiéon de una membrana fija en sus bordes de-
bida a una carga vertical. Tales modelos se dan en términos de sistemas
no lineales de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Se demues-
tran algunas propiedades de la deflexién tales como la no existencia de
deflexiones puramente verticales, la existencia de al menos un punto de
deflexién vertical y las simetrias de las soluciones del problema de contorno
que modela la deflexién.

1. Introduccién

Un problema en la matematica aplicada de especial interés practico es la
deformacion de los materiales elasticos, por ejemplo una membrana, debido a
cargas externas o simplemente debido a su propio peso. El término membrana
se refiere usualmente a una pelicula elastica y delgada que se concibe mediante
una superficie

u:QcR?—R3,
en donde €2 denota la configuracion inicial de referencia. A finales del siglo XVIII,
Laplace y Poisson encararon este problema desarrollando un modelo matematico
en el cual se supone que las deformaciones experimentadas por las membranas
son de la forma

u(iC,y) = (1'7y,'LL3(£C,y)), ((E,y) EQv
en donde us3 es solucién del problema de Dirichlet

o 6%3 aQU3
AU3 = W + ayQ = —Ww €en Q7 (1)

uz =0 en 01,




con w > 0 una carga vertical externa directamente proporcional a la fuerza por
unidad de area de la membrana. El problema de contorno (1) puede reescribirse
en la forma

Au=—-wk en Q,
u=(x,y,0) en 09,

donde k es el vector unitario que acttia en la direccién contraria de la gravedad.

Este modelo es una primera aproximacion para la deflexion y en él las deflex-
iones son puramente verticales lo que es contrario a la evidencia experimental.

El proposito principal de este trabajo es deducir distintos modelos matema-
ticos plausibles para la deflexién de una membrana fija en sus bordes debida
a una carga vertical w cuyas deflexiones ocurren en tres dimensiones y no son
puramente verticales. Dichos modelos se deducen por paso al continuo del la-
grangiano de un sistema discreto de particulas de masa m unidas por resortes
de longitud ag y by y constante de elasticidad k utilizando técnicas del calculo
variacional. Para facilitar el estudio, este trabajo se ha distribuido en dos partes.

En la primera, seccién 2, se encuentran distintos modelos matematicos para
la deflexién de una membrana fija en sus bordes por paso al continuo de un
sistema discreto de masas y resortes, para diferentes configuraciones de las masas
y los resortes. Se generaliza al caso tridimensional de un arreglo de masas y
resortes bajo una configuraciéon cibica.

En la segunda, seccién 3, se estudia el problema de contorno que describe la
deformacion de la membrana fija en sus bordes en el caso estacionario cuando
las masas y los resortes estdn bajo una configuracién rectangular, se demuestran
algunas propiedades de la deformacion tales como: la no existencia de soluciones
que modelen deflexiones puramente verticales, la existencia de al menos un punto
cuya deflexion es puramente vertical y se hallan las simetrias de las soluciones
para el problema de contorno en el caso estacionario.

2. Deducciéon de los modelos

Sea {i, j, k} la base usual en el espacio euclidiano R3. Sea Q=[—a, o] x[-/3, /3]
( @, 8 > 0) una region del plano en la direccion de los ejes i, j, respectivamente.
Consideremos un arreglo rectangular de puntos de masa m unidos por resortes
de longitud inicial ag y by con constante de elasticidad k que esté fija en los
bordes de 2 (ver fig. 1).

Posteriormente se somete el reticulado a la accién de una fuerza externa, de
tal manera que el sistema queda tensionado en una nueva posiciéon de equilibrio,
donde la longitud de los resortes cambia respectivamente de ag a a 'y de by a b
(ver fig. 2).

De acuerdo con la Ley de Hooke la fuerza resultante que actda sobre la



Figura 1: Un sistema discreto de masas iguales conectadas por resortes de
longitud ap y by con constante de elasticidad k£ como aproximacién de una
membrana.

)

Figura 2: Deformacion de los resortes al fijar el reticulado en los bordes del
espacio de configuracion 2.

particula (i, j) debida a la interaccién con sus particulas vecinas es
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donde myg es el peso de la particula (i, 7), y k es el vector unitario que acttia en
direccion contraria a la gravedad. Un céalculo elemental muestra que cada fuerza

F; ; se puede expresar como
IV (ui,)

Fij=——F—"=
du;



de donde V' (u; ;) estd dada por:

_k 2 2
V(u;;) = The ((|ui+17j —u il - bO) + (Iluz‘—lu‘ = — bO) >

k 2 2
Ta (|\“z‘,j+1 - - ao) + (||uz',j—1 —u, | - ao)

+mgk - u; ;.

Llamaremos a V; ; = V(u, ;) la energia potencial sobre cada particula (i, 7). La
energfa potencial V; del sistema serd la suma de la energia potencial en cada
particula como resultado de la elongacion o compresion de los resortes, es decir

= E@ J Vi
La energia cinética del sistema es
> 2
En consecuencia el lagrangiano L; del sistema discreto es (ver [3])
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La forma como se presenta el lagrangiano del sistema discreto en la ultima
ecuacioén es justificada en la transicion del sistema discreto al sistema continuo
haciendo que el nimero de particulas en la region 2 tienda a infinito, lo que es
equivalente a que a — 0, b — 0.

Mediante el paso al limite de los lagrangianos L; ;, la cantidad % tiende a la

m
densidad de masa u y ™9 tiende al peso por unidad de area w que supondremos

a
constante (w > 0) . Supondremos, a menos que se diga lo contrario, que el



factor de elasticidad k depende de las longitudes a y b, es decir: k = k(a,b) y

que los términos — tienden a unas constantes que llamaremos E; y Eo

ka
ao b
respectivamente cuando a—0,b—0.

De igual forma en el paso al continuo los indices (4,5) que identifican una
masa puntual se convierten en la posiciéon coordenada (z,y), por lo cual en vez

de u; ; se tiene u(x,y;t) para algin tiempo ¢. Mas atn, las cantidades

Wi — W, u@+by;t)—ulzy;t)
b b ’
w1 — W u(@,y+ast) —u(z,y;t)
a a ’

Ju . .
presentes en los lagrangianos L; ; tienden a — respectivamente, haciendo

ou
oz ¥ Dy’
uso de b como un diferencial dz y ¢ como un d1ferenc1a1 dy.

) a
En consecuencia con A\ = 2 y Ay = 20 constantes, (0 < A, A2 < 1) el
a
lagrangiano para el sistema continuo esta dado por

A )
(5 () -5 (1] ) oo

de donde obtenemos que la densidad lagrangiana del sistema continuo es
L (12ey
2 M\ ot
2 2
(w3 e (5] ) )

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas continuos bidimensionales
(ver [2]) dan las ecuaciones de movimiento
Su
— N Ox
du
X
|52l

Pa 0 (g ([|ow
o = o \ 7 oz

|
(s 151 )

9y

en donde u(z,y;t) = (ui(z,y;t), ue(x,y;t), us(z,y;t)) es el vector de desplaza-
miento. Por consiguiente el modelo matemético para la deformacién de la mem-
brana fija en sus bordes se puede describir como el siguiente problema de con-
torno



I %27;‘ = —D(u)-wk en (),
%4 (2,y,0) = up(z,y) en Q, (3)
u = (x, Y, O) en 09,

donde D es el operador diferencial dado por

o= (s (1) )+ (01 )

El caso estacionario del problema de contorno (3) se escribe como

D(u) = -—wk, en (O, (@)
u = (x,y,O) en Of).

Es de notar que el problema de contorno (4) es un sistema de ecuaciones no lin-
eales en derivadas parciales con tres incégnitas, del cual no se conocen soluciones
explicitas.

En este punto vale la pena mencionar que para el caso uni-dimensional corre-
spondiente al modelamiento de una cuerda fija en sus bordes (ver [4]) el operador
diferencial que modela la deformacién es

> au
152l )

0 Ju
P <E0<Ha—x

donde la constante E. se conoce en teoria de resistencia de materiales como mo-
dulo de Young. Aunque el objetivo de este trabajo es dar un modelo plausible
para la deformacién de una membrana con una estructura microscopica seme-
jante a la de un cristal, es natural interpretar de cierta forma las constantes F;
y B> como modulos de Young en las direcciones principales {i,j}, que depen-
den entre otras cosas del material de la membrana y de las cargas a que sea
sometida. El lector interesado en profundizar mas sobre ello puede ver ([3]).

De manera analoga para el caso tridimensional de un arreglo de resortes
en el caso de una configuracién cibica, el lagrangiano del sistema continuo de
particulas esta dado por

2
_ Al)

L0 (D (= (5
SORTI(=BYY

ou
7 (Ha—

donde S es una region del espacio tridimensional R3, ;*, E* son constantes
apropiadas, f* es la fuerza externa por unidad de volumen y u = u(z,y, z) es
un vector de desplazamiento en R3(ver fig. 3).
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Figura 3: Arreglo tres dimensional de resortes bajo una configuracién cibica.

Haciendo un razonamiento analogo al aplicado en el caso bidimensional el
operador diferencial D3 para el caso tres dimensional es

) . (||ou Gu
P =g, (E (tRY ||8—;u>

0 ou

+—E5 |||

0z ( 3 <H 0z

Es de interés estudiar los distintos operadores que se obtienen bajo distintas

configuraciones en el arreglo de los resortes, entre los cuales se consideran los
hexagonales y los triangulares (ver fig. 4).

Figura 4: Arreglo de resortes bajo una configuracion hexagonal y triangular.

Para una configuracion triangular de resortes, el lagrangiano del sistema



continuo es

s [ (5]

~ (B (1Du-eoll = x3) "+ B (10w 20l - 35)°

2
+85(IDu-exoll - 53)” - 1) ) o

donde D es el operador de derivacién y los vectores unitarios ey, ez y €3y con
6 = T estdn dados segtn la configuracion triangular (ver fig 5).

De manera anéloga se encuentra que el operador D7 para la configuracion
triangular es

Du -
Dr(u)= D (E;(wu eoll = A7) ﬂ) e

[Du - e
+D<E’;(||Du-e29|—/\§) M) €29 (5)
[Du - ez
+D <E§(||Du -ezqll — /\3) M) e39.
[Du - es]|

Para una configuracién hexagonal de resortes el lagrangiano del sistema con-

tinuo es
1 oull\?
Sea(()

(B (10 el - 21) + B (1D esal - 23)”

2
+5; (IDu-esall = 3) -~ f)) da dy,
y el operador diferencial Dy para la configuracion hexagonal es

Du e,
Dy(u)= D (E"{(||Du-ea| - X)) L) eq

[Du - e
Du - ey

D E*(D- a—)\*)ia ‘€4

+D (B (10w ex0ll - %) ity ) o )
Du-ej

D E*(D Ces. —/\*)7“ €34,

+ < 1 H u-es || 3 |DU'83a||> es

2

donde los vectores unitarios e, €24 y €3, CON o = 3

configuracion hexagonal (ver fig. 2.).
Para una configuracion hexagonal de resortes el lagrangiano del sistema con-

estan dados segun la
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Figura 5: Vectores directores para las configuraciones hexagonales y triangu-
lares.

2
o= [0 (5]
(B (1D eall = 20) + B (1D €20l - 35)°

B (0w esal - 35) f)) da dy,

tinuo es

y el operador diferencial Dy para la configuraciéon hexagonal es:

Du-e,
Dy(u) = D (E’{(||Du-ea| - i) L) ceq

[Du - eq ||
A\ Du-exq

+D <E{(|Du-e2a|| —>\2) m) “€2q (7)
A\ Du-e3,

2 (B3 (1wl 5) -0 oo

donde los vectores unitarios e,, €2, y €3, COn o = %” estdn dados segun la

configuracion hexagonal (ver fig. 5).

3. Resultados principales

En esta seccion se demostraran ciertas caracteristicas que presentan las de-
formaciones de las membranas que se encuentran fijas en sus bordes, siempre
bajo el supuesto de la existencia y unicidad de soluciones clasicas con deflexion
negativa para el problema de contorno (4). Con el término de solucién clasica
con deflexion negativa nos referimos a soluciones u € C(Q)NC?%(Q) con Q C R?,
donde su tercera componente es negativa.

Como sabemos, la funcién u(z,y) = (ui(z,y),uz(z,y),us(z,y)) indica el
desplazamiento de cada punto (z,y) de la membrana del espacio de configura-
cion inicial €.

En el estado no deformado, cada punto de la membrana tiene desplazamiento
nulo, por otro lado los desplazamientos en las direcciones iy j dados por ui(x,y)
y u2(z,y) respectivamente se pueden representar por

uy(z,y) = v+ p1(z,y), uz(z,y) =y + p2(z,9),



con p € C(Q) NC*(Q), p(x,y) = (p1(z,y), p2(,9),0).

En un inicio, nuestro andlisis se basa en la concepcién de un sistema dis-
creto de masas y resortes para modelar la deflexiéon de una membrana fija en
sus bordes. Dicha deformacion del sistema discreto que ocurre bajo su propio
peso se puede modelar aceptando valida la ley de Hooke, la cual es una buena
aproximacion para pequenas deformaciones de los resortes.

Esto nos indica que la variacién de los desplazamientos en todas las direc-
ciones deben ser relativamente pequenas. Es decir, si

0 0
H Pl <1, H P2l «1,
dy
se deduce que
|5~ Ha‘”
Teniendo en cuenta los valores \; = b , = % con 0 < Ap, A2 <1 se justifica

la siguiente hipoétesis

Hipétesis (H). Para todo w > 0 y todo rectingulo Q = [—a, a] x [-03, 5],
existe una unica solucion clisica u de (4) con deflexion negativa. Mds ain, u
satisface

Ju
ox

ou

3y > )\27 para ($7y;t) S [_ava} X [_ﬂ7 ﬂ] X [0,00),

> Aq, H

con 0 < A, Ay < 1 constantes.

En adelante todos los resultados obtenidos se haran a la luz de la anterior
hipétesis.

Observacion. La evidencia experimental indica que las membranas no se de-
flectan verticalmente. El siguiente teorema muestra que nuestro modelo matemati-
co refleja este hecho experimental.

Teorema 1. Sea 2 C R? una region rectangular. Para todo (z,y) € , (v,y) #
(0,0)no ezisten soluciones de la forma w(z,y) = (x,y,us(x,y)) del problema de
contorno (4).

Demostracion. Supongamos que bajo una carga w > 0 la solucién de (4) es de
la forma u(z,y) = (x,y,us(z,y)). Por ser solucién, al reemplazarla en (4) se

obtiene
8U3 8 us

E
M G2

=0.

ou
Se sigue entonces que =3 s funcién solo de la variable y, digamos que

ox

oz =9(y),

entonces us(z,y) = g(y)x + h(y).
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Asi mismo, al reemplazar se obtiene

ou d
y se concluye que 8—3 es sélo funcién de z. En consecuencia las funciones d_g y
Y Y

dh .
— son constantes es decir

dy
uz(x,y) = (&1 + Bry)z + & + Pay,

como uz(x,y) = 0 en JN se concluye & = 1 = & = (2 = 0. De la sustitucion
también se obtiene que w3 satisface la ecuaciéon

5 82;63 <1 - (M + (%)2)) +E282u3 <1 _ (A2 + (%_1;3)2)> - —w, (8)

e 2 o)
122 9y 122]

y dado que uz = 0 en Q la ecuacion (8) se satisface s6lo cuando w = 0 que es el
caso trivial donde no hay deflexion. O

Observacion. Es necesario indicar que existe al menos un punto de la mem-
brana cuya deflexién es puramente vertical y este punto es el baricentro de la
regién. Esto se demostrard més adelante.

En este punto de la investigacién es conveniente definir el concepto de
simetria para la solucién del problema de contorno (4).

Definicién 2. Sea u una solucion de (4) y R la matriz dada por

=)
donde A es la matriz de rotacion
A= (oo o).
Diremos que R es una simetria de w si & = Ro u o A™! es solucion de (4)
siempre que u sea solucion.
Aqui denotamos por A~! a la matriz inversa de A.

Teorema 3. Si la region ) es un cuadrado con A\y = Ay y E1 = Fs, entonces

wz,y) = (— ua(y, —2),u1(y, —), us(y, —z)). (9)
es una solucion de (4) siempre que u(x,y) sea solucion de (4).

Demostracion. A partir de la definiciéon 1, con 6 = 7 se obtiene la funcién .
Se verifica por célculo directo que 1 es solucion de (4). O

11



Teorema 4. Para una region Q = [—«, a] X [—3, 8] cualquier solucion w de (4)
es simétrica respecto o los ejes coordenados.

Demostracion. Basta con verificar por célculo directo que las funciones

uw(ivvy) = (ul(xa_y)a_u2($7 _y)7u3(x7_y))a (10)
uy(irvy) = (—ul(—;v,y)7u2(—x7y),u3(—x,y)), (11)
son soluciones de (4) donde u,(z,y) es la reflexion respecto al eje z, y u,(z,y)

es la reflexion respecto del eje y. O

La existencia de un punto cuya deflexién es puramente vertical estd dada
por la siguiente proposicién.

Proposicion 5. El baricentro (0,0) de Q) experimenta una deflexion puramente
vertical.

Demostracion. Queremos probar que el baricentro experimenta una deforma-

cion dada por u(0,0) = (0,0,u3(0,0)). Aceptando la hipétesis (H) sobre la

unicidad de soluciones de (4) y de las simetrias de la solucién se tiene que
ul(x,y) = _Ul(—$7y), ug(x,y) = _UQ(.Q?, _y)7

para todo (z,y) € Q. De aqui se deduce sin dificultad que u1(0,0) = 0 y
u2(0,0) = 0 lo que indica una deflexiéon puramente vertical del baricentro. O

Teorema 6. La funcion us = us(x,y) satisface:

Ous
ox

9us
oy

para (z,y) € L.

(z,y) (—z,y) (z,y) (z,~y)

(12)

Demostracion. Sabemos de las simetrias de la solucién u de (4), que la compo-
nente ug satisface

U3($,y) = U3(—(E,y)7 U3($,y) = U3($, _y)v para (xay) €. (13)

Por definicion de %

y aplicando (13) tenemos con s = —h que
ox
(=,y)
% — lim u3(m+hay})l_u3(may)
T @y M0
— _ lim U3(—33 + S7y) - Ug(—ﬂf, y) ]
s—0 S
_ s
0% |(_ay)
0 0
Un anélisis similar demuestra que s -2 O
%Y |(a.0) %Y | (@,—y)
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Corolario 7. El baricentro de la region Q satisface Vus(0,0) = 0.
Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa del teorema 4. O

En lo siguiente supondremos que la regién () es un cuadrado y que A = \; =
Ao, E=E) = Fs.

Lema 8. La funcidn us = us(z,y) satisface

62U3
0r?

62U3

oy?

62U3
b ayQ

o 62U3
o Ox?

(z,y) (y,—x) (z,y) (y,—x)

Demostracion. Del teorema 3 tenemos que en el caso de un cuadrado

uz (33, y) = (_UQ(y7 —l‘), ul(yv _I)v u3(ya —I)),

es una simetria de la solucion u de (4). Suponiendo vélida nuestra hipotesis H
se tiene que us(x,y) = us(y, —x), en consecuencia, con s = —h tenemos

8U3

vu3 — lim U3(ﬂf+h,y)—’l£3($,y)
ox

h—0 h

(z,y)

UB(ya —T + S) - ’LL3(y, —iC)

. Jug
De manera analoga se concluye que —

Y |(a.y)
Ahora bien de lo hecho antes tenemos que

_ us
Oz

(y)fw)

8%3

5QU3
0x?

8%3

oy?

o 8%3

T 02

(z,y) (y,—x) (z,y) (y,—x)

Teorema 9. El baricentro (0,0) es un mdzimo local de la funcion us.
Demostracion. A partir del lema 1, para el punto (0,0) se tiene que

82u3
Ox?

82’&3

00 O

(0,0) .
Por otro lado de la ecuacién (4) tenemos

A 9? A 9?
(1‘@) e (“@) Wuf
2

us
< 0.
02 0,0)

Esto muestra que el baricentro es un méaximo local. O

< 0. (15)

(0,0) (0,0)

esto implica que
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Como parte final de la investigacion en se presenta un calculo numérico real-
izado en el programa Mathematica®. Se ha modelado la deflexion de una mem-
brana discretizada con n x n particulas masa, bajo una configuracion cuadrada
de resortes. Debido a la gran cantidad de calculos numeéricos que se generan
al aumentar el nimero n de puntos masa el software utilizado obtuvo valores
para un ntmero no mayor de 9 puntos masa. La siguiente grafica es el modelo
discreto dado por el programa.

Figura 6: Modelo experimental para la deflexién de la membrana fija en los
bordes hecho en el programa Mathematica.

4. Conclusiones

Se obtuvieron algunos modelos para la deflexién de membranas sujetas en los
bordes. Estos modelos fueron dados en términos de ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales. Se mostré que dichos modelos reflejan aspectos importantes,
como son la no deflexién puramente vertical de los puntos, la existencia de por
lo menos un punto cuya deflexién es puramente vertical y que dicho punto es el
baricentro de la regién, el cual es también un punto méximo para la deflexién
vertical de la membrana para el caso en el cual la regién de configuracion inicial
sea un cuadrado. Estos hechos son corroborados por la evidencia experimental.

El trabajo dista de ser completo. Un tema importante que queda pendiente
es el de la existencia y unicidad de soluciones de los modelos encontrados. De
otro lado, se demuestra en el caso de una regiéon cuadrada la existencia de un
punto méximo para la deformacién vertical de la membrana, pero no su unicidad.
Tampoco se analiza un principio de monotonia (analogo al caso de la cuerda,
ver [4]) para las membranas fijas en los bordes.

Parece ser que estas preguntas abiertas se pueden responder si se prueba que
el operador diferencial del modelo satisface alguna version (vectorial) del Prin-
cipio del Maximo. Estas cuestiones podrian ser tema, de futuras investigaciones.
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realizado en el Departamento de Matemaéticas de la Universidad del Valle bajo
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