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Una observacion a un resultado de Arquimedes
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Resumen

En El Método, trabajo de Arquimedes descubierto en 1906, se presentan dos maneras
para hallar la relacidén existente entre el drea de un segmento parabdlico y la de un
tridngulo inscrito en el mismo. En esta nota se presenta una relacién similar para el
caso de un segmento eliptico y de un segmento hiperbélico.

Palabras y frases claves: Geometria griega, cuadratura de la pardbola, transfor-
macidén afin.

1 El problema

Tres grandes problemas formulados en el desarrollo de la geometria griega
fueron la cuadratura del circulo, la triseccién del dngulo y la duplicacién
del cubo. Aunque desde los antiguos griegos se realizaron numerosos
intentos por resolverlos, inicamente en el siglo XIX se demostr6 la im-
posibilidad de ellos.

La cuadratura de una figura geométrica consiste en construir, con
regla y compds, un cuadrado de igual drea a la de la figura dada. En
este sentido, un problema resuelto afirmativamente es la cuadratura de
cualquier poligono.

En el desarrollo del curso de Geometria Superior en la Universidad
de Narino se propuso como ejercicio demostrar la Proposicion 17 del
texto de Arquimedes Sobre las espirales la cual trata el problema de “la
cuadratura de la pardbola”. En ella Arquimedes establece que:

El drea de un segmento parabolico es igual al cuadruple del
tercio del drea de un tridngulo de la misma base y la misma
altura que el segmento.

En los intentos de solucion de este problema por la clase surgié la
pregunta:

. Qué sucede en el caso de un segmento eliptico o de un segmento
hiperbdlico? La respuesta a este interrogante se obtiene en el siguiente
resultado.
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2 Una solucién

Proposicién. Sean PQ una cuerda de una cénica no degenerada y R
un punto sobre el arco PQ de la cénica tal que la recta tangente en R a
la cénica es paralela al segmento PQ). En tales condiciones se tiene:

2 = S 4
e Si el arco P(Q estd sobre una elipse, entonces T > 3

e Siel arco PQ estd sobre una pardbola, entonces — =

e Siel arco PQ estd sobre una hipérbola, entonces

T

2 <
T
Aqui S es el drea del segmento de la correspondiente cénica y T es el

drea del tridngulo.

Demostracion. Esta hace uso del concepto de transformacion afin, y
sus propiedades, y procede de la siguiente manera:
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Puesto que una transformacion afin queda completamente determi-
nada por su imagen sobre tres puntos no colineales, existe una y sélo una
de tales aplicaciones F' que transforma el tridngulo PQR en el triangulo
rectangulo P'Q'R’ de coordenadas P'(1,1), R'(0,0) vy Q'(1, -1).

Como toda transformacién afin preserva paralelismo, la razén entre
las dreas de dos regiones, transforma una cénica en otra cénica del mismo
tipo y su inversa es también una transformacién afin, entonces es sufi-
ciente mostrar el resultado para la cénica que pasa por los puntos P’, Q'
y R.

La ecuacién general de una cénica es:

Az? + Bzy+ Cy* + Dz + Ey+ F =0
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y puesto que la conica deseada es tangente al eje y en el origen y pasa
por dichos puntos se sigue que:

B
A+C+D+E+F
A+C+D-E+F =

F s

Es decir, se debe satisfacer que A+ C + D = 0. Asi tomando C' =1,y
A = —t se obtiene que la ecuacién de esta conica estd determinada por
la relacion

I

Il

oo oo

V=t +(1 -1tz (1)

donde t es el pardmetro que determina el tipo de cénica de la siguiente
manera:

e Sit =0, es una pardbola.
e 5it <0, es una elipse.

e Sit > 0, es una hipérbola.

En el caso de la pardbola el drea S del segmento parabdlico estd dada

por: ;
1
S=2/ 23 dz =251 =E=ET.
0 3 |p 3 3

Para terminar la demostracién es suficiente utilizar el hecho de que si una
funcién domina a otra en un intervalo entonces la integral de la primera
funcién domina a la integral de la segunda en ese intervalo. Por ello se
observa que:

Si y; denota el arco R'P' de la conica determinada por la ecuacién (1)
y yo denota el arco de la pardbola entonces cuando z varia en el intervalo
(0,1) se tiene que:

2
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yf—yg =t:c2+{1 —tlz—z=tz(z-1)
Esta cantidad es:

e Positiva si t < 0, es decir, en el caso de la elipse. Por tanto el arco
de la elipse esta por arriba del arco de la pardbola y asi

4
S > =T.
3

e Negativa si 0 < t < 1, es decir, en el caso de la hipérbola. Por tanto
el arco de la hipérbola esta por debajo del arco de la pardbola y asi

4
b i ET
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