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Resumen

En este trabajo se presentan los resultados fundamentales de la teoŕıa de interpolación,

con especial enfásis en las funciones B-Splines y las superfices NURBS. El próposito de este

trabajo es mostrar como el desarrollo matemático de esta teoŕıa tiene su mejor exponente en

las herramientas modernas de Diseño Geométrico Asistido por Computador (CAGD); para

esto resaltamos la conexión que existe entre el resultado de convergencia de la interpolacion

spline y el desarrollo de herramientas para entorno de trabajo en CAGD. Finalmente, cons-

truimos un figura orgánica con un sistema CAGD, con la cual se ejemplifican las propiedades

teóricas de las funciones B-Spline y las superficies NURBS.

Palabras clave: Interpolación, Splines, B-splines, NURBS, CAGD, Modelado geométri-

co.
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1 Introducción

En la actualidad casi que cualquier objeto que utilizamos ha sido preconcebido como un

diseño geométrico, el cual debe cumplir con unos requerimientos estándar que hagan que di-

cho objeto tenga un funcionamiento óptimo. Desde tornillos, motores, carros, aviones, hasta

ciudades enteras han sido diseñadas previamente utilizando sistemas computacionales. La

forma en que funcionan estos sistemas, los algoritmos que emplean, y la matemática subya-

cente a los mismos, es ignorada con frecuencia por casi la mayoŕıa de nosotros, sin conocer

el proceso de diseño previo consumimos infinidad de productos que fueron generados gra-

cias a un amplio y constante desarrollo de herramientas, el cual está sustentado en técnicas

matemáticas que han venido evolucionando a grandes pasos desde los primeros años de la

década de 1960.

El diseño geométrico asistido por computadora, CAGD por sus siglas en inglés, ha sido una

herramienta de gran impacto en la industria del entretenimiento y la ingenieŕıa durante los

últimos 50 años, la necesidad de crear y diseñar piezas y personajes cada vez más complejos

ha sido un estimulante idóneo para el desarrollo de la matemática subyacente a las herra-

mientas de diseño, los algoritmos utilizados por las mismas a lo largo de los años se han

apoyado en las diferentes técnicas de construcción de curvas y superficies, siendo las curvas

y superficies de Bézier las pioneras en este campo al inicio de los años sesenta, y en especial

caso las curvas y superficies NURBS y de subdivisión que vinieron luego como la evolución

de estos conceptos.

Las NURBS, Non-Uniform Rational B-Splines, son de especial importancia porque permiten

representar curvas y superficies cónicas con precisión. De esta manera los sistemas de mo-

delado que las implementan en sus rutinas tienen la capacidad de construir digitalmente un

amplia gama de objetos, desde algunos elementales como lineas rectas y planos, hasta ćırcu-

los y esferas, aśı como también intrincadas formas esculpidas a trozos. Si bien estas cumplen

a cabalidad con la tarea de representar superficies “creibles”para el ojo humano, las mismas

pierden credibilidad cuando el nivel de detalle sobre la misma aumenta, lo que hace que su

implementación no sea del todo idónea para la representación de secciones espećıficas de la

pieza a modelar porque se pierde suavidad en la misma, por ejemplo objetos orgánicos, y es

aqúı donde entran en juego las superficies de subdivisión, pues estas se sobreponen a este

tipo de inconvenientes [11].

Estas dos últimas son las técnicas estándar en las diferentes industrias gracias a su facilidad

de cómputo y óptimos resultados respecto al producto final requerido, pues juntas permi-
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ten la representación de superficies con grados de detalle ideales para la complejidad de las

formas a construir involucradas. El software de diseño utilizado por los desarrolladores más

importantes de la industria de la computación gráfica, tales como AUTODESK [2], PIXAR

[18], y NVIDIA, incorpora estas técnicas en sus algoritmos y cada vez demanda nuevas y

mejores herramientas matemáticas que le permita innovar en el mercado y a su vez aprove-

char al máximo la capacidad del hardware disponible para su implementación.

Entender con claridad y profundidad los procesos de diseño que se implementan actualmente

para modelar superficies es clave para poder ir en búsqueda de mejoras en los mismos, pues

los procesos actuales precisamente se han podido establecer gracias a trabajos y técnicas

previas que fueron objeto de investigación constante [1, 5, 8, 9]. Por otro lado, lograr la im-

plementación de estas rutinas en entornos computacionales mas relacionados con el cálculo

cient́ıfico, como por ejemplo Matlab o Wolfram Mathematica, puede constituir una herra-

mienta útil para futuros trabajos en esta área.

La descripción matemática de este proceso de diseño fue la motivación principal para la

escritura de este documento, concretamente describir la construcción de superficies y su

modelamiento en un entorno CAGD a través de superficies NURBS. En este documento

pretendemos explicar entonces como modelan estos sistemas de diseño las diferentes super-

ficies, que dan vida a un sin número de objetos cotidianos, a través de una clara descripción

y análisis de las superficies mencionadas, yendo desde su formulación matemática y la des-

cripción de sus propiedades más importantes, hasta un ejemplo de la implementación de las

mismas para la modelación de una pieza de muestra. Mostrar como se generan en principio

todos esos objetos que luego toman vida en forma de máquinas, peĺıculas, videojuegos, etc.,

evidencia el alto impacto que la matemática y la computación tienen en la industria y por

ende en la sociedad.

Para lograr lo anterior abordamos inicialmente en el caṕıtulo 2 el problema de la inter-

polación de curvas, en él discutimos los principales métodos de resolver dicho problema y

hacemos especial énfasis en las funciones splines y sus propiedades de convergencia, alĺı mos-

tramos como tales funciones forman un espacio vectorial de funciones polinomiales a trozos

y las importantes propiedades que tienen las funciones generadoras del mismo, las funciones

B-splines, propiedades que son de vital importancia para la construcción de las curvas y

superficies NURBS que son presentadas en el caṕıtulo 3, alĺı mostramos como se definen

estos objetos y como las propiedades de las funciones que los constituyen hacen que sean

ideales para el modelado geométrico. Finalmente, en el capitulo 4, mostramos un ejemplo

real de la implementación de dichas superficies dentro de uno de los programas de diseño

más utilizados en la industria del diseño, Autodesk Maya, en dicho ejemplo mostramos los

datos geométricos que genera dicho programa e interpretamos los mismos para mostrar la

correspondencia con los objetos estudiados. Las referencias principales consultadas para la

elaboración de este documento fueron [23] y [17], las mismas contienen la información princi-

pal, y discusiones mucho más profundas y completas, de los caṕıtulos 2 y 3 respectivamente.



2 Interpolación de curvas

A menudo es importante determinar o predecir el comportamiento de determinado fenómeno

que se puede observar, sin embargo la poca información que se pueda llegar a rescatar u ob-

tener del mismo dificulta esta tarea. Considere por ejemplo que usted necesita saber con

exactitud la posición con respecto al tiempo de determinada part́ıcula que se mueve muy

rápido a lo largo y ancho de un plano de referencia, para ello marca en el mismo las diferentes

posiciones que dicha part́ıcula ha ocupado con anterioridad en un determinado instante de

tiempo, dado que esta se mueve con mucha rapidez es dif́ıcil seguir su pista durante mucho

tiempo, en consecuencia se obtendrán un número de marcas en el plano que representan el

rastro de ella durante un intervalo de tiempo dado.

Ahora bien, el proceso anterior lleva a tener un conjunto discreto de pares ordenados (ti, xi)

de puntos en el plano de referencia; es a partir de este conjunto que se desea simular el

comportamiento de la part́ıcula en aras de reproducir el movimiento de la misma durante

el intervalo de tiempo que se observó su actividad. Lo ideal en este caso espećıfico seŕıa

conocer una función, f(t), cuyos valores se ajusten perfectamente al conjunto de muestra

previamente tomado, esto es, f(ti) = xi,∀i.

Suponiendo que el conjunto de la muestra tiene m+1 parejas ordenadas (nodos), a la función

f(t) tal que:

f(ti) = xi, i = 0, . . . ,m

la denominaremos función interpolante.

Las funciones de mayor comodidad para usar como interpolantes, dada su facilidad de re-

presentación y operabilidad, son los polinomios. En este caso queremos hallar entonces un

polinomio Pm(x) de grado menor o igual a m tal que:

Pm(ti) = f(ti), ∀i = 0, 1, . . . ,m,

a este polinomio lo denominaremos polinomio interpolador de grado m de la función f .

En ciertos fenómenos se conocen no solo los valores que toma la función interpolante en

determinado punto ti, sino también los valores que toman sus derivadas hasta determinado

orden en dicho punto. En este caso al polinomio interpolante se le exigirá no solo que sus

valores sean iguales punto a punto a los de f , sino que también el de sus derivadas. Lo

anterior plantea entonces el problema de interpolación general:
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Sea Φ(x; a1, . . . , an) una función que depende de x ∈ I ⊂ R y de los n parámetros a1, . . . , an.

Sean además x1, . . . , xm ∈ I nodos distintos a pares con multiplicidad r1, . . . , rm ∈ N con
m∑
j=1

rj = n y sean yij ∈ R, i = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , ri − 1 valores dados.

El problema consiste en encontrar los parámetros a1, . . . , an tales que

Φ(j)(x; a1, . . . , an) = yij, i = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , ri − 1. (2.1)

Existen diferentes métodos generales para encontrar el polinomio interpolante de grado m

que aproxima los valores de la función f , entre ellos:

• Interpolación de Lagrange.

• Método de las diferencias divididas de Newton.

• Interpolación de Hermite.

• Interpolación por funciones spline.

A continuación discutimos los aspectos más generales de estos métodos y realizamos un breve

análisis del error asociado a cada uno de ellos.

2.1. Interpolación de Lagrange

Supongamos que se quiere interpolar un conjunto de únicamente dos parejas ordenadas, lo

más natural en este caso es pensar en la ĺınea recta que une estos dos puntos, es decir, sean

P (x0, y0) y P (x1, y1), la ecuación de la recta que los une es:

y = P (x) = y0 +
y1 − y0

x1 − x0

(x− x0). (2.2)

Reescribiendo (2.2) se tiene que:

y = P (x) =
y1 − y0

x1 − x0

x+
y0x1 − x0y1

x1 − x0

,

el cual es un polinomio de grado menor o igual a 1, y que satisface las condiciones P (x0) = y0

y P (x1) = y1. Lagrange propuso otro método para encontrar este polinomio; reescribiendo

nuevamente (2.2) se obtiene:

y = P (x) = y1
x− x0

x1 − x0

+ y0

(
1− x− x0

x1 − x0

)
de donde se obtiene finalmente que,

y = P (x) = y1
x− x0

x1 − x0

+ y0
x− x1

x0 − x1
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Si definimos ahora las expresiones lineales L1,0(x) y L1,1(x) como sigue:

L1,0(x) =
x− x1

x0 − x1

(2.3)

y

L1,1(x) =
x− x0

x1 − x0

. (2.4)

Aśı podemos expresar el polinomio P (x) como,

P (x) = y0L1,0(x) + y1L1,1(x) (2.5)

donde claramente (2.5) cumple con las condiciones P (x0) = y0 y P (x1) = y1. Los términos

lineales (2.3) y (2.4) se definen como polinomios coeficientes de Lagrange [24].

Observe que (2.5) se puede escribir también como,

P1(x) =
1∑

k=0

ykL1,k(x).

En general si se tienen entonces n + 1 puntos x0, x1, . . . , xn y si f(xk) = P (xk) para k =

0, 1, 2, 3, . . . , n el polinomio que pasa por estos n+ 1 puntos es:

Pn(x) =
n∑
k=0

ykLn,k(x) (2.6)

donde,

Ln,k =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)

de forma más compacta se tiene entonces,

Ln,k(x) =
n∏
j=0
j 6=k

(x− xj)
(xk − xj)

.

2.2. Método de las diferencias divididas de Newton

Al observar con más cuidado el método de interpolación de Lagrange encontramos que de

querer agregar un nuevo nodo seŕıa necesario calcular totalmente el polinomio de nuevo dada

la naturaleza con la que se construyó el mismo. Sea U = {(xi, yi), i = 0, . . . , n} el conjunto

discreto de las parejas ordenadas correspondientes a los valores a interpolar (nodos). La

desventaja de la fórmula de Lagrange es la necesidad de calcular nuevamente todos los

polinomios coeficientes Li,j cuando se agrega un nuevo nodo (xn+1, yn+1) al conjunto U .

Considere la siguiente representación:
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P (x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ cn(x− x0) · · · (x− xn−1),

donde los coeficientes ci son las cantidades a determinar. De la condición P (xi) = yi se

pueden calcular los valores de ci en forma sucesiva

c0 = y0, c1 =
y1 − y0

x1 − x0

, . . . , cn.

Los coeficientes ck se pueden calcular usando el esquema recursivo de diferencias divididas :

f [xi] := yi,

f [x0, x1, . . . , xn] :=
f [x1, x2, . . . , xn]− f [x0, x1, . . . , xn−1]

xn − x0

.

f [x0, x1, . . . , xn] es la diferencia dividida de orden n. Por ejemplo,

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0

=

f [x2]− f [x1]

x2 − x1

− f [x1]− f [x0]

x1 − x0

x2 − x0

=

y2 − y1

x2 − x1

− y1 − y0

x1 − x0

x2 − x0

y aśı sucesivamente.

Definimos entonces el polinomio de interpolación de Newton como:

Pn(x) = f [x0] + f [x0, x1] (x− x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn]
n−1∏
i=0

(x− xi). (2.7)

2.2.1. Error en la interpolación polinómica

A excepción de coincidir en los nodos de interpolación (xi, yi), el polinomio interpolante P (x)

y la función subyacente f(x) son en general diferentes. El error en la interpolación es una

medida de qué tan diferentes son estas dos funciones. Esta idea general involucra entonces

las distintas formas de estimar dicha medida y también las estrategias de como minimizar el

mismo.

Teorema 1. Sea f(x) ∈ Cn+1([a, b]). Sea Pn(x) ∈ Πn tal que interpola a f(x) en los n + 1

puntos distintos x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b]. Entonces, para todo x ∈ [a, b] existe ξ en el intervalo

cerrado I [x0, . . . , xn, x] más pequeño que contiene a x y a los xi tal que

f(x)− Pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)w(x), (2.8)
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donde,

w(x) =
n∏
i=0

(x− xi).

Demostración. El resultado es trivial cuando x coincide con alguno de los nodos de interpo-

lación xi, i = 0, 1, . . . , n. Supongamos entonces que x 6= xi y consideremos la función

h(z) := w(x) (f(z)− Pn(z))− w(z) (f(x)− Pn(x)) .

Observe que tanto x como los demás nodos de interpolación xi son ceros de la función h(z) en

I [x0, x1, . . . , xn, x], aśı, por el teorema de Rolle sabemos que h′(z) tiene al menos n+ 1 ceros

en este mismo intervalo. Análogamente, h′′(z) tiene al menos n ceros, y aśı sucesivamente.

Sabemos entonces que h(n+1)(z) tiene al menos un cero en I [x0, . . . , xn, x], luego

h(n+1)(ξ) = 0 = w(x)
(
f (n+1)(ξ)− P (n+1)

n (ξ)
)
−w(n+1)(ξ) (f(x)− Pn(x)) , ξ ∈ I [x0, . . . , xn, x] .

Dado que Pn ∈ Πn se cumple que P
(n+1)
n (ξ) = 0, por otro lado, es claro que w(n+1)(ξ) =

(n+ 1)!. Reemplazando estos dos términos en la ecuación anterior obtenemos que

0 = w(x)f (n+1)(ξ)− (n+ 1)! (f(x)− Pn(x)) , ξ ∈ I [x0, . . . , xn, x]

esto es,

f(x)− Pn(x) =
1

(n+ 1)!
w(x)f (n+1)(ξ), ξ ∈ I [x0, . . . , xn, x]

Del teorema anterior y del polinomio de Newton dado por (2.7) podemos obtener un término

distinto para el error. Supongamos que x = xn+1 es un nodo de interpolación distinto a los

n + 1 nodos xi iniciales, entonces el polinomio de Newton que interpola a f en los nodos

xi, i = 0, 1, . . . , n+ 1 está dado por

Pn+1(xn+1) = f [x0] + · · ·+ f [x0, . . . , xn]
n−1∏
i=0

(x− xi) + f [x0, . . . , xn+1]
n∏
i=0

(x− xi),

esto es,

Pn+1(xn+1) = Pn(xn+1) + f [x0, . . . , xn+1]
n∏
i=0

(x− xi),

luego,

f(xn+1)− Pn(xn+1) = f [x0, . . . , xn+1]w(x). (2.9)

Más aún, podemos obtener una relación entre las derivadas y las diferencias divididas de

Newton. En efecto, igualando el lado derecho de las ecuaciones (2.8) y (2.9) obtenemos que

f [x0, . . . , xn+1]w(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)w(x),
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y dado que w(x) 6= 0 tenemos que,

f [x0, . . . , xn+1] =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), ξ ∈ I [x0, . . . , xn, xn+1]

lo cual implica que

f [x0, . . . , xn] =
1

n!
f (n)(ξ), ξ ∈ I [x0, . . . , xn] (2.10)

la cual es la relación entre las derivadas y las diferencias divididas de Newton.

El error en la interpolación depende de la suavidad de f a través de su derivada de orden

superior f (n+1), tiene un factor 1
(n+1)!

que decae rápidamente a medida que n→∞, además

es directamente proporcional al valor de w(x), lo que indica que la interpolación podŕıa ser

mejor en algunos lugares que en otros [10].

Ahora la pregunta que surge naturalmente es la convergencia: se puede esperar siempre la

convergencia de los polinomios interpolantes cuando n → ∞? En otras palabras, el factor
1

(n+1)!
siempre supera a los otros dos factores? Desafortunadamente la respuesta en general

es NO. Hay ejemplos de funciones muy suaves para las cuales la interpolación polinómica

diverge, en particular muy cerca de los extremos del intervalo de interpolación. Este com-

portamiento se conoce como el fenómeno de Runge, lo anterior se ilustra con el siguiente

ejemplo:

Considere la función

f(x) =
1

1 + x2

y la secuencia de polinomios {p0, p1, p2, . . .} donde pk es el polinomio que interpola a f en

k + 1 puntos equidistantes en el intervalo [−5, 5].

En la figura (2.1) puede verse claramente como los valores que toman los polinomios interpo-

lantes pn(x) difieren ampliamente de los de la función f cerca de los extremos del intervalo,

en la figura (2.1b) por ejemplo los valores de p18(x) son cercanos a 30, mientras que el valor

máximo de f es 1.

El ejemplo anterior motiva la presentación de tres importantes resultados que involucran la

escogencia de los nodos interpolantes utilizados para aproximar la función f .

Teorema 2 (Faber). Suponga que para cada n = 0, 1, 2, . . . se tiene un sistema prescrito de

n nodos

a ≤ xn,0 < xn,1 < · · · < xn,n−1 < xn,n ≤ b,

entonces existe una función continua f(x) tal que los polinomios interpolantes de f que

utilizan estos nodos no convergen uniformemente a f .

Demostración. Véase [4].
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Figura 2.1: Ilustración del fenómeno de Runge. Las figuras (a) y (b) muestran la función f (en azul)

junto a los polinomios interpolantes de grado 8 y 18 respectivamente (linea punteada

roja), en ambos casos se utilizaron nodos equidistantes.

En otras palabras, no existe una elección adecuada de nodos que pueda acomodar todas las

funciones.

Teorema 3 (Aproximación de Weierstrass). Dado cualquier ε > 0 y cualquier f ∈ C[a, b],

entonces existe un polinomio p tal que

| f(x)− p(x) |< ε para todo x ∈ [a, b].

Demostración. Véase [4].

En otras palabras, el teorema garantiza que existe al menos una secuencia de polinomios que

convergen uniformemente a f , pero no que esta secuencia sea de polinomios interpolantes de

f .

Por ultimo, un resultado positivo relacionado con la convergencia de la secuencia de polino-

mios interpolantes de una función continua dada es el siguiente:

Teorema 4. Si f es una función continua en [a, b], entonces existe un sistema de n−nodos

a ≤ xn,0 < xn,1 < · · · < xn,n−1 < xn,n ≤ b,

tal que la secuencia correspondiente de polinomios interpolantes converge uniformemente a

f .

Demostración. Véase [4].

Al leer con detenimiento el teorema de Faber se puede ver que este da cuenta de la alta

probabilidad de no obtener la convergencia deseada de la secuencia de polinomios generados

a partir de los nodos disponibles. Nos dice que no hay una forma universal y óptima de escoger
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los nodos, más aún, nos sugiere que puede ser posible mejorar la interpolación polinomial

eligiendo un conjunto distinto de nodos. En efecto, dado que los polinomios de mayor grado

son extremadamente sensibles a pequeños cambios en sus coeficientes, es a menudo una mejor

estrategia optimizar la elección de los puntos muestrales en vez de simplemente incrementar

el número de los mismos [4].

La consecuencia más relevante entonces de los resultados anteriores es que el error en la

interpolación puede minimizarse a través de una adecuada escogencia de los nodos. Si se

cuenta con la flexibilidad de escoger el conjunto de muestra de la función a interpolar,

seŕıa razonable pensar en este grado de libertad para buscar la convergencia deseada en

la secuencia de polinomios interpolantes de f . En (2.8) podemos ver que los puntos de

interpolación xj tienen influencia en dos términos del lado derecho de la ecuación, el más

obvio es el producto

w(x) =
n∏
i=0

(x− xi).

El otro término que depende de estos es f (n+1)(ξn) dado que el punto intermedio ξn depende

de xi. Dada la dependencia impĺıcita de ξn de los nodos, minimizar el error en la interpolación

no es una tarea sencilla. El enfoque principal será entonces la escongencia de los puntos de

interpolación x0, x1, . . . , xn tales que el producto w(x) sea minimizado. Cabe recalcar aqúı

que esta escogencia busca minimizar solamente a w(x), pero esto no garantiza, en general,

minimizar el error en la interpolación [23].

Una secuencia de nodos que cumple a cabalidad con esta tarea son los denominados nodos

de Chebyshev, los cuales están definidos como sigue:

x
(n)
i = cos

(
(2i+ 1)π

2(n+ 1)

)
, i = 0, 1, . . . , n.

Al observar la figura (2.2) se puede apreciar como a medida de que aumenta el grado del

polinomio interpolante el error en la interpolación empieza a disminuir drásticamente, tanto

aśı que en la figura (2.2d) son prácticamente indistinguibles la función f y el polinomio p32(x)

que la interpola. Lo anterior es entonces una muestra clara de que si se tiene libertad en la

escogencia de los nodos de interpolación, los de Chebyshev son una muy buena elección.

Cabe resaltar en este punto un aspecto importante respecto a los nodos de Chebyshev y al

intervalo de interpolación de la función f ; inicialmente en el ejemplo los nodos deben estar en

el intervalo [−5, 5], pero dado que estos están definidos a partir de la función cos(x) quedan

confinados al intervalo [−1, 1], y de esta forma la aproximación de f queda restringida a este

intervalo. Pues bien, en el caso mas general en el que el intervalo de interpolación consta de

valores x ∈ [a, b], es posible utilizar los resultados previos llevando el intervalo a la forma

[−1, 1], para ello basta hacer

x =
(b− a)y + (a+ b)

2
, y ∈ [−1, 1]
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Figura 2.2: Las figuras (a)-(d) muestran la función f (en azul) junto a los polinomios interpolantes

de grado 4, 12, 18, y 32 respectivamente (linea punteada roja), en todos los casos se

utilizaron los nodos de Chebyshev.
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esto convierte el problema de interpolación inicial de f(x) sobre [a, b] en el problema de

interpolación f(x) = g(x(y)) sobre el intervalo [−1, 1], aśı los nuevos nodos de interpolación

en [−1, 1] serán,

y
(n)
i = cos

(
(2j + 1)π

2(n+ 1)

)
, j = 0, 1, . . . , n

y los correspondientes n+ 1 nodos de interpolación en el intervalo [a, b] serán

xj =
(b− a)yj + (a+ b)

2
, j = 0, 1, . . . , n.

Hasta este momento los métodos estudiados para solucionar el problema de interpolación

general dado por (2.1) solo han requerido que el polinomio interpolante coincida en los nodos

xi con los de la función subyacente f , los siguientes métodos además de lo anterior consideran

los valores que toman las derivadas en dichos puntos.

2.3. Interpolación de Hermite

Sean x0, x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b], mi un entero no negativo asociado a cada xi, con i =

0, 1, 2, 3, . . . , n, f ∈ Cm [a, b] con m = máx
06i6n

mi, definimos el Polinomio osculante que apro-

xima a f como el polinomio de menor grado tal que:

d(k)P (xi)

dxk
=
d(k)f(xi)

dxk
, ∀k = 0, 1, 2, 3, . . . ,mi.

Ahora, si mi = 1 para i = 0, 1, 2, . . . , n, el polinomio osculante que aproxima a f se denomina

Polinomio de Hermite, observe que en este caso P (xk) = f(xk) y P ′(xk) = f ′(xk), k =

0, 1, 2, . . . , n.

Sean f ∈ C([a, b]) y x0, . . . , xn ∈ [a, b] nodos distintos. El problema de interpolación consiste

en determinar P ∈ Π2n+1 tal que

p(xi) = f(xi) := fj, p′(xj) = f ′(xj) =: f ′j, j = 0, . . . , n. (2.11)

Para calcular p suponemos que este tiene la forma

p(x) =
n∑
j=0

fjϕj(x) +
n∑
j=0

f ′jΨj(x) (2.12)

donde ϕj,Ψj ∈ Π2n+1 son polinomios caracterizados por

ϕj(xi) = δij, ϕ′j(xi) = 0,

Ψj(xi) = 0, Ψ′j(xi) = δij, i, j = 0, . . . , n.
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Si las funciones ϕj,Ψj existen, entonces p en la forma (2.12) satisface las condiciones de in-

terpolación dadas por (2.11). Si utilizamos los polinomios coeficientes de Lagrange presentes

en el polinomio interpolante dado por (2.6) para definir las funciones ϕj y Ψj, obtenemos

ϕj(x) := (1− 2L′n,j(xj)(x− xj))L2
n,j(x) ∈ Π2n+1

Ψj(x) := (x− xj)L2
n,j(x) ∈ Π2n+1

Aśı, existe P ∈ Π2n+1 que satisface (2.11).

2.3.1. Error en la interpolación de Hermite

El error en la interpolación de Hermite viene dado por el siguiente resultado.

Teorema 5. Sean f ∈ C2n+2([a, b]), x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] con xi 6= xj si i 6= j y P (x) ∈
Π2n+1 el polinomio interpolante que satisface (2.11). Entonces para todo x ∈ [a, b] existe un

ζ ∈ I(x, x0, . . . , xn), el intervalo más pequeño que contiene a los xi y a x, tal que

f(x)− Pn(x) =
w2(x)

(2n+ 2)!
f (2n+2)(ζ),

donde w está definido por

w(x) =
n∏
i=0

(x− xi).

Demostración. La demostración de este resultado es análoga a la del teorema (1), salvo que

en este caso la función h(z) está definida como

h(z) := (f(x)− p(x))w2(z)− (f(z)− p(z))w2(x).

La interpolación polinómica es fácil de realizar e implementar, pero la convergencia se de-

teriora cuando se refina la partición x0, x1, . . . , xn de [a, b], es decir, cuando se agregan más

nodos. Refinar la partición agregando puntos nodales implica aumentar el grado del poli-

nomio interpolante, el cual será susceptible a grandes variaciones en sus valores cuando se

efectúen pequeños cambios en los coeficientes del mismo. Una estrategia efectiva para evitar

este inconveniente es realizar una aproximación segmentada sobre la partición del intervalo

[a, b] a través de polinomios de grado no muy grande, esto es, aproximar la función f sobre

cada subintervalo [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n con polinomios pi. La funciones spline hacen uso

de esta idea y tienen mejores propiedades de convergencia.
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2.4. Splines

Sea ∆ : a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b una partición del intervalo [a, b]. Además, representamos

con S(∆, p, q), p, q ∈ N0, 0 ≤ q < p, el conjunto de funciones s ∈ Cq([a, b]) que restringidas

al intervalo [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, coinciden con un polinomio de grado menor o igual a p.

Un elemento s ∈ S(∆, p, q) se llama polinomio spline o simplemente spline de la partición

∆. S(∆, p, q) es un espacio vectorial sobre R de dimensión finita.

En la práctica los espacios más usados, sobre todo en problemas de valores de frontera,

son S(∆, 3, 2) (splines cúbicos) y S(∆, 3, 1) (splines cúbicos de Hermite.) En aplicaciones

donde se presentan polos o rápido crecimiento de la función se utilizan con frecuencia splines

racionales o exponenciales.

En las lineas siguientes discutiremos el caso,

Sk := S(∆, k, k − 1)

y por simplicidad empezamos con splines lineales:

S1(∆) = {f ∈ C([a, b]) : f |[xi−1,xi] ∈ Π1, i = 1, . . . , n}.

Para toda función f ∈ C([a, b]) existe un único s ∈ S1(∆) tal que f(xi) = s(xi), para

i = 0, . . . , n; s se puede calcular interpolando f con una función lineal en el intervalo [xi−1, xi],

s(x) =
1

xi − xi−1

(f(xi)(x− xi−1) + f(xi−1)(xi − x)) , x ∈ [xi−1, xi]

2.4.1. Convergencia de los splines lineales

Consideremos una sucesión de particiones ∆k de [a, b]:

∆k : a = xk0 < xk1 < · · · < xkk = b

tal que

∆̄k := máx
i=0,...,k−1

xki+1 − xki

tienda a cero cuando k →∞. Sean f ∈ C([a, b]) una función y ∆k una partición fija, que en

lo sucesivo se denotará simplemente ∆.

El spline lineal de interpolación s satisface en la posición x ∈ [xi−1, xi] :

s(x) = f(xi−1)
xi − x
xi − xi−1︸ ︷︷ ︸

=α

+f(xi)
x− xi
xi − xi−1︸ ︷︷ ︸

=1−α

f(x) = f(x)α + f(x)(1− α)

⇒ |f(x)− s(x)| ≤ |f(x)− f(xi−1)|α + |f(x)− f(xi)|(1− α).
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f es uniformemente continua; por lo tanto existe para todo ε > 0 un δ > 0 tal que

|x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

Entonces se tiene de ∆̄ ≤ δ que

|f(x)− s(x)| ≤ ε(α + (1− α)) = ε

y con esto

‖ f − s ‖∞≤ ε

y aśı se ha demostrado que:

Para todo f ∈ C([a, b]) y ε > 0 existe δ > 0 tal que

∆̄ ≤ δ =⇒‖ f − s ‖∞≤ ε.

Finalmente concluimos que

s = s(k) → f respecto de la norma ‖ · ‖∞ cuando k →∞.

De forma análoga a la interpolación de Lagrange se puede representar el spline s como

s(x) =
n∑
i=0

f(xi)ϕi(x), x ∈ [a, b]

donde las funciones base ϕi(x) están dadas por

ϕ0(x) :=


x1 − x
x1 − x0

, x ∈ [x0, x1]

0, x /∈ [x0, x1]

ϕi(x) :=


x− xi−1

xi − xi−1

, x ∈ [xi−1, xi]

xi+1 − x
xi+1 − xi

, x ∈ [xi, xi+1] i = 1, . . . , n− 1

0, x /∈ [xi−1, xi+1]

ϕn(x) :=


x− xn−1

xn − xn−1

, x ∈ [xn−1, xn]

0, x /∈ [xn−1, xn]

Las funciones ϕi se denominan funciones tienda y tienen soporte [xi−1, xi+1]. Para calcular

s en el punto x ∈ (xi−1, xi+1) solo es necesario evaluar ϕi−1(x) y ϕi(x), dado que ϕj(x) = 0

para todo j 6= i, i− 1.
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2.4.2. Splines cúbicos

La descripción de splines cúbicos no es tan sencilla, s es un polinomio de tercer grado

en cada intervalo [xi−1, xi]; se necesitan 4n parámetros para describir s. La regularidad de

s ∈ C2([a, b]) se usa para prescribir tres condiciones en los nodos internos xi, i = 1, . . . , n−1 :

s(j)(x−i ) = s(j)(x+
i ), j = 0, 1, 2.

Por lo tanto, un spline cúbico posee por lo menos 4n− (3n− 3) = n+ 3 grados de libertad

y no se puede determinar mediante las n+ 1 condiciones de interpolación

s(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n

Entonces es necesario prescribir 2 condiciones de frontera. Existen varias formas de hacer

esto:

1. Si con s se quiere aproximar una función periódica, entonces tiene sentido exigir

s′(x0) = s′(xn), s′′(x0) = s′′(xn)

2. Si f es diferenciable en x0 y xn entonces se imponen las condiciones

s′(x0) = f ′(x0), s′(xn) = f ′(xn)

3. Si se quiere extender s a {x : x < x0} o {x : x > xn} como una función lineal dos veces

diferenciable, entonces

s′′(x0) = s′′(xn) = 0

Splines construidos de esta forma se denominan splines naturales

En los tres casos el spline s está determinado de forma única, mediante interpolación y con-

diciones de frontera. Para demostrar este hecho utilizaremos algunos resultados preliminares.

Dada una función f ∈ C2([a, b]), se define la seminorma

‖f‖2 :=

∫ b

a

|f ′′(x)|2dx, (2.13)

la cual cumple todas las propiedades de una norma excepto ‖f‖ = 0 cuando f = 0, pues

‖f‖ = 0 puede darse para funciones que no sean idénticamente cero, por ejemplo para todas

las funciones lineales f(x) = cx+ d.

Teorema 6. Sean f ∈ C2([a, b]), y s ∈ S3(∆) arbitrario. Entonces

‖f − s‖2 = ‖f‖2 − ‖s‖2 − 2

[
(f ′(x)− s′(x)) s′′(x)

∣∣∣b
a
−

n∑
i=1

(f(x)− s(x)) s′′′(x)
∣∣∣x−i
x+i−1

]
(2.14)
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Demostración. Por la definición (2.13) tenemos que

‖f − s‖2 =

∫ b

a

|f ′′(x)− s′′|2dx

= ‖f‖2 − 2

∫ b

a

f ′′(x)s′′(x)dx+ ‖s‖2

= ‖f‖2 − 2

∫ b

a

(f ′′(x)− s′′(x)) s′′dx− ‖s‖2.

Integrando por partes para i = 1, 2, . . . , n se tiene que∫ xi

xi−1

(f ′′(x)− s′′(x)) s′′(x)dx = (f ′(x)− s′(x)) s′′(x)
∣∣∣xi
xi−1

−
∫ xi

xi−1

(f ′(x)− s′(x)) s′′′(x)dx

= (f ′(x)− s′(x)) s′′(x)
∣∣∣xi
xi−1

− (f(x)− s(x)) s′′′(x)
∣∣∣x−i
x+i−1

+

∫ xi

xi−1

(f(x)− s(x)) s(4)(x)dx.

Observe que s(4) ≡ 0 en cada subintervalo (xi−1, xi), y f ′, s′, s′′ son continuas en [a, b], aśı,

sumando las fórmulas anteriores para i = 1, 2, . . . , n y usando el hecho de que

n∑
i=1

(f ′(x)− s′(x)) s′′(x)
∣∣∣xi
xi−1

= (f ′(x)− s′(x)) s′′(x)
∣∣∣b
a
,

concluimos que

‖f − s‖2 = ‖f‖2 − ‖s‖2 − 2

[
(f ′(x)− s′(x)) s′′(x)

∣∣∣b
a
−

n∑
i=1

(f(x)− s(x)) s′′′(x)
∣∣∣x−i
x+i−1

]
.

Con la ayuda del teorema anterior se puede demostrar la propiedad de norma mı́nima de las

funciones spline cúbicas.

Teorema 7. Sea f ∈ C2([a, b]). Entonces

‖f − s‖2 = ‖f‖2 − ‖s‖2 ≥ 0

para todo s ∈ S3(∆) que satisface las condiciones de interpolación s(xi) = f(xi) para i =

0, 1, . . . , n y que además satisface una de las siguientes condiciones de frontera:

1) f periódica: s(k)(a) = s(k)(b), para k = 0, 1, 2.

2) f diferenciable en x = a y x = b: s′(a) = f ′(a), s′(b) = f ′(b).
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3) s′′(a) = s′′(b) = 0.

En todos los casos el spline s es único.

Demostración. La existencia se demostrará más adelante de forma constructiva. En cada

una de las condiciones de frontera anteriores el término

(f ′(x)− s′(x)) s′′(x)
∣∣∣b
a
−

n∑
i=1

(f(x)− s(x)) s′′′(x)
∣∣∣x−i
x+i−1

de (2.14) se anula, esto prueba la propiedad minimal de la función spline s. La unicidad del

mismo puede verse de la siguiente manera; si existiera otro s ∈ S3(∆) con las propiedades

enumeradas, entonces s seŕıa una función f como la del teorema, entonces

‖s− s‖2 = ‖s‖2 − ‖s‖2 ≥ 0,

y como el papel de s y s se puede intercambiar, obtenemos que

0 ≤ ‖s‖2 − ‖s‖2 = ‖s− s‖2 =

∫ b

a

|s′′(x)− s′′(x)|2dx = 0.

Puesto que s′′ y s′′ son funciones continuas, s′′(x) = s′′(x) para todo x ∈ [a, b]. Integrando

obtenemos que

s(x) = s(x) + cx+ d,

y dado que s(a) = s(a), s(b) = s(b) se tiene que c = d = 0, es decir, s = s.

Este teorema afirma entonces que el spline natural (condición de frontera 3) minimiza la

integral ‖f‖2. Como |f ′′(x)|2 es una medida de la curvatura de f en el punto x, entonces s

es la función dos veces diferenciable más suave que interpola los datos f(xi), en el sentido

de que proporciona el menor valor de ‖f‖2.

Mostraremos ahora a través de un enfoque constructivista la existencia de los splines que

satisfacen las condiciones de frontera 1,2, o 3. Sea ∆ una partición fija de [a, b] y sean

y0, y1, . . . , yn ∈ R. Definamos ahora las cantidades hj+1 := xj+1 − xj, j = 0, 1, . . . , n − 1,

y Mj := s′′(xj), j = 0, 1, . . . , n. Queremos mostrar que Mj es solución de un sistema de

ecuaciones lineales y que a partir de alĺı se puede calcular s con facilidad. Observe que s

restringido al intervalo [xj, xj+1] es un polinomio cúbico, entonces s′′ es lineal a trozos y se

puede escribir en términos de Mj de la siguiente forma

s′′(x) =
1

hj+1

(Mj(xj+1 − x) +Mj+1(x− xj)) , x ∈ [xj, xj+1],

integrando esta función dos veces sobre el intervalo [xj, xj+1], j = 0, 1, . . . , n− 1 obtenemos

que

s′(x) = −Mj
(xj+1 − x)2

2hj+1

+Mj+1
(x− xj)2

2hj+1

+ Aj (2.15)

s(x) = Mj
(xj+1 − x)3

6hj+1

+Mj+1
(x− xj)3

6hj+1

+ Aj(x− xj) +Bj, (2.16)
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donde Aj y Bj son constantes de integración. Dado que s(xj) = yj y s(xj+1) = yj+1, las

constantes de integración satisfacen

yj = Mj

h2
j+1

6
+Bj

yj+1 = Mj+1

h2
j+1

6
+ Ajhj+1 +Bj,

de donde se obtiene que,

Bj = yj −Mj

h2
j+1

6

Aj =
yj+1 − yj
hj+1

− hj+1

6
(Mj+1 −Mj).

Sustituyendo estos valores en (2.16) obtenemos la representación deseada para s en términos

de los Mj, esto es

s(x) =
Mj

6

[
(xj+1 − x)3

hj+1

− h2
j+1

]
+Mj+1

(x− xj)3

6hj+1

+

[
yj+1 − yj
hj+1

− hj+1

6
(Mj+1 −Mj)

]
(x−xj)+yj.

(2.17)

Ahora, utilizando la continuidad de s′ podemos obtener n − 1 ecuaciones para determinar

Mj, reemplazando Aj en (2.15) obtenemos que

s′(x) = −Mj−1
(xj − x)2

2hj
+Mj

(x− xj−1)2

2hj
+
yj − yj−1

hj
− hj

6
(Mj −Mj−1),

s′(x) = −Mj
(xj+1 − x)2

2hj+1

+Mj+1
(x− xj)2

2hj+1

+
yj+1 − yj
hj+1

− hj+1

6
(Mj+1 −Mj),

para x ∈ [xj−1, xj], [xj, xj+1], respectivamente. Puesto que

s′(x−j ) = Mj
hj
2

+
yj − yj−1

hj
− hj

6
(Mj −Mj−1)

= Mj
hj
3

+Mj−1
hj
6

+
yj − yj−1

hj

s′(x+
j ) = −Mj

hj+1

2
+
yj+1 − yj
hj+1

− hj+1

6
(Mj+1 −Mj)

= −Mj
hj+1

3
−Mj+1

hj+1

6
+
yj+1 − yj
hj+1

,

la condición s′(x−j ) = s′(x+
j ) produce n− 1 ecuaciones, de las n+ 1 necesarias, para calcular

Mj, j = 1, 2, . . . , n− 1

Mj
hj+1 + hj

3
+Mj−1

hj
6

+Mj+1
hj+1

6
=
yj+1 − yj
hj+1

− yj − yj−1

hj
(2.18)
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las condiciones necesarias restantes para obtenerMj se obtienen de las condiciones de frontera

1, 2, o 3. Para los splines naturales se reemplaza en (2.18) los términos

M0 = s′′(a) = 0, Mn = s′′(b) = 0.

Reescribiendo (2.18) como

Mj + µjMj−1 + λjMj+1 = dj

donde,

µj :=
hj

2(hj+1 + hj)
, λj :=

hj+1

2(hj+1 + hj)
, dj :=

3

hj+1 + hj

(
yj+1 − yj
hj+1

− yj − yj−1

hj

)
,

podemos plantear el sistema de ecuaciones de la forma Ax = b, esto es
1 λ1

µ2 1 λ2

. . . . . . . . .
. . . . . . λn−2

µn−1 1




M1

M2

...

...

Mn−1

 =


d1

d2

...

...

dn−1


Dado que µj + λj = 1

2
, j = 1, . . . , n − 1, la matriz de coeficientes del sistema es diagonal

dominante, luego, podemos aplicar el sistema de eliminación de Gauss sin pivote y por tanto

la matriz es invertible, esto significa que el sistema tiene solución única para b arbitrario y

en consecuencia el problema de interpolación a través de splines cúbicos (naturales) tiene

solución única [23].

2.4.3. Convergencia de los splines cúbicos

Las propiedades de convergencia de las funciones spline cúbicas se establecen con el siguiente

resultado [21], el cual requiere la siguiente definición previa:

Definición 1 (Módulo de continuidad). Sea f : X → Y . Se define el módulo de continuidad

ω(f, ·) : (0,∞)→ [0,∞] mediante

ω(f,∆) := sup {|f(x)− f(y)| : x, y ∈ X, |x− y| ≤ ∆} .

Teorema 8. Sea f ∈ C3([a, b]) y sea s ∈ S3(∆) el spline interpolante que satisface una de

las condiciones de frontera 1, 2 o s′′(a) = f ′′(a), s′′(b) = f ′′(b). Si f ′′′ es Lipschitz continua,

entonces

‖s(k) − f (k)‖ ≤ Ck∆̄
3−kω(f ′′′, ∆̄), k = 0, 1, 2, (2.19)

donde C0 = 9
8
, C1 = C2 = 9

4
, y ω(f ′′′, ∆̄) denota el módulo de continuidad de f ′′′ en ∆̄.
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Demostración. Consideraremos aqúı el caso en el cual se cumple la condición de frontera 2,

los demás casos se demuestran de forma análoga. Si s satisface la condición 2 entonces las

n− 1 ecuaciones dadas por (2.18) junto a las ecuaciones

h1

3
M0 +

h1

6
M1 =

y1 − y0

h1

− y′0, (2.20)

hn
6
Mn−1 +

hn
3
Mn = y′n −

yn − yn−1

hn
, (2.21)

forman el sistema de n ecuaciones que determina a s de forma única en términos de los valores

de sus segundas derivadas Mj. Definamos zj := Mj−f ′′(xj) y R := máx {|zj| : j = 0, . . . , n}.
Supondremos que se alcanzará dicho máximo para j ∈ 0, . . . , n, aśı, R = |zj| para algún j.

Si j ∈ 1, . . . , n− 1, entonces por (2.18) se tiene que

hj
6
zj−1 +

hj + hj+1

3
zj +

hj+1

6
zj+1 = pj, (2.22)

donde

pj :=
yj+1 − yj
hj+1

+
yj − yj−1

hj
− hj

6
f ′′(xj−1)− hj + hj+1

3
f ′′(xj)−

hj+1

6
f ′′(xj+1).

Aplicando el teorema de Taylor en la ecuación anterior sobre las funciones f y f ′′ alrededor

de x = xj con adecuados ξj, %j ∈ [xj−1, xj] y ηj, σj ∈ [xj, xj+1] obtenemos que

pj = −
h2
j

6
(f ′′′(ξj)− f ′′′(%j)) +

h2
j+1

6
(f ′′′(ηj)− f ′′′(σj)) ,

por lo tanto,

|pj| ≤
h2
j + h2

j+1

6
ω(f ′′′, ∆̄).

De otro lado, de la ecuación (2.22) se obtiene que

|pj| ≥ −
hj
6
|zj−1|+

hj + hj+1

3
|zj| −

hj+1

6
|zj+1| ≥

hj + hj+1

6
R,

aśı,
hj + hj+1

6
R ≤

h2
j + h2

j+1

6
ω(f ′′′, ∆̄),

y dado que h2
j + h2

j+1 ≤ (hj + hj+1)2, concluimos que

R ≤ 2∆̄ω(f ′′′, ∆̄). (2.23)

Supongamos ahora que el máximo se alcanza cuando j = 0, esto es, R = |z0|. Por la ecuación

(2.20) tenemos que
h1

3
z0 +

h1

6
z1 = p0, (2.24)
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donde

p0 :=
y1 − y0

h1

− y′0 −
h1

3
f ′′(x0)− h1

6
f ′′(x1).

Aplicando el teorema de Taylor sobre f y f ′′ alrededor de x = x0 con adecuados η0, σ0 ∈
[x0, x1] obtenemos que

p0 =
h2

1

6
(f ′′′(η0)− f ′′′(σ0)) ,

por lo tanto

|p0| ≤
h2

1

6
ω(f ′′′, ∆̄).

De otro lado, de la ecuación (2.24) se tiene que

|p0| =
∣∣∣z0

3
h1 +

z1

6
h1

∣∣∣ ≥ |z0|
3
h1 −

|z1|
6
h1 =

R

3
h1 −

|z1|
6
h1 ≥

R

3
h1 −

R

6
h1,

aśı,

|p0| ≥
R

6
h1,

y podemos concluir que

R ≤ h1ω(f ′′′, ∆̄) ≤ ∆̄ω(f ′′′, ∆̄) ≤ 2∆̄ω(f ′′′, ∆̄). (2.25)

Finalmente supongamos que el máximo se alcanza cuando i = n, esto es, R = |zn|. Por la

ecuación (2.21) tenemos que
hn
6
zn−1 +

hn
3
zn = pn, (2.26)

donde

pn := y′n −
yn − yn−1

hn
− hn

6
f ′′(xn−1)− hn

3
f ′′(xn).

Aplicando el teorema de Taylor sobre f y f ′′ alrededor de x = xn con adecuados ξn, %n ∈
[xn−1, xn] obtenemos que

pn =
h2
n

6
(f ′′′(ξn)− f ′′′(%n)) ,

por lo tanto

|pn| ≤
h2
n

6
ω(f ′′′, ∆̄).

De otro lado, de la ecuación (2.26) se tiene que

|pn| =
∣∣∣∣hn6 zn−1 +

hn
3
zn

∣∣∣∣ ≥ |zn|3
hn −

|zn−1|
6

hn =
R

3
hn −

|zn−1|
6

hn ≥
R

3
hn −

R

6
hn,

aśı,

|pn| ≥
R

6
hn,
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y podemos concluir que

R ≤ hnω(f ′′′, ∆̄) ≤ ∆̄ω(f ′′′, ∆̄) ≤ 2∆̄ω(f ′′′, ∆̄). (2.27)

De (2.23), (2.25), y (2.27) se tiene entonces que

|Mj − f ′′(xj)| = |zj| ≤ 2∆̄ω(f ′′′, ∆̄), j = 0, 1, . . . , n. (2.28)

Consideremos ahora x ∈ [xj, xj+1]. Derivando dos veces (2.17) y restando f ′′(x) se obtiene

que

s′′(x)− f ′′(x) =
(xj+1 − x)

hj+1

(zj + f ′′(xj)− f ′′(x)) +
(x− xj)
hj+1

(zj+1 + f ′′(xj+1)− f ′′(x)),

aplicando el teorema de Taylor en esta ecuación sobre f ′′(x) alrededor de x = xj y x = xj+1

con adecuados ξj, ηj ∈ [xj, xj+1] obtenemos que

s′′(x)− f ′′(x) =
(xj+1 − x)

hj+1

zj +
(x− xj)
hj+1

zj+1 +
(xj+1 − x)(x− xj)

hj+1

(f ′′′(ξj)− f ′′′(ηj)),

luego, por (2.28) se tiene entonces que

|s′′(x)− f ′′(x)| ≤ 2∆̄ω(f ′′′, ∆̄) +
∆̄

4
ω(f ′′′, ∆̄) =

9

4
∆̄ω(f ′′′, ∆̄),

la cual corresponde a la afirmación (2.19) para k = 2.

Ahora bien, dado que s(xj) = f(xj), para j = 0, . . . , n, entonces por el teorema de Rolle

existen ξj ∈ [xj, xj+1] tales que s′(ξj)− f ′(ξj) = 0, y aśı, para cada x ∈ [a, b] existe entonces

ξj tal que |x− ξj| ≤ ∆̄, luego

s′(x)−f ′(x) =

x∫
ξj

s′′(t)−f ′′(t)dt ≤
x∫

ξj

|s′′(t)− f ′′(t)| ≤
x∫

ξj

9

4
∆̄ω(f ′′′, ∆̄) =

9

4
∆̄ω(f ′′′, ∆̄)(x−ξj),

es decir,

|s′(x)− f ′(x)| ≤ 9

4
∆̄2ω(f ′′′, ∆̄),

obteniendo aśı la afirmación (2.19) para k = 1.

Finalmente, como para cada x ∈ [a, b] existe xj, j = 0, . . . , n tal que |x− xj| ≤ ∆̄
2

, entonces

s(x)−f(x) =

x∫
xj

s′(t)−f ′(t)dt ≤
x∫

xj

|s′(t)−f ′(t)|dt ≤
x∫

xj

9

4
∆̄2ω(f ′′′, ∆̄) =

9

4
∆̄2ω(f ′′′, ∆̄)(x−xj),

es decir,

|s(x)− f(x)| ≤ 9

8
∆̄3ω(f ′′′, ∆̄),

obteniendo de esta forma la afirmación (2.19) para k = 0.

Las constantes Ck pueden tener incluso valores más pequeños que mejoran el estimativo del

error: C0 = 5
384
, C1 = 1

24
, y C2 = 3

8
. Más aún, en dicho caso C0 y C1 son óptimos [15].
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Las tablas (2.1) y (2.2) resumen los aspectos más importantes de los métodos de interpolación

presentados hasta ahora. Acto seguido, presentamos un ejemplo que permite contrastar los

resultados obtenidos al interpolar una muestra de datos con dos de los métodos presentados

anteriormente.

Método Fórmula asociada

Lagrange Pn(x) =
n∑
k=0

ykLn,k(x), con Ln,k(x) =
n∏
j=0
j 6=k

(x− xj)
(xk − xj)

Newton Pn(x) = f [x0] + f [x0, x1] (x− x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn]
n−1∏
i=0

(x− xi)

Hermite

p(x) =
n∑
j=0

fjϕj(x) +
n∑
j=0

f ′jΨj(x),

ϕj(x) := (1− 2L′n,j(xj)(x− xj))L2
n,j(x),

Ψj(x) := (x− xj)L2
n,j(x)

Splines

s(x) =
Mj

6

[
(xj+1 − x)3

hj+1

− h2
j+1

]
+Mj+1

(x− xj)3

6hj+1

+

[
yj+1 − yj
hj+1

− hj+1

6
(Mj+1 −Mj)

]
(x− xj) + yj,

Mj := s′′(xj), j = 0, . . . , n

Tabla 2.1: Métodos de interpolación y fórmulas asociadas.

Método Error asociado

Lagrange f(x)− Pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)w(x)

w(x) =
n∏
i=0

(x− xi)
Newton f(x)− Pn(x) = f [x0, . . . , xn+1]w(x)

Hermite f(x)− Pn(x) =
w2(x)

(2n+ 2)!
f (2n+2)(ζ)

Splines |f(x)− s(x)| ≤ 9

8
∆̄3ω(f ′′′, ∆̄)

Tabla 2.2: Métodos de interpolación y errores asociados.
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Ejemplo comparativo

Para poder visibilizar de manera más clara la discusión anaĺıtica realizada previamente,

es necesario mostrar los resultados que se obtienen al aproximar curvas con los métodos

de interpolación presentados. La figura (2.3) muestra a Anger, personaje de la peĺıcula

animada Inside Out, en este ejemplo se aproximó el contorno superior de su silueta, para

ello se ubicaron puntos (xi, yi) iniciales sobre el mismo y progresivamente se introdujeron

nodos intermedios para refinar la partición.

0 200 400 600 800
x0

200

400

600

800

y

Figura 2.3: Anger c©Pixar Animation Studios.

En primera instancia se realizó la interpolación a través de splines; se situaron un total de 49

nodos iniciales sobre el contorno superior para la primera aproximación del mismo, posterior

a esto se refinó la partición agregando los nodos promedio (x, y) entre cada par de nodos

consecutivos (xi, yi) y (xi+1, yi+1), lo anterior se realizó tres veces, obteniendo un total de 97,

193, y 385 nodos a interpolar en el primero, segundo, y tercer refinamiento, respectivamente.

La figura (2.4) muestra al personaje junto a las aproximaciones de su silueta obtenidas en

cada caso.
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(a) Interpolación inicial.
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(b) Primer refinamiento.
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(c) Segundo refinamiento.
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(d) Tercer refinamiento.

Figura 2.4: La curva interpolada es el contorno superior de Anger.

Se puede ver claramente en este caso como cada refinamiento consecutivo hace que el poli-

nomio spline se “pegue” cada vez más a la silueta del personaje; de hecho después del tercer

refinamiento la diferencia entre la misma y su aproximación se reduce considerablemente.

Por otro lado, al realizar la interpolación utilizando el método de las diferencias divididas de

Newton, y considerando los mismos 49 nodos iniciales sobre la silueta se obtiene el polinomio

interpolante de grado 48 de la figura (2.5a). Este polinomio en efecto pasa por cada uno de

los nodos situados originalmente sobre el contorno del personaje, pero la oscilación es tan
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alta en la región central que no es posible visualizar el personaje. Observe que los valores del

polinomio en dicha región son del orden de 109, mientras que los de los nodos alcanzan poco

menos del orden de 102, aśı que para tener una visualización más clara de lo que ocurre es

necesario restringir el rango del polinomio a este orden, lo anterior se puede apreciar en la

figura1 (2.5b).

200 400 600 800
x

-2×109

-1×109

1×109

y

(a) Polinomio interpolante y nodos iniciales.

0 200 400 600 800
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200

400

600

800

y

(b) Polinomio interpolante (restringido), nodos ini-

ciales y Anger.

Figura 2.5: Interpolación polinómica del contorno superior de Anger.

La aproximación anterior no converge de ninguna forma hacia la silueta del personaje, de

hecho si se refina la partición inicial y se recalcula el polinomio se obtendrá uno de oscila-

ciones incluso mucho mayores, aśı, se muestra que este método no es conveniente para la

aproximación de esta muestra de datos. Este ejemplo ilustra entonces de manera clara una de

las propiedades más importantes de los splines, la convergencia con base en el refinamiento.

Es precisamente esta propiedad la que hace que estas funciones sean predilectas a la hora de

aproximar funciones que interpolan muestras de datos en un sin número de experimentos,

lo anterior junto con la fácil implementación computacional y la estabilidad de los procesos

computacionales asociados, han hecho que estas funciones tomen un marcado protagonismo

en los procesos de diseño geométrico, pues en ellos estas caracteŕısticas son de vital impor-

tancia para crear las herramientas que permitan concebir productos que satisfagan todo tipo

de necesidades presentes en las diferentes industrias.

Como lo mencionamos al inicio de esta sección las funciones splines forman un espacio vecto-

1Las gráficas de este caṕıtulo fueron generadas utilizando las funciones InterpolatingPolynomial e Interpo-

lation que vienen implementadas en el software Wolfram Mathematica 12.



2.4 Splines 29

rial de dimensión finita, las funciones B-spline que presentamos a continuación forman una

base para dicho espacio, además de esto, ellas poseen importantes propiedades que las hacen

ideales para la construcción de curvas y superficies paramétricas que son empleadas a fondo

por los sistemas de diseño geométrico asistido por computadora.

2.4.4. B-Splines

Las funciones spline son casos particulares de funciones polinomiales a trozos asociadas a

una partición

∆ = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}

de un intervalo [a, b] por nodos xi. En general, una función real f : [a, b] → R es llamada

función polinomial a trozos de orden r o grado r−1 si, para cada i = 0, . . . , n−1, la restricción

de f al subintervalo (xi, xi+1) coincide con un polinomio pi(x) de grado ≤ r − 1, pi ∈∏
r−1 . Para lograr una correspondencia 1-1 entre f y la secuencia (p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x)),

definimos f en los nodos xi, i = 0, . . . , n − 1, de tal forma que sea continua por la derecha,

f(xi) := f(x+
i ), 0 ≤ i ≤ n− 1, y f(xn) = f(b) := f(x−n ).

Luego, al generalizar los splines cúbicos, se definen funciones spline S∆ de grado k como

funciones polinomiales a trozos de grado k que son k − 1 veces diferenciables al interior de

los nodos xi, 1 ≤ i ≤ n − 1, de ∆. Por S∆,k se denota el conjunto de todas las funciones

spline S∆ de grado k, el cual es un espacio vectorial real de dimensión n + k. En efecto,

el polinomio S∆,k|[x0, x1] está determinado únicamente por sus k + 1 coeficientes, lo cual a

su vez fija las k − 1 derivadas (= k condiciones) del siguiente polinomio S∆|[x1, x2] en x1,

aśı que solo un grado de libertad queda disponible para elegir S∆|[x1, x2]. Pasa exactamente

lo mismo en todos los subsecuentes polinomios S∆|[xi, xi+1], i = 2, . . . , n − 1, se encuentra

entonces que dimS∆,k = k + 1 + (n− 1) · 1 = k + n.

Las B-splines son funciones polinomiales a trozos con notables propiedades: son no negativas

y se desvanecen en todas partes, excepto en unos pocos intervalos contiguos de la forma

[xi, xi+1]. Más aún, el espacio de funciones S∆,k tiene una base que consiste de B-splines.

Como consecuencia, las B-splines proveen un marco para el cálculo eficiente y numéricamente

estable de splines.

Para definir las B-splines, se introduce la función f : R→ R

fx(t) := (t− x)+ := máx(t− x, 0) =

{
t− x, para t > x

0, para t ≤ x

y sus potencias f rx , r ≥ 0, en particular para r = 0,

f 0
x :=

{
1, para t > x

0, para t ≤ x.
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La función f rx(.) está compuesta por dos polinomios de grado ≤ r: el polinomio P0(t) := 0

para t ≤ x y el polinomio P1(t) := (t − x)r para t > x. Note que f rx(.) depende de un

parámetro real x, y la definición de f rx(t) es la de una función de x la cual es continua

por la derecha para cada valor de t fijado. Claramente, para r ≥ 1, f rx(t) es continuamente

diferenciable (r − 1) veces tanto respecto a t como a x.

Bajo ciertas condiciones la diferencia dividida generalizada f [ti, ti+1, . . . , ti+r] de una función

real f(t), está bien definida para cualquier segmento de números reales ti ≤ ti+1 ≤ · · · ≤ ti+r,

incluso si los tj no son mutuamente distintos. La única condición es que f sea (sj − 1) veces

diferenciable en t = tj, j = i, i+1, . . . , i+r, si el valor de tj ocurre sj veces en el subsegmento

ti ≤ ti+1 ≤ · · · ≤ tj terminado en tj. En este caso, la diferencia dividida de una función está

definida como

f [ti, ti+1, . . . , ti+r] :=
f (r)(ti)

r!
, si ti = ti+r (2.29)

f [ti, ti+1, . . . , ti+r] :=
f [ti+1, . . . , ti+r]− f [ti, . . . , ti+r−1]

ti+r − ti
, en otro caso. (2.30)

La definición anterior permite además ver que las diferencias divididas de la función f son

combinaciones lineales de sus derivadas en los puntos tj

f [ti, ti+1, . . . , ti+r] =
i+r∑
j=i

αjf
(sj−1)(tj), (2.31)

donde, en particular, αi+r 6= 0. La justificación de la ecuación (2.31) recae en un proceso

inductivo sobre r en el cual el paso base, r = 0, se obtiene de forma inmediata por la primera

linea de la definición, (2.29), mientras que al considerar el paso inductivo, r = k ⇒ r = k+1,

se deben tener en cuenta los casos en los cuales los valores tj aparezcan sj veces en el

subsegmento ti+1 ≤ ti+2 ≤ · · · ≤ ti+k+1.

Sea r ≥ 1 un entero y t = {ti}i∈Z cualquier sucesión infinita de números reales ti, no

decreciente y no acotada, tal que

ı́nf ti = −∞, sup ti = +∞, y ti < ti+r para todo i ∈ Z

Se define la i-ésima B-spline de orden r asociada con la sucesión t como la función de x dada

por

Bi,r,t(x) := (ti+r − ti) f r−1
x [ti, ti+1, . . . , ti+r] . (2.32)

Claramente Bi,r,t(x) está bien definida para todo x 6= ti, ti+1, . . . , ti+r y por (2.31), se tiene

que (2.32) es una combinación lineal de las funciones

(tj − x)
r−sj
+

∣∣∣
t=tj

, i ≤ j ≤ i+ r, (2.33)
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B2,2,t

t0 t1 t2 t3 t4 t5

x

1

Bi,r,t(x)

Figura 2.6: Ejemplos B-spline.

si el valor de tj ocurre sj veces dentro del subsegmento ti ≤ ti+1 ≤ · · · ≤ tj. Si además el

valor de tj ocurre nj veces dentro del segmento completo ti ≤ ti+1 ≤ . . . ≤ ti+r, entonces

la definición de sj muestra que para cada ı́ndice σ con 1 ≤ σ ≤ nj existe exactamente un

entero l = l(σ) que satisface

tl = tj, sl = σ, i ≤ l ≤ i+ r.

Aśı, Bi,r,t es también una combinación lineal de

(tj − x)s+, donde r − nj ≤ s ≤ r − 1, i ≤ j ≤ i+ r.

Lo anterior muestra entonces que la función Bi,r,t(x) coincide con un polinomio de grado a

lo más r − 1 sobre cada uno de los intervalos abiertos del conjunto

(−∞, ti) ∪ {(tj, tj+1), i ≤ j < i+ r; tj < tj+1} ∪ (ti+r,+∞),

es decir, Bi,r,t(x) es una función polinomial a trozos de orden r con respecto a la partición

del eje real dada por los puntos tk, con k ∈ Ti,r, donde

Ti,r := {j : i ≤ j < i+ r; tj < tj+1} ∪ {i+ r} .

El siguiente teorema da cuenta de las propiedades de mayor importancia de las funciones

B-spline:

Teorema 9.

i. Bi,r,t(x) = 0 para x /∈ [ti, ti+r]

ii. Bi,r,t(x) > 0 para x ∈ (ti, ti+r)

iii. Para todo x ∈ R se cumple que ∑
i

Bi,r,t(x) = 1,

y la suma contiene solo finitos términos no nulos.
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Demostración.

i. Para x < ti ≤ t ≤ ti+r, se tiene que f r−1
x (t) = (t−x)r−1 es un polinomio de grado r−1

en t, el cual tiene una r−ésima diferencia dividida que se anula

f r−1
x [ti, ti+1, . . . , ti+r] = 0 =⇒ Bi,r(x) = 0

Aclaremos lo anterior con un ejemplo, consideremos la sucesión t = {t1, t2, t3, t4} tales

que

x < t1 < t2 < t3 < t4

y la segunda B-spline de orden 2 asociada a la misma:

B2,2,t(x) = (t4 − t2) fx [t2, t3, t4]

= (t4 − t2)
fx [t3, t4]− fx [t2, t3]

t4 − t2

=
fx [t4]− fx [t3]

t4 − t3
− fx [t3]− fx [t2]

t3 − t2

=
fx (t4)− fx (t3)

t4 − t3
− fx (t3)− fx (t2)

t3 − t2

=

{
t4 − x, t4 > x

0, t4 ≤ x
−

{
t3 − x, t3 > x

0, t3 ≤ x

t4 − t3
−

{
t3 − x, t3 > x

0, t3 ≤ x
−

{
t2 − x, t2 > x

0, t2 ≤ x

t3 − t2

=
(t4 − x)− (t3 − x)

t4 − t3
− (t3 − x)− (t2 − x)

t3 − t2
=
t4 − t3
t4 − t3

− t3 − t2
t3 − t2

= 0

Si por otro lado consideramos x tal que

ti ≤ t ≤ ti+r < x

trivialmente se tendŕıa que f r−1
x = 0; todas las funciones de potencia truncadas se

anulaŕıan, pues x > tj; j ∈ {ti, ti+1, . . . , ti+r}.
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ii. Para r = 1 y x ∈ (ti, ti+r) se tiene por definición que

Bi,1,t = (ti+1 − ti) f 1−1
x [ti, ti+1]

= (ti+1 − ti) f 0
x [ti, ti+1]

= (ti+1 − ti)
f 0
x [ti+1]− f 0

x [ti]

ti+1 − ti
= f 0

x (ti+1)− f 0
x (ti)

=

{
(ti+1 − x)0 , ti+1 > x

0, ti+1 ≤ x
−

{
(ti − x)0 , ti > x

0, ti ≤ x

= 1− 0

= 1.

Si r > 1 definamos

Ni,r(x) =
Bi,r(x)

ti+r − ti
≡ f r−1

x [ti, . . . , ti+r] . (2.34)

Para r ≥ 2, con x ∈ (ti, ti+r) se cumple la siguiente recursión

Ni,r(x) =
x− ti
ti+r − ti

Ni,r−1(x) +
ti+r − x
ti+r − ti

Ni+1,r−1 (2.35)

Dado que x ∈ (ti, ti+r), se cumple que x− ti > 0 y ti+r > ti, luego, x−ti
ti+r−ti > 0; por otro

lado, ti+r > x, aśı, ti+r−x > 0, luego, ti+r−x
ti+r−ti > 0. Además, Ni,r(x) tiene el mismo signo

que Bi,r(x), y dado que Bi,1(x) > 0 para x ∈ (ti, ti+r), inducción sobre r utilizando la

recursión definida anteriormente muestra que Bi,r > 0 para x ∈ (ti, ti+r).

iii. Supongamos primero que tj < x < tj+1. Entonces, por i., Bi,r(x) = 0 para todo i, r tal

que i+ r < j y i ≥ j + 1, es decir, todos aquellos intervalos que están antes y después

de (tj, tj+1). Luego,

∑
i

Bi,r(x) =

j∑
i=j−r+1

Bi,r(x)

Por la definición de diferencias divididas y de función B-spline, se tiene que

Bi,r(x) = f r−1
x [ti+1, . . . , ti+r]− f r−1

x [ti, . . . , ti+r−1]
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Luego,

∑
j

Bi,r(x) =

j∑
i=j−r+1

f r−1
x [ti+1, . . . , ti+r]− f r−1

x [ti, . . . , ti+r−1]

= f r−1
x [tj−r+2, . . . , tj+1]− f r−1

x [tj−r+1, . . . , tj]

+ f r−1
x [tj−r+3, . . . , tj+2]− f r−1

x [tj−r+2, . . . , tj+1]

...

+ f r−1
x [tj, . . . , tj−1+r]− f r−1

x [tj−1, . . . , tj−1+r−1]

+ f r−1
x [tj+1, . . . , tj+r]− f r−1

x [tj, . . . , tj+r−1]∑
j

Bi,r(x) = f r−1
x [tj+1, . . . , tj+r]− f r−1

x [tj−r+1, . . . , tj]

= 1− 0

La última igualdad se tiene porque la función f r−1
x (t) = (t − x)r−1 es un polinomio

de grado en t para tj < x < tj+1 ≤ t ≤ tj+r, por lo cual f r−1
x [tj+1, . . . , tj+r] = 1 (por

(2.10)); y la función f r−1
x (t) = (t− x)r−1 = 0 se anula para tj−r+1 ≤ t ≤ tj < x < tj+1.

Para t = tj, la afirmación se sigue por la continuidad de Bi,r por la derecha,

Bi,r(tj) = ĺım
y→tj

Bi,r(y).

Ahora, una de las caracteŕısticas más importantes de las funciones B-spline es que forman

una base para el espacio S∆,k. Para mostrar esto es necesario construir una sucesión t = (tj)

de tal forma que las B-splines Bi,k+1,t(x) de orden k+ 1 formen una base para dicho espacio.

Con esto en mente, asociaremos la partición

∆ = {a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b}

con cualquier sucesión, no decreciente y no acotada, t = (tj)j∈Z, que satisfaga

tj < tj+k+1 para todo j,

t−k ≤ · · · ≤ t0 := x0 < t1 := x1 < · · · < tn := xn,

sucesión de la cual solo importará la subsucesión finita

t−k, t−k+1, . . . , tn+k.

Además de lo anterior, necesitaremos hacer uso del siguiente teorema:
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Teorema 10. Para toda sucesión finita, no decreciente

t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn

de números reales, la matriz de orden n+ 1

Vn(t0, t1, . . . , tn) :=


Π(s0−1)(t0)

Π(s1−1)(t1)
...

Π(sn−1)(tn)


es no singular. Donde Π(t) es el vector fila dado por

Π(t) :=

[
1, t, . . . ,

tn

n!

]
,

y Π(k)(tj) denota la k-ésima derivada de la función evaluada en el punto tj.

Demostración. Véase [23].

Teorema 11. Las restricciones Bi,k+1,t| [a, b] de las n + k B-splines Bi = Bi,k+1,t, i =

−k,−k + 1, . . . , n− 1, sobre [a, b] forman una base para el espacio S∆,k.

Demostración. Cada una de las Bi,−k ≤ i ≤ n − 1, coincide con un polinomio de grado

menor o igual a k sobre cada uno de los subintervalos [xj, xj+1] de [a, b] y tienen derivada hasta

el orden k − 1 en los nodos interiores tj = xj, j = 1, 2, . . . , n− 1, de ∆. Lo anterior muestra

que Bi|[a, b] ∈ S∆,k para todo i = −k, . . . , n − 1. Dado que previamente mostramos que la

dimensión del espacio S∆,k es n + k, solo resta mostrar que las funciones Bi,−k, . . . , n− 1,

son linealmente independientes sobre [a, b].

Supongamos que
n−1∑
i=−k

aiBi(x) = 0 para todo x ∈ [a, b]. Consideremos el primer subtintervalo

[x0, x1] de la partición ∆. Entonces se tiene que

0∑
i=−k

aiBi(x) = 0 para x ∈ [x0, x1],

pues Bi|[x0, x1] = 0 para i ≥ 1 por la propiedad i. del teorema anterior. Probaremos ahora

que las funciones B−k, . . . , B0 son linealmente independientes sobre [x0, x1]. Observe que por

(2.31) y (2.33) cada una de las funciones Bi(x),−k ≤ i ≤ 0 puede escribirse de la forma

Bi(x) = α1(t1 − x)k+1−s1 + · · ·+ αi+k+1(ti+k+1 − x)k+1−si+k+1 , (2.36)

donde αi+k+1 6= 0. Por lo tanto podemos afirmar que

Gen {B−k(x), . . . , B0(x)} = Gen
{

(t1 − x)k+1−s1 , . . . , (tk+1 − x)k+1−sk+1
}
,
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aśı, basta con establecer la independencia lineal de las funciones

(t1 − x)k−(s1−1), . . . , (tk+1 − x)k−(sk+1−1)

sobre [x0, x1], o de forma equivalente, de las funciones normalizadas

p(sj−1)(tj − x), j = 1, 2, . . . , k + 1,

definidas por

p(t) :=
tk

k!
,

es decir, hay que mostrar la independencia lineal entre las derivadas de p(t) evaluadas en

los puntos tj − x. Para mostrar dicha independencia lineal, supongamos que para ciertas

constantes c1, c2, . . . , ck+1 se cumple que

k+1∑
j=1

cjp
(sj−1)(tj − x) = 0 para todo x ∈ [x0, x1],

entonces, por la expansión de Taylor alrededor del punto x = tj, el polinomio

k+1∑
j=1

cj

k∑
l=0

p(l+sj−1)(tj)
(−x)l

l!
= 0

se anula sobre [x0, x1] y por lo tanto debe corresponder al polinomio nulo, aśı que para todo

l = 0, 1, . . . , k
k+1∑
j=1

cjp
(l+sj−1)(tj) = 0,

pero esto significa que
k+1∑
j=1

cjΠ
(sj−1)(tj) = 0,

donde Π(t) es el vector fila dado por

Π(t) :=
[
p(k)(t), p(k−1)(t), . . . , p(t)

]
=

[
1, t, . . . ,

tk

k!

]
,

pero por el teorema (10) los vectores Π(sj−1)(tj), j = 1, 2, . . . , k + 1, son linealmente inde-

pendientes, por tanto c1 = c2 = · · · = ck+1 = 0 lo que a su vez implica que ai = 0 para

i = −k, k + 1, . . . , 0.

Repitiendo este mismo razonamiento sobre cada subintervalo [xj, xj+1], j = 1, 2, . . . , n − 1,

de la partición ∆ de [a, b] obtenemos que ai = 0 para todo i = −k,−k + 1, . . . , n− 1, mos-

trando aśı que todas las Bi,−k ≤ i ≤ n − 1, son linealmente independientes sobre [a, b] y

sus restricciones sobre el mismo forman una base para el espacio S∆,k.
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Como vimos anteriormente, las funciones B-spline renormalizadas Ni,r(x) pueden ser calcu-

ladas utilizando la recursión dada por (2.35), pero esto a su vez hace posible representar

Bi,r(x) directamente como combinación lineal de Bi,r−1 y Bi+1,r−1, en efecto, por (2.34) y

(2.35) se tiene que:

Ni,r(x) =
Bi,r(x)

ti+r − ti
=

x− ti
ti+r − ti

× Bi,r−1(x)

ti+r−1 − ti
+
ti+r − x
ti+r − ti

× Bi+1,r−1(x)

ti+1+r−1 − ti+1

,

luego

Bi,r(x) =
x− ti

ti+r−1 − ti
Bi,r−1(x) +

ti+r − x
ti+r − ti+1

Bi+1,r−1(x). (2.37)

Aśı pues, la ecuación (2.37) es una recursión directa para calcular los valores de todas las

B-spline para un x fijo.

Las propiedades de las funciones B-spline establecidas en el teorema (9) y la recursión dada

por (2.37) son las que hacen de dichas funciones las candidatas perfectas para la construc-

ción de las curvas y superficies que son utilizadas ampliamente por los sistemas de diseño

geométrico asistido por computadora (CAGD) para generar todo tipo de formas que pos-

teriormente se convertirán en productos. La anterior es una de las principales razones del

por que las geometŕıas basadas en estas funciones se han convertido en el estándar de la

representación e intercambio de datos geométricos de la gran mayoŕıa de programas espe-

cializados. La fácil implementación de los objetos que describiremos a continuación dentro

de los software más importantes de diseño, aśı como la fácil manipulación y edición de los

modelos construidos con los mismos, encuentra su explicación principalmente en la teoŕıa

que hemos discutido en esta sección.
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Hasta ahora hemos discutido la idea de interpolar una muestra arbitraria de puntos en el

plano bidemensional, al hacer esto encontramos que las funciones spline cumplen a cabalidad

con esta tarea gracias a sus propiedades de convergencia, entre otras. En las funciones que

forman la base del espacio compuesto por splines, B-splines, encontramos importantes pro-

piedades y una forma recursiva de calcularse que hacen de las mismas candidatas ideales para

definir curvas paramétricas óptimas para el modelado geométrico que se lleva a cabo con los

sistemas CAGD. En contraste a la forma cartesiana de una curva, la forma paramétrica de

la misma es una manera más natural para diseñar y representar figuras en un computador,

también los coeficientes de las funciones que definen estas curvas a menudo poseen signifi-

cado geométrico relevante, lo anterior se traduce entonces en métodos de diseño intuitivo y

algoritmos numéricamente estables de carácter esencialmente geométrico [17].

Las funciones B-spline están definidas por polinomios, y como tal hacen que las curvas

construidas con las mismas puedan representar con precisión una amplia gama de formas,

sean procesadas por un computador de forma precisa, eficiente y fácil. Sin embargo, hay un

número importante de curvas (y superficies) que no puedan ser representadas con precisión

utilizando polinomios, estas solo se pueden aproximar en el mejor de los casos. En particular

los ćırculos, elipses, hipérbolas, cilindros, conos, esferas, etc., hacen parte de los objetos que

son dif́ıciles, y a veces imposibles, de representar solamente utilizando polinomios.

Por ejemplo, supongamos que el ćırculo de radio unitario pudiera ser representado por una

curva paramétrica compuesta solamente de polinomios en sus dos componentes, esto es:

x(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n

y(t) = b0 + b1t+ · · ·+ bnt
n.

Entonces, x2 + y2 − 1 = 0 implica que

0 = (a0 + a1t+ · · ·+ ant
n)2 + (b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n)2 − 1

= (a2
0 + b2

0 − 1) + 2(a0a1 + b0b1)t+ (a2
1 + 2a0a2 + b2

1 + 2b0b2)t2

+ · · ·+ (a2
n−1 + 2an−2an + b2

n−1 + 2bn−2bn)t2n−2

+ 2(anan−1 + bnbn−1)t2n−1 + (a2
n + b2

n)t2n.

Pero esta ecuación debe cumplirse para todo t, es decir que todos los coeficientes deben ser

iguales a cero. Comenzando desde la potencia más grande y yendo hacia atrás, se muestra
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que ai = 0 y bi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Lo cual conlleva a que x(t) = a0 y y(t) = b0,

lo que es una contradicción. Afortunadamente, es sabido que todas las secciones cónicas,

incluyendo el ćırculo, pueden ser representadas usando funciones racionales [13], las cuales

están definidas como el cociente entre dos polinomios, esto es,

x(t) =
X(t)

W (t)
, y(t) =

Y (t)

W (t)
, (3.1)

donde X(t), Y (t) y W (t) son polinomios, es decir, cada una de las componentes de la curva

paramétrica tiene el mismo denominador. De esta forma, el ćırculo unitario puede represen-

tarse mediante la curva paramétrica dada por

x(t) =
1− t2

1 + t2
y(t) =

2t

1 + t2
,

pues claramente en este caso se tiene que

(x(t))2 + (y(t))2 =

(
1− t2

1 + t2

)2

+

(
2t

1 + t2

)2

=
1− 2t2 + t4 + 4t2

(1 + t2)2

=
(1 + t2)2

(1 + t2)2

= 1.

Curvas racionales con componentes de la forma (3.1) cuentan con una interpretación geométri-

ca que conlleva a un procesamiento eficiente de las mismas. La idea es utilizar coorde-

nadas homogéneas para representar curvas racionales en un espacio n-dimensional como

una curva polinómica en el espacio (n + 1)-dimensional. Considere por ejemplo un pun-

to arbitrario de R3 de coordenadas arbitrarias P = (x, y, z), entonces P es de la forma

Pw = (x, y, z, w) = (X, Y, Z,W ) como punto de R4, con w 6= 0. Aśı, P es obtenido a partir

de Pw al dividir cada componente entre la cuarta componente W , esto es, mapeando Pw

desde el origen sobre el hiperplano W = 1. Este mapeo, denotado como H, es una aplicación

de perspectiva con centro en el origen, P = H(Pw) = H(X, Y, Z,W ) = (X/W, Y/W,Z/W )

[17]. De esta forma, mapear bajo H una curva en R4 resultará en curva en R3, análogamen-

te, mapear bajo H una curva en R3 tendrá como resultado una curva de R2, la figura (3.1)

ilustra este último caso. Esta idea será aplicada en lineas posteriores cuando definamos las

curvas B-splines racionales.
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Figura 3.1: La proyección de una curva de R3 (azul) sobre el plano W = 1.

Los sistemas CAGD tienen como filosof́ıa común la construcción de modelos a partir de

puntos de control, los cuales controlan la forma local o general de las curvas y poĺıgonos que

componen el modelo. Estos puntos, bidimensionales o tridimensionales, no necesariamente

hacen parte del mismo, sin embargo sirven para definir toda su estructura. Contrario a lo que

discutimos en el caṕıtulo anterior, las curvas y superficies que definiremos a lo largo de este

capitulo no contemplan una interpolación completa de los puntos de control que las definen,

más bien se conciben como aproximaciones a los mismos; esta manera de modelar conlleva a

una forma más intuitiva y práctica para la implementación, edición, y manipulación de las

construcciones realizadas por dichos sistemas.

Las curvas que consisten de solo un polinomio o un segmento racional a menudo son inade-

cuadas para el modelamiento geométrico, algunas de sus desventajas son:

• Requieren un alto grado para satisfacer un gran número de condiciones, por ejemplo,

se requiere una curva polinomial de grado (n− 1) para trazar una curva polinomial de

Bézier a través de n puntos. Sin embargo, estas curvas son ineficientes de procesar y

son numéricamente inestables.

• Se requieren curvas polinomiales de un alto grado para ajustar con precisión algunas

formas complejas.

La solución es usar curvas (superficies) que sean polinomiales a trozos, o racionales a trozos.

La figura (3.2) muestra una curva, C(t), que consiste de tres segmentos polinomiales cúbicos.

C(t) está definida sobre t ∈ [0, 1]. Los valores de los parámetro t0 = 0 < t1 < t2 < t3 = 1 se
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denominan nodos. Denotamos los segmentos por Ci(t), 1 ≤ i ≤ 3. Los segmentos están cons-

truidos de tal forma que estén unidos con algún grado de continuidad (no necesariamente el

mismo en cada nodo). Sea C
(j)
i la j−ésima derivada de Ci. Decimos que C(t) es Ck continua

en el nodo ti si C
(j)
i (ti) = C

(j)
i+1(ti+1) para todo 0 ≤ j ≤ k [17].

C1(t)

C2(t)

C3(t)

t0 = 0 t1 t2 t3 = 1
t

Figura 3.2: C(t) representada por funciones polinomiales a trozos

Aśı, estos sistemas requieren entonces una representación de curvas con la forma

C(t) =
n∑
i=0

fi(t)Pi, (3.2)

donde Pi denotan los puntos de control de la curva, mientras que las funciones fi(t), i =

0, 1, . . . , n, son funciones polinomiales a trozos que forman una base para el espacio de todas

las funciones polinomiales a trozos del grado y continuidad deseada (para una sucesión fija de

nodos T = {ti, 0 ≤ i ≤ m}). Observe que la continuidad está determinada por las funciones

base fi y por tanto los puntos de control Pi pueden modificarse sin alterar la continuidad de

la curva que controlan, más aún, las propiedades anaĺıticas usuales de estas funciones deben

hacer que las curvas definidas por (3.2) tengan importantes propiedades geométricas como

por ejemplo:

• Control convexo: Las curvas están contenidas en la parte convexa del poĺıgono que

definen sus puntos de control.

• Variación decreciente: Ninguna linea recta intersecta la curva más veces de las que

intersecta el poĺıgono de control que la contiene.

• Invariancia bajo transformaciones: Rotaciones, traslaciones y escalamientos se aplican

a la curva a través de sus puntos de control.

Además de las anteriores, una de las propiedades de mayor importancia que deben poseer

estas funciones es la de soporte compacto, esto es, cada fi(t) es no nula solo en un número
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limitado de subintervalos, más no en todo el dominio, [t0, tm]. Dado que Pi es multiplicado

por fi(t), alterar la posición de Pi afecta la forma de la curva solo en los subintervalos en

los cuales fi(t) no se anula [17].

Teniendo en cuenta todo lo anterior, en especial lo concerniente al soporte compacto de

funciones y el uso de funciones racionales, es claro que al utilizar las funciones B-spline como

bases en (3.2) se obtienen objetos matemáticos que permiten llevar a cabo un proceso de

modelado geométrico de gran precisión, que hacen posible a su vez la consecución de una

gama amplia de formas complejas bien elaboradas.

3.1. Curvas B-Spline

Se define la curva B-spline de orden r como

C(x) =
n∑
i=0

Bi,r(x)Pi, tmin ≤ x ≤ tmax, (3.3)

donde los Pi son los puntos de control de la curva, que forman el poĺıgono de control de la

misma, y las Bi,r son las funciones base B-spline definidas por (2.32), y la recursión (2.37),

asociadas a la sucesión t = {ti}. En adelante nos referiremos a la sucesión t como vector

nodal y lo denotaremos como T , es decir, las funciones Bi,r estarán asociadas al vector nodal

T = {tmin, . . . , tmax}, cuyos nodos satisfacen ti ≤ ti+1.

En la figura (3.3) se muestran las funciones base B-spline definidas sobre un vector nodal T

y una curva, junto a su poĺıgono de control, construida con dichas bases.

B0,3

B1,3

B2,3 B3,3 B4,3

B5,3

B6,3

1/5 2/5 3/5 4/5 1
x

1

Bi,r(x)

(a) Funciones base B-spline.

P0

P1

P2

P3 P4

P5
P6

C(0)

C(1/5)

C(2/5)

C(3/5)

C(4/5)

C(1)

(b) Curva B-spline

Figura 3.3: (a) Funciones base definidas sobre T = {0, 0, 0, 1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1, 1, 1}. (b) Una curva

cuadrática (orden 3) a trozos utilizando las funciones base B-spline de (a) y su poĺıgono

de control.

Recordemos que por la definición (2.32) y de la recursión dada por (2.37) tenemos entonces
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que la i-ésima B-spline de orden r ≥ 1 está dada por la fórmula recursiva:

Bi,1(x) =

{
1; ti ≤ x < ti+1

0; en otro caso.

Bi,r(x) =
x− ti

ti+r−1 − ti
Bi,r−1(x) +

ti+r − x
ti+r − ti+1

Bi+1,r−1(x).

Las propiedades de las funciones B-spline establecidas por el teorema (9) serán entonces

heredadas de forma natural por la curvas definidas por (3.3), por ejemplo, el punto de

control Pi solo afectará a la curva C(x) localmente, justo sobre el soporte compacto que

la función Bi,r(x) tenga en el vector nodal T . Es precisamente el soporte de las bases las

que permiten ver que el orden de la curva y el número de puntos de control son los que

determinan el número de nodos de T sobre el cual se definen las B-spline que permitirán la

construcción de la misma, esto es, el último punto de control Pn tendrá asociada la última

base que contribuye a la construcción de la curva, Bn,r, cuyo soporte está sobre el intervalo

[tn, tn+r], y dado que el primer punto de control, P0 tiene asociada la primera base, B0,r,

cuyo soporte es [t0, tr], por lo tanto se obtiene que el vector nodal es de la forma

T = {t0, t1, . . . , tr−1, tr, tr+1, . . . , tn−1, tn, tn+1, . . . , tn+r} ,

es decir, el número m de nodos de T está determinado por el número de puntos de control y

el orden de la curva, m = n+ 1 + r. En efecto, observe que la curva presentada en la figura

(3.3) tiene siete puntos de control y es de orden tres, lo que hace que su vector nodal este

formado por diez nodos, m = 6 + 1 + 3 = 10. Cada lapso nodal, ti ≤ x ≤ ti+1, es mapeado

sobre una curva polinomial comprendida entre dos puntos consecutivos de la curva, C(ti) y

C(ti+1).

Una curva B-spline en general no contiene sus puntos de control extremos, P0 y Pn. Incre-

mentar la multiplicidad de un nodo reduce la continuidad de la curva en la imagen de dicho

nodo, más espećıficamente, la curva C(x) es r−p−1 veces continuamente diferenciable en un

nodo de multiplicidad p (≤ r), es decir, tiene continuidad C(r−p−1). Por lo tanto, el poĺıgono

de control coincidirá con la curva en la imagen de un nodo de multiplicidad p = r − 1, aśı,

un nodo de multiplicidad p = r indica continuidad C−1, lo cual significa una curva discon-

tinua [19]. Entonces, repetir los nodos extremos del vector nodal r veces hará que la curva

coincida con los puntos extremos, aśı, el primer y el último punto de control de una curva

C(x) construida con un vector nodal T de la forma

T = {t0, t1, . . . , tr−1︸ ︷︷ ︸
r nodos iguales

, tr, tr+1, . . . , tn−1, tn︸ ︷︷ ︸
n−r+1 nodos internos

, tn+1, . . . , tn+r︸ ︷︷ ︸
r nodos iguales

},

coincidirán con los puntos finales de la misma, esto es, P0 = C(t0) = C(tr−1) y Pn =

C(tn+r) = C(tn+1) [16]. En los sistemas CAGD se utilizan en general dos tipos de vectores

nodales, periódicos y no periódicos, los cuales pueden ser a su vez uniformes o no uniformes.
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Un vector nodal no periódico, uniforme, tiene multiplicidad r en sus extremos y sus nodos

internos se encuentran equidistantes, es decir, existe un real d tal que d = ti+1 − ti para

i = r, . . . , n. Los vectores periódicos no tienen nodos multiples en sus extremos y pueden ser

también uniformes o no uniformes, por ejemplo, un nodo interior múltiple automáticamente

hace que el vector sea no uniforme. Si tal d no existe se dice que el vector es no uniforme

[19]. Aśı, el vector nodal asociado a la curva de la figura (3.3) es uniforme y no periódico.

La presencia de nodos múltiples en T también implica que al calcular las funciones Bi,r

utilizando la recursión (2.37) se presenten formas indeterminadas 0/0, este cociente se define

como 0.

Lo anterior muestra entonces que una de las formas de manipular la curva C(x) es a través

de los n − r + 1 nodos internos del vector nodal sobre el que estén definidas sus bases,

incrementar la multiplicidad de los mismos resultará en una curva con cúspides. Este hecho

también implicará que T pase a ser no uniforme, en caso de que inicialmente no lo fuera.

P0

P1 P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

C(0)

C(1/7)

C(2/7)

C(3/7)

C(4/7)
C(5/7)

C(6/7)

C(1)

Figura 3.4: Curva B-spline de orden r = 4 (cúbica).

La figura (3.4) muestra una curva B-spline de orden cuatro controlada por diez puntos,

Pi, 0 ≤ i ≤ 9, cuyo vector nodal está dado por T =
{

0, 0, 0, 0, 1
7
, 2

7
, 3

7
, 4

7
, 5

7
, 6

7
, 1, 1, 1, 1

}
, el

cual es un vector nodal uniforme y no periódico. Dado que sus nodos internos no tienen

multiplicidad, la curva es tres veces continuamente diferenciable sobre la imagen de cada

uno de ellos. La figura (3.5) muestra la curva cuando el nodo t6 = 3/7 presenta multiplicidad

p = 3, podemos observar claramente como la diferenciabilidad en la curva disminuye en el

punto C(3/7), este punto de la curva pasa a coincidir con uno de los puntos de control. Por

otro lado, la figura (3.6) muestra el efecto que causa la misma multiplicidad sobre las bases

que definen la curva.
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P0

P1 P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

C(0)

C(1/7)

C(3/7)
C(5/7)

C(6/7)

C(1)
C(1)

Figura 3.5: Curva B-spline de orden r = 4 con multiplicidad en uno de los nodos internos.

B0,4

B1,4 B2,4

B3,4 B4,4 B5,4 B6,4
B7,4

B8,4

B9,4

1/7 2/7 3/7 4/7 5/7 6/7 1
x

1

Bi,r(x)

(a) Bases de la curva de la figura (3.4).

B0,4

B1,4

B2,4

B3,4

B4,4

B5,4 B6,4

B7,4 B8,4

B9,4

1/7 3/7 5/7 6/7 1
x

1

Bi,r(x)

(b) Bases de la curva de la figura (3.5).

Figura 3.6: Efecto de la multiplicidad de un nodo interno sobre las bases de la curva.

La curva C(x) está definida por varios trozos de curvas polinomiales, dichos trozos están

controlados solo por r puntos de control, y cualquier punto de control afecta solamente r

segmentos de la curva. En efecto, cambiar Pi afecta la curva en el rango del parámetro

ti < x < ti+r, además, un punto x sobre la curva tal que tj < x < tj+1, está determinado

completamente por los puntos de control Pj−(r−1), . . . ,Pj. Manipular los puntos de control

es entonces otra de las formas efectivas de modificar la forma de la curva, esta propiedad

en particular es utilizada ampliamente por los sistemas CAGD, pues la misma permite que

quien modele tenga un control más intuitivo de sus creaciones. La figura (3.7) ilustra este

hecho mostrando como cambia la curva (punteada) representada en (3.4) al mover el punto

P5 dos unidades hacia abajo.
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P0

P1 P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

C(0)

C(1/7)

C(2/7)

C(3/7)

C(4/7)

C(5/7) C(6/7)

C(1)

Figura 3.7: Efecto de la manipulación de los puntos de control sobre una curva B-spline.

Las formas de manipular las curvas discutidas hasta aqúı son solo un par de ejemplos de

como los sistemas de modelado geométrico llevan a cabo la representación de las muchas

distintas formas que un usuario desea construir, además de estas por ejemplo está la repeti-

ción de los puntos de control Pn y P0 al inicio y al final del poĺıgono de control, esta acción

permitirá construir curvas cerradas. Una discusión más amplia y detallada sobre esta forma

de alteración, además de la manipulación de vectores nodales periódicos puede consultarse

en [16, 17, 19].

Como lo discutimos al inicio de este caṕıtulo, para poder representar una gama de formas

más amplia aún de las que son posibles con las curvas B-spline es necesario generalizarlas

a su forma racional, aśı, las curvas definidas por (3.3) son un caso particular de las curvas

que discutiremos a continuación, las mismas generalmente están definidas en la práctica so-

bre vectores nodales no uniformes; es precisamente de alĺı que se deriva su nombre, Non

Uniform Rational B-Splines, por sus siglas en inglés.

3.2. NURBS

En lineas anteriores discutimos brevemente la idea de la representación de curvas racionales

en el espacio n-dimensional como la proyección de curvas polinómicas en el espacio (n +

1)-dimensional, utilizaremos ahora dicha idea para la construcción de las curvas B-spline

racionales. Consideraremos el caso en el cual los puntos de control pertenecen el espacio

tridimensional, la construcción es análoga para puntos bidimensionales.

Dado el conjunto de puntos de control Pi de la curva B-spline definida por (3.3), asociaremos

a cada uno de ellos un peso (o influencia) wi; con ello podemos entonces definir los puntos

de control ponderados Pwi
i = (wixi, wiyi, wizi, wi), los cuales sirven para construir la curva
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B-spline de R4 definida por

Cw(x) =
n∑
i=0

Bi,r(x)Pw
i , (3.4)

aśı, aplicando el mapeo H a la curva Cw(x) obtenemos la correspondiente curva B-spline

racional, es decir, mapeando las componentes de (3.4),

X(t) =
n∑
i=0

Bi,r(t)wixi, Y (t) =
n∑
i=0

Bi,r(t)wiyi

Z(t) =
n∑
i=0

Bi,r(t)wizi, W (t) =
n∑
i=0

Bi,r(t)wi,

sobre el hiperplano W = 1 obtenemos la curva en el espacio tridimensional cuyas compo-

nentes estarán dadas por

x(t) =
X(t)

W (t)
=

n∑
i=0

Bi,r(t)wixi

n∑
i=0

Bi,r(t)wi

,

y(t) =
Y (t)

W (t)
=

n∑
i=0

Bi,r(t)wiyi

n∑
i=0

Bi,r(t)wi

,

z(t) =
Z(t)

W (t)
=

n∑
i=0

Bi,r(t)wizi

n∑
i=0

Bi,r(t)wi

,

esto es,

C(t) = (x(t), y(t), z(t)) =

n∑
i=0

Bi,r(t)wi(xi, yi, zi)

n∑
i=0

Bi,r(t)wi

=

n∑
i=0

Bi,r(t)wiPi

n∑
i=0

Bi,r(t)wi

.

3.2.1. Curvas NURBS

Una curva NURBS de orden r está definida por

C(x) =

n∑
i=0

Bi,r(x)wiPi

n∑
i=0

Bi,r(x)wi

, tmin ≤ x ≤ tmax (3.5)

de nuevo los Pi denotan los puntos de control de la curva, las funciones base Bi,r están

definidas sobre el vector nodal, no periódico y no uniforme,

T = {t0, t1, . . . , tr−1, tr, tr+1, . . . , tn−1, tn, tn+1, . . . , tn+r} ,
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y los wi, escalares no negativos, son los pesos o factores de influencia de los puntos de control.

Observe que si wi = 1 para todo i = 0, . . . , n, entonces la curva (3.5) se reduce a la curva

no racional (3.3), aśı, las NURBS se definen como una generalización de las curvas B-spline.

Observe que si definimos

Ri,r(x) =
Bi,r(x)wi
n∑
i=0

Bi,r(x)wi

,

la curva (3.5) puede reescribirse como

C(x) =
n∑
i=0

Ri,r(x)Pi,

de esta forma, las funciones Ri,r se entienden como las bases racionales de la curva NURBS.

Observe que las propiedades de estas nuevas curvas, aśı como la forma de manipularla a

través de los nodos ti del vector T y los puntos de control Pi son prácticamente análogas a

las discutidas anteriormente. Sin embargo la influencia, o peso, wi, de los puntos de control

Pi de la curva si implica una forma particular de alterar la misma. Aumentar o disminuir

el valor de este escalar geométricamente significa mover la posición del punto de control a

lo largo de la recta α(s) = Pi + sPi, y no de forma arbitraria sobre el espacio como podŕıa

darse al simplemente manipular Pi.

P0

P1

P2

P3 P4

P5

P6

Figura 3.8: Curva NURBS cúbica controlada por 7 puntos.

La figura (3.8) muestra una curva NURBS de orden cuatro, en ella todos los pesos wi de los

puntos de control son iguales a uno. Al manipular el valor de w3 el punto P3 tendrá mayor o

menor incidencia sobre la curva, la misma se acercará o alejará cada vez más a dicho punto

a medida que w3 cambie, entre más grande sea su valor, más se aproximará y viceversa.

La figura (3.9) ilustra este hecho, en ella las lineas punteadas representan las curvas que se

obtienen al asignar a w3 los valores de 0, 1
4
, 1

2
y 2.
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P0

P1

P2

P3 P4

P5

P6

(a) w3 = 0.

P0

P1

P2

P3 P4

P5

P6

(b) w3 = 1/4.

P0

P1

P2

P3 P4

P5

P6

(c) w3 = 1/2.

P0

P1

P2

P3 P4

P5

P6

(d) w3 = 2.

Figura 3.9: Efecto del cambio de w3 sobre la curva NURBS representada en la figura (3.8).

Lo anterior entonces muestra la facilidad con la cual puede manipularse las curvas NURBS

para generar todo tipo de formas, entre ellas las secciones cónicas. Esta, junto al hecho de que

es posible generar a partir de las mismas otro tipo de curvas de amplio uso, como por ejemplo

las curvas de Bezier, es una de las principales razones del por que es uno de los estándares de

representación geométrica implementados en los sistemas de diseño asistido por computador

y los distintos paquetes de software asociados a los mismos. A continuación mostramos dos

ejemplos sencillos que ilustran la versatilidad de las formas que pueden construirse con estos

objetos.

Ejemplo 1: Ćırculo unitario.

Para la construcción del ćırculo unitario se utilizaron puntos de control Pi de tal forma que

el poĺıgono de control coincidiera con un cuadrado de dos unidades de longitud, además,

tomamos P0 = Pn para garantizar que la curva resultante fuera cerrada. La figura (3.10)

muestra el resultado obtenido al definir las bases B-spline cuadráticas, r = 3, sobre el vector

nodal

T =

{
0, 0, 0,

π

2
,
π

2
, π, π,

3π

2
,
3π

2
, 2π, 2π, 2π

}
,



50 3 Modelado geométrico

y asociar a los puntos de control los escalares de influencia

w0 = 1, w1 =
√

2/2, w2 = 1, w3 =
√

2/2, w4 = 1,

w5 =
√

2/2, w6 = 1, w7 =
√

2/2, w8 = 1.

P0

P1P2P3

P4

P5 P6 P7

P8

Figura 3.10: Circulo unitario NURBS controlado por 9 puntos.

Observe que al ser construida de esta forma, la curva circular está constituida por cuatro

curvas que corresponden a cuartos de ćırculo unidos en sus extremos por nodos dobles. Si

bien la multiplicidad de nodos en el vector nodal resulta en pérdida de la continuidad en

la primera derivada, los puntos de control están posicionados de tal forma que la primera

derivada sea continua.

Aśı, queda demostrada la ventaja de utilizar curvas polinomiales racionales frente a curvas

polinomiales no racionales; la posibilidad de poder representar con precisión las secciones

cónicas es de vital importancia en muchos procesos de diseño.

Ejemplo 2: Silueta Anger (completa)

En el ejemplo ilustrativo de los métodos de interpolación del capitulo anterior, mostramos

la aproximación lograda a través de splines de la silueta superior de Anger, figura (2.3), en

dicho ejemplo no era posible aproximar su contorno completo ya que el mismo correspond́ıa a

una curva cerrada, y de intentar hacerlo los nodos de interpolación no formaŕıan una sucesión

estrictamente creciente como es requerido. A continuación mostramos que esta tarea si se

puede llevar a cabo con curvas NURBS.

Se situaron alrededor del contorno del personaje un total de 86 puntos de control, inicialmente

el peso de cada uno de ellos fue de wi = 1, la figura (3.11) muestra la curva NURBS cúbica

resultante al emplear este factor de influencia.
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Figura 3.11: Silueta aproximada de Anger, wi = 1.

Si bien la curva resultante es una buena aproximación a la silueta del personaje, a través

de la manipulación de los escalares wi pueden pulirse algunas de las secciones para tener

una forma más fiel a la original. Observe que debajo de los brazos del personaje la densidad

de los puntos de control (en color verde) es mayor al resto de la silueta, esto se debe a

que dicha sección es la más compleja de aproximar, de haber situado sobre dicha región una

cantidad menor de puntos hubiera sido más dif́ıcil representarla. Esta técnica de repoblar con

mayor puntos de control las partes más intrincadas de un modelo, es ampliamente utilizada

dentro de los sistemas de modelado. La figura (3.12) muestra la curva NURBS modificar

apropiadamente la influencia de los puntos de control.

La combinación eficaz de todas las formas de modificar las curvas NURBS hacen de esta una

herramienta poderosa para la representación de todo tipo de formas, gran parte del éxito de

los software más importantes de diseño se debe a que los mismos han podido implementar

de forma efectiva estos objetos, lo que ha su vez ha hecho posible un entorno de trabajo más

eficiente e intuitivo para sus usuarios. Si bien aqúı nos hemos enfocado principalmente en

discutir, aunque brevemente, las formas más importantes de manipular las curvas definidas

con base en funciones B-spline, hay otras más que se pueden aplicar para construir una

variedad importante de figuras, en la literatura especializada del campo de la computación

gráfica se pueden encontrar discusiones más profundas al respecto de este tema, entre ellas

se destaca la inserción y remoción de nodos del vector nodal asociado a las bases, aśı como

también el incremento en el orden de las mismas. Lo anterior, y más, puede consultarse en

[17, 20, 22].
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Figura 3.12: Silueta aproximada de Anger, wi modificados.

Habiendo definido ya estás curvas, y presentado sus propiedades más inmediatas, el paso

siguiente será construir las superficies asociadas a las mismas, superficies que heredarán

naturalmente las propiedades de control que hemos discutido hasta aqúı.

3.2.2. Superficies NURBS

Al ser definidas como una función vectorial de un solo parámetro, u, las curvas NURBS

mapean (deforman) los valores que toma dicho parámetro de un subconjunto de R y lo env́ıa

en el espacio tridimensional, R3, de otro lado, una superficie es una función vectorial de dos

parámetros, u y v, que toman los valores de dichos parámetros en una región Ω ⊂ R2 y la

env́ıa al espacio tridimensional. La forma más sencilla y adecuada para producir superficies

en los sistemas de modelado geométrico es el esquema de producto tensorial, el cual es

básicamente un esquema de curvas bidireccionales que utiliza funciones base y coeficientes

geométricos. La funciones base son funciones bivariantes construidas a partir del producto de

funciones base univariantes, mientras que los coeficientes geométricos están organizados en

una malla bidireccional de dimensión n×m. Aśı, una superficie construida con este esquema

es de la forma

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), y(u, v)) =
n∑
i=0

m∑
j=0

fi(u)gj(v)Pi,j,

luego, el dominio de esta función es un rectángulo Ω ⊂ R2. Teniendo en cuenta este esquema,

las superficies NURBS surgen de forma natural como el producto de curvas NURBS.
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Una superficie NURBS de orden r en la dirección x y de orden s en la dirección y está

definida por

S(x, y) =

n∑
i=0

m∑
j=0

Bi,r(x)Bj,s(y)wi,jPi,j

n∑
i=0

m∑
j=0

Bi,r(x)Bj,s(y)wi,j

, tmin ≤ x ≤ tmax, umin ≤ y ≤ umax. (3.6)

Los Pi,j forman una malla de control bidireccional, los wi,j son los pesos asociados a cada

uno de ellos, y las Bi,r(x) y Bj,s(y) son las funciones base B-spline definidas sobre los vectores

nodales

T = {t0, t1, . . . , tr−1, tr, tr+1, . . . , tn−1, tn, tn+1, . . . , tn+r} ,
U = {u0, u1, . . . , us−1, us, us+1, . . . , um−1, um, um+1, . . . , um+r} ,

respectivamente. La figura (3.13) muestra una superficie NURBS de orden tres en cada

dirección.

(a) Malla de control. (b) Superficie NURBS.

Figura 3.13: Las figuras (a) y (b) muestran la malla generada por los puntos de control Pi,j y la

superficie NURBS generada a partir de los mismos utilizando funciones base B-spline

de orden r = 3 sobre los vectores nodales dados por T = {0, 0, 0, 1
3 ,

2
3 , 1, 1, 1} = U .

Observe que definiendo las funciones base racionales

Ri,j(x, y) =
Bi,r(x)Bj,s(y)wi,j

n∑
k=0

m∑
l=0

Bk,r(x)Bl,s(y)wk,l
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la superficie de la ecuación (3.6) puede reescribirse como

S(x, y) =
n∑
i=0

m∑
j=0

Ri,j(x, y)Pi,j,

aśı, las funciones Ri,j(x, y) constituyen las funciones base bidireccionales de la superficie.

Estas funciones heredarán entonces de forma natural todas las propiedades de las bases

racionales que la definen.

En la práctica, los sistemas CAGD definen de forma automática el orden de las funciones

base, Bi,r(x) y Bj,s(x), usualmente orden 4 en cada dirección, y los vectores nodales T y

U sobre el que están soportadas las mismas, esto una vez se han especificado por parte

del usuario los puntos que formarán la malla de control de la superficie. En particular, los

vectores nodales son generados de tal forma que todos los valores de los parámetros x y

y estén confinados al rectángulo [0, 1] × [0, 1]; este hecho se da en parte debido a que al

estar en este dominio se mejora la precisión numérica en el cálculo aritmético de valores en

punto flotante, esto gracias a la alta densidad que presentan dichos valores en este conjunto

[16]. Una forma popular de modelado geométrico lleva por nombre NURBS modelling, este

consiste en modelar las piezas de interés a partir de superficies NURBS primitivas que se

encuentran implementadas de forma genérica en la interfaz de la mayoŕıa de programas de

diseño tridimensional. Por ejemplo, si se pretende modelar la cabeza de un personaje lo ideal

seŕıa construirla a partir de la deformación adecuada de una esfera NURBS.

Observe que por la definición de la superficie S(x, y) dada por (3.6), cada punto Pi,j de

la malla de control rectangular tendrá incidencia solo sobre un subconjunto de Ω; esto es,

donde las funciones base Ri,j(x) no se anulan. Sabemos que Bi,r(x) está definida sobre

[ti, ti+r], mientras que Bj,s(y) lo está sobre [uj, uj+s], luego el producto Bi,r(x)Bj,s(y) estrá

definido sobre el el rectángulo [ti, ti+r] × [uj, uj+s], aśı, el punto de control Pi,j controla

localmente solo la sección de la superficie que se genera cuando los parámetros viven en

dicho rectángulo. Claramente, manipular el factor de incidencia wi,j de los puntos que forman

el arreglo rectangular que controlan la superficie, tendrá como resultado que la misma se

acerque o se aleja de dichos puntos. Al igual que las curvas NURBS, los vectores nodales T y

U son en general no periódicos y no uniformes, el fijar los nodos extremos con multiplicidad

igual al orden de cada dirección, r en la dirección x y s en la dirección y, hace que la superficie

pase por los puntos extremos de su malla de control, esto es, P0,0,P0,m,Pn,0, y Pn,m, están

sobre la superficie S(x, y).

Análogo al caso de las curvas, manipular los vectores nodales, T y U , los puntos de la malla

de control, y los pesos asociados a cada uno de ellos, constituyen las formas más efectivas

de manipular la superficie de forma que puedan generar todo tipo de formas en el espacio

tridimensional. La figura (3.14) muestra una superficie NURBS de orden cuatro en cada

dirección controlada por una malla compuesta de 36 puntos, en ella cada uno de los factores

de incidencia wi,j tiene valor igual a uno.
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(a) Malla de control. (b) Superficie NURBS bicúbica.

Figura 3.14: Las figuras (a) y (b) muestran la malla de control y la superficie NURBS generada

a partir de la misma utilizando funciones base B-spline cúbicas sobre los vectores

nodales dados por T = {0, 0, 0, 0, 1
4 ,

3
4 , 1, 1, 1, 1} = U .

La cúspide que está presente en la región central de la superficie está siendo controlada por

los cuatro puntos Pi,j de la malla de control que están situados justo encima de ella, al

cambiar los factores de incidencia wi,j de dichos puntos podremos hacer que la superficie

se acerque o se aleje de los mismos, lo cual se traducirá en tener una cúspide más o menos

pronunciada. La figura (3.15) muestra las superficies resultantes al cambiar homogéneamente

los pesos asociados a cada uno de estos puntos.

Al igual que en el caso de las curvas NURBS, cuando se requiere construir una superficie

cerrada la estrategia será repetir puntos extremos de la malla de control, esto es, se deben re-

petir las filas o columnas externas del arreglo de control. Cabe mencionar que en los procesos

de animación las superficies NURBS cerradas en las que coinciden solo la primera y la última

fila (o columna) de la malla de control pueden presentar resultados no deseados, la superficie

podŕıa presentar discontinuidades en los bordes de coincidencia durante dicho proceso. Para

contrarrestar estos inconvenientes muchos sistemas emplean rutinas que permiten enrollar

la malla [19]; por ejemplo, en un arreglo de control de siete filas, el sistema podŕıa cerrar la

superficie haciendo coincidir la última fila con la segunda, y la primera con la quinta.

Por otro lado, las superficies que no son cerradas como la de la figura (3.13b) les permiten

a los modeladores representar con facilidad una amplia gama de objetos inorgánicos, por

ejemplo, les hacen posible modelar con mucha fidelidad los pliegues presentes en la ropa del

personaje de la figura (2.3). Superficies que deban representar las formas de este tipo de ob-

jetos a menudo son manipuladas en mayor medida a través de los vectores nodales asociados

a la misma, pues reducir la diferenciabilidad en ciertos puntos de la superficie puede permitir
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construir figuras con secciones o bordes semi punteagudos. Considere por ejemplo la forma

en la que un modelador de personajes debe construir los dedos de la mano de una de sus

creaciones, para reproducirlos de forma créıble debe considerar las uniones entre los falanges

cuando su personaje esté sosteniendo algo, tal vez un celular, a lo largo de dichas uniones

entonces la superficie que modela su pieza debe perder suavidad para lograr un resultado

satisfactorio.

(a) wi,j = 1/4. (b) wi,j = 3/4.

(c) wi,j = 2.
(d) wi,j = 20.

Figura 3.15: Efecto del cambio de los factores de incidencia wi,j en la región central de la superficie

NURBS.

Ilustremos lo anterior con una aproximación simple a tal situación. La figura (3.16) presenta
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una superficie NURBS1 ciĺındrica, dicha superficie fue construida con funciones B-spline de

orden tres y tomando como vectores nodales

T =

{
0, 0, 0,

1

4
,
1

2
,
3

4
, 1, 1, 1

}
, y U =

{
0, 0, 0,

1

4
,
1

2
,
1

2
,
3

4
, 1, 1, 1

}
.

Figura 3.16: Superficie NURBS ciĺındrica.

Observe la suavidad que presenta la superficie en la parte en la cual se dobla el cilindro,

para lograr un doblez más marcado en dicha sección de la misma se puede aumentar la

multiplicidad de los elementos del vector nodal. La figura (3.17) muestra el resultado que se

obtiene al triplicar la multiplicidad inicial de t3 en T .

Figura 3.17: Superficie NURBS ciĺındrica manipulada.

Note como la superficie perdió suavidad en esa región, permitiendo aśı un modelo de repre-

sentación un poco más fiel al deseado. Otra estrategia para llevar a cabo esta tarea podŕıa

ser manipular los puntos de la malla de control que rodeen esa sección, o disminuir el factor

de incidencia de los mismos. Como lo mencionamos antes, una mezcla eficaz de las formas de

manipular una superficie NURBS es la que permitirá al final construir el mejor modelo de

1Las curvas y superficies de este caṕıtulo fueron generadas utilizando las funciones BSplineBasis, BSpline-

Curve, y BSplineSurface que vienen implementadas en el software Wolfram Mathematica 12.
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representación posible que satisfaga los requerimientos exigidos en un proyecto. La articula-

ción eficiente de estas herramientas de edición por parte de los profesionales del área, es una

de las razones que han hecho posible la masificación de productos que tienen su génesis en

los sistemas CAGD. Uno de los hechos más relevantes respecto a estas superficies es el de que

fueron empleadas a fondo para poder producir la primera peĺıcula completamente animada

por computadora de la historia, Toy Story [7]. La versatilidad de estas superficies era ideal

para modelar objetos inorgánicos, objetos que eran el común denominador al tratarse de una

peĺıcula sobre juguetes.

Sin embargo, ellas también presentan algunas desventajas, la más importante está ligada a

la restricción topológica2 inherente que presentan: la superficie de control de una superficie

NURBS es una malla de control rectangular, esto significa que al crear una forma orgánica

compleja como un personaje humano, es tarea del modelador dividir esa forma compleja en

un colección de piezas rectangulares, cada una de las cuales constituirá una NURBS por

separado. Además, si se requiere más detalle en alguna sección de la malla, se requiere en-

tonces la adición de puntos de control adicionales, es decir, se deben agregar filas y columnas

adicionales en el arreglo para satisfacer la restricción de poseer una malla de control rectan-

gular, lo cual puede conducir rápidamente a modelos dif́ıciles de manejar.

Al tratarse de curvas y superficies paramétricas, las NURBS presentan una lista de impor-

tantes propiedades que se han estudiado en mayor y menor medida por diferentes autores,

como por ejemplo el significado de sus derivadas, unicidad de la representación, transforma-

ciones, continuidad, etc.; sin embargo, la discusión de estas escapa del objetivo principal de

este documento y por tanto no fueron discutidas. Una discusión formal de estos aspectos

puede encontrarse en [3, 14, 17, 19], [14] y [19] en particular presentan un poco de la histo-

ria detrás de los hechos y protagonistas que influyeron directamente en el desarrollo de la

representación de curvas y superficies en los entornos CAGD.

2En este contexto, la topoloǵıa se refiere al conjunto de componentes geométricas de la malla de control

tridimensional; vertices, bordes, y caras.
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Ahora mostraremos la forma en la cual se implementan las superficies NURBS en un siste-

ma CAGD, para ello utilizaremos el software de diseño Autodesk Maya (Versión estudiantil

2018), este programa es uno de los más utilizados en los estudios de animación y el mundo

del diseño en general. Con él se diseñan los personajes, piezas, estructuras y escenarios pre-

sentes en distintas producciones audiovisuales.

Mostraremos inicialmente un ejemplo de las superficies NURBS primitivas que vienen im-

plementadas en el programa, en este caso será la esfera unitaria el objeto de muestra. Este

ejemplo nos permitirá familiarizarnos con los parámetros que caracterizan las superficies que

son generadas dentro del programa y nos permitirá compararlos con los que hemos discutido

en los caṕıtulos anteriores.

La figura (4.1) muestra la interfaz principal del programa, en el es posible elegir la opción

de crear superficies NURBS que vienen creadas de forma genérica dentro del mismo. En ella

se muestra el menú de formas a partir de las cuales puede comenzar un diseñador a modelar

alguna pieza de su interés.

Figura 4.1: Interfaz del programa. Creación de Superficies NURBS primitivas.

Una vez creada la superficie el programa permite manipularla inmediatamente, para ello
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permite tratar al objeto como un todo o seleccionar atributos de ella para comenzar a llevar

a cabo el proceso de modelado. En particular se encuentra la opción de manipular los puntos

de la malla de control denominada Control Vertex (ver figura (4.2)), en este caso el sistema

genera un arreglo rectangular de 7× 8 = 56 puntos de control.

(a) Esfera NURBS generada y menú de edición.

(b) Esfera NURBS y los puntos de su malla de control.

Figura 4.2: Esfera NURBS primitiva.

La pestaña de la parte derecha de la interfaz, editor de atributos, permite ver la forma

como están referenciados cada uno de estos puntos. El arreglo vaŕıa desde el punto P0,0
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hasta P6,7. Por efectos de cálculo interno las coordenadas de estos puntos en la escena

tridimensional en la que se sitúan aparecen puestas en el origen, las mismas solo se alterarán

mostrando su posición real una vez se comiencen a mover durante el proceso de modelado.

Dicha ventana muestra además información acerca del grado de los polinomios que generan la

superficie, aśı como información sobre los vectores nodales. La figura (4.3) muestra parte de

la información contenida en este editor, alĺı U y V son los vectores nodales, que en este caso

son no periódico (open) y periódico (periodic), respectivamente. La subpestaña Components

muestra los indices y las coordenadas de cada uno de los puntos que componen la malla de

control de la esfera. Note además como este editor indica que el grado de los polinomios

empleados para la construcción es tres en ambas direcciones; Degree U V = 3 3.

Figura 4.3: Editor de atributos.

Observe que en este caso estamos tratando con una superficie cerrada, es decir los puntos

de control de sus filas o columnas deben estar repetidas al inicio o al final del arreglo para

poder producir tal forma, más aún, el arreglo rectangular que controla la esfera más que una

malla es un poĺıgono de control. El programa permite ver este poĺıgono de forma individual

como lo muestra la figura (4.4).
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Figura 4.4: Poĺıgono de control de la esfera.

Como lo resaltamos en lineas anteriores, las propiedades de las funciones B-spline que definen

estas superficies hacen que las mismas sean muy versátiles, la posibilidad de poder contro-

lar localmente la superficie hace que se puedan generar todo tipo de formas, en especial

inorgánicas, a partir de deformaciones de las superficies primitivas. Como lo mencionamos

anteriormente, a este tipo de modelado geométrico se le conoce con el nombre de NURBS

Modelling. Este programa en espećıfico cuenta con herramientas bastante interactivas e in-

tuitivas que permiten llevar a cabo de forma rápida este proceso, en particular las de mover,

escalar, y rotar puntos, bordes, o caras seleccionadas de una superficie son bastante útiles

para lograr las formas deseadas. La figura (4.5) muestra la transformación de la esfera ini-

cial cuando se aplican traslaciones, escalamientos, y rotaciones de los puntos de control, la

misma es evidencia de la propiedad de invariancia bajo transformaciones que poseen tales

superficies; para transformarla basta transformar los puntos de control de su malla nodal.

Observe la marcada diferencia que hay entre la esfera inicial y las superficies obtenidas al

aplicar las transformaciones sobre sus puntos de control en cada caso.
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(a) Traslación. (b) Escalamiento.

(c) Rotación. (d) Combinación de transformaciones.

Figura 4.5: Traslación, escalamiento, y rotación de los puntos de control.

Modelar superficies utilizando esta técnica es una de las formas más sencillas en las que un

diseñador puede trabajar, dependiendo de los resultados que quiera lograr puede optar por

utilizar solo esta técnica o combinarla con otras, como por ejemplo el modelado a partir de

poligonales.

Combinar apropiadamente estas herramientas y agregar atributos a la superficie primitiva

a partir de la cual se comienza a modelar, como por ejemplo aumentar la densidad de los

puntos en el poĺıgono de control o manipular las propiedades de los vectores nodales, es

la que permite entonces generar superficies de objetos de gran complejidad. Para ilustrar

este hecho observe las figuras (4.6) y (4.7), en ellas se muestra el resultado de combinar

distintas técnicas de modelado a partir de superficies primitivas para modelar la cabeza de

un personaje. Note además como la interfaz del programa le permite al usuario navegar entre

las vistas superior, frontal, lateral y de perspectiva del modelo; esta función le facilita en

particular la selección de puntos de control espećıficos que controlan determinadas secciones

de la superficie.
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Figura 4.6: Poĺıgono de control de la cabeza del personaje.

Si bien estas estrategias son efectivas y producen buenos resultados finales, no siempre es

práctico modelar a partir de una única primitiva toda una figura, si esta es muy compleja al

final se tendrá que lidiar con una malla de control igual de compleja, lo cual puede llegar a

ser bastante tedioso para el modelador en caso de que quiera editar su producto final. Una

manera eficiente de modelar geométricamente superficies de este tipo es hacerlo por seccio-

nes, dividir la pieza para modelar primero objetos menos complejos que puedan manipularse

con mayor facilidad y que puedan articularse luego para formar el modelo final.

El personaje1 mostrado en las figuras (4.8), (4.9) y (4.10) fue construido en varias seccio-

nes, las cuales posteriormente se combinaron en una sola para obtener el resultado final,

modelarlo a partir de una única primitiva hubiera resultado bastante dispendioso debido a

la complejidad que el mismo posee en varias partes de su cuerpo. Si bien este personaje se

clasifica dentro de las formas orgánicas, el mismo no precisa un nivel de detalle muy elevado

en la superficie que lo modela, es por eso que las superficies NURBS fueron suficientes en

este caso para representar el modelo.

1Diseño realizado por el autor como proyecto final de un curso de modelado geométrico.
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Figura 4.7: Superficie de la cabeza del personaje.

Este par de ejemplos ilustran de forma clara entonces la versatilidad que las superficies

NURBS poseen como herramienta de modelado geométrico, el hecho de que los puntos de

la malla de control tengan control local sobre la superficie que se modela, debido a las

B-splines que las definen, es una de las caracteŕısticas más notables que hizo de estas el

estándar de representación de superficies en los sistemas CAGD, al menos en cuanto a

objetos inorgánicos se refiere. Los objetos orgánicos que quieran ser representados con estas

superficies no pueden contar con un nivel de detalle demasiado alto, un ejemplo de ello son

los personajes humanos de la peĺıcula animada Toy Story. Como lo mencionamos al final del

caṕıtulo anterior, la restricción topológica de estar amarrada a un arreglo rectangular hace

que estas no sean ideales para representar superficies que requieran mucho nivel detalle como

el que se presenta en la mayoŕıa de objetos orgánicos, cuando se requiere representar formas

de este tipo el protagonismo lo toman las superficies de subdivisión, las cuales también están

construidas con base en funciones B-spline pero sin restricción topológica de algún tipo

[6, 11, 12].
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Figura 4.8: Poĺıgono de control del personaje.

Figura 4.9: Superficie del personaje.
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Figura 4.10: Render final del personaje.



5 Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un compendio de los resultados de convergencia de las

técnicas de interpolación más relevantes, interpolación de Lagrange, de Newton, de Hermite

y tipo spline. Principal atención hemos prestado a la interpolación tipo spline por su papel

predominante en el diseño y construcción de objetos animados en el área de la computación

gráfica.

Desde el punto teórico hemos presentado y discutido los estimativos del error en cada uno

de los tipos de interpolación; en detalle hemos discutido las cotas del error para los splines

naturales y periódicos, y su relación con la curvatura del objeto que se desea interpolar. Para

explicar la conexión entre la interpolación basada en funciones B-splines y el modelamiento

de figuras en el computador se introdujeron las superficies NURBS, que están incorporadas

en cualquiera sistema estándar CAGD. Resaltamos que la demostración del teorema de

convergencia de la interpolación spline se fundamenta en resultados básicos clásicos del

cálculo diferencial, y que su aplicación se esconde detrás de las animaciones que observamos

en un cine. En este sentido el objetivo de la tesis se cumplió.

Como una debilidad del trabajo podemos mencionar que hace falta una descripción más

detallada de las propiedades geométricas de las superficies NURBS, del manejo apropiado

de las mallas de control, y del proceso de modelaje de la figura. Además, no se incluyó

en este trabajo la técnica de subdivisión de superficies, que ha ganado especial relevancia

últimamente con la disponibilidad de sistema de cómputo de alto rendimiento y servicios de

renderizado en la nube, y que permite la creación de figuras mucho más realistas.
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