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RESUMEN
A pesar de que los estimadores jackknife surgieron desde

los afios 50 y de que tienen importantes ventajas sobre los
estimadores iniciales, debido al alto costo computacional que
requiere su célculo, sélo en las dos iltimas décadas han gana-
do atencién y ain es necesario encontrar algoritmos eficientes
para su calculo. En este trabajo, presentamos un algoritmo
que nos permite reducir el costo del algoritmo estandar para
calcular el estimador jackknife para minimos cuadrados de un
modelo lineal, bajo el supuesto que los problemas de minimos
cuadrados involucrados en el cdlculo de éste, tienen soluciones
inicas.

Palabras Claves: Estimador jackknife, Minimos cuadra-

dos lineales.

Vol VIII, N2 1,2 Nov. (2000) MATEMATICAS : &nseiianga Universitaria



30 Matematicas

1 Introduccion.

La inferencia estadistica basada en técnicas de re-muestreo y, en
particular, la de jackknife surgio en los anos 50. Sinembargo, s6lo en
las dos iltimas décadas, estas técnicas han ganado atencién debido a
que requieren de facilidades de computo para hacer los cilculos. Es
de anotar, que ain contando con dichas facilidades, es importante
el uso de algoritmos eficientes por la gran cantidad de operaciones

involucradas.

El algoritmo estandar que calcula el estimador jackknife de minimos
cuadrados para los parametros de un modelo lineal efectia un niimero
de operaciones del orden de 0(m?n?) + 0(mn?), siendo n el niimero

de parametros a estimar y m el tamano de la muestra.

En este articulo, utilizaremos propiedades basicas del algebra lineal
para proponer un algoritmo que calcula este mismo estimador jack-

knife, con un nimero de operaciones del orden de 0(mn) + 0(mn?).

Con este propésito central, inicialmente, presentamos la definicién
de un estimador jackknife y sus principales propiedades, lo mismo
hacemos con el estimador de minimos cuadrados de los parametros
de un modelo lineal. Luego, definimos el estimador jackknife corres-
pondiente al anterior estimador y presentamos el algoritmo estandar
para su calculo, bajo el supuesto de unicidad de los estimadores de

minimos cuadrados involucrados en el algoritmo.

Posteriormente, presentamos los resultados bésicos del algebra li-
neal que utilizaremos para simplificar el anterior algoritmo. Final-
mente, proponemos nuestro algoritmo para el calculo del estimador
jackknife de minimos cuadrados para los pardmetros de un modelo
lineal, bajo el mismo supuesto de unicidad mencionado anterior-

mente.
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Como ayuda para el lector, aclaramos que el vector z € IR™ es un

T

vector columna y por tanto el vector z° es un vector fila.

2 Estimador jackknife.

Siempre que se tiene una muestra aleatoria y un procedimiento para
hacer una estimacién utilizando dicha muestra, se puede encontrar
otro estimador usando la técnica jackknife, la cual consiste en corre-
gir el estimador inicial con base en el promedio de los estimadores
que se obtienen al aplicar el procedimiento inical de estimacién a ca-
da una de las sub-muestras que resultan al eliminar una observacién
de la muestra inicial.

Formalmente, dada Yj,---, Yy, una muestra aleatoria de una po-
blacién caracterizada por un pardmetro 8 y T' = t,, (Y3, -+, Y;s) un
estimador de @, se calculan los estimadores T; = tp,—1(Y3,- -, Yi_1,
Yit1,--- ,Ym) para ¢ =i,--- ,m y luego, se calcula el estimador

1 m
T, = E;(mﬁ’—(m—l)ﬂ)

= mT—(m—l)m% (1)
=1

_ T+(m_1)(;?_zg)

llamado estimador jackknife [1].

Se ha probado que el estimador jackknife es un estimador con menor
sesgo que el estimador inicial [1] y que la varianza del estimador
inicial se puede estimar mediante la del estimador jackknife [1], la

cual, con frecuencia, es mas ficil de estimar.
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3 Problema de minimos cuadrados para modelos li-
neales.

Cuando se tiene un conjunto de mediciones (;,¥;), es conveniente
hallar una relacién matemaética y = f() que represente “razonable-
mente bien” dichas mediciones. En muchos casos, lo ideal es que f
sea una funcién lineal; es decir, que f(t) = ¢t + b. En este caso, el
problema se reduce a encontrar ¢ y b de tal forma que la distancia
entre los valores estimados (ct; + b) y los valores observados y; sea
minima. Entre muchas formas de medir esta distancia, se encuen-
tra la norma euclidiana (||.||2) que es la que genera el nombre de los

minimos cuadrados.

En forma més general, dado el conjunto de mediciones (a?, a;),
donde a; € IR", a; € R para i = 1,2,--- ;0 y m > n, el problema
de estimar z, los parametros del modelo lineal a; = a?:c, por el
método de los minimos cuadrados, se reduce a encontrar = tal que
Az — = min ||Az —
142 — yllz = min |4z — ll2
donde A = [(11,.' i ,a‘m]T Y U= (alr e la‘m)T'
Bajo el supuesto que la matriz A es de rango completo, dicho vector

T es 1inico, esta dado por
T=(ATA) 14Ty (2)

y se denomina el estimador de minimos cuadrados (EMC) del mo-

delo lineal mencionado [4].

4 Estimador jackknife para minimos cuadrados.

Segiin la definicién dada en la Seccién 2, para calcular el estimador
jackknife de minimos cuadrados (EJMC) del modelo lineal, ademas
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de contar con Z, el EMC, debemos calcular z; (i = 1,--- ,m), el
EMC de la submuestra que queda al eliminar la medicién (a7, ;)

de la muestra inicial. Esto es, debemos encontrar Z; tal que

||AiZ; — yil|2 = ZIIEH;*I;‘ || Asz — wil|2

donde A; = [a1,** ,Gi-1,541, s am]T Y4 = (@1, , 41, @ig1,
) :am)T-
Bajo el supuesto que la matriz A;, (i = 1,---,m), es de rango

completo, el vector Z; es inico y esta dado por
T; = (ATA;)_IA?yi ;

Finalmente, usando la expresién (1), el EJMC del modelo lineal est4
dado por

m%\.-
rj=mZ—(m-1)Y —.
i=1m

5 Algoritmo estandar para calcular el EJMC.

Por lo descrito en la seccién anterior, el algoritmo para calcular el
EJMC se divide en tres pasos:

0. Dados A € IR™*™ de rango completo , y € IR™,

1. Resolver min ||Az — y||2 , SALIDA: 7.
zeR"

2. Parai=1,---,m

Resolver min ||A;z — ;|3 , SALIDA: Z;.

zeR™
3. Calcular z; =mz — (m — 1) E-——'— . SALIDA: z;.
m
i=1
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Bajo el supuesto que las matrices A y A;, para: = 1,--- ,m, sean
de rango completo y utilizando el método de las ecuaciones nor-
males para resolver los problemas planteados en los pasos 1 y 2, un
algoritmo mas detallado para el calculo de EJMC es el siguiente:

0. Dados A € R™*™ de rango completo , y € R™,

1. {Resolver AT Az = ATy.}
- Calcular S = AT A.
- Calcular d = ATy.
- Resolver Sz = d.
SALIDA: Z.

2. Parai=1,--- ,m.
{Resolver AT Ajz = ATy;.}
- Calcular S; = AT A;.
- Calcular d; = A:ryt-.
- Resolver S;z; = d;.
SALIDA: T;.

m -~
3. Calcularz_;:mf—(m—l)zﬂ.
m

i=1

SALIDA: z.

Utilizando el Método de Cilolesky para resolver los sistemas de

ecuaciones lineales, el niimero de flops' que requiere el paso 1 es

n*m n® , .
5 + nm + ri ki el nimero de flops que requiere el paso 2 es
2 3
-1
m [?—En;—-)+ n(m—1) + % , lo que nos indica que la parte

mas costosa del algoritmo es el cédlculo de los T;, en el paso 2.

"Un flop es la cantidad de trabajo asociado al célculo de s =: s + aixb;[3]
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6 Algunos resultados del algebra lineal.

Ante el alto costo computacional del algoritmo descrito en la seccién
anterior, nos propusimos buscar propiedades o resultados que nos
permitieran disenar un algoritmo mas eficiente para el calculo de los
z;. Un primer resultado es el presentado en la tésis de Vargas [5]
con el objeto de rebajar el costo del célculo de AT A;. Aunque este
calculo no es necesario, como veremos maés adelante, el resultado es

importante para nuestros propositos.

Lema 1 (Vargas[5]). Dada una matriz A = [ay,--- ,a,]T € R™*™,
si la matriz A; € RU™DX" s la matriz que resulta de eliminar la

fila © en la matriz A, entonces
ATA; = ATA — a;al .

ic]
Un segundo resultado, similar al anterior pero atin més elemental,

nos permite simplificar el cilculo de d; = ATy;, y estd dado en el

siguiente lema.

Lema 2 Si ademds de lo supuestos del Lema 1, tenemos que y =
(a1, yam)T y y;i € R™! es el vector que resulta de eliminar la

componente v en el vector y, entonces

A‘Ty,: = ATy — Qg .

Demostraciéon: Observe que

83|
Q1 i
T T
Ay:[a'h"':am] : =Zajaj.
ji=1
Oyn
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El siguiente resultado aparece enunciado en [2] y serd fundamental
en la obtencién de nuestro resultado principal. Para mayor claridad
y hacer mas autocontenido este trabajo, incluimos nuestra versién

de su demostracion.

Lema 3 (Sherman-Morrison- Woodbury)[2]. Sean M € R™™™ una
matriz no singular y u,v € R"™ vectores no nulos. Entonces, (M +
uvT) es no singular si y solo sic =1+ vT M~ lu# 0. Ademds, si
c#0, (M+wT)1=M"1- éM‘luvTM_l.

Demostracion:
<) Sio=1+vT M u#0, se tiene que

1

(M + wT) - (M‘l - ;M'luvTM'l) =

Il

(I +uwTM™1). (I - &uvTM_l)

= (I+wM1)- -l-(u +uoT M 1w M1

o
1
= (I+w'M ) - =u(l +vTM )T M™!
( o
= (I+wM™?)—wM!
= T,
lo que implica que (M + uvT) es invertible y que (M + uo?)~1 =
1
M- M lw™M .
o
=) Supongamocs que o = 1 +vT M~1u = 0 y recordemos que u es
un vector no nulo. Observemos que
(I+ww"™ M NYu = utu@@™M )
= (1+v"M upu
ou

= 0
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lo que implica que (I + w?M~!) es una matriz singular y por
tanto (M+uwv®) = (I4+w? M~1)M también lo es. B

Finalmente, haciendo uso de los resultados anteriores, podemos re-
bajar el costo de resolver los sistemas A7 A;z = ATy; como se mues-
tra en el siguiente teorema.

Teorema 1. Si, ademds de los supuestos del Lema 2, A y A; son
matrices de rango completo, entonces T;, la solucion de AT A;x =

A?yi, estd dada por

donde T es la solucién de AT Az = ATy, z; es la solucion de AT Az =
a, 0i=1—alz yd; = Aly:.

Demostracién: Sean S = ATA, S; = ATA; yd = ATy. Co-

mo A y A; son de rango completo, S y S; son invertibles. Por
i

el Lema 1, S; = S — aja; . Como S; es invertible, por el Lema
3, s =1 - a?S‘la,- =1- a?zi es diferente de cero y S‘.‘I =

(S-1+ %S‘lma?S_]). Por lo tanto,
Z = 874
1
== (S—l + —S"la,-a?‘S_l) i
a4

Por el Lema 2, d; = d — a;a;, por lo tanto
5, N 1

T; = S ](d — aia,;) + d—Z‘(ZFd,)
T

2Xd;
= 5% e Td‘z,

T
z?d,-

i

1
= 5+(z’d‘—ai)zi.

= T-ozi+ zi

i
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7 Algoritmo modificado para calcular el EJMC.

Teniendo en cuenta que lo méas costoso del algoritmo estandar para
el computo del EJMC es el célculo de la solucién los m sistemas
AT Az = Aly; (paso 2 del algoritmo estdndar), que el teorema
de la seccién anterior establece que no es necesario calcular S; ni d;
(z;fr d; = z:-r d -a,-z;T a;) y que la solucién de estos sistemas se reduce al
célculo de algunos productos internos y a la solucién de los sistemas
AT Az; = a;, cuyo costo es del orden de n? flops (después de haber
resuelto el sistema AT Az = ATy), proponemos modificar el paso 2
del algoritmo mencionado en la Seccién 5 de la siguiente manera: -

Para:=1,--- ,m.

{Resolver AT A;xz = ATy;.}
- Resolver Sz; = a;.
- Calcular §; = a'{z;.
- Calcular o; =1 - §;.
- Calcular 8; = zérd — aib;.
- Calcular z; = = + (-E: - ag) ;.

SALIDA: Z;.

Esta modificacién reduce el costo de este paso a m [3n - nz] .

8 Uso del algoritmo QR en el calculo del EMC.

Podemos ver que que los resultados de la Seccién 6 nos permiten
simplificar el algoritmo para calcular el EJMC, independientemente
del método de solucién que se utilice para resolver los problemas
de minimos cuadrados en los pasos 1 y 2 sefialados en la Seccion 5,
bajo el supuesto que las matrices A y A;, parai =1, --- ,m, sean

de rango completo.
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Por ejemplo, si aplicamos el método QR para resolver el proble-

ma min ||Az — y||2, lo primero que tenemos que hacer es factorizar
zeIR

A = QR, donde Q € IR™*™ es una matriz ortogonal y R € IR™*"
es una matriz triangular superior. La solucién del problema, bajo
el supuesto que A es de rango completo, se obtiene al resolver el
sistema Rz = Q{y donde @, € R™ ™ y R; € R™™™ es no singu-

R
lar, Q = [Q1 Qi y R= ( G: )[4] Observemos que con esta

notacién, tenemos que A = QR = Q1R y que S = ATA = RT R,

es la factorizacién de Cholesky de la matriz S.

Veamos cual seria el algoritmo estindar para el calculo del EJMC,
utilizando el método QR para resolver los problemas de minimos

cuadrados mencionados.

0. Dados A € IR™*" de rango completo , y €™,

1. { Resolver min ||Az —yl||s.}
zeR™

- Factorizar A= [Q; Q2] ( }2 )

- Calcular d = Qg‘y.
- Resolver Rjz = d.
SALIDA: T.

2. Para.g=1,+;m;

{ Resolver :tIEIRI}‘J |Aiz — yil|2-}

- Factorizar A; = [Q,'] Q,‘gi ( }({;1 )

- Calcular d; = Qgiy,:.
- Resolver R;z; = d;.
SALIDA: Z;.
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-

3. Calcular z; = mZ — (m —1) Z% ;
i=1

SALIDA: z.

El nimero de flops que requiere el paso 1 con este método de solu-

.z 2 n " .
ciénes (mn®+ mn+ |y el mimero de flops que requiere el paso
ri2
2 esm l(m— )n?+ (m—1)n+ ?] .

De nuevo, lo mas costoso del algoritmo es el paso 2, pero tenien-
do en cuenta los mismos resultados que utilizamos para proponer
una forma mas eficiente para el paso 2 del algoritmo estandar, uti-
lizando el método de las ecuaciones normales (ver Seccién T), surge
una propuesta similar para mejorar la eficiencia de este paso en el
anterior algoritmo:

Parai=1,--- ,m

Resol in || Az — yil|2-
{ esoverwréig}‘ﬂ i — yil|2.}

{Resolver Sz; = a;.}
- Resolver R w; = a;.
- Resolver Ryz; = w;.
- Calcular §; = a?zi.
- Calcular o; =1 — 6;.
- Calcular g; = zt-T d — a;b;.
-Caleular z; =7 + (g:- - a,-) Zi.
SALIDA: Z;.

2

cuyo costo se reduce a m [371. + %] después de ejecutar el paso 1.

9 Conclusiones

El resultado principal de este trabajo esta dado por el Teorema 1
de la Seccién 6. En él, se caracterizan los estimadores de minimos
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cuadrados (EMC) de cada una de las submuestras obtenidas al
eliminar una observacién de la muestra inicial. Esta caracteri-
zacion, en el caso de las ecuaciones normales con factorizacién de

3
Cholesky, nos permite reducir de m |n?(m — 1) 4+ n(m — 1) + %]

a mn [3n +n?] el mimero de flops requeridos para el célculo del es-
timador jackknife de minimos cuadrados (EJMC) para un modelo
lineal, siendo n el nimero de parametros a estimar y m el tamano

de la muestra.

Es mas, si no se necesitan los EMC de cada una de las submuestras,
se puede obtener el EJMC sin calcular los EMC, de la siguiente

forma

0. Dados A € IR™*™ de rango completo , y € R™,

1. Resolver n%n”Aa: —yll2 SALIDA: Z.
zeR”

2. Parai=1,---,m
{ Resolver min ||A;z — y;l|2.}
zeR™
Resolver Sz; = a;
Calcular 8; = af z;.
Calcular ¢; = 1 — é;.
Calcular g; = zf" d — a;6;.
Calcular v; = (g: - a;). SALIDA: 2; , ;.

I
3. Calcular z; =z + "n; Z'Tizi . SALIDA: z;.

=1

Es de anotar, que la simplificacién de los cédlculos es independiente
del algoritmo que se utilice para resolver los problemas de minimos
cuadrados lineales involucrados en el algoritmo basico. En el tra-
bajo, mostramos dicha simplificacién usando tanto el método de las
ecuaciones normales (Seccién 7), como el método QR (Seccién 8) e
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igualmente podria hacerse para otros métodos como el de los valores

singulares y el de Gram-Schmidt modificado.

Finalmente, observemos que los resultados obtenidos estan basados
en el supuesto de unicidad de los EMC involucrados en el algoritmo
bésico, lo cual resulta de suponer que las matrices A y A; son de
rango completo. Actualmente, estamos trabajando en la obtencién
de resultados similares bajo el supuesto que sélo A sea de rango

completo.

Otro frente de trabajo interesante, en esta direccion, es la extensién
de estos resultados para el caso del EJMC agrupados, es decir, aquel
que se define a partir de los EMC de las submuestras que se obtienen

al quitar grupos de observaciones en la muestra inicial.
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