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Resumen

Sean (M, g) una variedad riemmaniana de dimensién dos y una métrica g conforme
a g, considere el disco unitario con centro en el origen B? y con frontera la circun-
ferencia 0B2.

En este trabajo de grado:

1. Se encontraron explicitamente las relaciones entre los simbolos de Christoffel
r fj y Ffj, las curvaturas gaussianas K y K y las curvaturas geodésicas h y h,
de las variedades (M, g) y (M, g) respectivamente.

2. Se extendié geométricamente la proyeccién estercogréfica sobre S' = 0B? a
una funcién definida sobre el disco unitario con centro en el origen.

3. Usando la extensién de la proyeccién estereografica, se construyo una familia
no numerable de métricas conformes a la métrica euclidiana en el disco B? con
la misma curvatura gaussiana cero y la misma curvatura geodésica uno.

Palabras Clave: Variedades riemannianas, funciones conformes, curvatura Gaus-
siana, curvatura geodésica, disco unitario.
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Introduccion

Sea (M, g) una variedad Riemanniana con frontera de dimensién dos. Sea x(u,v)
una parametrizacion de M en p. Denotaremos como X, a la derivada parcial de x
con respecto a la variable u, es decir,

0x

ou’
La primera forma fundamental expresada en la base {x,, x, } asociada a la parametrizacién
x(u,v) en p es dada como:

Xu

E(u,v) = (Xy, Xu)p , F(u,v) = (Xu, Xp)p , G(u,v) = (X4, Xp)p -

Estos son llamados los coeficientes de la primera forma fundamental en la base
{xu, Xy}

Los simbolos de Christoffel F;k, 1,7 = 1,2. se definen como:

FhE + F%F = <qu>Xu> = %Em
ME +THF = (X, Xu) = 5B,
D +THG = (Xup, Xy) = %Gu,
[3E +T5,F = (X, Xy) = F, — 3G,
F§2F —|'_ F%2G - <X’U’U7XU> - %G’U'

El teorema Egregium de Gauss para superficies regulares demuestra que la curvatura
de Gauss esta dada en términos de los simbolos de Christoffel. Por esta razon se define
la curvatura de Gauss K de (M, g) como:

— EK = (ﬁz)l - (F%1)2 + F12F%1 + F%2F%2 - F%lrg - Fhrﬁz‘ (1)

Sea V la conexién riemanniana compatible con la métrica g y h la curvatura geodésica
en p € OM definida como:



h(p) = g(Va,02,01)(p),

donde M = {0;,05} es un marco local ortonormal tal que 0; es tangente a OM y
n= 82.

Un problema cléasico de la geometria diferencial es, dada una variedad riemanni-
ana (M, g) con frontera de dimensién 2, una funcién K : M — R y una funcién
h:OM — R, jexiste una métrica riemanniana § conforme a ¢ tales que K sea la
curvatura gaussiana de (M, g) y h la curvatura geodésica en la frontera de M, con
respecto a OM?.

El problema de prescribir la curvatura gaussiana fue planteado por primera vez por
Louis Nirenberg para variedades sin frontera y por Pascal Cherrier fue para
variedades con frontera. Ambos problemas han sido objeto de intensa investigacion
y no han sido completamente resueltos.

En este trabajo se encontroé explicitamente las relaciones entre los simbolos de Christof-
fel Tkj v f‘f 4, las curvaturas gaussianas K y K y las curvaturas geodésicas h y fz,
de las variedades (M, g) y (M, g), respectivamente. Se usaron dichas relaciones para
demostrar que una familia no numerable de métricas, construidas a partir de la
proyeccion estereografica, son métricas conformes a la métrica euclidiana en el disco
B? con la misma curvatura Gaussiana 0 y curvatura geodésica 1.

En el capitulo 1 se presentan las definiciones y teoremas principales que sustentan el
proyecto; conceptos de geometria diferencial y variedades diferenciables, dando las
definiciones (variedad, variedad diferenciable, variedad riemanniana...) y conceptos
bésicos; todas estas en dimension dos (n = 2), que es en el espacio en el que traba-
jaremos.

En el capitulo 2 se introducen las métricas conformes y se dan las relaciones entre los
simbolos de Christoffel Ffj y Ffj, las curvaturas gaussianas K y K y las curvaturas
geodésicas h y h de (M, g) y (M, §) respectivamente.

En el capitulo 3 se introduce la proyeccion estereografica en el plano, la funcién in-
versa de la proyeccién estereografica y se presentan propiedades de esta, ademds se
extiende la proyeccién estereografica a una funcién definida sobre el disco unitario
con centro en el origen.

Finalmente, en el capitulo 4 se muestran las métricas sobre el disco euclidiano con-
formes a la métrica euclidiana con curvatura gaussiana 0 y curvatura geodésica 1
sobre la frontera del disco.



Capitulo 1
CONCEPTOS BASICOS

A continuacion se presentaran las definiciones y teoremas principales necesarios para
la realizacién de este trabajo.

1.1 Sobre Variedades

Definicién 1.1.1 (Homeomorfismo) Sea M un espacio topoldgico. Decimos que
una funcién continua o : U C M — R? es un homeomorfismo sobre o(U) si ¢ es
inyectiva y su inversa o' : (U) C R* — M es continua. En este caso diremos que
U y ¢o(U) son conjuntos homeomorfos.

Definicién 1.1.2 (2-Variedad) Una variedad M de dimension 2 (6 2-Variedad)
es un espacio topologico Hausdorff en el que cada punto de M, tiene un entorno
homeomdrfico a R2.

Definicién 1.1.3 (2-Variedad diferenciable) Una 2-variedad diferenciable es
un conjunto M dotado de una familia de aplicaciones inyectivas ¢; @ U; — M,
i = 1,2., definidas en conjuntos abiertos U; C R? sobre M tales que:

1. U;0i(Ui) = M.
2. Para cada pari,j = 1,2 con ¢;(U;) N p;(U;) = W # 0, tenemos que ;' (W),

goj_l(W) son conjuntos abiertos en R?, y que goj_l 0w, it o; son aplicaciones
diferenciables.

La pareja (U;, ;) (o laaplicacién ¢;) con p € ¢;(U;) es llamada una parametrizacion
(o sistema de coordenadas) de M en p; el conjunto ¢;(U;) se denomina una wvecin-
dad coordenada (o entorno coordenado) y si ¢ = ¢;(u;,v;) € M decimos que
(u;,v;) son las coordenadas de ¢ en dicho sistema coordenado; la familia {(U;, ¢;)}



es llamada una estructura diferencial de M.
Sea H? el Semiespacio de R? definido por:
H? = {(z1,29) € R® : 19 >0}

Definicién 1.1.4 (2-Variedad diferenciable con frontera) Una 2-variedad difer-
enciable con frontera es un conjunto M dotado de una familia de aplicaciones
inyectivas @; : Uy — M, i = 1,2., definidas en conjuntos abiertos U; C H* en M
tales que:

2. Para cada par i,j = 1,2 con 0,(U;) N ;(U;) = W # 0,los conjuntos ¢; (W)
y ¢; (W) son conjuntos abiertos en H? y los mapeos ;' o ¢;, @i ' o @; son
diferenciables.

Definicién 1.1.5 Sean M, y M, 2-variedades diferenciables. Una aplicacion ¢ :
M, — M, es diferenciable en p € M, si dada una parametrizacion y: V C R? —
My alrededor de o(p) existe una parametrizacion = : U C R* — M, alrededor de p
tal que (x(U)) C y(V) y tal que la aplicacion:

yilocpoa::UCR2—>R2, (1.1)

es diferenciable en x1(p). Se dice que v es diferenciable en M, si es diferenciable
en cada p € M.

Esta definicién no depende de la eleccion de las parametrizaciones. La aplicacién
(1.1), se denomina expresion de la funcién ¢ en las parametrizaciones x e y.

Definicién 1.1.6 Sea M una 2-variedad diferenciable. Una aplicacion diferenciable
a: (—€€) = M se denomina una curva sobre M. Suponga que a(0) =p € M y
sea D el conjunto de las funciones sobre M que son diferenciables en p. FEl vector
tangente a la curva o ent =0 es la funcion o/ (0) : D — R definida por,

o' (0)(f) = %(fooz) . feD.

t=0

Un vector tangente v en un punto p € M es el vector tangente ent = 0 a
alguna curva diferenciable o : (—e,€) — M con a(0) = p.
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El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p, se denominara espacto tan-
gente a M en p y se denota por:

T,(M) ={a'(0)|cv : (—e,€) — M, a(0) = p}.

Dado X € TpM existe una curva a: (—e¢,€) — M con «(0) =py o/(0) = X. Asi si
f € D, escribiremos X f = o/(0) f.

Definicién 1.1.7 (Bracket) Sean X y Y campos vectoriales diferenciables sobre
una variedad diferenciable M. Sea D el conjunto de las funciones diferenciables

sobre M. FEntonces existe un unico campo vectorial Z, tal que para todo f € D,
Zf = (XY —=YX)f. Elvector Z, es llamado bracket [ X, Y] = XY —Y X de X y
Y.

Proposicion 1.1.8 57 X, Y y Z son campos vectoriales diferenciables sobre una
variedad diferenciable M, a,b son niumeros reales, y f, g son funciones diferenciables,
entonces:

(a) [X,Y] = —[Y, X] (anticonmutatividad),

(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (lincalidad),

(¢) [1X,Y), 2] + [[Y, Z), X] + [[Z,X],Y] = 0 (identidad de Jacobi),
(d) [fX.qY] = fglX, Y]+ [X(9)Y — gY (/)X

Definicién 1.1.9 (La diferencial) Sean M; y My 2-variedades diferenciales y sea
@ My — My una aplicacion diferenciable. Para cada p € My y cada w € T,(M),
considérese una curva diferenciable o : (—e€, €) — My, con «(0) = p, o/(0) = w. Sea
B =@oa. La aplicacion dy, : Ty(M1) = Typy(Ms) dada por dpy(w) = 5'(0) es una
aplicacion lineal bien definida, denominada la diferencial de dyp en p.

Definicién 1.1.10 (2-Variedad riemanniana) Una 2-variedad riemanniana
es una 2-variedad diferenciable M dotada de un producto interno ( , ), en cada plano
tangente T,(M), p € M, que varia diferenciablemente con respecto a p en el siguiente
sentido: Para alguna (por tanto para toda) parametrizacion x: U — M en torno a
p, (u,v), las funciones:

o 0 0 0 o 0
E(u,v) = <%7%>7 F(U,U) = <%7%>7 G(UJU> = <%7%>7

son funciones diferenciales en U. El producto interior { , ) se denomina habitual-
mente una métrica riemanniana sobre M.
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Definicién 1.1.11 (Primera forma fundamental) Sea M una 2— variedad dotada
de un producto interno ( , ) en cada plano tangente T,(M), p € M.
Si wy,we € TH(M), entonces a este producto interno, (wy,ws), (que es lineal y es
una forma bilineal simétrica), le corresponde una forma cuadrdatica I, : T,(M) — R
dada por:

]p(w) = <w’w>p :| w |22 0,

denominada la primera forma fundamental de la 2-variedad en p € M.

Observaciones.

1. Seax(u,v) una parametrizacion de M en p. Denotaremos como x, a la derivada
parcial de x con respecto a la variable u, es decir,

Jx

Xy = —.
ou

2. La primera forma fundamental expresada en la base {x,,x,} asociada a la
parametrizacién x(u,v) en p es dada como:

E(u,v) = (Xy, Xu)p » F(u,v) = (X, Xo)p , G(u,v) = (Xy,Xy)p - (1.2)

Estos son llamados los coeficientes de la primera forma fundamental en
la base {x,,x,}.

1.2 Conexiones

La idea de una Conexién en una variedad riemanniana es la de poder definir la
derivada de un campo vectorial en la direccion de un vector determinado. Para
campos vectoriales en R? lo podemos hacer de manera natural, definiendo para un
campo X : R? — R? y un vector v en R? = T,R*:

Vo X (p) = limyo L(X (p + tv) — X(p)) = DX (p).v .

La dificultad en una variedad M es que en general si tomamos un vector v € T, M
y una curva «(t) en M, tal que, a(0) = p y o'(0) = v entonces la diferencia
X(a(t)) — X(p) no tiene sentido porque X («(t)) y X(p) estan definidos en espa-
cios vectoriales distintos y por lo tanto, su resta no estd definida. En R? esto es
posible ya que todos los planos tangentes T, R? pueden identificarse. Asf que la labor
de la conexion serd proporcionar una forma de derivar en la variedad.
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Si pensamos en qué exigirle a una derivada direccional de campos vectoriales, lo
minimo que debemos pedir es que tal operacién sea lineal y la regla de Leibniz se
cumpla. Tomando esto en cuenta se define:

Definicién 1.2.1 (Conexién Afin) Sean M una 2-variedad diferenciable y x (M)
el conjunto formado por los campos vectoriales. Una conexion afin D sobre M es
una funcion:

D x (M) x x(M) = x(M),

que se denota por (X,Y) — D(X,Y) := DxY y satisface las propiedades siguientes:
1. DyxsgyZ = fDxZ + gDy Z,
2. Dx(Y +Z) = DxY + DxZ,
5. Dx(fY) = fDxY + X(f)Y,

donde X,Y,Z € x(M) y f,g € C>®(M).

Definicién 1.2.2 (Conexién simétrica y compatible) Dada (M, g) una 2-variedad
riemanniana, se dird que una conexion D : x(M) x x(M) — x(M) es simétrica si:

DxY — DyX = [X,Y],
y compatible con la métrica si:
Z9(X,Y) = g(DzX,Y) + g(X, DzY).

Teorema 1.2.3 (Levi Civita) Sea (M, g) una 2-variedad riemanniana, entonces
existe una unica conexion simétrica y compatible con la métrica.

Demostracion.
Primero se probara la unicidad, supongamos la existencia de una conexion D. En-
tonces:

X(Y,Z) = (DxY,Z)+ (Y,DxZ), (1.3)
Y(Z,X) = (DyZ,X)+ (Z DyX), 4)
Z(X,)Y) = (DzX,Y)+ (X,D;Y). (1.5)

Sumando (1.3) y (1.4), luego restando (1.5), se tiene usando la simetria de D, que:

XY, Z)+Y (2, X) = Z(X,Y) = (X, Z), V) +{[Y, Z], X) + (X, Y], Z) + 2(Z, Dy X).

Por lo tanto,
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(Z.DyX) — %{X(Y, 2)+Y(Z,X) — Z(X,Y) (1.6)
- <[X7 Z]7Y> - <[Y, Z]7X> - <[X7 Y]’Z>}

La expresion (1.6) muestra que D, esta unicamente determinado por la metrica (, ).
Asi que, si existe es inica. Para probar la existencia, definamos D como (1.6). D
esta bien definida y satisface las condiciones deseadas.

[ |
Observacion.
Nos referiremos de ahora en adelante a la conexién del teorema anterior como la
conexion de Levi Civita sobre M.

1.3 Coordenadas Normales

Sea p € T,M donde M es una variedad diferenciable y un vector v € T,,M no nulo.
Existe una tnica geodésica parametrizada v : (—¢,e) — M con v(0) = p,7'(0) = v,
la geodésica v tiene dependencia respecto al vector v, es decir, v = (¢, v).

Lema 1.3.1 Sila geodésica(t,v) esta definida parat € (—e¢,€), entonces la geodésica
v(t, ), A € R, donde X es no nulo, esta definida para t € (55,5) y y(t, ) =
V(A v).

De ahora en adelante, si v € T,,M es tal que y(|v|, ﬁ) =
definido.

Jvl
o]

v) = v(1,v), esta bien

Denotaremos por
expyv =(1,v) y exp,0 = p

a llamada la aplicacién exponencial.

Proposicién 1.3.2 Dado p € M existe € > 0 tal que exp, esta definida y es difer-
enciable en el interior de un disco B, de radio € y centro de origen en T,M.

Proposicién 1.3.3 La aplicacién exp, : B. C T,M — M es un difeomorfismo en
un entorno U C B, del origen 0 de T,M.
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Ahora, como la aplicacién (exp,) es un difeomorfismo en U, esta puede usarse para
introducir coordenadas en V.

Las coordenadas normales corresponden a un sistema de coordenadas rectangulares
en el plano tangente T, M.

Definicién 1.3.4 (Coordenadas Normales) . Elijamos en el plano T,M, p € M
dos vectores ortogonales unitarios ey y es. Como la aplicacion (exp,) es un difeo-
morfismo, satisface las condiciones de parametrizacion en p. Si g € V, entonces
q = exp,(w) donde w = uey +vey € U y decimos que q tiene coordenadas (u,v).

Observe que en el punto p los coeficientes de la primera forma fundamental con
respecto a dicho sistema son:

E(p)=Gp =1y F(p) =0.

1.4 Los Simbolos de Christoffel

Definicién 1.4.1 (Simbolos de Christoffel) Sean una 2-variedad riemmaniana
M, una conezién afin D y (U, x) un sistema de coordenadas, donde ©: U C R? — M.
Es costumbre llamar a las funciones Ff‘j definidas sobre U por Dx, X; = Zizl FZ-X;W
los coeficientes de la conexion D sobre U o los simbolos de Christoffel de la
conexion.

Sea ¢ la matriz 2 X 2 con componentes,

gu=FE, gu=9g1=F y gn=_G.
Su matriz inversa ¢~! tiene componentes,

11 _ G g 921 —F y g E
~ BEG - F¥ EG - F? " EG-F?

donde E, F'y G son como en (1.2).

9

Denotemos por 0; a %, j=1,2. De (1.6) tenemos que:
J

1{(%1@% + (ki) — (9ij)r}-

<6k7 D3i8j> - 9
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— N2
Por otro lado como Dy,0; = >, I';;0;, entonces,

2
(Da,0;, 0k) = <Z %0y, O) = Z (O, On) = Zrugm
=1

=1

Por lo tanto,

2

Z ij 9k = g]k) + (gri)j — (gij)}-

=1

Que se puede reescribir como:

F%lE + F%lF = % Eu - %(gll)ua

2
ILE+I%,F= 1E, = %(gn)m @
F%zF + F%zG = % G, = %(922)1“
PhWB +T5,F = F, — 3Gy = (g12)0 — 5(922)us
Pl + 156G = % G, = %(922)1)-

Notacion.

Denotaremos a E, = E; = (911)1, E, = Ey = (911)2, F,=F = (912)1, F,=F =
(912)2, G, =G = (922)1 y G, =Gy = (922)2-

Observaciones.

1. Como X, = Xy, se concluye que I'l, = T3, y T3, =%, esté es, los sémbolos
de Christoffel son simetricos respecto a los indices inferiores.
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2. Usando el sistema de ecuaciones (1.7), obtenemos que,

GFE,+ FEy, —2FF,

Iy, =
1 2(EG — F?2)
2 _ 28R - EE, - FE,
1 2(EG — F2)
o _ GBE-FG
2 (EG - F?2y’
2 _ BG-FE
2 (EG - F?2)’
o GhR- LGGy + FGy)
22 (EG — F?) )
o —FF, + 3(FGy + EG>) 18)

(EG — F?)

Para introducir la curvatura gaussiana K sobre una variedad riemmaniana M con la
métrica g se usara la relacién mostrada en el libro Differential Geometry of Curves
and Surfaces, de M. do Carmo. Estd es conocida como la formula de Gauss y
sera tomada como la definicion.

Definicién 1.4.2 (Curvatura gaussiana) Sean (M, g) una variedad riemmani-
ana, Ffj los simbolos de Christoffel de la métrica g y E = gq1; se define la curvatura
gausianna K por la relacion:

—EK = (F%2)1 - (F%1)2 + Fbr%l + F%2F%2 - F%ng - FhF%T (1.9)

Luego, si § = €*/ g es la métrica conforme a ¢ entonces la curvatura gaussiana K esté
dada por:

- Ef( - (ﬁz)l - (f%1>2 + ﬂzfi + f%f% - f%lfg - f%lf%2 (1-10)

Definicién 1.4.3 (Curvatura geodésica) La curvatura geodésica enp € OM estd
definida como:

h(p) = g(V9,02,01)(p),

donde M = {01,02} es un marco local ortonormal tal que 0y es tangente a OM vy
n = 0y es normal a M en p. Se dice entonces que h es la curvatura geodésica en
el punto p.
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1.5 El Gradiente, la Divergencia y el Laplaciano
Sea |g| el determinante de la matriz g de dimensién 2 con componentes,
gn=E ga=gn=Fy gn=_G.
Es decir, el determinante |g| estd dado por
gl = BG = F? = g11925 — (912)*.

La matriz inversa de ¢ tiene componentes ¢’*, donde j,k = 1,2. Sea f una funcién
definida en una variedad M y {0;, 02} base de T,M.

1.5.1 El Gradiente

Definicién 1.5.1 (Gradiente) Sean M una 2-variedad diferenciable y ¢ una funcion
diferenciable ¢ : M — R. Definimos el gradiente de ¢, denotado por Vi, como el
campo vectorial en M para el cual:

(Vp,v) =vp
para todo v € T,(M).

Teorema 1.5.2 (Propiedades del Gradiente V) Sean f y h funciones diferen-
ciables en M, donde M es una 2-variedad diferenciable, entonces,

i).V(f+h) = Vf+Vh,
i1). V(fh) = h(Vf)+ f(Vh). (1.11)

Calculo del Gradiente en términos de las coordenadas

Como (Vf,v) = vf, entonces existen funciones A, B tales que:

Vf= A0, + B0s.
Ahora;

(Vf,01) = (A0 + B0y, 01) = 01 f = Agi1 + Bgax,
(Vf,09) = (A0) + By, 09) = Oof = Agia + Bgas.

Asi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

{Agn + Bga1 = 01 f, (1.12)

Agia + Bgas = Oaf.
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Multiplicando por g;» en la primera ecuacién del sistema (1.12) y a la segunda
ecuacion por gi; al restarlas se tiene que:

3(912921 - 911922) = 1201 f — g1102f.

Despejando B se obtiene,

_ 91201 f — 91102 f _ 91102 f — 91201 f
912921 — 911922 |g|

B

Por otro lado, multiplicando por gss en la primera ecuacién del sistema (1.12) y a la
segunda ecuacion por go; al restarlas tenemos que:

A(911922 - 912921) = 92231f - gzlazf
y despejando A,
A= 92281f - 921a2f _ 92281f - 92132f

911922 — g12921 9]
Por tanto el gradiente de f, V f, esta dado como sigue;

Vf= |?1|[(92231f — §2102f)01 + (91102 f — g1201 f)0s).

Escribiendo el gradiente de f en términos de los coeficientes de la matriz inversa de
g, se tiene que,

2

VI =(g"0uf + g 0f)0 + (97°02f + 901 1)Dr = Y (9"0f) 0k -
Lk=1
1.5.2 La Divergencia

Definicién 1.5.3 (Divergencia) Sea M una 2-variedad diferenciable. y X € C*(M),
k > 1 un campo vectorial, se define la divergencia de X como una funcion de valor
real, divX : M — R, por,

(divX), = traza(V +— Dy X), ,
donde V' es un campo vectorial en M.

Teorema 1.5.4 (Propiedades de la divergencia) Sea M una 2-variedad difer-
enciable, f una funcion definida en M y XY campos vectoriales en M, entonces,

i) div(X +Y) = divX + divy,
i) div(fX) = fdiwX +(Df,X). (1.13)
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Calculo de la Divergencia

Recordemos que la conexion D satisface en una vecindad de p € M:
2
Dy,0; =Y TEok. (1.14)
k=1
Sea V' € T,M un campo diferenciable y X un campo vectorial en la variedad M,

entonces,
2 2
V:ZUjaj y X:Zxﬁj
j=1 j=1

Para calcular la divergencia, veamos primero que es Dy X, para esto se aplicaran las
propiedades (1.2.1):

2
DyX = D(Z?:1 wid) X = Z viDo X =

=1
= i:vz‘D&(z?:fjaj) = ZU,‘(XZ:Dain@j) =
i=1 j=1 i=1 j=1
_ i v; (ijaiaj v (aixj)aj) _
ij=1
= 22: (i3 D0,0; + v1(0i2,)8 ).
ij=1

Sustituyendo (1.14) en la ecuacién anterior y reorganizando los términos se tiene que:

2 2
DX = 3, (Uixj > Thiok + Uz'@%))@' =
k=1

ij=1
2

2
= Z v,x]F,’fjak + Z Uz<azl’])a]

i,5,k=1 ,j=1

Cambiando en la segunda expresion j por k, factorizando 0y y sumando sobre k se
encuentra que,

2 2

1,5,k=1 1,k=1
2 2 2
= < UZ‘ZE]‘FZ-]- + vz(ﬁlwk)>(9k
k=1 ij=1 i=1
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Factorizando v; y sumando sobre k e i se llega a que,

Dy X = ZU"(Z%F + (Ozk) >6k.

k=1 7=1

Ahora, como la divergencia es la traza de la aplicacion V —— Dy X, se sigue que,

2

div(X) = Z(ax, —l—Zx] ) (1.15)

1.5.3 El Laplaciano

Definicién 1.5.5 (Laplaciano) Sea M una variedad diferenciable. Para cualquier
funcion f € C¥(M), k > 2, definimos la funcién laplaciano de f, denotada como
Af, por,

Af = div(Vf).

Si f,h € C¥(M), k > 2, de la definicién del laplaciano (1.5.5) y de las propiedades
de la divergencia (1.13) se tiene que se cumple el siguiente teorema.

Teorema 1.5.6 (Propiedades del Laplaciano) Sean f,h € C*(M), k > 2, en-
tonces,

i). A(f+h) = Af+Ah,

ii). A(fh) = fAh+hAf+2(Vf VL),

1it). div(hVf) = hAf+ (Vh, V). (1.16)

Calculo del Laplaciano

Proposicién 1.5.7 Sea M una 2-variedad diferenciable y {01, 02} una base de T,,M,
donde p € M. Entonces,

2

i@ ( ) |9|9j’“8kf>)+Z<§2:gjkakf)rzj:o.

ij=1 k=1

Demostracion.
Se tiene que,

9; <L> - —{922(911); + 911(922); + 2912(912);}-

NrTERETE
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Asi que,

2

- 1 | _q |
0: —— Jkak = 3 22(911); 11(922); 2 12(g12) ]kak _
S ()P nn) = 3 istontaal (o + 20ul0 )/l 0)

2
1 .
= —m Z {922(911)j + 911(gzg)j + 2912(912)j}(g]k8kf) _
k=1
2
1 .
= —5 29" on) + 9% (o), + 20" (912);} (9700 S )
k=1
Por otro lado, usando (1.8),
2 2 | ) | |
Do NT, = S AT+ T o) =
t,j=1 k=1 A1
2
k=1

2
1
= D 510" ()1 — 9" (911)2 + 20" (g12)1 + 9% (922)1 + 9" (gn)2 + 9" (g10)2 +

k=1
+ 929221 + 29" (g12)2 — 92 (9221 + 922(922)2}(glk8kf + g%akf) —
= % i{gn(gn)l + 9" (g11)2 + 97 (g22)1 + 97 (g22)2 +

k=1
+ 2¢"(g12)1 + 2912(912)2}(glk8kf + ngakf) =

2

2 s 07 + 20(012), (0700,

j k=1

De las dos ecuaciones anteriores, se concluye que,

i (iaﬂ'(ﬁﬂ glg"0.p) + i(ij 7RO, = 0.

J=1 k=1 ij=1 k=1

|
Teniendo en cuenta que div(Vf) = Af y usando el resultado anterior (1.15) se tiene
que,
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2

_ Zf;(a,zﬁ 0, ) +§;kzgﬂ‘kakf>rzg)=
_ 221<§ai<ﬁ>( 9168 Za lglg™Onf) + gggﬂ“@f ) =
- S |ggmakf+;<28< B0 2 )

Reemplazando los simbolos de Christoffel del sistema (1.8) y reagrupando términos
se llega a que el Laplaciano A f estd dado por:

2

- ﬁ S oug™V1glon()). (1.17)

ik=1

Entonces en el punto p,

Af(p) = fu+ foo+ 3 {[f1(922)1 — (gu] + fol(g11)2 — (922)2]} — [f1(g12)2 + fa(g12)1],
(1.18)
donde 01(f) = f1y Oa(f) = fa.

Observacion.
La ecuacion (1.18) se puede escribir también como:

Af(p) = fu+ foo+ {[flGl Ei]+ fo(Ey — Gol} — [iFs + oY) =

= fuu+foot %{fl[(gm)l —(gui] + fol(912)2 — (922)2]} — [f1(912)2 + fo(gr2)1]. (1.19)
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Capitulo 2

Métricas Conformes

Definicién 2.0.1 (Métrica conforme) Sea (M, g) una variedad riemanniana. Se
dice que la métrica g es conforme a la métrica g si g = fg para alguna funcion suave
y positiva f de M en R.

Observacion.

Sea (M, g) una variedad riemmaniana y § = ¢*/g una métrica conforme a la métrica
g, entonces las componentes de g estan dadas por,

g = E= €2fE> gi12 = go1 = F=e¥F Yy g2 = G =e¥a.

Su matriz inversa ¢! tiene componentes,
21 - i 522 == L
EG — F? EG — F?

. G .
L — e
EG — F?

y el sistema (1.8) se transforma en,

=g

GE, + FE, — 2FFy

ML = —
2(EG — F?)
o _ 2BR - BB~ FF,
H 2AEG —F?)
F_ GE, — FG,
12 —_— T,
2(EG — F?)
-, EG, - FE,
F12 — TR <~ =~
2EG — F?)
o GR -GG+ FGy)
22 EG, . F,Z )
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- —FF+ Y(FG+ EG,)
- (EG — F?)
donde, Ey = (g11)1, E2 = (g11)2, G1 = (922)1, G2 = (g22)2, F1 = (g12)1 = (9211 ¥
Fy = (g12)2 = (g21)2-

, (2.1)

Proposicién 2.0.2 Sea (M, g) una variedad riemmaniana y g = e?f g la métrica
conforme a g, entonces los simbolos de Christoffel Ffj de la métrica g se relacionan
con los I‘,i-“j de la métrica g como sigue:

Tl = Th+ figng' + (2figi2 = fagin)g®, (2.2)
I = Th+ fuigng” + (2figi2 — fagi)g™, (2.3)
%, = Th+ f19220™ + fagug™, (2.4)
%, = Thh+ figng™ + fang", (2.5)
Ty = Thy+ (2foger — f1922)9"" + fog229”", (2.6)
%, = T35+ (2foag21 — f1922)9" + fag220". (2.7)

Demostracién.
Puesto que § = €2/ g, entonces usando el sistema anterior (2.1) tenemos que,
o GEPE, - 9FF

e 2EG—F?)
e G2f1eY E + ¥ E) + 2 F(2f22 E + 2T Ey) — 2e¥ F(2f1e* F + €2 )

2{e?fEe?IG — (e*TF)?} B
e4f{G(2f1E + B+ FQ2foE+ Ey) —2F(2f1F + Fy)}
AT 2(EG — F?)} -

GE,+ FEy, —2FF, 2fiEG+2f,EF — 4f,(F?)

2(EG — F?) 2(EG — F?)
_ L AEG+ fEF —2f1(F?)
- EG — F?2 -

= T+ figiig" — fogi19™ + 2f19129".

Por lo tanto, .
Iy =T + figng' + (2figi2 — fagin)g™.

De manera dnaloga se demuestran las ecuaciones (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) y (2.7).
|

25



Del sistema de ecuaciones dado en la Proposicién 2.0.2, las ecuaciones (2.2), (2.3),

(2.4), (2.5), (2.6) v

= Ty + (fign + fign — fign)g
= F%l + (flgll + figi1 — f1g11)g
= F%l + (fig1 + fag1 — fig12)9"
= T+ (figar + fogii — fr912)9
= F%z + (f2g21 + f2g21 — f1922)9
= T35+ (fog21 + fog21 — f1922)9

(2.7) se pueden reescribir como:

fig12 + figiz — f2911)9*

)
f1912 + fig12 — fa911)9
f1g22 + fag12 — f2912)9°7,

)

)

)

12 22

f1922 + fag12 — fog12 921
f2922 + f2g922 — f2922)9
f2922 + fag22 — f2922)9

+
+
+(
11+(
+( 21
+(

22

De donde podemos encontrar una ecuacién que las generaliza y estda dada por,

donde 7,5 =1, 2.

2
Iy =T5 + Z(figjl + figa — fi9i)9"™ (2.8)
=1

Teorema 2.0.3 Sea (M,g) una variedad riemmaniana y g = €* g la métrica con-
forme a g entonces la curvatura gaussiana K de la métrica g en un punto p esta
relacionada con la curvatura gaussiana K de la métrica g como sigue,

Demostracion.
Sea p € M. Tomemos un sistema de coordenadas normales alrededor de M. Usando
(2.8) tenemos que,

(1.10) y

—EK

+

(T3

K=K+ Af.

— (P12 + (S + (f2)2 + fil(g22)1 + (971 — (9"%)2 — 2(g12)2] +

f2[(912)1 + (911>2 + (922)2] + F%lrb - F%IIgQ + f2<F§2 - Fh) +
3,0, —

Agrupando términos,

(%),

[(922)

fl(g"

i+

Fill—‘%Q + fl [QF%Q - Fil - F%Q]

— ([F))2 + DIy 4+ 05, — T35 — FhF%z) + fu+ f+

(6*)1— (g 12)2 —2(g12)2 + 207, — T}, — T, +
(911)2 + (9%)2 + T35 — T'1,).
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Sustituyendo en la ecuacién anterior por (1.9), se tiene que,

—EK = —EK+ fil(ge2)1 + (¢®)1 — (9"%)2 — 2(g12)2 + 2T}, — T}, — Th,] +
+  fut S+ fl(g")1 + (g11)2 + (6%%)2 + T3, — Iy
Como (¢")r = —(gij)x, cuando 7, j,k = 1,2 en el punto p, se obtiene,
o 1 1
—EK = —EK+ fi1+ foo+ fi[—(g12)2 + 5(922)1 — 5(911)1] +
1 1
+ fal—=(g12)1 + 5(911)2 - 5(922)2]-

Como E = 2'F y EF =1 en el punto p, reemplazando, haciendo agrupacion de
términos y despejando la curvatura K llegamos a que,

K = @R+ [fut for+ 5UAlom) — (9u)] + Bl — (o))
— [filg)2 + falguh]]-
Usando la ecuacién (1.19) se concluye que,
K =YK+ Af.
|

Proposicién 2.0.4 Sean (M, g) una 2-variedad riemanniana con frontera y g =
e?! g la métrica conforme a g con f suave sobre M. La curvatura geodesica h respecto

a la métrica g estda dada por,
h= e/ (h + ﬁ) . (2.9)

Demostracion.
Sea p € OM,y {01,02} un marco local ortonormal tal que el vector normal exterior
respecto a la métrica g es tomado como 17 = 0s.

El vector normal exterior 7 con respecto a la métrica § esta dado por 7 = e fny

g(n,0) =X g, m) = e gle i, e In) = e g(n,n) = gln,n) = 1.

Por definicién 1.2.1 y la ecuacién (2.8), se tiene que,
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%6177 = 68162 = (Cla+ fo)0r + (T3, + f1) 02 =
= (D01 4+ T3,0) + 201 + f102 =

2
= Zrllzal + f201 + f10 =

=1

V,02 + f201 + f105.
Por lo tanto, _
Vo, = Von+ 201 + f10s. (2.10)

Por otro lado, teniendo en cuenta que g(d;,d2) = 0 y usando la definicién 1.2.1;

h = §(V502.01) =¥ g(V50.0) =

= €2fg(%e—f8167f82, e’fﬁl) =

= €2fg<€_f€e—fal Oy + e_f(e_fal)ﬁg, e_fﬁl) =
= M (eg(V,150:,0) =

= g(e7Vp,0,0).

Ahora usando (2.10),

>
|

e g(Vo,00 + f201 + f102,01) =
et g(V8102,31) +9(f281781)] =

Asi que,
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Capitulo 3

Proyeccién estereografica

Denotemos por R al conjunto de los nimeros reales y por R? al espacio producto
formado por las duplas (z1,22), donde x; € R para i = 1,2. Sean (x1,v1) y (22, y2)
vectores de R?. El producto interno usual se define por,

(z1,91)- (T2, ¥2) = 122 + Y112.

Y los vectores e; = (1,0), e3 = (0,1) forman una base de R?.

Definicién 3.0.1 (Proyeccidn estereografica en el plano) Consideremos la cir-
cunferencia unitaria S* y un punto N sobre ella. Sea S el punto en la circunferencia
diametralmente opuesto a N y X la recta tangente a S* en el punto S. Tomemos un
punto M de S* diferente de N y sea NM la recta determinada por los puntos N y
M. Sea M' el punto de interseccion de la recta NM con la recta ¥. Diremos que
M’ es la proyeccién estereogrdfica, con centro de proyeccion N del punto M de
St a la recta %. (Ver Fig 3.1)

Esta correspondencia define una funcién biyectiva entre S'\ N y la recta 3.

N

MI

S

Figure 3.1: Proyeccién Estereogréfica.

A continuacién, con métodos elementales, extenderemos la proyeccion estereografica
a una funcion definida sobre el disco unitario con centro en el origen.
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Teorema 3.0.2 Sea S' la circunferencia unitaria con centro en el origen. Sea
M(z,y) un punto en la circunferencia distinto a N. La proyeccion estereogrdfica
envia un punto M en el punto M'(u, —1) donde,

2x
1—2

u =

ce .z . . _ 4u _ u-4
La funcion inversa de la proyeccion estereogrdfica esta dada por: x = i 2 = v

Demostracion.
Por la definicién de la proyeccion estereografica, existe un numero real A, (A € R)
tal que,

—
NM =\NM,
asi que:

(u,—2) = Az, z — 1).

Entonces u = Axr y —2 = A(z — 1), de donde \ = 1Ez' yu= f_xz.
Por otro lado, como x = 1y z = %, se tiene que:
2 2
T e )
Por consiguiente, A = # y
_ 4 _ u?-4
xr = u2_3—4’ VAR 32—_"_4

|
A continuacién, con métodos elementales, extenderemos la proyeccion estereografica
a una funcion definida sobre el disco unitario 2-dimensional con centro en el origen;
esta funcién conserva las dos propiedades enunciadas de la proyeccion estereografica;
esto es, envia rectas en rectas y los puntos sobre el disco en la recta z = —1.

Teorema 3.0.3 Sea B? el disco unitario con centro en el origen. La funcion definida
por:

224 (241)2—
(b(w, Z) = <x2+éx_1)27 x;rj_(;ri)l)24>’

es una extension de la proyeccion estereogrifica o : S'\{N} — X que envia B*\{N}
en el semiespacio R:2 = {(z,2) e R?: 2 < —1}.
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Demostracion.

Consideremos los puntos A(—a, z) y B(a, z), sobre la frontera del disco {(z,y,2) €
B*\{N} : 22+ 22 =1}, y el segmento AB. Sea C' = (x, z) un punto del interior del
segmento AB. La proyeccion estereografica envia los puntos A y B en los puntos:

plA) = A = (72,-1), ¢(B) = B = (£,-1),

1-27 1-27

Ahora, considere la circunferencia que pasa por el polo norte N(0,1), y los puntos
A"y B' como antes (Ver Fig 3.2).

=1

Figure 3.2:

—a?

El centro de esta circunferencia es el punto P = (0, wy), donde wy = o2 que conin-

cide con la interseccion de las mediatrices del triangulo A'B'N y su radio r = (1—wy)
es la distancia de este punto a uno de los vertices del triangulo; luego la ecuacién
que describe esta circunferencia es u? + (w — wg)? = (1 — wp)?.

Definamos la funcién ¢ de manera que envie el punto C' = (z, 2) en el punto C’ (u, w)
de interseccién de la circunferencia u? + (w — wp)? = (1 — wp)? con la recta que
contiene el segmento C'N y esta dada por las ecuaciones:

u = Az,
(3.1)
w = 14+ XMz-1).
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Entonces resolviendo simultaneamente la ecuacién de la circunferencia y las ecua-
ciones de la recta que contienen a C'N se tiene que:
—2(z = 1)(1 — wy)
A= ’
12 +y* + (2 — 1)?

Teniendo en cuenta que wy = % y a® + 2% = 1 se llega a que:

4

A= .
24+ y? 4 (2 — 1)?

Por lo tanto,

u = x2+?+1)27
w % (3.2)
Es decir,
ole.2) = (st )
|

Proposicion 3.0.4 La funcion ¢ se puede reescribir en la forma:

4(z — N)

P(z) = =N + N,

donde 2 € B>\ {N}, z = (y,s) con s € (—1,1) y N es el polo norte.

Demostracion.
Del teorema anterior se tiene que:

4y, + (s +1)* = 4)
P(y,s) = N p—T =
_ Wyt (=1 At s+ 1) = (s 1))
Yy + (s —1)2
(4y,4(s — 1)) (0,1)

(s =D P (517

_ 4ly,s) = (0,1)
RS +(0,1).
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Por lo tanto,
4(z — N)

—~ + N.
e

o(2) =
m

Observe que la funcién ¢ se extiende naturalmente a una funcién, que llamaremos
también ¢, definida sobre R?\ {N}. M4s atin ¢ es su propia inversa.

Lema 3.0.5 La funcién ¢ : R2\ {N} — R2\ {N} es su propia inversa.

Demostracién.
Se tiene que,

o(6(2) = 4W—‘N+N:4(Hflzﬂ) N=

||¢(z) — N|J? z—N]? 12
z—N.
= M N=:-N+N==
[[z=N]|*
Por lo tanto,
P(d(2)) = 2.

La funcién ¢ también satisface la siguiente relacion:

Lema 3.0.6 Si ¢(z) = 2/, con ||.||s la distancia tomada desde el polo sur (S), en-
tonces se cumple que:

REEED
donde z = (y,s) € R
Demostracién.
Considere ||.|| 1a distancia al origen, y ||.||s la distancia tomada desde el polo sur (.5).
Dado que ¢(z) = A= NH2 + N, se tiene que,
N 2
16(2) = S||* = H == N2 +2N
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1
122 = W(WHZ—NHQJF16(Z—N)NHZ—NHZ+4HZ—NH4):
||4N—i—2(z—N)||2_
||z — N|J?
=+ NIE
||z — N|[?
I = SIP
||z + S| |?
g
||z — S +2S5|?
4||2])2
||z —S||?+4S(z — S)+4

Asi que,

4 2
||Z,||§: HZHS .
||2][3 — 425

Pero ya que z = (y, s), entonces, 2.5 = sy

4 2
) = el
[FH=r
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Capitulo 4

Meétricas Conformes a la métrica
euclidiana en BZ.

Sea {e1, ez} la base usual de R%. Denotemos por 0ij = e;.ej donde 0;; = 1 si¢ =
J vy 6i; =0sii+#j, el producto interno usual de R2.
Asi, si (z1,y1) v (22, y2) son dos vectores de R? entonces podemos escribir:

5ij(($17 yl)a (l’z, y2)) = 21279 + Y1Y2.-

Definicién 4.0.1 Sean g una métrica riemanniana sobre R?> y f : R? — R? una
funcion biyectiva diferenciable con la derivada D f(p) biyectiva para todo p € R%. La
funcién f define una nueva métrica en R?, denotada por f*(g) como:

f3(9)(u,v) = g(Df(p)(u), Df(p)(v)) = 9(Vuf(), Vuf(p)),

donde u y v son vectores aplicados en un punto p de R? y Df(p) envia vectores en
p a vectores en f(p).

Definicién 4.0.2 Se dice que una métrica g sobre el disco euclidiano es conforme
a la métrica euclidiana d;; si existe una funcion positiva m tal que g = md;;.

Para nuestro caso tomaremos la funcion m = e*7.

Proposicién 4.0.3 SeaR?, = {(z,t) € R* : t < —1}. Sid;; es la métrica euclidiana
en R? inducida por la inclusion en R?, entonces la métrica ¢*(8;;) inducida en B?
por la funcion ¢ estd dada por:

E(0i5) = %, donde y,s € R y z = (y,s) € B2,

35



Demostracion.
Derivando parcialmente la funcién ¢ se tiene que:

aib = ! s—1)2 — %), —8u(s —

Oy o (42 + (s — 1)2)2 (4(( 1) y°), —8y( 1)) .
9 _ 1 —8uls — 1), —4((s — 1)% — o2
= e (s = (s =17 = ).

Tomando y = 1y, v s = yo, se sigue que:

) 96 9 165,
¢2(0i5) (e ¢5) = <8—%a a—yj> Pt (- 177

Definicién 4.0.4 (Dilatacién) Sea 2z’ = (x,t) € R%,, donde x,t € R. Tomando
la distancia de un punto desde el polo sur tenemos que ||'||* = % + (t + 1)*. La
dilatacion T : R? | — R%, se define como:

T(x,t) = (Bx,f(t+1) —1).

Para § > 0, esta funcion dilata o contrae los vectores desde el punto de coordenadas
en (0,—1).

Proposicién 4.0.5 La dilatacion T cumple que T*(8;;) = 326y

Demostracion.
Puesto que para z y t,
!/ aT /
dT(2)(e1) = 5 () = fex
y
oT
AT()(e2) = (') = Bes,

entonces para i = 1,2 se tiene que dT'(Z')(e;) = Pe;, ademés:
T3 (0) = (dT(e:), dT(e;))) = (e, Bes) = 55
Teorema 4.0.6 Sean 3,1 funciones suaves tales que B : R? — R? y

1 : R? — R?, donde ambas son aplicaciones biyectivas con diferencial biyectivo,
entonces:

(¢ 0 B8)"(0y5) = B (" (035))-
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Demostracion.
Sean v, w vectores de R? aplicados en un punto p; € R2. Entonces,

(¥ 0 B);,(0) (v, w) = 83 (d(¥ © B)p, (v), d(¥ © B)p, (w)) =

= 0ij (d(¥) gpy (dBp, (v)), A1) gy, (dBpy (w))) =
= w*( 2])5101 (dﬁpl (U)’ dﬁm (w))
= 5p1(¢ﬁp1( dij)) (v, w).

Teorema 4.0.7 La funcién ¢! oT o ¢ induce sobre el disco B* la métrica:

1632 N
(B — 1P[=IP + 458 — 1) + 452"

conforme a la métrica euclidiana d;;. Con esta métrica, la frontera del disco tiene
curvatura geodésica uno.

(0 0T o) (6;)(z) =

Demostracion.

Sean e, ey los vectores de la base canénica de R? aplicados en el punto
z = (y,s) € B?, donde y,s € R.

Sea z' = ¢(z), aplicando el teorema anterior 4.0.6 tenemos que:

(0 0T 0¢) (d)(2) = G:TH((¢ )i () =

= ([(693)2 TGETD - 2>2]2‘5”>

16 e
= GG -z
_ 162 L
 ((Bx)2+ (Bt + 1) — 2)2)2 ¢%(0i5)

165° 164,

((B)? + (B(t+1) =2 ([lylP* + (s = 1)*)*
Sea 2/ = (z,t) € R?,.

4|z ||
ll2[[*—

P ] R € o S
s Y TylP+(s—1)2 [[2]]2—4s°

Como |[Z'||*> = 2? + (t + 1)?, ademas ||||* =
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reemplazando encontramos que,

16 16 5
Bl + B+ 1) —222 ~ (WIP+ (s — 122 7
B 163 6 o
T (PIEIE -4+ 1) T A2 (=IP 452 T
_ 256525, _
(52 + 4 — 4p(JE=E + 122 — 45)2)
16326,

((B=1)[z]]* +4s(8 — 1) +48)*
Por lo tanto,

1652
[(6 = 1)?|[2[]* + 4s(8 — 1) + 452

Como la funcién ¢ induce sobre B? la métrica estandar con curvatura geodésica uno
sobre su frontera y la métrica inducida por la funcién T sobre R? | es la métrica eu-
clidiana, se concluye que la métrica inducida por la funcién ¢=toT o¢ tiene curvatura
geodésica uno sobre la frontera del disco.

(9" 0T o) (0;)(z) =

5ij.

Del teorema anterior tenemos que la métrica inducida por la funcién (¢~ oT o ¢) es
(71 o T 0 ¢)*(6;5)(2) = €* 6;5, donde,

_ 48 _
f(2) =In o ag-eg ¥ 2= W:9):
Proposicién 4.0.8 La funcién f : B2 — R, 8 > 0, definida por:

46

f(@y) =1 (8= 1)%(22 + (y + 1)?) +4y(B — 1) + 45

satisface el problema:
Af=0enB?y
g—f] +1=-¢ef sobre S',
donde, Nf = % + ‘327; es el Laplaciano de la funcion f en R? y

Su(z,y) = (54, 59).(z,y),
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es la derivada con respecto a la normal exterior n = (z,y).

Demostracién.
Sea C'= (B —1)*(x* +y* + (2 + 1)) + 42(8 — 1) + 43, entonces u =

als

Ahora derivando parcialmente se llega a que:

of _ —2(8—1)%z
ox C ’
of 28— 1y+1)+4(8- 1)
oy C '
De aqui
of of of 2Bt 28 - 1DPy(y+ ) +4y(B - 1)
a_n(xay) (8x a )( 7y)—_ C )
Luego
of —1 2,2 2,.2 2
5#%y)=: [(B=1) (" +y(y+1) +4y(B -1 +{(B—-1)"2" +yly+ (B - 1)} =

e
(B = 1+ (r+ 10%) +4y(5— 1) +45 +
b 126+ (4 Dy~ 1)~ 45)] =

—1

- 7[C+{( DA + 37— 1) — 48] =

= S1- {1 - 1) - 48),

‘ 1 : 2 2 _ . 1 _ e
Como se estd sobre S°, se tiene que x° + y* = 1, ademds reemplazando & = By

simplificando se concluye que:

Por otro lado,

0°f A(B—Dta® 2B —1)°

0x? C? c
0% f  RB-1Py+1+4(B-1))P 2(8-1)
oy C? c

Sumando estas dos tltimas igualdades, encontramos que:
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2 2
%—I—‘STJ;:Af:OenB?

Corolario 4.0.9 Para todo 8 > 0, la métrica § = €*'6;; conforme a la métrica
euclidiana donde,

4p
(B =1)2|2]]> +4s(8 — 1) + 40

f(z) =In

yz=(y,$), es una métrica con curvatura gaussiana 0y curvatura geodésica 1.

Demostraciéon. Se sigue directamente del teorema 2.0.3, del teorema 2.0.4 y el
teorema anterior. [ |
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Conclusiones

1. Dadas una variedad riemmaniana 2-dimensional (M,g) con frontera y una
métrica g conforme a g, se dieron las relaciones entre los simbolos de Christoffel
Ffj y ffj, las curvaturas gaussianas K y K vy las curvaturas geodésicas h y h
de las variedades (M, g) y (M, g) respectivamente.

2. Se extendi6 la proyeccién estereogréifica ¢ : ST\ {N} — ¥ a una funcién que
envia B%\ {N} en el semiespacio R? = {(z,z) € R?: 2 < —1}, dada por

224 (24-1)2—
Qb(iU,Z) - <m2+?:_1)2> x—gj_(—:i)l);l).

3. Usando la proyeccién estereogréfica extendida al disco, se construyé una familia
de métricas sobre el disco conformes a la métrica euclidiana y se demostro
que dichas métricas tienen curvatura Gaussiana 0 sobre el disco y curvatura
geodésica 1 sobre la frontera del disco.
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