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A. Tensor Enerǵıa-Momento correspondiente con el campo escalar 31
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RESUMEN

Basándose en los trabajos [1] y [2], se estudian las caracteŕısticas de la enerǵıa oscura
para un acople cinético no mı́nimo a la curvatura y un acoplamiento de Gauss-Bonnet,
utilizando tres modelos: gas de Chaplygin con una relación entre la densidad y la presión
de la forma p = −A

ρ
, gas de Chaplygin generalizado de la forma p = − A

ρα
, gas de Chaplygin

modificado de la forma p = Bρ− A
ρα

, donde A, B y α son constantes.

Se estudia dos casos diferentes, potencial nulo y potencial no nulo, para los cuales se deter-
minan las condiciones del campo escalar para satisfacer la ecuación diferencial. Además,
se parte de un campo escalar directamente proporcional al logaŕıtmo natural del factor
de escala y un potencial dependiente del cuadrado del parámetro de Hubble, con el fin de
mostrar que siempre y cuando se cumplan ciertas restricciones en los parámetros del mo-
delo, se satisface la solución para cualquier escogencia f́ısicamente posible del parámetro
de Hubble.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Un universo en expansión acelerada

Se sabe por un gran número de observaciones que el universo en la actualidad no solo se
está expandiendo, sino que lo hace de una manera acelerada. Entre los experimentos se
encuentra la observación de supernovas (SN Ia) [3, 4, 5], medición de rayos-X de cúmulos
de galaxias [6, 7], y el análisis de la radiación cósmica de fondo (RCF1) [8, 9, 10, 11],
en el cual también se observa la anisotroṕıa del espectro y que aparentemente vivimos
en un universo plano. El hecho de que el universo se esté expandiendo de una manera
acelerada no concuerda en principio con la TGR2, por ende se considera que la densidad
de enerǵıa del universo actual está dominada por un fluido con presión negativa que se
conoce como “enerǵıa oscura” y que es capaz de producir la aceleración. Junto con la
enerǵıa oscura se predice además un tipo de materia diferente a la materia ordinaria3

conocida como “materia oscura” que es responsable de eventos gravitatorios en estrellas
y galaxias, aśı como de las anisotroṕıas del CMB. De acuerdo a estudios [7], se estima que
la densidad de enerǵıa actual del universo está distribuida de la siguiente manera 68.3 %
de enerǵıa oscura, 26.8 % de materia oscura y 4.9 % de materia ordinaria.

Sin embargo, la introducción de la enerǵıa oscura presenta nuevos interrogantes acerca
de el modelo teórico que más se aproxime a las observaciones. El modelo estándar o
Lambda-Cold Dark Matter (ΛCDM) consiste en agregar una constante (Λ) a las ecua-
ciones de campo de Einstein [12, 13] y considerar un tipo de materia oscura en la cual
la mayoŕıa de sus part́ıculas se mueven mucho más lento que la velocidad de la luz, que
se conoce como materia oscura fŕıa [14]; este modelo coincide bien con observaciones re-
cientes pero tiene algunas inconsistencias, entre ellas, el hecho de que sea una constante,
implica que el universo tuvo un comportamiento similar en todas sus etapas, lo que lle-
va al problema de la coincidencia cósmica [15, 16] el cual explica que el universo tuvo
que presentar cambios en la densidad de materia, radiación y enerǵıa oscura que invo-
lucraron cambios en la aceleración, para tener un universo como el que conocemos en

1Cosmic Microwave Background
2Teoŕıa General de la Relatividad
3La materia ordinaria compone todas las estructuras del universo observable
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la actualidad, además de contradecirse también con la época de expansión desacelerada
[17, 18]; adicionalmente se tiene “el problema de la constante cosmológica” [19] el cual
consiste en que la predicción de la teoŕıa cuántica de campos de la constante Λ y su valor
experimental se diferencian en un orden de magnitud de 120. Existen también modelos
de campo escalar de enerǵıa oscura, los cuales permiten una ecuación de estado variable
con el tiempo, por ende, se pueden adaptar a los diferentes estados del universo en sus
diferentes épocas lo cual no es posible con la ecuación de estado “w = p

ρ
= −1” del ΛCDM.

Entre estos modelos de campo escalar se encuentra Quintessence [15, 20] que se describe
por un campo escalar φ mı́nimamente acoplado a la gravedad junto con un potencial que
depende expĺıcitamente del campo, lo cual lleva a una ecuación de estado dependiente del
campo y del potencial con un rango de variación −1 ≤ w ≤ 1

3
, donde el ĺımite w = −1

reproduce el modelo de la constante cosmológica y w = 1
3

la ecuación de estado para la
radiación. Le sigue el modelo K-essence [21, 22] en el que se reemplaza el potencial con
la posibilidad de un campo escalar con un término no canónico de la enerǵıa cinética que
conlleva a una ecuación de estado variable. El campo de Tachyon [23, 24] es un modelo
que nace de la teoŕıa de cuerdas, y al igual que el quitessence muestra una ecuación de
estado variable, con la diferencia que solo hay dependencia del campo y no del potencial.
El modelo de campo fantasma [25, 26] abarca la posibilidad de una ecuación de estado
w < −1. Aparte de los modelos de campo escalar, se encuentra el gas de Chaplygin [27],
que involucra un fluido con una ecuación de estado espećıfica, aśı como el gas generalizado
[28] y el gas modificado de Chaplygin [29] que agregan variables a dicha ecuación de estado.

Posteriormente se realizan modificaciones a los modelos anteriores en busca de que sus
predicciones sean más acertadas teniendo en cuenta las correciones cuánticas, por lo que
se agrega a la teoŕıa campos escalares con acoples no mı́nimos los cuales se usaron para
estudiar el principio de inflación [30, 31, 32, 33, 34] y además para dar una posible fuente
de enerǵıa oscura [35, 36, 37, 38]; entre los acoples no-mı́nimos se destacan los acoples
cinéticos como se puede evidenciar en [39, 40, 41, 32]. Adicionalmente se utiliza el acople
de Gauss-Bonnet [42, 43, 44, 45, 46] el cual es topológicamente invariante en cuatro di-
mensiones, por lo que en principio no afecta la ecuación de movimiento, pero al acoplarse
con el campo escalar mediante una función arbitraria F es capaz de cambiar la dinámica
del problema.

Por otro lado, existen teoŕıas como la gravedad modificada [47, 48, 49] que asume la teoŕıa
general de la relatividad como una aproximación de una teoŕıa más general, introduciendo
funciones arbitrarias del escalar de Ricci f(R), lo cual seŕıa capaz de explicar la evolución
del universo sin introducir los conceptos de materia y enerǵıa oscura; y más reciente la
teoŕıa de la gravedad extendida [50] que es una consecuencia de la dinámica Newtoniana
modificada MoND [51, 52] la cual estudia el replanteamiento de la segunda ley de Newton,
al afirmar que la fuerza no siempre es directamente proporcional a la aceleración, en vez
de eso, vaŕıa según la distancia e interacción que tengan los cuerpos.

En este trabajo se estudia un modelo escalar-tensorial, con un acople no-mı́nimo cinético
a la curvatura junto con un acople de Gauss-Bonnet dado por una función arbitraria del
campo escalar. Se toma como un hecho la isotroṕıa y homogeneidad a gran escala del
universo, por ende se trabaja con la metrica FRW [53] con K=0. Se analiza las ecuaciones
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de movimiento usando los modelos del gas de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado
y gas de Chaplygin modificado para un potencial cero y un potencial general.

1.2. Universo homogeneo e isótropo

Las observaciones de la radiación cósmica de fondo (CMB) [54] han mostrado que el
universo actual tiene propiedades isótropas4, lo cual da indicios de que el universo es
plano5 [55, 56]. Además, las diferentes observaciones a cúmulo de galaxias [57] muestran
que el universo es aproximadamente homogéneo6 a grandes escalas . El suponer estas
caracteŕısticas especiales de la isotroṕıa y homogeneidad a gran escala del universo se
conoce como el principio cosmológico [58]

1.3. Métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

La métrica FRW es una solución exacta a las ecuaciones de campo de Einstein que se
obtiene partiendo de la suposición de validez del principio cosmológico (homogeneidad e
isotroṕıa a grandes escalas) y asumiendo que la componente espacial es dependiente del
tiempo y está dada por:

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dx2 + dy2 + dz2

]
, (1.1)

donde x, y y z son las coordenadas espaciales, t es el tiempo cósmico, y a(t) es el factor de
escala y el el causante de la expansión acelerada del universo y de la dinámica del mismo.
El factor de escala a(t) se puede determinar por medio de las ecuaciones de Einstein.

1.3.1. Ecuaciones de evolución

Tomando las ecuaciones de campo de Einstein:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = κ2Tµν , (1.2)

Se puede calcular el factor de escala a(t), aśı como la evolución temporal de la ecuación
de estado. Donde Rµν es el tensor de Ricci, el cual depende de la métrica y sus derivadas,
R es el escalar de Ricci que se genera en la contracción de dos ı́ndices del tensor de Ricci,
y Tµν es el tensor de enerǵıa - momento. En la métrica FRW las componentes no-nulas
del tensor de Ricci son:

4Lo que implica que sus propiedades f́ısicas no dependen de la dirección de observación
5Quiere decir que la constante K en la métrica FRW es cero y aśı se tomará durante todo el texto
6La materia se distribuye por igual en todo el espacio
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R00 = −3ä

a
, (1.3)

Rij = a2
(
ä

a
+

2ȧ2

a2

)
δij, (1.4)

R = 6

(
ä

a
+
ȧ2

a2

)
. (1.5)

Considerando un fluido perfecto, el tensor de enerǵıa - momento se expresa.

Tµν =


ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

 , (1.6)

Donde ρ y p son la densidad de enerǵıa y presión del fluido. Aśı pues, usando las ecuaciones
(1.2), (1.3), (1.4), (1.5) y (1.6) se determinan dos ecuaciones independientes:

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πGρ

3
=
κ2ρ

3
, (1.7)

−3H2 − 2Ḣ = κ2p, (1.8)

donde H es el parámetro de Hubble y estas relaciones se conocen como las ecuaciones de
Friedmann. Derivando (1.7) y reemplazando en (1.8) se llega a la ecuación de continuidad,

ρ̇+ 3H(p+ ρ) = 0. (1.9)

Ahora derivando H2 y por medio de (1.7) y (1.8) se encuentra:

ä

a
= −κ

2

6
(3p+ ρ). (1.10)

Debido a que el factor de escala a(t) acompaña la componente espacial de la métrica,
se obtiene un universo acelerado solo si la segunda derivada de este factor es positiva,
por lo tanto se concluye que existe una expansión acelerada solo si se cumple la siguiente
condición:

3p+ ρ < 0. (1.11)

De esta manera, la enerǵıa oscura es un fluido que debe tener una presión negativa para
lograr modelar un universo en expansión acelerada.
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1.3.2. Ecuación de estado

Se considera que el universo está lleno de un fluido barotrópico perfecto, el cual tiene una
ecuación de estado.

w =
p

ρ
, (1.12)

y asumiendo que la ecuación de estado w es constante. Con las ecuaciones (1.7) (1.8) (1.9)
se obtiene.

H =
2

3 (t− t0) (w + 1)
, (1.13)

a(t) ∝ (t− t0)
2

3(w+1) , (1.14)

ρ ∝ a−3(w+1), (1.15)

donde t0 es una constante de integración. Se evidencia por (1.13) que la solución tiene
la restricción w = −1. Para un universo dominado por radiación se tiene que p = ρ

3
o

w = 1/3, mientras que para un universo dominado por materia ordinaria esta no influye
en la expansión por lo que la presión es nula o w = 0. Para ambas situaciones se tiene de
acuerdo a (1.14) y (1.15).

a(t) ∝ (t− t0)
1
2 ; ρ ∝ a−4 Radiación, (1.16)

a(t) ∝ (t− t0)
2
3 ; ρ ∝ a−3 Materia. (1.17)

Sin embargo, ninguno de los dos casos cumple la condición (1.11), por lo cual reproducen
un universo de expansión desacelerada. Reemplazando la ecuación de estado en (1.11),
muestra que para un universo con expansión acelerada se debe cumplir que w < −1

3
. Para

lograr esta condición se debe introducir un nuevo fluido que pueda contribuir a la densidad
de enerǵıa y presión, llamado “enerǵıa oscura”. De acuerdo a estas condiciones, se puede
notar que no se puede conseguir un universo en expansión acelerada con la gravedad
Newtoniana; por ejemplo, si se supone una esfera de radio a y densidad de enerǵıa ρ,
combinando la ley de gravitación universal [59] y la segunda ley de Newton para una
masa en esta esfera, se tiene:

mä = −Gm
a2

(
4πa3ρ

3

)
, (1.18)

ä

a
= −4πG

3
ρ. (1.19)
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La diferencia de (1.19) con (1.10), es que los efectos relativistas implican la inclusión de
la presión, lo que permite la posibilidad con una presión negativa de tener ä > 0 para
la expansión acelerada; contrario a (1.19) que solo es posible ä < 0 que reproduce una
expansión desacelerada.

De acuerdo a la ecuación de continuidad (1.9), si se toma la ecuación de estado w = −1
la densidad de enerǵıa es constante. En este caso el parámetro de Hubble también es
constante, debido a (1.7), lo que lleva a un factor de escala.

a ∝ eHt. (1.20)

Hasta ahora se proponen soluciones con una ecuación de estado constante que satisface
w ≥ −1, no obstante se puede considerar un campo fantasma de la enerǵıa oscura para el
cual la ecuación de estado satisface w < −1, pero bajo esta condición la ecuación (1.14)
describe un universo en contracción, sin embargo hay otra solución dada por.

a(t) ∝ (ts − t)
2

3(w+1) , (1.21)

donde ts es una constante de integración, esta ecuación corresponde a una solución super
inflacionaria, donde se encuentra que:

H =
n

ts − t
, (1.22)

donde,

n = − 2

3(1 + w)
> 0, (1.23)

y

R = 6(2H2 + Ḣ) =
6n(2n+ 1)

(ts − t)2
. (1.24)

Se observa que el parámetro de Hubble diverge cuando el tiempo tiende a ts, lo que
corresponde a una densidad de enerǵıa infinita en un tiempo finito; aśı como la curva-
tura también tiende a infitino cuando el tiempo se acerca a ts, esto se conoce como una
singularidad Big Rip [60].

1.4. Gas de Chaplygin

Existe un tipo de modelo de enerǵıa oscura que involucra un fluido conocido como gas
de Chaplygin. Este fluido describe la aceleración del universo en la época actual y su
ecuación de estado está representada por:

p = −A
ρ
, (1.25)
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donde A es una constante positiva.

La ecuación de estado del gas de Chaplygin (1.25) puede ser reemplazada en la ecuación
de continuidad (1.9) para ser integrada, de lo cual se obtiene.

ρ =

√
A+

B

a6
, (1.26)

siendo B una constante de integración. Tomando los ĺımites asintóticos de esta ecuación
se puede ver que:

ρ ∼
√
B

a3
, (1.27)

para a << (B
A

)1/6 y.

ρ ∼
√
A, (1.28)

para a >> (B
A

)1/6. Si este resultado de la densidad se reemplaza en (1.25), se llega a que

p ∼ −
√
A, lo cual implica ρ ∼ −p.

Estos son unos resultados interesantes ya que cuando “a” tiende al ĺımite inferior, es decir
a tiempos tempranos, la densidad del gas es proporcional con a−3 que corresponde a un
universo dominado por materia como se ve en (1.17). Por el contrario cuando “a” tiende
al ĺımite superior, es decir a tiempo presente, el gas predice una aceleración con w = −1,
es decir con el modelo de la constante cosmológica. La posibilidad de representar estas dos
etapas del universo hacen del gas de Chaplygin un modelo interesante capaz en principio
de unificar los términos de materia oscura y enerǵıa oscura.

Al agregarse una variable más en forma de exponente a la ecuación de estado (1.25) del
gas de Chaplygin, se obtiene el gas de Chaplygin generalizado.

p = − A
ρα
. (1.29)

Reemplazando en la ecuación de continuidad (1.9), se obtiene la relación para la densidad.

ρ =

(
B

a3(α+1)
+ A

) 1
α+1

. (1.30)

Para la cual, los ĺımites asintóticos son

ρ ∼ B
1

α+1

a3
, (1.31)
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para a <<
(
B
A

) 1
3(α+1) , y

ρ ∼ A
1

α+1 , (1.32)

para a >>
(
B
A

) 1
3(α+1) . Si este resultado de la densidad de enerǵıa se reemplaza en (1.29)

se llega a que p ∼ −A
1

α+1 , lo cual implica ρ ∼ −p. Se pueden observar las mismas
caracteŕısticas del gas de Chaplygin, con la ventaja de tener ĺımites asintóticos regulables
por medio de α.

Si se le agrega un término proporcional a la densidad a la ecuación (1.29) se obtiene el
gas modificado de Chaplygin.

p = − A
ρα

+Bρ. (1.33)

Reemplazando en (1.9) e integrando, se obtiene

ρ =

(
A

B + 1

) 1
α+1
(

1

BWα+1
r

+ 1

)
1

α+1 . (1.34)

donde Wr = W
W0

con W = a3(B+1) y W0 = a
3(B+1)
0 , y la constante de integración se

tomó como D = AW0
α+1

B
.

Para un factor de escala grande se tiene que Wr >> 1, lo que implica de (1.34) que

ρ ∼
(

A

B + 1

) 1
α+1

, (1.35)

Reemplazando en (1.33)

p ∼ −
(

A

B + 1

) 1
α+1

, (1.36)

Lo que conlleva a que ρ ∼ −p como en los anteriores modelos.
Usando el ĺımite Wr << 1 en (1.34)

ρ ∼
(

A

B(B + 1)

) 1
α+1 1

Wr

, (1.37)

y sustituyendo en (1.33), se obtiene

p ∼ B

(
A

B(B + 1)

) 1
α+1 1

Wr

. (1.38)
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Por lo que para un factor de escala pequeño, el gas de Chaplygin modificado se comporta
con una ecuación de estado P = Bρ, donde B es una constante positiva. Este resultado
muestra que este modelo intercala entre una fase del universo dominada por materia, con
una ecuación de estado w = B y una fase de Sitter p ∼ −ρ. Además si en (1.34) se toma
Wr = 1, la densidad toma la forma.

ρ =

(
A

B

) 1
α+1

. (1.39)

Reemplazando este valor de la densidad de enerǵıa en (1.33) se obtiene una presión cero.
En conclusión este modelo de el gas modificado de Chaplygin reproduce un universo en
tres fases ĺımites, con las siguientes ecuaciones de estado:

w =


−1 para Wr � 1,

0 para Wr = 1,

B para Wr � 1.

(1.40)
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Caṕıtulo 2

MODELO

En el presente trabajo se utiliza la siguiente acción que determina la dinámica del espacio-
tiempo

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

16πG
R− 1

2
∂µφ∂

µφ+ F1(φ)Gµν∂
µφ∂νφ− V (φ) + F2(φ)G

]
, (2.1)

donde Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, R es el escalar de Ricci, φ es el campo escalar, F1 es el

término de acople cinético, V (φ) el potencial que depende del campo, G es el invariante
4-dimensional de Gauss-Bonnet: G = R2−4RµνR

µν+RµνρσR
µνρσ. Además de los acoples a

la curvatura con términos cinéticos, se espera que el término con acople de Gauss-Bonnet
sea relevante para la explicación de los fenómenos de la enerǵıa oscura.

Tomando la variación de la acción (2.1) respecto a la métrica, se obtiene la expresión

κ2Tµν = Rµν −
1

2
gµνR, (2.2)

donde κ2 = 8πG y Tµν es el tensor de enerǵıa-momentum que representa la variación de
los términos que dependen del campo escalar, acople cinético y Gauss-Bonnet (GB)

Tµν = TGB
µν + TKµν + T φµν , (2.3)

donde T φµν corresponde a las variaciones de los términos mı́nimamente acoplados, TK
µν a

los acoples cinéticos y TGB
µν a la variación del acople GB. Los aportes derivados de los

términos cinéticos acoplados a la curvatura y de GB se consideran como efectivos. Las
variaciones están dadas por

T φµν = ∇µφ∇νφ−
1

2
gµν∇λφ∇λφ− V (φ)gµν , (2.4)
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TKµν =

(
Rµν − gµν

1

2
R

)
F1(φ)∇λφ∇λφ+ gµν∇λ∇λ (F1(φ)∇γφ∇γφ)

− 1

2
(∇µ∇ν +∇ν∇µ)

(
F1(φ)∇λφ∇λφ

)
+RF1(φ)∇µφ∇ν

− 2F1(φ)
(
Rµλ∇λφ∇νφ+Rνλ∇λφ∇µφ

)
+ gµνRλγF1(φ)∇λφ∇γφ

+∇λ∇µ

(
F1(φ)∇λφ∇νφ

)
+∇λ∇ν

(
F1(φ)∇λφ∇µφ

)
−∇λ∇λ (F1(φ)∇µφ∇νφ)− gµν∇λ∇γ

(
F1(φ)∇λφ∇γφ

)
,

(2.5)

y

TGBµν = −4([∇µ∇νF2(φ)]R− gµν [∇ρ∇ρF2(φ)]− 2[∇ρ∇µF2(φ)]Rνρ − 2[∇ρ∇νF2(φ)]Rνρ

+ 2[∇ρ∇ρF2(φ)]Rµν + 2gµν [∇ρ∇σF2(φ)]Rρσ − 2[∇ρ∇σF2(φ)]Rµρνσ),

(2.6)

donde en la última expresión se han usado las propiedades de invarianza de GB [43] y [61]
. Variando la acción (2.1) con respecto al campo escalar φ se obtiene la siguiente ecuación
de movimiento [62]

− 1√
−g

∂µ[
√
−g(RF1(φ)∂µφ− 2RµνF1(φ)∂νφ+ ∂µφ)] +

dV

dφ

dF1

dφ
(R∂µφ∂

µφ− 2Rµν∂
µφ∂νφ)− dF2

dφ
G = 0.

(2.7)

Tomando el campo con una dependencia solo temporal, es decir homogeneo; el espacio-
tiempo dado por la métrica de FRW (1.1), las componentes (00) y (11) de (2.2) y los
tensores (2.4)(2.5)(2.6) encontrados con la variación de la acción, se obtienen las ecuacio-
nes de Friedmann.

H2 =
κ2

3
ρeff =

κ2

3

(
1

2
φ̇2 + V (φ) + 9H2F1(φ)φ̇2 − 24H3dF2

dφ
φ̇

)
, (2.8)

y

−2Ḣ − 3H2 =
κ2

3
peff

= κ2
[

1

2
φ̇2 − V (φ)− (3H2 + 2Ḣ)F1(φ)φ̇2 − 2H

(
2F1(φ)φ̇φ̈+

dF1

dφ
φ̇3

)
+8H2dF2

dφ
φ̈+ 8H2d

2F2

dφ2
φ̇2 + 16HḢ

dF2

dφ
φ̇+ 16H3dF2

dφ
φ̇

]
.

(2.9)
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Con las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano que se muestra en la acción se
encuentra la ecuación de movimiento

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
+ 3H2

(
2F1(φ)φ̈+

dF1

dφ
φ̇2

)
+ 18H3F1(φ)φ̇

12HḢF1(φ)φ̇− 24
(
ḢH2 +H4

) dF2

dφ
= 0.

(2.10)

Es interesante observar que sin importar la función F1(φ), si se considera el caso en
que F2(φ) y φ sean constantes, se obtiene que el potencial V también seŕıa constante y

H = H0 = κ
√

V0
3

, lo que representa una solución tipo de-Sitter.

2.1. Ecuaciones en términos de la variable de Slow-

Roll

Definiendo la variable Slow-Roll x = ln(a) que representa un crecimiento suave respecto
al factor de escala, y derivando se obtien dt = dx

H
. Reemplazando en (2.8) y (2.10) se

obtiene

H2 =
κ2

3

[
1

2
H2(x)θ(x) + V (x) + 9H4(x)F1(x)θ(x)− 24H4(x)

dF2(x)

dx

]
, (2.11)

y

1

2

d

dx
(H2(x)θ(x)) + 3H2(x)θ(x) +

dV (x)

dx
+ 9ξH2(x)(F1(x)θ(x))

dH2(x)

dx

+ 3ξH4(x)
d

dx
(F1(x)θ(x)) + 18ξH4(x)(F1(x)θ(x))

− 12H2(x)
dH2(x)

dx

dF2(x)

dx
− 24H4(x)

dF2(x)

dx
= 0,

(2.12)

donde θ(x) = (dφ
dx

)2. Despejando F1(x)θ(x) de la ecuación (2.11) se obtiene

F1(x)θ(x) =
1

3κ2H2(x)
− θ(x)

18H2(x)
− V (x)

9H4(x)
+

8

3

dF2(x)

dx
. (2.13)

Substituyendo en (2.12) se tiene la siguiente ecuación
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2H4(x)
dθ(x)

dx
+ θH2(x)

dH2(x)

dx
+ 12H4(x)θ(x) + 4H2(x)

dV (x)

dx
− 2V (x)

dH2(x)

dx

− 12H2(x)V (x) + 12H2(x)
dH2(x)

dx
+ 36H4(x) + 72H4(x)

dH2(x)

dx

dF2(x)

dx

+ 36H4(x) + 72H4(x)
dH2(x)

dx

dF2(x)

dx
+ 144H6(x)

dF2(x)

dx
+ 48H6(x)

d2F2(x)

dx2
= 0.

(2.14)

donde las unidades se han considerado tal que κ2 = 1. También por simplicidad se esta-
blece la relación para el acople al termino GB como

dF2(x)

dx
=

g

H2(x)
, (2.15)

donde g es una constante de proporcionalidad. Aśı la eucación (2.14) toma la forma

2H4(x)
dθ(x)

dx
+ θ(x)H2(x)

dH2(x)

dx
+ 12H4(x)θ(x) + 4H2(x)

dV (x)

dx

− 2V (x)
dH2(x)

dx
− 12H2(x)V (x) + 12H2(x)

dH2(x)

dx

+ 36H4(x) + 24gH2(x)
dH2(x)

dx
+ 144gH4(x) = 0.

(2.16)
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Caṕıtulo 3

Dinámica cosmológica

3.1. Dinámica para V = 0

En esta sección se estudiará la dinámica del problema representada en la ecuación dife-
rencial (2.16), en el caso particular de un potencial nulo.

3.1.1. Dinámica con gas de Chaplygin - V = 0

La ecuación de estado para el gas de Chaplygin es

p = −A
ρ
. (3.1)

Reemplazando en la ecuación de continuidad, se obtiene

ρ̇+ 3H(ρ− A

ρ
) = ρ̇+ 3

ȧ

a
(
ρ2 − A
ρ

) = 0, (3.2)

Ahora haciendo una separación de variables

dρρ

ρ2 − A
= −3

da

a
. (3.3)

Integrando se obtiene la relación para la densidad:

ρ =

√
A+

B

a6
. (3.4)

Reemplazando en (1.7) se obtiene
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H2 =
κ2

3

√
A+

B

a6
. (3.5)

Definiendo las constantes normalizadas A1 = κ4

9
A y B1 = κ4

9
B y renombrandolas como A

y B para simplicidad de los clculos, la anterior expresión toma la siguiente forma

H2 =

√
A+

B

a6
. (3.6)

Por último reescribiendo en términos de x (x = Ln(a)):

H2 =
√
A+Be−6x. (3.7)

Reemplazando (3.7) en (2.16), tomando V = 0 e integrando θ respecto a x, se obtiene:

θ(x) =
Ce−

9x
2

4
√
Ae6x +B

+ (4g + 3) 2F1

(
1, 1;

7

4
;−Ae

6x

B

)
− 12g − 3, (3.8)

donde 2F1 es una función hipergeométrica [63]. Con el fin de simplificar el resultado para
cancelar la parte hipergeométrica, se establece la condición para la constante g:

g = −3

4
. (3.9)

Por lo que θ(x) se simplifica a

θ(x) =
Ce

−9x
2

(B + Ae6x)1/4
+ 6. (3.10)

Si en el anterior resultado se reemplaza (dφ
dx

)2 = θ(x) y se integra respecto a x, se obtiene
un resultado para φ(x) con una función hipergeométrica, nuevamente para simplificar el
resultado se toma la constante de integración C = 0, por lo que

θ(x) =

(
dφ

dx

)2

= 6, (3.11)

De lo que resulta

φ(x) =
√

6x+ φ0. (3.12)

Por lo cual bajo las anteriores consideraciones, el campo se comporta como una función
lineal de la variable “x”, o logaŕıtmico al factor de escala “a”. Substituyendo los resultados
de H2 y φ(x) en (2.13), se llega a que la función de acople cinético es
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F1(φ) = −1

3

e
√
6

2
φ

(B + Ae
√
6φ)

1/2
, (3.13)

Reemplazando H2 en (2.15) e integrando, se obtiene la función de acople al término GB

F2(φ) = −
Ln
(
A+
√
A(A+Be−

√
6φ)

1/2
)

4
√
A

− 1

4

√
3

2A
φ, (3.14)

en donde se tomó la constante de integración del campo nula, φ0 = 0. Por ende, para
el gas de Chaplygin con acoples cinéticos y GB, las soluciones son simples funciones
exponenciales del campo φ.

3.1.2. Dinámica con gas de Chaplygin generalizado - V = 0

La ecuación de estado para el gas de Chaplygin generalizado es

p = − A
ρα
, (3.15)

Reemplazando en la ecuación de continuidad, se obtiene

ρ̇+ 3H(ρ− A

ρα
) = ρ̇+ 3

ȧ

a
(
ρ1+α − A

ρα
) = 0, (3.16)

Haciendo separación de variables:

dρρα

ρ1+α − A
= −3

da

a
, (3.17)

e integrando se obtiene la relación para la densidad,

ρ =

(
A+

B

a3(1+α)

) 1
1+α

. (3.18)

Reemplazando en (1.7), se obtiene

H2 =
κ2

3

(
A+

B

a3(1+α)

) 1
1+α

. (3.19)

Definiendo las constantes normalizadas A1 =
(
κ2

3

)1+α
A y B1 =

(
κ2

3

)1+α
B y renombran-

dolas como A y B por simplicidad en los cálculos, se obtiene
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H2 =

(
A+

B

a3(1+α)

) 1
1+α

. (3.20)

Por último reescribiendo en términos de x (x = Ln(a)):

H2 =
(
A+Be−3(1+α)x

) 1
1+α . (3.21)

Reemplazando (3.21) en (2.16), tomando V = 0 e integrando θ respecto a x, se obtiene.

θ(x) = Ce−
9x
2

(
Ae3(α+1)x +B

)− 1
2(α+1)

+ (4g + 3) 2F1

(
1,

2

α + 1
; 1 +

3

2(α + 1)
;−Ae

3x(α+1)

B

)
− 12g − 3.

(3.22)

Nuevamente para simplificar la expresión, se toma g = −3/4 para cancelar el término
hipergeométrico, por lo que:

θ(x) =
Ce−9x/2

(B + Ae3(α+1)x)
1

2(1+α)

+ 6. (3.23)

Nuevamente para evitar términos hipergeométricos en el campo, se toma la constante de
integración C = 0, por lo cual φ(x) =

√
6x + φ0. Substituyendo H2 y φ(x) en (2.13), se

obtiene

F1(φ) = −1

3

[
A+Be

− 3(1+α)√
6

φ
]− 1

1+α

, (3.24)

y el acople F2 se obtiene reemplazando H2 en (2.15) e integrando

F2(φ) = − 1

4B
1

1+α

e
√

3
2
φ
2F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

√
3

2
(α+1)φ

B

)
, (3.25)

donde 2F1 es una función hiergeométrica. Es de notar que la función de acople GB para
el gas de Chaplygin generalizado pierde simplicidad por el término hipergeométrico en
comparación al gas de Chaplygin.

3.1.3. Dinámica con gas de Chpalygin modificado - V = 0

La ecuación de estado para el gas de Chaplygin modificado es

p = Bρ− A

ρα
, (3.26)
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Nuevamente, reemplazando en la ecuación de continuidad, se obtiene

ρ̇+ 3H((B + 1)ρ− A

ρα
) = ρ̇+ 3

ȧ

a
(
(B + 1)ρ1+α − A

ρα
) = 0. (3.27)

Haciendo separación de variables:

dρρα

(B + 1)ρ1+α − A
= −3

da

a
, (3.28)

e integrando, se obtiene la relación para la densidad:

ρ =

(
A

B + 1
+

D

(B + 1)a3(1+α)(B+1)

) 1
1+α

. (3.29)

Reemplazando en (1.7)

H2 =
κ2

3

(
A

B + 1
+

D

(B + 1)a3(1+α)(B+1)

) 1
1+α

, (3.30)

y definiendo las constantes normalizadas A1 =
(

κ2

3(B+1)

)1+α
A y D1 =

(
κ2

3(B+1)

)1+α
D y

renombrandolas como A y D para simplicidad de los cálculos, se tiene:

H2 =

(
A+

D

a3(1+α)(B+1)

) 1
1+α

. (3.31)

Ahora reescribiendo en términos de x (x = Ln(a)), la anterior ecuación se reduce a:

H2 =
(
A+Be−3E(1+α)x

) 1
1+α . (3.32)

Para la cual se define E = B + 1. Para analizar los ĺımites asintóticos de la densidad, se
define la variable Wr = a3(B+1), por lo que la densidad toma la forma

ρ =

(
A

B + 1
+

D

(B + 1)W 1+α

) 1
1+α

. (3.33)

Se toma la constante de integración como D =
AW 1+α

0

B
, donde W0 = a

3(B+1)
0 , y por lo

tanto:

ρ =

(
A

B + 1
+

AW 1+α
0

B(B + 1)W 1+α

) 1
1+α

=

(
A

B + 1

) 1
1+α
(

1 +
1

BW 1+α
r

) 1
1+α

. (3.34)
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Retomando (3.32) y estableciendo el potencial como (3.43), implica que la ecuación dife-
rencial es igual a la del gas de Chaplygin generalizado (3.46) y sustituyendo (3.32)

2
(
A+De−3E(1+α)x

) dθ
dx

+ 3
(
4A+ (4− E)De−3E(1+α)x

)
θ

+ 6De−3E(1+α)x [12g(2− E)− V0g(E + 2) + 6(1− E)] + 12A(12g − V0g + 3) = 0.

(3.35)

Para simplificar la ecuación, se toma E = 4 con el fin de cancelar el término exponencial
que acompaña a la función θ(x):

2
(
A+De−3E(1+α)x

) dθ
dx

+12Aθ+36De−12(1+α)x (−4g − V0g − 3)+12A(12g−V0g+3) = 0.

(3.36)

Integrando la anterior ecuación para θ(x), se obtiene:

θ(x) =C
(
Ae12(α+1)x +D

)− 1
2(α+1)

−
3D (gV0 + 4g + 3) e−12(α+1)x

2F1

(
1, 1; 2− 1

2(α+1)
;−De−12x(α+1)

A

)
2αA+ A

+ gV0

(
1−

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

)
+ 12g

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

+ 3

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

− 12g − 3.

(3.37)

Para cancelar el término hipergeométrico de la solución, se establece V0 = −3
g
− 4. Reem-

plazando y agrupando términos comunes

θ(x) = −6−16g+(6+16g)

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

+C
(
Ae12(α+1)x +D

)− 1
2(α+1) . (3.38)

Si se toma g = −3
4

el potencial se anula ya que V0 = 0 por la restricción para cancelar el
término hipergeométrico, de esta manera la función se simplifica a:

θ(x) = 6− 6

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

+ C
(
Ae12(α+1)x +D

)− 1
2(α+1) . (3.39)

Tomando la constante de integración C = 6D
1

2(α+1) , se obtiene
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θ(x) = 6. (3.40)

De lo anterior se ve que nuevamente el campo se relaciona directamente proporcional a x
siendo

√
6 la pendiente, como se muestra en (3.12).

Reemplazando (3.32), (3.12) en (2.13) y (2.15) y despejando e integrando respecto a x
respectivamente, se encuentra que para el gas de Chaplygin modificado con potencial nulo,
los acoples F1 y F2 son.

F1(φ) = −1

3

e2
√
6φ

(D + Ae2
√
6(1+α)φ)

1
1+α

, (3.41)

F2(φ) =
1

12
g
(
A+De−2

√
6(α+1)φ

)− 1
α+1

(
Ae2

√
6(α+1)φ

D
+ 1

) 1
α+1

∗ 2F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

2
√
6φ(α+1)

D

)

=
g

12D1+α
e2
√
6φ

2 F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

2
√
6φ(α+1)

D

)
.

(3.42)

3.2. Dinámica para V 6= 0

En esta sección se analizará la dinámica del problema representada en la ecuación di-
ferencial (2.16), pero a diferencia de la sección anterior, ahora se propone un potencial
conveniente no nulo.

3.2.1. Dinámica con gas de Chaplygin - V 6= 0

Observando la ecuación diferencial (2.16), se concluye que hay 3 tipos de terminos, los
factores θ′(x), de θ y de los términos independientes de θ. Analizando distintas posibi-
lidades, se observa que la parte hipergeométrica de la solución depende principalmente
del resultado del término independiente de θ, es decir gran parte está determinado por el
potencial, por lo cual se busca un potencial distinto a cero el cual pueda contribuir en el
resultado.

Se propone un potencial que esté relacionado con el cuadrado del parámetro de Hub-
ble para que al reemplazar en la ecuación de movimiento (2.16) los términos se puedan
factorizar y simplificar la ecuación diferencial.
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V = V0gH
2. (3.43)

De donde,

dV

dx
= gV0

dH2

dx
. (3.44)

Reemplazando (3.43) y (3.44) en los términos en los que aparece el potencial de la ecuación
(2.16) se obtiene

4H2dV

dx
− 2V

dH2

dx
− 12H2V = 4V0gH

2dH
2

dx
− 2V0gH

2dH
2

dx
− 12V0gH

4

= 2V0gH
2dH

2

dx
− 12V0gH

4,

(3.45)

Reemplazando en (2.16) y agrupando términos comunes, se tiene

2H2 dθ

dx
+ θ

dH2

dx
+ 12θH2 + 2

dH2

dx
(V0g + 12g + 6) + 12H2(12g − V0g + 3) = 0. (3.46)

Reemplazando en la anterior ecuación la expresión de H2 para el gas de Chaplygin (3.7)
e inegrando θ respecto a x, se obtiene

θ(x) =
Ce−

9x
2

4
√
Ae6x +B

+ (gV0 + 4g + 3) 2F1

(
1, 1;

7

4
;−Ae

6x

B

)
+ gV0 − 12g − 3. (3.47)

Por lo que la condición para eliminar el término hipergeométrico de la solución es:

gV0 + 4g + 3 = 0. (3.48)

Por ende la constante del potencial V0 queda restringida a la constante g por:

V0 = −3

g
− 4. (3.49)

Sustituyendo la restricción de V0 en (3.47), se llega a la siguiente expresión:

θ(x) =
Ce−

9x
2

4
√
Ae6x +B

+

(
−3

g
− 4

)
g − 12g − 3 =

Ce−
9x
2

4
√
Ae6x +B

− 16g − 6. (3.50)
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Nuevamente para evitar el término hipergeométrico en la solución del campo, se escoge
la constante de integración C = 0, por lo tanto

θ(x) = −16g − 6. (3.51)

Como θ = φ̇, al integrar el campo respecto a x se obtiene:

φ(x) =
√
−16g − 6x+ φ0. (3.52)

Hay que resaltar que la raiz cuadrada permite que la solución solo sea viable para g < −3
8
,

y además para g = −3
4

se recrea el resultado (φ =
√

6x + φ0) para un potencial nulo
(V0 = 0)

La importancia de incluir este tipo de potencial, radica en que el campo φ sigue teniendo
una solución sencilla, lineal con x, pero ganando la libertad de escoger la pendiente del
campo en función de x de acuerdo a la definición de la constante g y esta pendiente influye
en el exponente de las funciones de acople F1 y F2

F1(φ) =
(4g + 1)(e

3√
−16g−6

φ
)

(−16g − 6)
(
B + Ae

6√
−16g−6

φ
)1/2 , (3.53)

y

F2(φ) =
g

3
√
A
Ln

(
A+
√
A(A+Be

− 6√
−16g−6

φ
)
1/2
)

4
√
A+

g√
−A(6 + 16g)

φ. (3.54)

3.2.2. Dinámica con gas de Chaplygin generalizado - V 6= 0

Tomando el parámetro de Hubble para el gas de Chaplygin generalizado (1.29)

H2 =
(
A+Be−3(1+α)x

) 1
1+α . (3.55)

Reemplazando en (3.46) y factorizando se obtiene:

2dθ
(
A+Be−3(α+1)x

)
dx

+ 3θ
(
4A+ 3Be−3(α+1)x

)
+ 12A (g (−V0) + 12g + 3) + 18B (4g − gV0) e−3(α+1)x = 0.

(3.56)

Resolviendo la ecuación diferencial y simplificando se obtiene para θ(x):
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θ(x) = Ce−
9x
2

(
Ae3(α+1)x +B

)− 1
2(α+1)

+ (gV0 + 4g + 3) 2F1

(
1,

2

α + 1
; 1 +

3

2(α + 1)
;−Ae

3x(α+1)

B

)
+ gV0 − 12g − 3.

(3.57)

Al igual que las anteriores sesiones, se busca simplificar el resultado eliminando el término
hipergeométrico, para esto V0 se toma de la siguiente forma:

V0 = −3

g
− 4, (3.58)

para obtener

θ(x) = Ce−
9x
2

(
Ae3(α+1)x +B

)− 1
2(α+1) − 16g − 6. (3.59)

Tomando la consante de integración C = 0, se tiene:

θ(x) = −16g − 6. (3.60)

Nuevamente integrando el campo respecto a x con el resultado de θ, se obtiene el campo
en función de x como.

φ(x) =
√
−16g − 6x+ φ0. (3.61)

Siempre y cuando g ≤ −3
8
. Por lo que las funciones de acople para el gas de Chaplygin

generalizado con un potencial no nulo son:

F1(φ) = − 4g + 1

6 + 16g

(
A+Be

−3(1+α)φ√
−16g−6

)− 1
1+α

, (3.62)

F2(φ) = − 1

4B
1

1+α

e
− 3√
−6−16g

φ
2F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

− 3√
−6−16g

(α+1)φ

B

)
. (3.63)

3.2.3. Dinámica con gas de Chaplygin modificado-V 6= 0

Considerando la relación entre la densidad de presión y densidad de enerǵıa del gas de
Chaplygin modificado (1.33), se obtiene por (1.7)

H2 = (A+De−3E(1+α)x)
1

1+α . (3.64)
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Al igual que en la sección para V = 0, se establece el potencial como (3.43) por lo que la
ecuación diferencial es igual para el gas de Chaplygin generalizado (3.46), sustituyendo
en (3.64):

2
(
A+De−3E(1+α)x

) dθ
dx

+ 3
(
4A+ (4− E)De−3E(1+α)x

)
θ

+ 6De−3E(1+α)x [12g(2− E)− V0g(E + 2) + 6(1− E)] + 12A(12g − V0g + 3) = 0.

(3.65)

Para simplificar la ecuación, se toma E = 4 con el fin de cancelar el término exponencial
que acompaa a la función θ(x).

2
(
A+De−3E(1+α)x

) dθ
dx

+12Aθ+36De−12(1+α)x (−4g − V0g − 3)+12A(12g−V0g+3) = 0.

(3.66)

Integrando θ(x) respecto a x, se obtiene:

θ(x) =C
(
Ae12(α+1)x +D

)− 1
2(α+1) −

3D (gV0 + 4g + 3) e−12(α+1)x
2F1

(
1, 1; 2− 1

2(α+1)
;−De−12x(α+1)

A

)
2αA+ A

+ gV0

(
1−

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

)
+ 12g

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

+ 3

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

− 12g − 3.

(3.67)

Para cancelar el término hipergeométrico de la solución, se establece V0 = −3
g
− 4. Reem-

plazando y agrupando términos comunes, se tiene

θ(x) = −6−16g+(6+16g)

(
Ae12(α+1)x

D
+ 1

)− 1
2(α+1)

+C
(
Ae12(α+1)x +D

)− 1
2(α+1) . (3.68)

La diferencia con la sección (2.1.3) es que se busca simplificar el término sin anular el

potencial, para esto se toma la constante de integración como C = −(6 + 16g)D
1

2(α+1) , los
dos últimos términos se cancelan, llevando nuevamente a una solución de θ(x) constante.

θ(x) = −6− 16g. (3.69)

Y un campo
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φ(x) =
√
−6− 16gx+ φ0, (3.70)

siempre y cuando g ≤ −3
8
. Sustituyendo en (2.13) y (2.15) (considerando φ0 = 0), se

determinan las funciones de acople:

F1(φ) = − 4g + 1

6 + 16g

(
A+De

−12(1+α)√
−16g−6

φ
)− 1

1+α

, (3.71)

F2(φ) =
1

12
g
(
A+De

− 12√
−6−16g

(α+1)φ
)− 1

α+1

(
Ae
− 12√
−6−16g

(α+1)φ

D
+ 1

) 1
α+1

∗ 2F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

− 12√
−6−16g

φ(α+1)

D

)

=
g

12D1+α
e
− 12√
−6−16g

φ

2 F1

(
1

α + 1
,

1

α + 1
;
α + 2

α + 1
;−Ae

− 12√
−6−16g

φ(α+1)

D

)
.

(3.72)

3.2.4. Solución sin restricción de H2

Como se puede notar en las secciones 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6, las restricciones del campo y
potencial para solucionar la dinámica del problema son iguales sin importar si el parámetro
de Hubble obedece a un modelo de gas de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado o
gas de Chaplygin modificado lo cual da un indicio de que la solución se puede generalizar
para otro tipo de parámetro de Hubble. En esta sección se parte desde el resultado de las
anteriores secciones, para el campo y el potencial, es decir.

θ(x) = −6− 16g, (3.73)

lo cual es equivalente a suponer un campo directamente proporcional al logaritmo natural
del factor de escala.

φ(a) =
√
−6− 16gLn(a), (3.74)

donde g es la constante definida para el acople GB (2.15) y está limitada a g ≤ −3
8

para
que el campo escalar (3.74) tenga sentido f́ısico. Al ser θ(x) una constante, el primer
término de (2.16) se cancela ya que dθ

dx
= 0, y la ecuación diferencial toma la forma:

6H2dH
2

dx
+ 8gH2dH

2

dx
− 36H4 − 48gH4 + 4H2dV

dx
− 2V

dH2

dx
− 12H2V = 0. (3.75)

Ahora se define el potencial de una manera conveniente como:
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V = V0gH
2, (3.76)

y por lo tanto

dV

dx
= V0g

dH2

dx
. (3.77)

Sustituyendo en (3.75)

6H2dH
2

dx
+ 8gH2dH

2

dx
− 36H4 − 48gH4 + 2V0gH

2dH
2

dx
− 12H4V0g = 0, (3.78)

y agrupando términos semejantes, se obtiene

2H2dH
2

dx
(3 + 4g + V0g)− 12H4 (3 + 4g + V0g) = 0, (3.79)

(
2H2dH

2

dx
− 12H4

)
(3 + 4g + V0) = 0. (3.80)

Se puede observar de la anterior ecuación, que la solución puede ser independiente de H2

siempre y cuando se cumpla la siguiente restricción entre las constantes g y V0:

3 + 4g + V0g = 0. (3.81)

Por lo que se restringe V0 a:

V0 = −3

g
− 4. (3.82)

Finalmente, las funciones de acople F1(φ) y F2(φ), quedan determinadas por.

F1(φ) = − 4g + 1

(6 + 16g)H2
, (3.83)

F2(φ) = g

∫
1

H2
. (3.84)
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En este trabajo se consideró la modificación de la acción de la Relatividad General por
medio de la introducción de un acople entre la curvatura, el campo escalar y el término
cinético; además de un acople de Gauss-Bonnet, como posible explicación de la enerǵıa
oscura. Se estudió la dinámica del universo por medio de la ecuación de estado de gas
de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado y gas de Chaplygin modificado para dos
casos particulares, potencial nulo y potencial no nulo; para el caso del potencial nulo se
encontraron en los 3 tipos de gases un campo escalar directamente proporcional a x o
Ln(a) con pendiente

√
6 y se determinaron las funciones de acople F1(φ) y F2(φ); para el

caso del potencial no nulo, se escoge convenientemente el potencial de acuerdo a la ecuación
diferencial de tal manera que se llega a un campo esclar directamente proporcional a x
o Ln(a) pero con pendiente

√
−6− 16g, que reproduce el caso particular V = 0 para

g = −3
4

y se encontraron los acoples F1(φ) y F2(φ).

Por otro lado, se determinó que la dinámica del problema se puede resolver sin necesidad
de especificar el parámetro de Hubble. Sólo con las consideraciones θ(x) = −6 − 16g y
V = V0gH

2 se satisface la ecuación diferencial, lo que implica que la solución no se limita
solo a los 3 tipos de gases de Chaplygin, sino para cualquier función de estado f́ısicamente
posible y se determinaron los acoples F1(φ) y F2(φ) para este caso.
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Apéndice A

Tensor Enerǵıa-Momento
correspondiente con el campo escalar

El tensor Enerǵıa-Momento se relaciona con la acción como

Tµν = − 2√
−g

δS

δgµν
= − 2√

−g

(
δSφ
δgµν

+
δSK
δgµν

+
δSGB
δgµν

)
, (A.1)

Para lo cual se satisface que

δS =

∫
d4x

(
δS

δgµν

)
δgµν = 0. (A.2)

La acción correspondiente al campo escalar es

Sφ =

∫
d4x
√
−g
(
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
, (A.3)

Variando respecto a la métrica inversa y teniendo en cuenta que

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν . (A.4)

y se obtiene

δSφ =

∫
d4x

(
δ
√
−g
)(
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
+

∫
d4x
√
−gδ

(
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
= −1

2

∫
d4x
√
−ggµνδgµν

(
−1

2
gαβ∂αφ∂βφ− V (φ)

)
− 1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∂µφ∂νφ

=

∫
d4x

(
−1

2

√
−ggµν

(
−1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
− 1

2

√
−g∂µφ∂νφ

)
δgµν .

(A.5)
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Usando (A.1) (A.2) y combinandolos con la última igualdad de (A.5), se obtiene el tensor
enerǵıa-momento correspondiente para el campo escalar

T φµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµν∂αφ∂

αφ− gµνV (φ). (A.6)
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Apéndice B

Tensor Enerǵıa-Momento
correspondiente al acople cinético

La acción para el acople al término cinético se expresa como

SK =

∫
d4x
√
−gF1(φ)Gµν∂µφ∂νφ, (B.1)

y reemplazando el tensor de Einstein por Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν , se tiene

SK =

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rµν∂

µφ∂νφ− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rgµν∂µφ∂νφ. (B.2)

Variando respecto a la métrica inversa se obtiene,

δSK =

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
F1(φ)Rµν∂

µφ∂νφ+

∫
d4x
√
−gF1(φ)δ (Rµν∂

µφ∂νφ)

− 1

2

∫
d4x

(
δ
√
−g
)
F1(φ)Rgµν∂µφ∂νφ−

1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)δ (Rgµν∂µφ∂νφ) . (B.3)

Para el primer y tercer término se usa (A.4); para el segundo término la siguiente relación.

δ (Rµν∂
µφ∂νφ) = δRµν∂

µφ∂νφ+Rµνδ (∂µφ∂νφ)

= δRµν∂
µφ∂νφ+Rµνδ (∂µφ) ∂νφ+Rµν∂

µφδ (∂νφ)

= δRµν∂
µφ∂νφ+ 2Rµαδg

µν∂νφ∂
αφ,

(B.4)

donde se usó la relación,

δ (∂αφ) = δ
(
gαβ∂βφ

)
= δgαβ∂βφ.

(B.5)
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Usando el hecho de que,

δR = Rµνδg
µν + δRµνg

µν , (B.6)

y reemplazando en el cuarto término, se tiene

δ (Rgµν∂µφ∂νφ) = δ (Rgµν) ∂µφ∂νφ

= δRgµν∂µφ∂νφ+Rδgµν∂µφ∂νφ

= δRµνg
µν∂αφ∂

αφ+Rµνδg
µν∂αφ∂

αφ+Rδgµν∂µφ∂νφ.

(B.7)

Ahora sustituyendo los resultados en (B.3)

δS =− 1

2

∫
d4x
√
−ggµνδgµνF1(φ)Rαβ∂

αφ∂βφ+

∫
d4x
√
−gF1(φ)δRµν∂

µφ∂νφ

+ 2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rµαδg

µν∂νφ∂
αφ+

1

4

∫
d4x
√
−ggµνδgµνF1(φ)R∂αφ∂

αφ

− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)δRµνg

µν∂αφ∂
αφ− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rµνδg

µν∂αφ∂
αφ

− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rδgµν∂µφ∂νφ.

(B.8)

Usando (B.9) en el segundo y quinto térmido de (B.8) y teniendo en cuenta que.

δRµνg
µν = −∇µ∇ν (δgµν) + gµν∇λ∇λ (δgµν) . (B.9)

Se obtiene

∫
d4x
√
−gF1(φ)δRµν∂

µφ∂νφ− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)δRµνg

µν∂αφ∂
αφ =

−
∫
d4x
√
−gδgµν∇α∇ν (F1(φ)∂µφ∂

αφ) +
1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∇ρ∇ρ (F1(φ)∂µφ∂νφ)

+
1

2

∫
d4x
√
−gδgµνgµν∇β∇α

(
F1(φ)∂αφ∂βφ

)
+

1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∇ν∇µ (F1(φ)∂αφ∂

αφ)

− 1

2

∫
d4x
√
−gδgµνgµν∇λ∇λ (F1(φ)∂αφ∂

αφ) . (B.10)

Reemplazando en (B.8), se tiene
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δS = −1

2

∫
d4x
√
−ggµνδgµνF1(φ)Rαβ∂

αφ∂βφ+

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rµαδg

µν∂νφ∂
αφ

+

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rναδg

µν∂µφ∂
αφ+

1

4

∫
d4x
√
−ggµνδgµνF1(φ)R∂αφ∂

αφ

− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rµνδg

µν∂αφ∂
αφ− 1

2

∫
d4x
√
−gF1(φ)Rδgµν∂µφ∂νφ

− 1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∇α∇µ (F1(φ)∂νφ∂

αφ)− 1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∇α∇ν (F1(φ)∂µφ∂

αφ)

+
1

2

∫
d4x
√
−gδgµν∇ρ∇ρ (F1(φ)∂µφ∂νφ) +

1

2

∫
d4x
√
−gδgµνgµν∇β∇α

(
F1(φ)∂αφ∂βφ

)
+

1

4

∫
d4x
√
−gδgµν∇µ∇ν (F1(φ)∂αφ∂

αφ) +
1

4

∫
d4x
√
−gδgµν∇ν∇µ (F1(φ)∂αφ∂

αφ)

− 1

2

∫
d4x
√
−gδgµνgµν∇λ∇λ (F1(φ)∂αφ∂

αφ) . (B.11)

Al comparar (B.11) con (A.1) y (A.2) se obtiene el tensor de enerǵıa-momento correspon-
diente al campo escalar:

TKµν =

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
F1(φ)∂αφ∂

αφ+ gµν∇λ∇λ (F1(φ)∂αφ∂
αφ)

− 1

2
(∇µ∇ν +∇ν∇µ) (F1(φ)∂αφ∂

αφ) +RF1(φ)∂µφ∂νφ

− 2F1(φ) (Rµα∂
αφ∂νφ+Rνα∂

αφ∂µφ) + gµνRαβF1(φ)∂αφ∂βφ

+∇α∇µ (F1(φ)∂αφ∂νφ) +∇α∇ν (F1(φ)∂αφ∂µφ)

−∇ρ∇ρ (F1(φ)∂µφ∂νφ)− gµν∇α∇β

(
F1(φ)∂αφ∂βφ

)
.

(B.12)
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Apéndice C

Tensor Enerǵıa-Momento
correspondiente al acople GB

La acción correspondiente al acople de Gauss-Bonnet es

SGB = −
∫
d4x
√
−gF2(φ)G. (C.1)

Recordando la definición del acople GB, la acción toma la forma :

SGB = −
∫
d4x
√
−gF2(φ)

(
R2 − 4RφγR

φγ +RφγκλR
φγκλ

)
. (C.2)

Esta ecuaicón se puede separar en varias partes para facilitar el cálculo:

S1 = −
∫
d4x
√
−gF2(φ)R2, (C.3)

S2 = 4

∫
d4x
√
−gF2(φ)RφγR

φγ, (C.4)

S4 = −
∫
d4x
√
−gF2(φ)RφγκγR

φγκγ. (C.5)

Ahora se realizará la variación respecto a la métrica para S1, S2 y S3 y la suma dará el
resultado de la variación del acople GB.

La variación de S1 es igual a

δS1 = −δ
∫
d4x
√
−gF2R

2 = −
∫
d4x

[
F2δ(
√
−g)R2 + 2F2

√
−gδ(R)

]
. (C.6)
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Para poder comparar con (A.2) y hallar el tensor, es necesario escribir la acción en términos
de la variación de la métrica, por lo tanto se toman (A.4), (B.6), y además,

δRµν =
1

2

(
gµαgνβ∇λ∇λδgαβ + gαβ∇ν∇µδg

αβ − gµβ∇α∇νδg
αβ − gνα∇β∇µδg

αβ
)
, (C.7)

reemplazando en la anterior ecuación, se tiene

δS1 =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
F2R

2gµν − 2F2RRµν − 2gµν∇σ∇σ(F2R) + 2∇ν∇µ(F2R)

]
δgµν .

(C.8)

Ahora la variación para S2,

δS2 = 4δ

∫
d4x
√
−gF2(φ)RφγR

φγ = 4δ

∫
d4x

[
F2δ(
√
−g)RφγR

φγ + F2

√
−gδ

(
RφγR

φγ
)]
.

(C.9)

Dado que Rφγ = gφσgγρRσρ,

δS2 = 4

∫
d4x

[
F2δ(
√
−g)RφγR

φγ + F2

√
−gδ(gφσgγρRσρRφγ)

]
=

∫
d4x

[
F2δ(
√
−g)RφγR

φγ + 2F2

√
−ggγρRσρRφγδg

φσ − 2F2

√
−ggφσgγρRφγδRσρ

]
.

(C.10)

Nuevamente expresando la variación de la acción en términos de la variación de la métria,
se reemplaza (A.4), (B.6), (B.9), y

δRαβκλ =
1

2
(∇κ∇βδgλα +∇λ∇αδgκβ −∇κ∇αδgλβ

−∇λ∇βδgκα +Rγ
βκλδgγα −R

γ
ακλδgβγ

)
,

(C.11)

en la anterior ecuación. As se obtiene

δS2 =

∫
d4x
√
−gδgµν

[
−2F2gµνRφγR

φγ + 8F2g
γρRνρRµγ − 4∇φ∇µ(F2Rφν)

−4∇φ∇ν(F2Rφµ) + 4∇λ∇λ(F2Rµν) + 4gµν∇φ∇γ(F2Rφγ)
]
.

(C.12)

Por otro lado la variación para S3 es
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δS3 = −δ
∫
d4x
√
−gF2RαβκλR

αβκλ. (C.13)

Usando la regla de Leibniz

δS3 = −
∫
d4xF2

[
δ(
√
−g)RαβκλR

αβκλ +
√
−gδ

(
RαβκλR

αβκλ
)]
. (C.14)

Bajando los ı́ndices por medio de la métrica en el último del tensor de Riemman de la
ecuación, se tiene

δS3 = −
∫
d4xF2

[
δ(
√
−g)RαβκλR

αβκλ +
√
−gδ

(
gληgκφgβσgαρRαβκλRρσφη

)]
. (C.15)

Aplicando la regla de Leibniz en el último diferencial y aplicando álgebra tensorial se llega
a

δS3 = −
∫
d4xF2

[
δ(
√
−g)RαβκλR

αβκλ + 4
√
−ggκφgβσgαρRρσφηRαβκλδg

λη

+2
√
−ggληgκφgβσgαρRρσφηδRαβκλ

]
.

(C.16)

Reemplazando (A.4) y (C.11) para determinar el diferencial del tensor de Riemann en la
expresión anterior, se tiene

δS3 =

∫
d4x
√
−gδgµν

[
1

2
F2gµνRαβκλR

αβκλ − 2F2RαβκµRρσφνg
κφgβσgαρ

+4∇σ∇φ(F2Rνσφµ)
]
.

(C.17)

Sumando los resultados de S1 (C.8), S2 (C.12) y S3 (C.17) se obtiene la variación de la
acción para el acople GB:

δSGB =

∫
d4x
√
−gδgµν

[
1

2
F2Ggµν − 2F2RRµν − 2gµν∇σ∇σ(F2R) + 2∇ν∇µ(F2R)

+8F2g
γρRνρRµγ − 4∇φ∇µ(F2Rφν)− 4∇φ∇ν(F2Rφµ) + 4∇λ∇λ(F2Rµν)

+4gµν∇φ∇γ(F2Rφγ)− 2F2RαβκµRρσφνg
κφgβσgαρ + 4∇σ∇φ(F2Rνσφµ)

]
.

(C.18)

Aplicando las derivadas y usando (A.4) y (C.11), se obtiene.
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δSGB =

∫
d4x
√
−gδgµν

[
1

2
F2Ggµν − 2F2RRµν − 2gµν(∇σ∇σF2)R + 2(∇ν∇µF2)R

+4F2R
ρ
µRνρ − 4 (∇σ∇µF2)Rφν − 4 (∇σ∇νF2)Rφµ + 4

(
∇λ∇λF2

)
Rµν

+4gµν
(
∇φ∇γF2

)
Rφγ − 2F2RαβκµRρσφνg

κφgβσgαρ + 4
(
∇σ∇φF2

)
Rνσφµ

+4F2RτµωνR
ωτ ] .

(C.19)

Comparando esta ecuación con (A.1) y (A.2) se ve que el tensor es:

TGBµν = −F2Ggµν + 4F2RRµν + 4gµν (∇σ∇σF2)R− 4(∇ν∇µF2)R− 8F2R
ρ
µRνρ

+ 8
(
∇φ∇µF2

)
Rφν + 8

(
∇φ∇νF2

)
Rφµ − 8

(
∇λ∇λF2

)
Rµν − 8gµν

(
∇φ∇γF2

)
Rφγ

+ 4F2RαβκµRρσφνg
κφgβσgαρ − 8 (∇σ∇φF2)Rνσφµ − 8F2RτµωνR

ωτ .

(C.20)

Debido a que el invariante G es una divergencia en cuatro dimensiones, los términos
proporcionales a la función de acople F2 que no incluyan derivadas, se anulan. Usando
este hecho y la propiedad del tensor de Riemann Rνσφµ = −Rµφνσ, finalmente se obtiene:

TGBµν = −4
(
[∇ν∇µF2]R− gµν [∇σ∇σF2]R− 2[∇φ∇µF2]Rφν − 2[∇φ∇νF2]Rφµ

+2[∇λ∇λF2]Rµν + 2gµν [∇φ∇λF2]Rφγ − 2[∇σ∇φF2]Rµφνσ

)
.

(C.21)
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[47] Shińıchi Nojiri and Sergei D Odintsov. Introduction to modified gravity and gravi-
tational alternative for dark energy. International Journal of Geometric Methods in
Modern Physics, 4(01):115–145, 2007.
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