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RESUMEN

Basandose en los trabajos [1] y [2], se estudian las caracteristicas de la energfa oscura
para un acople cinético no minimo a la curvatura y un acoplamiento de Gauss-Bonnet,
utilizando tres modelos: gas de Chaplygin con una relacion entre la densidad y la presién
de la forma p = —%, gas de Chaplygin generalizado de la forma p = —p%, gas de Chaplygin
modificado de la forma p = Bp — p%, donde A, B y a son constantes.

Se estudia dos casos diferentes, potencial nulo y potencial no nulo, para los cuales se deter-
minan las condiciones del campo escalar para satisfacer la ecuaciéon diferencial. Ademas,
se parte de un campo escalar directamente proporcional al logaritmo natural del factor
de escala y un potencial dependiente del cuadrado del pardmetro de Hubble, con el fin de
mostrar que siempre y cuando se cumplan ciertas restricciones en los parametros del mo-
delo, se satisface la solucion para cualquier escogencia fisicamente posible del parametro

de Hubble.



Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Un universo en expansion acelerada

Se sabe por un gran nimero de observaciones que el universo en la actualidad no solo se
estda expandiendo, sino que lo hace de una manera acelerada. Entre los experimentos se
encuentra la observacién de supernovas (SN Ia) [3, 4, 5], medicién de rayos-X de cimulos
de galaxias [6, 7], y el andlisis de la radiacién césmica de fondo (RCF?!) [8, 9, 10, 11],
en el cual también se observa la anisotropia del espectro y que aparentemente vivimos
en un universo plano. El hecho de que el universo se esté expandiendo de una manera
acelerada no concuerda en principio con la TGR?2, por ende se considera que la densidad
de energia del universo actual estd dominada por un fluido con presién negativa que se
conoce como ‘“energia oscura” y que es capaz de producir la aceleracion. Junto con la
energia oscura se predice ademds un tipo de materia diferente a la materia ordinaria®
conocida como “materia oscura” que es responsable de eventos gravitatorios en estrellas
y galaxias, asi como de las anisotropias del CMB. De acuerdo a estudios [7], se estima que
la densidad de energia actual del universo estd distribuida de la siguiente manera 68.3 %
de energia oscura, 26.8 % de materia oscura y 4.9 % de materia ordinaria.

Sin embargo, la introduccién de la energia oscura presenta nuevos interrogantes acerca
de el modelo tedérico que mas se aproxime a las observaciones. El modelo estandar o
Lambda-Cold Dark Matter (ACDM) consiste en agregar una constante (A) a las ecua-
ciones de campo de Einstein [12, 13] y considerar un tipo de materia oscura en la cual
la mayoria de sus particulas se mueven mucho més lento que la velocidad de la luz, que
se conoce como materia oscura fria [14]; este modelo coincide bien con observaciones re-
cientes pero tiene algunas inconsistencias, entre ellas, el hecho de que sea una constante,
implica que el universo tuvo un comportamiento similar en todas sus etapas, lo que lle-
va al problema de la coincidencia césmica [15, 16] el cual explica que el universo tuvo
que presentar cambios en la densidad de materia, radiaciéon y energia oscura que invo-
lucraron cambios en la aceleracién, para tener un universo como el que conocemos en

LCosmic Microwave Background
2Teoria General de la Relatividad
3La materia ordinaria compone todas las estructuras del universo observable



la actualidad, ademas de contradecirse también con la época de expansién desacelerada
[17, 18]; adicionalmente se tiene “el problema de la constante cosmoldgica” [19] el cual
consiste en que la prediccién de la teoria cuantica de campos de la constante A y su valor
experimental se diferencian en un orden de magnitud de 120. Existen también modelos
de campo escalar de energia oscura, los cuales permiten una ecuacion de estado variable
con el tiempo, por ende, se pueden adaptar a los diferentes estados del universo en sus
diferentes épocas lo cual no es posible con la ecuacién de estado “w = % = —1” del ACDM.

Entre estos modelos de campo escalar se encuentra Quintessence [15, 20] que se describe
por un campo escalar ¢ minimamente acoplado a la gravedad junto con un potencial que
depende explicitamente del campo, lo cual lleva a una ecuacién de estado dependiente del
campo y del potencial con un rango de variacion —1 < w < %, donde el limite w = —1
reproduce el modelo de la constante cosmolégica v w = % la ecuacion de estado para la
radiacién. Le sigue el modelo K-essence [21, 22] en el que se reemplaza el potencial con
la posibilidad de un campo escalar con un término no canénico de la energia cinética que
conlleva a una ecuacién de estado variable. El campo de Tachyon [23, 24] es un modelo
que nace de la teoria de cuerdas, y al igual que el quitessence muestra una ecuacion de
estado variable, con la diferencia que solo hay dependencia del campo y no del potencial.
El modelo de campo fantasma [25, 26] abarca la posibilidad de una ecuacién de estado
w < —1. Aparte de los modelos de campo escalar, se encuentra el gas de Chaplygin [27],
que involucra un fluido con una ecuacién de estado especifica, asi como el gas generalizado
[28] y el gas modificado de Chaplygin [29] que agregan variables a dicha ecuacién de estado.

Posteriormente se realizan modificaciones a los modelos anteriores en busca de que sus
predicciones sean mas acertadas teniendo en cuenta las correciones cudnticas, por lo que
se agrega a la teoria campos escalares con acoples no minimos los cuales se usaron para
estudiar el principio de inflacién [30, 31, 32, 33, 34] y ademés para dar una posible fuente
de energia oscura [35, 36, 37, 38]; entre los acoples no-minimos se destacan los acoples
cinéticos como se puede evidenciar en [39, 40, 41, 32]. Adicionalmente se utiliza el acople
de Gauss-Bonnet [42, 43, 44, 45, 46] el cual es topologicamente invariante en cuatro di-
mensiones, por lo que en principio no afecta la ecuacion de movimiento, pero al acoplarse
con el campo escalar mediante una funcién arbitraria F' es capaz de cambiar la dindmica
del problema.

Por otro lado, existen teorfas como la gravedad modificada [47, 48, 49] que asume la teoria
general de la relatividad como una aproximacion de una teoria mas general, introduciendo
funciones arbitrarias del escalar de Ricci f(R), lo cual seria capaz de explicar la evolucién
del universo sin introducir los conceptos de materia y energia oscura; y mas reciente la
teoria de la gravedad extendida [50] que es una consecuencia de la dindmica Newtoniana
modificada MoND [51, 52| la cual estudia el replanteamiento de la segunda ley de Newton,
al afirmar que la fuerza no siempre es directamente proporcional a la aceleracion, en vez
de eso, varia segun la distancia e interaccién que tengan los cuerpos.

En este trabajo se estudia un modelo escalar-tensorial, con un acople no-minimo cinético
a la curvatura junto con un acople de Gauss-Bonnet dado por una funcién arbitraria del
campo escalar. Se toma como un hecho la isotropia y homogeneidad a gran escala del
universo, por ende se trabaja con la metrica FRW [53] con K=0. Se analiza las ecuaciones

>



de movimiento usando los modelos del gas de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado
y gas de Chaplygin modificado para un potencial cero y un potencial general.

1.2. Universo homogeneo e isétropo

Las observaciones de la radiacién césmica de fondo (CMB) [54] han mostrado que el
universo actual tiene propiedades isétropas?, lo cual da indicios de que el universo es
plano® [55, 56]. Ademds, las diferentes observaciones a ctimulo de galaxias [57] muestran
que el universo es aproximadamente homogéneo® a grandes escalas . El suponer estas
caracteristicas especiales de la isotropia y homogeneidad a gran escala del universo se
conoce como el principio cosmolégico [58]

1.3. Métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

La métrica FRW es una solucion exacta a las ecuaciones de campo de Einstein que se
obtiene partiendo de la suposicién de validez del principio cosmolégico (homogeneidad e
isotropia a grandes escalas) y asumiendo que la componente espacial es dependiente del
tiempo y estd dada por:

ds® = —dt* + a*(t) [da® + dy* + d=?] (1.1)

donde x, y y z son las coordenadas espaciales, t es el tiempo cdsmico, y a(t) es el factor de
escala y el el causante de la expansion acelerada del universo y de la dindmica del mismo.
El factor de escala a(t) se puede determinar por medio de las ecuaciones de Einstein.

1.3.1. Ecuaciones de evolucion
Tomando las ecuaciones de campo de Einstein:

1

G =R — 5

Rg,uy = K‘QTMVJ (12>

Se puede calcular el factor de escala a(t), asi como la evolucién temporal de la ecuacién
de estado. Donde R, es el tensor de Ricci, el cual depende de la métrica y sus derivadas,
R es el escalar de Ricci que se genera en la contraccién de dos indices del tensor de Ricci,
y T} es el tensor de energia - momento. En la métrica FRW las componentes no-nulas
del tensor de Ricci son:

4Lo que implica que sus propiedades fisicas no dependen de la direccién de observacién
5Quiere decir que la constante K en la métrica FRW es cero y asi se tomard durante todo el texto
6La materia se distribuye por igual en todo el espacio



R()O == —E, (1 3)
a  2a?
RZ] = CL2 (a ?) 51’]’7 (1 4)
R=6 a + a—2 (1.5)
- \a  a?)’ '

Considerando un fluido perfecto, el tensor de energia - momento se expresa.

(1.6)

OO
oo o©
o o o
kN o oo

Donde p y p son la densidad de energia y presion del fluido. Asi pues, usando las ecuaciones
(1.2), (1.3), (1.4), (1.5) y (1.6) se determinan dos ecuaciones independientes:

. 2
a 8tGp  KZp
H2=(Z) = = 1.7
(&) -t (17)
—3H? — 2H = k%p, (1.8)

donde H es el parametro de Hubble y estas relaciones se conocen como las ecuaciones de
Friedmann. Derivando (1.7) y reemplazando en (1.8) se llega a la ecuacién de continuidad,

p+3H(p+p) =0. (1.9)
Ahora derivando H? y por medio de (1.7) y (1.8) se encuentra:

a K2

TG (3p + p). (1.10)

Debido a que el factor de escala a(t) acompana la componente espacial de la métrica,
se obtiene un universo acelerado solo si la segunda derivada de este factor es positiva,
por lo tanto se concluye que existe una expansiéon acelerada solo si se cumple la siguiente
condicién:

3p+p <0. (1.11)

De esta manera, la energia oscura es un fluido que debe tener una presién negativa para
lograr modelar un universo en expansién acelerada.

7



1.3.2. Ecuacion de estado

Se considera que el universo esta lleno de un fluido barotréopico perfecto, el cual tiene una
ecuacion de estado.

p
w==, (1.12)
p

y asumiendo que la ecuacién de estado w es constante. Con las ecuaciones (1.7) (1.8) (1.9)
se obtiene.

2
H = , 1.13
3(t—to) (w+1) (1.13)
a(t) o (t — to) T, (1.14)
poca 3 (1.15)

donde f; es una constante de integracién. Se evidencia por (1.13) que la solucién tiene
la restriccion w = —1. Para un universo dominado por radiacién se tiene que p = £ o
w = 1/3, mientras que para un universo dominado por materia ordinaria esta no influye
en la expansion por lo que la presién es nula o w = 0. Para ambas situaciones se tiene de

acuerdo a (1.14) y (1.15).

=

a(t) oc (t —t)2; poca® Radiacién, (1.16)

a(t) o< (t — to) i poxca®

Materia. (1.17)
Sin embargo, ninguno de los dos casos cumple la condicién (1.11), por lo cual reproducen
un universo de expansién desacelerada. Reemplazando la ecuacién de estado en (1.11),
muestra que para un universo con expansion acelerada se debe cumplir que w < —%. Para
lograr esta condicién se debe introducir un nuevo fluido que pueda contribuir a la densidad
de energia y presion, llamado “energia oscura”. De acuerdo a estas condiciones, se puede
notar que no se puede conseguir un universo en expansion acelerada con la gravedad
Newtoniana; por ejemplo, si se supone una esfera de radio a y densidad de energia p,
combinando la ley de gravitaciéon universal [59] y la segunda ley de Newton para una
masa en esta esfera, se tiene:

Gm (4ra®p
= —— " 1.1
mda = ( 3 ) : (1.18)
a ArG
a_ 4G 1.1
- 5P (1.19)



La diferencia de (1.19) con (1.10), es que los efectos relativistas implican la inclusiéon de
la presion, lo que permite la posibilidad con una presién negativa de tener a > 0 para
la expansién acelerada; contrario a (1.19) que solo es posible @ < 0 que reproduce una
expansion desacelerada.

De acuerdo a la ecuacién de continuidad (1.9), si se toma la ecuacién de estado w = —1
la densidad de energia es constante. En este caso el pardametro de Hubble también es
constante, debido a (1.7), lo que lleva a un factor de escala.

a o et (1.20)

Hasta ahora se proponen soluciones con una ecuacion de estado constante que satisface
w > —1, no obstante se puede considerar un campo fantasma de la energia oscura para el
cual la ecuacién de estado satisface w < —1, pero bajo esta condicién la ecuacién (1.14)
describe un universo en contraccion, sin embargo hay otra solucién dada por.

alt) « (t, — t) @, (1.21)

donde t, es una constante de integracion, esta ecuacion corresponde a una solucién super
inflacionaria, donde se encuentra que:

n
H= (1.22)
donde,
2
' 6n(2n + 1)
2 : 77, n

Se observa que el parametro de Hubble diverge cuando el tiempo tiende a t,, lo que
corresponde a una densidad de energia infinita en un tiempo finito; asi como la curva-
tura también tiende a infitino cuando el tiempo se acerca a tg, esto se conoce como una
singularidad Big Rip [60].

1.4. Gas de Chaplygin

Existe un tipo de modelo de energia oscura que involucra un fluido conocido como gas
de Chaplygin. Este fluido describe la aceleracién del universo en la época actual y su
ecuacion de estado estd representada por:

A
p=-2, (1.25)



donde A es una constante positiva.

La ecuacién de estado del gas de Chaplygin (1.25) puede ser reemplazada en la ecuacién
de continuidad (1.9) para ser integrada, de lo cual se obtiene.

B

p=1\A+—

s (1.26)

siendo B una constante de integracién. Tomando los limites asintoticos de esta ecuacion
se puede ver que:

, (1.27)
para a << (2)1/6 y.

p~ VA, (1.28)

para a >> (£)1/6_Si este resultado de la densidad se reemplaza en (1.25), se llega a que
p ~ —VA, lo cual implica p ~ —p.

Estos son unos resultados interesantes ya que cuando “a” tiende al limite inferior, es decir
a tiempos tempranos, la densidad del gas es proporcional con a~3 que corresponde a un
universo dominado por materia como se ve en (1.17). Por el contrario cuando “a” tiende
al limite superior, es decir a tiempo presente, el gas predice una aceleracion con w = —1,
es decir con el modelo de la constante cosmologica. La posibilidad de representar estas dos
etapas del universo hacen del gas de Chaplygin un modelo interesante capaz en principio
de unificar los términos de materia oscura y energia oscura.

Al agregarse una variable més en forma de exponente a la ecuacién de estado (1.25) del
gas de Chaplygin, se obtiene el gas de Chaplygin generalizado.

p=——. (1.29)
pOé

Reemplazando en la ecuacién de continuidad (1.9), se obtiene la relacién para la densidad.

B at1

Para la cual, los limites asintéticos son

: (1.31)



para a << (£)Tm y

p o~ A, (1.32)

1
para a >> (%) 3FD) | Si este resultado de la densidad de energfa se reemplaza en (1.29)

se llega a que p ~ —AO%H, lo cual implica p ~ —p. Se pueden observar las mismas
caracteristicas del gas de Chaplygin, con la ventaja de tener limites asintéticos regulables
por medio de a.

Si se le agrega un término proporcional a la densidad a la ecuacién (1.29) se obtiene el
gas modificado de Chaplygin.

A
p= —p—a-I—B,O. (1.33)

Reemplazando en (1.9) e integrando, se obtiene

1
A o+l 1 1
=|=— 1| o1, 1.34
g (B+1> (BWﬁ”+1+ ) (134
donde W, = Wﬂo con W = a*B+D) v W, = ag(BH), y la constante de integracién se
tomé como D = AW+?“.

Para un factor de escala grande se tiene que W, >> 1, lo que implica de (1.34) que

A\ et

Reemplazando en (1.33)

A #1 1.36
pN_(B—H) ) ( )

Lo que conlleva a que p ~ —p como en los anteriores modelos.
Usando el limite W, << 1 en (1.34)

y sustituyendo en (1.33), se obtiene

p~B (B(BLJFD) o Wl/ (1.38)

11



Por lo que para un factor de escala pequeno, el gas de Chaplygin modificado se comporta
con una ecuacion de estado P = Bp, donde B es una constante positiva. Este resultado
muestra que este modelo intercala entre una fase del universo dominada por materia, con
una ecuacién de estado w = B y una fase de Sitter p ~ —p. Ademas si en (1.34) se toma
W, =1, la densidad toma la forma.

=2 139

Reemplazando este valor de la densidad de energfa en (1.33) se obtiene una presién cero.
En conclusién este modelo de el gas modificado de Chaplygin reproduce un universo en
tres fases limites, con las siguientes ecuaciones de estado:

—1 para W,>1,
w=< 0 para W, =1, (1.40)

B para W, < 1.

12



Capitulo 2

MODELO

En el presente trabajo se utiliza la siguiente accién que determina la dindmica del espacio-
tiempo

1

1
g R 50,00°0 + Fu(0)Gu 0006~ V(6) + Fa(@)G |, (2.1)

S:/d‘lx\/—_g[

donde G,, = R,, — %gw,R, R es el escalar de Ricci, ¢ es el campo escalar, I} es el
término de acople cinético, V(¢) el potencial que depende del campo, G es el invariante
4-dimensional de Gauss-Bonnet: G = R? —4R,,, R" + R, po R*??. Ademés de los acoples a
la curvatura con términos cinéticos, se espera que el término con acople de Gauss-Bonnet
sea relevante para la explicacién de los fendémenos de la energia oscura.

Tomando la variacién de la accién (2.1) respecto a la métrica, se obtiene la expresién

1
KTy = Ry — 5gWR, (2.2)

donde x? = 87G y T, es el tensor de energfa-momentum que representa la variacién de

los términos que dependen del campo escalar, acople cinético y Gauss-Bonnet (GB)

T =Ty + T, +T7, (2.3)

pv

donde T/fy corresponde a las variaciones de los términos minimamente acoplados, TE, a
los acoples cinéticos y TI?VB a la variacion del acople GB. Los aportes derivados de los
términos cinéticos acoplados a la curvatura y de GB se consideran como efectivos. Las
variaciones estan dadas por

1
T, = VuoVut = 50w Va0V 6 = V() g, (2.4)

13



T - (RW g R ) F(OV3076 + 00 Ta0 (67670

-5 (V V., + V.V, (Fi(9)VrgV ) + RF ($)V 0V,

— 2F1(¢>>( RNV, 0 + RV OV ,10) + g Ry Fi(¢) VOV ¢
+ VoV, (Fi(9)V*V,0) + VAV, (Fi(¢) V6V ,.0)

— VAV FL(O)V,u0V,0) — g VAV, (Fi(0)VOV9)

(2.5)

TIIEIB = _4([VMVVF2(¢)]R - Guv [vang(qb)] - 2[vpquQ(¢)]RWJ - Q[VpVVFQ(gb)]R,,p
+ Q[VPVPF2(¢)]RW + QQW [VPVUF2(¢)]RM - 2[VPVGF2(¢)]RMPW)7
(2.6)

donde en la ultima expresién se han usado las propiedades de invarianza de GB [43] y [61]
. Variando la accién (2.1) con respecto al campo escalar ¢ se obtiene la siguiente ecuacion
de movimiento [62]

_ —\/1__98M[\/—g(RF1(¢)8“¢ IR F\(6)0,6 + 04 6)] + "
dF1 dF, (2.7)
do (RO,$0"$ — 2R, 0" 00" §) — d_qbg = 0.

Tomando el campo con una dependencia solo temporal, es decir homogeneo; el espacio-
tiempo dado por la métrica de FRW (1.1), las componentes (00) y (11) de (2.2) y los
tensores (2.4)(2.5)(2.6) encontrados con la variacién de la accién, se obtienen las ecuacio-
nes de Friedmann.

K2 K2

) d
=g =5 (3 4 v HPR@F -2 e) 2y

2

: K
—2H — 3H2 = ?peff

S V(0) — (BH? + 2H)R(0)F — 2 (m(wm i @¢3)

dg
+8H d¢¢+8H d¢2¢ +16HH%¢+16H d¢¢]

(2.9)

14



Con las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano que se muestra en la accién se
encuentra la ecuacion de movimiento

b+3Ho+ il + 3H? (2F1(¢)<5 + @q's?) +18H3Fy ()6

do o
1HAF(0)d - 20 (02 4 1Y) 2 = (2.10)
1 7 —0.

Es interesante observar que sin importar la funcién Fj(¢), si se considera el caso en
que Fy(¢) y ¢ sean constantes, se obtiene que el potencial V' también seria constante y

H = Hy=kry/ %, lo que representa una solucién tipo de-Sitter.

2.1. Ecuaciones en términos de la variable de Slow-
Roll

Definiendo la variable Slow-Roll = In(a) que representa un crecimiento suave respecto
al factor de escala, y derivando se obtien dt = . Reemplazando en (2.8) y (2.10) se
obtiene

H? = %2 %Hz(x)ﬁ(x) + V(z) + 9H (z) Fy (2)0(z) — 24H4(a:)d%f) , (2.11)
y
S @) + 320 + T 4 0gn ) (A () P )
+ 3§H4(x)%(F1(fv)9(w)) + 18¢H () (Fi(2)0(x)) (2.12)
= 12H2(x)dhz;(x) d%f) - 24H4(x)d1:§f) =0,
donde 0(z) = (£)2. Despejando Fy(z)0(z) de la ecuacién (2.11) se obtiene
Fu(2)0(z) = —— ble) _ Vie) | 8dFa(e) (2.13)

3x2H%(z)  18H%(x) 9H(x) ' 3 dx

Substituyendo en (2.12) se tiene la siguiente ecuacién

15



21'(r) G+ 0 2(“’)% FRHY @) + 412 () T

— 12H%(2)V (z) + 12H(x) dfi;x) + 36H" (x) + T2H" () — =
dH?(x) dFy(x) N 144H6(x)dF2(x) N 48H6(x)d2F2<x>

dz dz dz a2 0-
(2.14)

- 2v<x>—d}€l;‘”>

dH?(x) dFy(x)

+36H"(x) + T2H"(z)

donde las unidades se han considerado tal que k2 = 1. También por simplicidad se esta-
blece la relacién para el acople al termino GB como

dFy(z) g
dv  H%*(z)’ (2.15)

donde g es una constante de proporcionalidad. Asi la eucacién (2.14) toma la forma

2H4(x)%<;) + Q(x)HQ(x)de—x(x) + 12H*(2)0(x) + 4H?(x) d‘;g”)
- 2V(a:)d[i;(x) —12H*(2)V(2) + 12H2(x)% (2.16)

dH?
+ 36H"(z) + 24gH? () dx(x> + 144gH(z) = 0.
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Capitulo 3

Dinamica cosmolégica

3.1. Dinamica para V' =0

En esta seccion se estudiara la dinamica del problema representada en la ecuacion dife-
rencial (2.16), en el caso particular de un potencial nulo.

3.1.1. Dinamica con gas de Chaplygin - V =0

La ecuacién de estado para el gas de Chaplygin es

A
p= s (3.1)

Reemplazando en la ecuacién de continuidad, se obtiene

A a,pt—A
p+3H(p——)=p+3- =0, 3.2
(0= ) =i+30(—5) (32)
Ahora haciendo una separacién de variables
dpp da
3= 3.3
oA - (3.3)

Integrando se obtiene la relacién para la densidad:

v »

Reemplazando en (1.7) se obtiene
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2
2 _ K b
H® = 3 A+a6. (3.5)

Definiendo las constantes normalizadas A; = %A y By = %B y renombrandolas como A
y B para simplicidad de los clculos, la anterior expresiéon toma la siguiente forma

/ B

Por ultimo reescribiendo en términos de x (x = Ln(a)):

H? = VA + Be6=. (3.7)
Reemplazando (3.7) en (2.16), tomando V' = 0 e integrando 6 respecto a x, se obtiene:

_ 9z

Ce 7T Aeb
0z) = ——=+4 3)oF1 (1,1, —;— — 129 — 3, 3.8
(l‘) m ( g+ )2 1( 4 B ) g ( )

donde 5 F} es una funcién hipergeométrica [63]. Con el fin de simplificar el resultado para
cancelar la parte hipergeométrica, se establece la condiciéon para la constante g:

3
Por lo que (z) se simplifica a
Ce™2"

Si en el anterior resultado se reemplaza (92)2 = f(z) y se integra respecto a x, se obtiene
un resultado para ¢(x) con una funcién hipergeométrica, nuevamente para simplificar el
resultado se toma la constante de integraciéon C' = 0, por lo que

0(z) = <%)2 — 6, (3.11)

De lo que resulta

¢(x) = V6r + do. (3.12)
Por lo cual bajo las anteriores consideraciones, el campo se comporta como una funcion
lineal de la variable “x”, o logaritmico al factor de escala “a”. Substituyendo los resultados

de H? y ¢(x) en (2.13), se llega a que la funcién de acople cinético es
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16
Fi(¢) = - et (3.13)

3(B + Aevos)!/?

Reemplazando H? en (2.15) e integrando, se obtiene la funcién de acople al término GB

Ln (A VA(A + Be~Viey! IRNE

F2(¢>:_ 4\/Z _Z_l 2_A¢7

(3.14)

en donde se tomo la constante de integracion del campo nula, ¢g = 0. Por ende, para
el gas de Chaplygin con acoples cinéticos y GB, las soluciones son simples funciones
exponenciales del campo ¢.

3.1.2. Dinamica con gas de Chaplygin generalizado - V =0

La ecuacién de estado para el gas de Chaplygin generalizado es

p=—-——, (3.15)

A a, ptte—A
p+3H(p——)=p+3—(———) =0, 3.16
(=) =i+ 30— (3.16)
Haciendo separacién de variables:
dpp® da
—_— = —3— 3.17
pl-i-a — A a’ ( )

e integrando se obtiene la relacion para la densidad,

B \ T+
p= (A + M) . (318)

Reemplazando en (1.7), se obtiene

3 q3(l+a

2 B 1_,_%
=" <A + —)) . (3.19)

1+« 1+
Definiendo las constantes normalizadas A; = <%2> Ay By = <%2> B y renombran-

dolas como A y B por simplicidad en los calculos, se obtiene
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H? = (A + i) m. (3.20)

q3(1+a)

Por 1ltimo reescribiendo en términos de z (z = Ln(a)):

H? = (A+ Be te)r) e, (3.21)

Reemplazando (3.21) en (2.16), tomando V' = 0 e integrando 6 respecto a x, se obtiene.

0(z) = Ce™% (Ae?’(a“)x + B)fm

2 3 Ae3x(oc+l) (322)
4g+3) o1 |1, ——;1 P— —12¢g — 3.
+<g+)21(’a—|—1’ T ar) B > g
Nuevamente para simplificar la expresién, se toma g = —3/4 para cancelar el término
hipergeométrico, por lo que:
C —9x/2
0(z) = ‘ 46 (3.23)

(B + AedlotDz) 2w

Nuevamente para evitar términos hipergeométricos en el campo, se toma la constante de
integracién C' = 0, por lo cual ¢(z) = v/6x + ¢o. Substituyendo H? y ¢(x) en (2.13), se
obtiene

3(1+a)

Fi(6) :—%[AJrBe_ v ¢]_1T“, (3.24)

y el acople Fy se obtiene reemplazando H? en (2.15) e integrando

V3
1 3 1 1 a+2 Aez@+bs
Fy(¢) = — Vie,F ; ;— 3.25
=(?) 1B 1<a+1’a+1’a+1’ B ’ (3.25)

donde 5 F} es una funcion hiergeométrica. Es de notar que la funcién de acople GB para
el gas de Chaplygin generalizado pierde simplicidad por el término hipergeométrico en
comparacion al gas de Chaplygin.

3.1.3. Dinamica con gas de Chpalygin modificado - V =0
La ecuacién de estado para el gas de Chaplygin modificado es

A
p=DBp— = (3.26)
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Nuevamente, reemplazando en la ecuacién de continuidad, se obtiene

: A . L4 (B+1)pte—A
p+3H((B+1)p—2) :p+3g(( )p”a ) = 0. (3.27)
Haciendo separacion de variables:
dpp® da
=—-3— 3.28
(B+1)ptte— A a’ (3:28)
e integrando, se obtiene la relacion para la densidad:
A D T+a
= (B 1By 1)a3<1+a><B+1>) | (3.29)
Reemplazando en (1.7)
o (A = i 3.30
REAVES (B + 1)a3(+a)(B+1) ’ (3.30)
. . 2 1+a 2 1+«
y definiendo las constantes normalizadas A; = <3(B—+1)> Ay D = <m> Dy

renombrandolas como A y D para simplicidad de los cédlculos, se tiene:

D 1+a
2 _
H? = (A+ a3(1+a)(3+1)> . (3.31)
Ahora reescribiendo en términos de = (z = Ln(a)), la anterior ecuacion se reduce a:

H? = (A+ Be 3FUte)m)Tie, (3.32)

Para la cual se define £ = B + 1. Para analizar los limites asintéticos de la densidad, se
define la variable W, = a*B+Y por lo que la densidad toma la forma

1
A D T+a

= . 3.33

P (B+1+(B+1)W1+a> (3:33)

Se toma la constante de integracion como D = Amjglm, donde Wy = ag<B+1), y por lo
tanto:

1 1 1
A AWyt The A\ T 1 Tra
= = — 1 ) 3.34
P (B+1+B(B+1)W1+a Bl T Bwita (3:34)
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Retomando (3.32) y estableciendo el potencial como (3.43), implica que la ecuacién dife-
rencial es igual a la del gas de Chaplygin generalizado (3.46) y sustituyendo (3.32)

2 (A + De3PUHe)) % +3(4A+ (4 — E)De?P14)7) g

+ 6De 3T [190(2 — E) — Vog(E + 2) + 6(1 — E)] + 12A(129 — Vog + 3) = 0.
(3.35)

Para simplificar la ecuacién, se toma E = 4 con el fin de cancelar el término exponencial
que acompana a la funcién 6(x):

df

2 (A + De 3F(te) d—+12A9+36De*12<1+a)f (—4g — Vog — 3)+12A(12g—Vog+3) = 0.
T

(3.36)

Integrando la anterior ecuacién para 6(z), se obtiene:

0(z) =C (A€12(oc+1)x i D)’m
3D (gVo + 4g + 3) e 2D, By (1, 1;2 — 2(a1+1); _Dflj(aw)
20A + A

Ael2(at+1)z ~ et Apl2(e+D)z “sarn (3.37)
+gVh (1 - <—€ + 1) +12¢ (—6 + 1)

D D

; (A612(a+1)x
D

TSy
+ 1> _ 1293,

Para cancelar el término hipergeométrico de la solucién, se establece V = —E — 4. Reem-
plazando y agrupando términos comunes

1

1

12(a+1)z 2(a+1)
(9(1‘) = —6—16g+ (6+ 169) (T + 1) +C (A€12(0‘+1)93 + D) 2(a+T) (3.38)

Si se toma g = —% el potencial se anula ya que Vy = 0 por la restricciéon para cancelar el
término hipergeométrico, de esta manera la funcion se simplifica a:

A€12(a+1)$ _2(++1) 1
O(z) =6 —6 (T + 1) + O (Ae?ethr 4 p) e (3.39)

1 )
Tomando la constante de integracién C' = 6 D2+ | se obtiene
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0(z) = 6. (3.40)

De lo anterior se ve que nuevamente el campo se relaciona directamente proporcional a x
siendo v/6 la pendiente, como se muestra en (3.12).

Reemplazando (3.32), (3.12) en (2.13) y (2.15) y despejando e integrando respecto a x
respectivamente, se encuentra que para el gas de Chaplygin modificado con potencial nulo,
los acoples F} y Fy son.

1 e2V6¢

Fi(¢) = —= : 3.41
1(#) 3Dy Ao (3.41)

1
1 — 1 [ Ae2VB(at1)d atl
Fy(¢) = =9 (A + De*Wé(a“)d’) ! (e— +1

12 D
1 1 2 A 2v6¢(a+1)
* o , ; ot P — ¢ (3.42)
a+1l ' a+1 a+1 D
g 266 17 1 1 a+2 Ae2Voilot)
__9J . ) . .
12D 2 Ml a4l a+1l a+ 1 D

3.2. Dinamica para V #£ 0

En esta seccién se analizard la dindmica del problema representada en la ecuacién di-
ferencial (2.16), pero a diferencia de la seccién anterior, ahora se propone un potencial
conveniente no nulo.

3.2.1. Dinamica con gas de Chaplygin - V # 0

Observando la ecuacién diferencial (2.16), se concluye que hay 3 tipos de terminos, los
factores 0'(x), de 6 y de los términos independientes de . Analizando distintas posibi-
lidades, se observa que la parte hipergeométrica de la soluciéon depende principalmente
del resultado del término independiente de 6, es decir gran parte esta determinado por el
potencial, por lo cual se busca un potencial distinto a cero el cual pueda contribuir en el
resultado.

Se propone un potencial que esté relacionado con el cuadrado del parametro de Hub-
ble para que al reemplazar en la ecuacién de movimiento (2.16) los términos se puedan
factorizar y simplificar la ecuacion diferencial.
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V = VogH*. (3.43)

De donde,

av dH?

— = —_—. 3.44

dr 74 (3:44)
Reemplazando (3.43) y (3.44) en los términos en los que aparece el potencial de la ecuacién
(2.16) se obtiene

H2 H2 H2
4H2fi—v — 2Vdd— — 12H*V = 4V09H2dd— - 2VogH2dd— — 12VogH*
T x Z X (3.45)

dH?
= 2V09H2d— — 12VogH*,
T

Reemplazando en (2.16) y agrupando términos comunes, se tiene

d9  dH? dH?
2H? - + 0~ + 120H + 2= (Vog + 129 + 6) + 12H7(129 — Vog +3) = 0. (3.46)

Reemplazando en la anterior ecuacién la expresion de H? para el gas de Chaplygin (3.7)
e inegrando # respecto a x, se obtiene

9z

Ce 2 7 Aeb
O(7) = —— 4 (gVo+4g+3) oy (1,1, 5 -2 ) + gVo— 129 — 3. (3.47
(:B) m (.90 g )2 1< 4 B) gVvo g ( )

Por lo que la condicién para eliminar el término hipergeométrico de la solucion es:

gVo + 49 +3 =0. (3.48)

Por ende la constante del potencial V queda restringida a la constante g por:

3
Voo 4 (3.49)

Sustituyendo la restriccion de Vy en (3.47), se llega a la siguiente expresién:

06_9796 3 Ce_%x
0 =—+4+|———1 —12¢g —3 = ——— — 169 — 6. 3.50
&)= Vi +5 ( g )9 973 =Yawmip Y (3.50)
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Nuevamente para evitar el término hipergeométrico en la solucion del campo, se escoge
la constante de integracién C' = 0, por lo tanto

0(z) = —16g — 6. (3.51)

Como 0 = ¢, al integrar el campo respecto a x se obtiene:

o(r) = /—169 — 62 + ¢y. (3.52)

Hay que resaltar que la raiz cuadrada permite que la solucion solo sea viable para g < —g,

y ademas para g = —% se recrea el resultado (¢ = V6 + ¢o) para un potencial nulo

(Vo =0)

La importancia de incluir este tipo de potencial, radica en que el campo ¢ sigue teniendo
una solucion sencilla, lineal con x, pero ganando la libertad de escoger la pendiente del
campo en funcién de x de acuerdo a la definicién de la constante g y esta pendiente influye
en el exponente de las funciones de acople F| y Fy

(4g + 1) (e 7177

Fi(¢) = —7 (3.53)
(—16g — 6) (B + Ae«ﬁ‘ﬁ)
y
Fo(¢) = —2L_In (A +VAA+ Be—ixﬁ_fﬁg_w)” 2) 4VA + J ¢.  (3.54)
3VA —A(6 + 169)
3.2.2. Dinamica con gas de Chaplygin generalizado - V' # 0
Tomando el parametro de Hubble para el gas de Chaplygin generalizado (1.29)
_1
H? = (A+ Be #0telr)Tia, (3.55)

Reemplazando en (3.46) y factorizando se obtiene:

240 (A + Be-3(+0e)

—3(a+1)z
= + 360 (4A + 3Be )

+ 124 (g (=Vo) + 129 + 3) + 18B (4g — gVp) e 3@t — g,
(3.56)

Resolviendo la ecuacion diferencial y simplificando se obtiene para 6(x):
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1
0(z) = Ce % (Ae3(a+1)“ + B) 2(aT)

9 3 Ae&r(a—i—l)
;14 3
a+1 2(a+1) B

+(g\/()+4g—|—3)2F1(1, )—f—gVo—12g—3.

(3.57)

Al igual que las anteriores sesiones, se busca simplificar el resultado eliminando el término
hipergeométrico, para esto V se toma de la siguiente forma:

3
Vo=———4, (3.58)
g
para obtener
9x —L
O(z) = Ce 2 (Ae*@TD™ 4 B) 2 — 16g — 6. (3.59)

Tomando la consante de integracion C' = 0, se tiene:

0(x) = —16g — 6. (3.60)

Nuevamente integrando el campo respecto a x con el resultado de 6, se obtiene el campo
en funcién de x como.

o(z) = /—169 — 62 + ¢y. (3.61)

Siempre y cuando g < —g. Por lo que las funciones de acople para el gas de Chaplygin
generalizado con un potencial no nulo son:

4g 4+ 1 ~3(1+0)¢\ ~Tia
Fi(¢) = — (A B ﬁ—wg—s> , 3.62
1 () 6 1 169 + Be (3.62)
3
1 34 1 1 a+2 Ae V-6-T1bg (at1)é
Fy(h) = — Vot - . . (363
2(9) AR 2 1<a+1’a+1’a+1’ B (3.63)

3.2.3. Dinamica con gas de Chaplygin modificado-V # 0

Considerando la relacién entre la densidad de presion y densidad de energia del gas de
Chaplygin modificado (1.33), se obtiene por (1.7)

1
H2 _ (A + De—SE(H—a)x) o (3.64)
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Al igual que en la seccién para V' = 0, se establece el potencial como (3.43) por lo que la
ecuacién diferencial es igual para el gas de Chaplygin generalizado (3.46), sustituyendo
en (3.64):

) (A + D673E(1+a)x) % +3 (4A + (4 _ E)DefSE(1+o<)a:) 0

+ 6De 3T [190(2 — E) — Vog(E + 2) + 6(1 — E)] + 12A(12g — Vog + 3) = 0.
(3.65)

Para simplificar la ecuacién, se toma E = 4 con el fin de cancelar el término exponencial
que acompaa a la funcién 6(z).

2 (A + De 3B te) %+12A0+36De—12<1+a>$ (—4g — Vog — 3)+12A(12g—Vog+3) = 0.
(3.66)

Integrando 6(z) respecto a x, se obtiene:

3D (gVh +4g +3) e 2D By (1,152 = by D)

— A 12(a+1)x D *m . (a+1) A
) =C (e +D) 20A + A

A€12(a+1)m _m A612(a+1):p _m

AelZ(a—H):p _m

(3.67)

Para cancelar el término hipergeométrico de la solucién, se establece V = —E — 4. Reem-
plazando y agrupando términos comunes, se tiene

12(a+1)z

_m 1
5 +1) +C (Ae?etr 4 D)2 (3.68)

O(x) = —6—16g+ (6+169) (

La diferencia con la seccién (2.1.3) es que se busca simplificar el término sin anular el

1
potencial, para esto se toma la constante de integracién como C' = —(6 + 16g) D2+ | los
dos tltimos términos se cancelan, llevando nuevamente a una solucién de 0(x) constante.

0(z) = —6 — 16g. (3.69)
Y un campo

27



¢(z) = /=6 — 16gx + ¢o, (3.70)

siempre y cuando g < —3. Sustituyendo en (2.13) y (2.15) (considerando ¢y = 0), se
determinan las funciones de acople:

dg +1 —12(140) \ “Tia
no=s (4 Devme) T, 3.71
(0) =~ oL (a4 Do .
: 2 R N
Fy(¢) = Eg (A + De*ﬁ(o&lw) at1 ( i . 1)
— s latl)
P 1 ’ 1 ;05—0—2;_,4@ V/—6—169 (3‘72)
a+l a+1 a+1 D
g _“‘61737169(15}7 1 1 a+2 Ae_\/%wgﬂa-i-l)
p— 6 ) L |
12Dt atla+l atl D

3.2.4. Solucién sin restriccién de H?

Como se puede notar en las secciones 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6, las restricciones del campo y
potencial para solucionar la dindmica del problema son iguales sin importar si el parametro
de Hubble obedece a un modelo de gas de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado o
gas de Chaplygin modificado lo cual da un indicio de que la solucién se puede generalizar
para otro tipo de parametro de Hubble. En esta seccion se parte desde el resultado de las
anteriores secciones, para el campo y el potencial, es decir.

O(x) = —6 — 16g, (3.73)

lo cual es equivalente a suponer un campo directamente proporcional al logaritmo natural
del factor de escala.

¢(a) = /—6 — 16gLn(a), (3.74)

donde g es la constante definida para el acople GB (2.15) y estd limitada a g < —% para
que el campo escalar (3.74) tenga sentido fisico. Al ser #(z) una constante, el primer

término de (2.16) se cancela ya que % = 0, y la ecuacién diferencial toma la forma:

dH? dH? dv dH?
6H2d— + 8gH2d— — 36H* — 48¢H* + 4H2d— — 2vd— —12H?V =0.  (3.75)
X Xz Xz X

Ahora se define el potencial de una manera conveniente como:
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V = VygH?, (3.76)

y por lo tanto

av dH?
— = Vog——. 3.77
dz 09 ( )
Sustituyendo en (3.75)
o, dH? o, dH? " 4 o, dH? 4
6H"—— +8gH —— — 36 H" — 48gH" 4+ 2VhgH"—— — 12H" Vg = 0, (3.78)
dx dz dx
y agrupando términos semejantes, se obtiene
L dH? 4
2H°—— (3 +4g + Vog) — 121" (3 + 4g + Vog) = 0, (3.79)
dH?
(2H2d— — 12H4> (3+4g+ Vp) = 0. (3.80)
x

Se puede observar de la anterior ecuacién, que la solucién puede ser independiente de H?
siempre y cuando se cumpla la siguiente restriccion entre las constantes g y Vy:

3+4g9+ Vog =0. (3.81)
Por lo que se restringe V} a:
3
Vo=——4. (3.82)
g

Finalmente, las funciones de acople Fi(¢) y F»(¢), quedan determinadas por.

B 4g+1
Fi(¢) = 61 169) 1 (3.83)

F3 (o) :g/%- (3.84)
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se consider6 la modificacion de la acciéon de la Relatividad General por
medio de la introducciéon de un acople entre la curvatura, el campo escalar y el término
cinético; ademas de un acople de Gauss-Bonnet, como posible explicacion de la energia
oscura. Se estudié la dinamica del universo por medio de la ecuacién de estado de gas
de Chaplygin, gas de Chaplygin generalizado y gas de Chaplygin modificado para dos
casos particulares, potencial nulo y potencial no nulo; para el caso del potencial nulo se
encontraron en los 3 tipos de gases un campo escalar directamente proporcional a z o
Ln(a) con pendiente v/6 y se determinaron las funciones de acople Fy(¢) y Fy(¢); para el
caso del potencial no nulo, se escoge convenientemente el potencial de acuerdo a la ecuacion
diferencial de tal manera que se llega a un campo esclar directamente proporcional a x
o Ln(a) pero con pendiente /—6 — 16¢g, que reproduce el caso particular V' = 0 para
g = —2 y se encontraron los acoples Fi(¢) y Fa(¢).

Por otro lado, se determiné que la dinamica del problema se puede resolver sin necesidad
de especificar el parametro de Hubble. S6lo con las consideraciones 0(x) = —6 — 16g y
V = VogH? se satisface la ecuacién diferencial, lo que implica que la solucién no se limita
solo a los 3 tipos de gases de Chaplygin, sino para cualquier funcién de estado fisicamente
posible y se determinaron los acoples Fi(¢) y F»(¢) para este caso.
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Apéndice A

Tensor Energia-Momento

correspondiente con el campo escalar

El tensor Energia-Momento se relaciona con la acciéon como

0Scn

2 8S 2 (65,  8Sk
THV - - <5g;w + 69’“’

Ve Vg

Para lo cual se satisface que

0S
— 4 v __
55—/d$<5gw>5gﬂ =0.

La accién correspondiente al campo escalar es

5g;w

S¢ = /d4$\/—_g (_%gw}au¢au¢ - V(¢)> )

Variando respecto a la métrica inversa y teniendo en cuenta que

1
5\/__9 = _5\/__ggw/59lw'

y se obtiene

)

(A.3)

(A.4)

350 = [ d's (5v=3) (—%gﬂ”amam - V<¢)) + [ dey=gs (—%gﬂ”amw - V(¢>)

1
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— 5 [ dov=ga.59" (‘%gaﬁaacbam - v<¢>) -5 [ dtev=aiga.0.0
= [ate (v (500000 - V(@) ) - 3va0,000) a4

(A.5)



Usando (A.1) (A.2) y combinandolos con la ultima igualdad de (A.5), se obtiene el tensor
energia-momento correspondiente para el campo escalar

1
T, = 0u00,6 — 5002006 — gV (). (A.6)
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Apéndice B

Tensor Energia-Momento
correspondiente al acople cinético

La accion para el acople al término cinético se expresa como

Sk = / d*z/=gFi(6)G" 0,00, ¢, (B.1)

y reemplazando el tensor de Einstein por G* = R* — %Rg””, se tiene

Sic = [ d'ay=gRO)RW 60— [ dlav=gR(@)Ry 00,0 (B2)

Variando respecto a la métrica inversa se obtiene,

3= [ e (53=0) FUO)RW0" 600 + [ d'a/=gFu(0)3 (Ryu60"0)

1

-5 [ @5 (6v=9) Fi@)Rg"0,00,0 - 5 [ d'sy=gFu()3 (R"0,00,6). (B3

Para el primer y tercer término se usa (A.4); para el segundo término la siguiente relacién.
§ (R, 0" 90" ) = dR,,,0" 90" ¢ + R,,,,0 (0" 0" §)
=0R,,,0"p0"d + R,,6 (0'9) 0" + R,,0" 90 (0" ¢) (B.4)
= 5R,u,uau¢ay¢ + QR;LaégMV V¢8a¢7
donde se uso6 la relacion,
5 (8°¢) =0 (9*79s9)
= 6g*° 0.
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Usando el hecho de que,

OR = R,,09" + 0R,,g"", (B.6)
y reemplazando en el cuarto término, se tiene
6 (Rg" 0,¢0,¢) = 6 (Rg"") 0,00,

= 0Rg" 8,00,¢ + R6g" 0,00,¢ (B.7)
= 0Ruwg"" 0a00% ¢ + Ry 09" 090 ¢ + ROGH 0,¢0,¢.

Ahora sustituyendo los resultados en (B.3)

1
2

+2 / d4x\/—_gF1(¢)Rua5g“”8y¢8a¢+}l / d*2\/= 99, 09" F1(9) ROap0* ¢

5 == 5 [ 400,80 Fi(0) Rusd60°6 + [ d's /=GR (0)0R,00"60"0

X | (B.8)
—3 / d*ay/=gFi(9)0 Ry 9" 0ap0*p — 5 / d* 2/~ gF1(0) Ry 09" 0a 0" ¢

1
-5 [ dev=an @R 0,00,
Usando (B.9) en el segundo y quinto térmido de (B.8) y teniendo en cuenta que.

SR, g" = —V,V, (6g") + gu VaV* (6g™) . (B.9)

Se obtiene

/ 42/ =GF ($)S R 0" $0" 6 — % / 42/ "GFL(0)S R 0 g™ 000 =
- [ o=V, (F00,0070) + 5 [ dev=359" VI, (F(6)0,00,0)
+% / d*a/= 909" 9,V 5V (F1(9)0%900"9) +% / d*'o/=g0g"' V ,V . (F1($)0a00*9)
_ % / &0/ =900 6,V Yy (F1(6)0200°0) . (B.10)

Reemplazando en (B.8), se tiene
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35 = =5 [ 4o/ TG00 Fi0) Ras60°6 + [ d'a /=GR () Ryadg 0,007
+/d4x\/—_gF1((b)R,,a5g“’/(9ﬂ¢8a(b+ i/d4x\/—_ggﬂy5g“”F1(¢)R3a¢aa¢
—%/#mﬁauw&mwaw%—lffmﬁmM@mWVma¢

— 5 [ VGV (F(000,60°6) — [ dtev=gg LY, (Fi(0)0,60%)

4y [ davTa Y, (Fi(6)0,00,0) + /#mFTMgWWN( 1(0)2°00°6)

41 [ Aov=3000,T (Fi(0)0,60°0) + § [ dley=58g" V.9, (F(0)0.000)
-~ % / d*z\/=g0g" 9,V Vx (F1(¢)0.00%¢) . (B.11)

Al comparar (B.11) con (A.1) y (A.2) se obtiene el tensor de energia-momento correspon-
diente al campo escalar:

7ﬁ=Qm—%wﬁﬂw%w%+%ﬁwwﬂwaww>

— 5 (V¥ + Vu9,) (Fi(6)0.00°0) + RE:(6)0,00,6

— 2F1(9) (Rua0" 90, + Rua0°$0,9) + g RapF1(9)0°¢0° ¢
+ VoV, (Fi(6)0%90,0) + VoV, (Fi(9)0°$0,9)
=V, V* (F1(9)0,60,0) = 9wV Vs (F1()0°¢0°9) .

(B.12)
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Apéndice C

Tensor Energia-Momento
correspondiente al acople GB

La accién correspondiente al acople de Gauss-Bonnet es

Sap = —/d4x\/—_gF2(¢)Q. (C.1)

Recordando la definicién del acople GB, la accion toma la forma :

Sep = —/d4x V—9F2(¢) (R2 B 4R¢7R¢7 + RMMRMW\) : (C.2)

Esta ecuaicén se puede separar en varias partes para facilitar el calculo:
Sy =— /d“:c\/_—gFQ((b)RQ, (C.3)
Sy =4 / d*z\/—gFy(¢) Ry, R, (C.4)

Sy=— / d* /=g Fo (@) Ry RO, (C.5)

Ahora se realizara la variacion respecto a la métrica para Sy, So y S3 y la suma dard el
resultado de la variaciéon del acople GB.

La variacién de S; es igual a

681 = —0 / d*r/—gFR* = — / d*z [F20(\/—g)R* + 2F2/—gd(R)]. (C.6)
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Para poder comparar con (A.2) y hallar el tensor, es necesario escribir la accién en términos
de la variacién de la métrica, por lo tanto se toman (A.4), (B.6), y ademaés,

5R/u/ = (guozgy,b’v/\vAégaﬁ + gaﬁvuvuégaﬁ - guﬂvavudgaﬁ - guavﬂvu59a6> ) (C7)

DO | —

reemplazando en la anterior ecuacion, se tiene

1
5S) = / d'zy/—g {iFQRQQW — 2FRR,, — 20,V Vo (FaR) + 2V, V. (F,R) | 6g".
(C.8)

Ahora la variacion para Ss,

§Sy = 46 / d*z\/—gFy(¢) Ry, R = 40 / d*z [F20(v/=g) Ry R + For/=g6 (Rg, R™)].
(C.9)

Dado que R = ¢*°¢""R,,,

65y = 4/d4x [F26(vV/=9)Roy R + Fon/=g6(9" 97" Ryp Ry )]

= / d*z [F30(\/=9) Ry R + 2Fo\/= 99" Rop R4, 09%7 — 2Fon/—g9%° 97" Ry, 0 Rop ).
(C.10)

Nuevamente expresando la variaciéon de la accién en términos de la variacién de la métria,

se reemplaza (A.4), (B.6), (B.9), y

1
5Ra5n)\ - 5 (anﬂ&]m + V)\vaégnﬁ - ana(sg)\ﬁ

(C.11)
—V,\Vgégm + R'ﬁy/f/\(;g'mé - lekéglaV) )
en la anterior ecuacién. As se obtiene
0S5y = /d4x\/—_g5g“” [_QFQQMVR(ﬁ’yRQS’Y +8F59" R,y Ry — 4V¢V#(F2R¢V) (C.12)

—4AVOV,(FyRy,) + AVAVA(FR,) + 49, VOV (FaRy,)] -

Por otro lado la variacién para Ss3 es
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683 = —0 / d*x\/=gFy Rapen R, (C.13)

Usando la regla de Leibniz

553 = —/d4l’F2 [6(\/ _g)RaﬂmARaﬂn)\ + Vv _96 (RaBnARaBR)\)} . (C14)

Bajando los indices por medio de la métrica en el ultimo del tensor de Riemman de la
ecuacion, se tiene

583 = —/d4l‘F2 [5(\/ _g)Rab’n)\Ra/BK}\ + V _95 (g)\ngmsgﬁagapRaﬁn)\Rpa¢n):| . (015)

Aplicando la regla de Leibniz en el ultimo diferencial y aplicando algebra tensorial se llega
a

0S5 = — / d* 2 Fy [6(v/=9) Rapern BP™ + 4/=99"° 9" §°° Ry Raper9™"

+2v/=99™"9" 97" 9 R gn0 Ragra -

(C.16)

Reemplazando (A.4) y (C.11) para determinar el diferencial del tensor de Riemann en la
expresioén anterior, se tiene

1
55 = / d'ey/=gog" {ﬁ%gmamaﬁ“ — 2P R Rpogng™ 9" "

+4AVIV?(FoRyopu)] -

(C.17)

Sumando los resultados de S; (C.8), Sy (C.12) y S35 (C.17) se obtiene la variacién de la
accion para el acople GB:

1
0Sgp = /d4x\/—gég“” [iFgggW —2F5RR,, — 26, VoV, (FoR) + 2V, V ,(F2R)

+8F2g"" R, R, — AVOV ,(FyRy,) — AVOV ,(FaRy,) + AVAVA(F3R,,)
+49,, VOV (FyRy) — 2F5RopiuRpoin g™ 97 g + AV V (FyRyos,)] -
(C.18)

Aplicando las derivadas y usando (A.4) y (C.11), se obtiene.
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1
5SGB = /d43§'\/ —gdgﬂy |:§Fgggm, — 2F2RR/W — Zgu,,(V"VaFg)R -+ 2(VVVMF2)R

4R ROR,, — 4(VOV,,Fy) Ryy — 4 (VOV,Fy) Ry + 4 (VAVAF) Ry,
+4guu (V¢V7F2) Rqﬁ'y - 2F2Raﬁn,uRpU¢ugn¢gﬁJgap + 4 (Vav¢F2) Ryaqbu
AP, R, 0 RT).

(C.19)

Comparando esta ecuacion con (A.1) y (A.2) se ve que el tensor es:

TGB = —FyGgu + AFsRR,, + Ag,, (VO Fy) R — A(V,V, )R — 8FRAR,,
+8(VOV,F) Ry + 8 (VOV,F) Ry, — 8 (VIVaF) Ry — 89 (VOVTIE) Ry,
+ AFy Roprp Rposn 9™ 9% 9 — 8 (VIV 3 F) Ruggu — SFo Ry o R
(C.20)

Debido a que el invariante G es una divergencia en cuatro dimensiones, los términos
proporcionales a la funcién de acople F, que no incluyan derivadas, se anulan. Usando
este hecho y la propiedad del tensor de Riemann Ry, = — R0, finalmente se obtiene:

TGP = 4 (V2 VuF R — g [VOV,Fo R — 2[V°V, Fy| Ry, — 2[VV, Fy| Ry,

N PR, P (C.21)
+2[VAVAR Ry + 29, [VOV S| Ry, — 2[VOV FQ]RWW).
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