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Resumen

La presente tesis se enmarca en el campo del razonamiento proporcional, e indaga por el
lugar de las razones, proporciones y proporcionalidad (RPP) en las practicas matematicas
institucionalizadas en dos grupos de estudiantes de la Educacién Bésica primaria (a saber,
estudiantes de los grados 30 y 40 de una institucién educativa de la ciudad de Cali), por el
estatus epistemolégico de los objetos de conocimiento RPP, y por el sistema de practicas
que permiten su constitucién como objetos de conocimiento, para lo cual se plantearon dos
propésitos: (1) caracterizar los sistemas de practicas matematicas de dos grupos de
estudiantes de los grados 30 y 40 de la Educaciéon Basica primaria, con respecto a los objetos
de conocimiento matemdtico razén, proporcién y proporcionalidad; (ii) indagar por las
configuraciones epistémicas para dichos sistemas de practicas matematicas.

Para desarrollar lograr lo anterior, la tesis se soporté sobre elementos de la teorfa de
la actividad y de la filosotia de la préctica, estudiando los procesos de constitucién del
conocimiento matemdtico en el marco de una dialéctica entre lo individual y lo social,
dialéctica mediada por tales sistemas de practicas. Ademds, desde el punto de vista
metodolégico, la investigacion se organizé en dos etapas: (i) un proceso de participacién en
las clases de matematicas de estudiantes de tercero y cuarto de primaria de una institucién
educativa de la ciudad de Cali; (ii) un estudio histérico-epistemolégico de practicas
matematicas en épocas y lugares diferentes.

Los principales hallazgos de la tesis se pueden resumir en los siguientes términos:

[.  Ellugar central de las magnitudes y la mediciéon de cantidades de magnitud en
los procesos de estudio de razones, proporciones y proporcionalidad, y de la
nocién de razén como uno de los fundamentos en las conceptualizaciones
relativas a lo multiplicativo y los ntiimeros racionales.

II.  Una reconceptualizacién de las nociones de razén, proporcién y
proporcionalidad a partir de principios presentes en los procesos de constituciéon
histérico-epistemolégica de dichos objetos, recuperando el cardcter geométrico
de la razén y su funcién epistémica con respecto a las cantidades que pone en
relacién:

a. La razéon como medida relativa, si se define entre dos cantidades
homogéneas, o como relativizacién a la unidad, si se define entre dos
cantidades heterogéneas

b. La razén como relator o como operador (cuando la razén se define entre
cantidades homogéneas) o la razén como correlator o transformador
(cuando se establece entre familias de cantidades, no necesariamente
homogéneas).

Palabras Clave: Razén, proporcién, proporcionalidad, razonamiento proporcional, educacién

matematica, pensamiento numérico.






0 Introduccién

La presente tesis se enmarca en lo que en didactica de las matemdticas se ha dado en
llamar el razonamiento proporcional, el cual se ha posicionado como un campo privilegiado
para las investigaciones en virtud de su importancia, no solo para las mateméticas que se
ensefian en la escuela, sino también por su relacién con otras disciplinas escolares e, incluso,
por su lugar en la comprensién de una gran diversidad de situaciones de la vida diaria. Esta
importancia también se ha visto reflejada en la cantidad de investigaciones realizadas en
los altimos 50 afos, las cuales, desde los trabajos pioneros de Piaget e Inhelder (1958) sobre
el razonamiento formal de los adolescentes, hasta la gran diversidad de lineas de
investigaciéon que se pueden identificar actualmente (de orden cognitivo, didéctico,
curricular, epistemolégico, etc.), han permitido logros importantes no solo en la
comprensiéon de las problematicas relacionadas con el aprendizaje o la enseflanza de
razones, proporciones, proporcionalidad, nimeros racionales, etc., sino también en la
consolidacién del campo de la educacién matemdtica tal como lo conocemos hoy (ver
Capitulo 1 para detalles).

En contraste con esta importancia relativa y con los logros alcanzados con la
investigacién realizada, es comin encontrar que los procesos de conceptualizacién de
dichos aspectos en los dmbitos escolares no alcanzan los niveles de desempefio esperados
en los estudiantes. Prueba de ello son los resultados de las evaluaciones de competencias
que se hacen en Colombia (pruebas Saber en 3°, 5° y 7° grado, Saber Once, antes ICFES, y
Saber Pro, antes ECAES), o en las internacionales (como las pruebas TIMSS o las PISA de
las cuales también participa nuestro pafs). Todas ellas coinciden en afirmar que cuando se
trata de enfrentar problemas que impliquen el analisis e interpretacién de informacién, o
combinar diferentes procedimientos, los niveles de desemperio de los estudiantes estdn muy
por debajo de lo esperado. Esto muestra, entonces, que el impacto de la investigacién en

los entornos educativos no es del todo satisfactorio, y que es necesaria la investigacién que
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permita la comprensién de nuevos escenarios para el conjunto de probleméticas asociadas
al aprendizaje o la enseflanza de los objetos de conocimiento razdn, proporcion y
proporcionalidad (RPP). En particular, Lamon (2007) manifiesta que es necesario desarrollar
investigacién empirica y tedrica que permita ver la potencia de las estructuras y
mecanismos elementales (investigacién en los primeros afios de la Educacién Bésica) y, a
largo plazo, sobre la base de analisis matematicos profundos, cémo a partir de estas se da
paso a formas mas sofisticadas de pensamiento. Es en este campo, entonces, en donde se
posiciona la investigacién que da soporte a esta tesis. Se trata de indagar por el lugar de
las RPP en las practicas matematicas institucionalizadas en dos grupos de estudiantes de
la Educacién Bésica primaria (a saber, estudiantes de los grados 3° y 4° de una institucién
educativa de la ciudad de Cali), por el estatus epistemolégico de los objetos de conocimiento
RPP, y por el sistema de practicas que permiten su constitucién como objetos de
conocimiento.

Asi entonces, la investigacién se planted dos grandes propésitos. En primer lugar,
caracterizar los sistemas de précticas matemdticas de dos grupos de estudiantes de los
grados 3° y 4° de la Educacion Bésica primaria, con respecto a los objetos de conocimiento
matematico razdn, proporcion y proporcionalidad y, en segundo lugar, indagar por las
configuraciones epistémicas para dichos sistemas de practicas matematicas.

Para abordar estos propoésitos, sobre la base de un soporte brindado por algunos
elementos de la teorfa de la actividad y de la filosofia de la practica, se estudian los procesos
de constitucién del conocimiento matemético en el marco de una dialéctica entre lo
individual y lo social, dialéctica mediada por sistemas de précticas institucionalizadas (ver
Capitulo 2 para detalles).

Teniendo en cuenta el punto de vista de Bourdieu a este respecto, se entiende entonces
por sistema de prdcticas al conjunto de condiciones socialmente objetivadas (cristalizadas en
los elementos de la cultura de una época y lugar) que orientan, delimitan, y restringen las
tormas de hacer (y de pensar) de los individuos adscritos a una instituciéon especifica, pero
a la vez, el conjunto de posiciones subjetivas que orientan la manera como el individuo
actualiza su accién de acuerdo con las condiciones institucionales. Esta actualizacion que
ordena las précticas en funcién de las condiciones institucionales demarcadas por el sistema
de practicas al cual se adscriben, que organiza y da forma a las acciones de los individuos

(su actividad), que las ordena en funcién de la orientacién objetiva de la accién y del
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posicionamiento subjetivo con respecto a tal orientacién, es lo que se puede llamar una
prdctica actuada, la actividad préactica concreta, o simplemente (donde no haya lugar a
confusién) una practica.

Ademds, desde esta perspectiva, se entiende una configuracion epistémica como aquello
que da forma a la organizacién de la préctica, esto es, la episteme que hace posible la
existencia de una practica matematica determinada, episteme en la forma de saber aceptable
(por ejemplo, en una practica de aula), que tiene que ser sometida a una estrategia, a una
accién, que tiene que ser organizada en un proceso estudio. La configuracién epistémica es
entonces saber apropiado, modalidad de apropiacién de un contenido, de unas técnicas, de
unos saberes, y por ende, permite ordenar los recursos institucionales disponibles para el
individuo (simbdlicos, conceptuales, ideolégicos, metodolégicos, etc.) de una cierta manera;
orientar el campo de problemas en una direccién especifica; reconocer ciertas técnicas o
formas de heuristicas y no otras; que acepta ciertas formas de razonar o enunciar,
descartando otras, etc.

Con las anteriores ideas en mente, el desarrollo metodolégico de la investigacién es
organizado en dos etapas (no necesariamente separadas linealmente en el tiempo): la
primera, un proceso de participacién en las clases de mateméticas de estudiantes de tercero
y cuarto de primaria de una institucién educativa de la ciudad de Cali, y la segunda, un
estudio histérico-epistemolégico de practicas matematicas en épocas y lugares diferentes.
La primera etapa caracteriza las practicas matematicas de dichos estudiantes en el marco
de su accién conjunta y en relacién con sus maestros, accién mediada por las tareas que se
les proponen en el aula de clase (ver Capitulos 5 y 6 para detalles); la segunda etapa
caracteriza los procesos epistémicos en la constitucién de los objetos de conocimiento
razon, proporciény proporcionalidad, y con el fin de ampliar el marco desde el cual interpretar
las précticas matemadticas de los estudiantes en el aula de clase (ver Capitulo 4 para
detalles).

Estos estudios permitieron identificar elementos caracteristicos de las précticas
matematicas y sus configuraciones epistémicas, en relacién con las razones, las
proporciones y la proporcionalidad, que se pueden resumir en los siguientes términos (ver
Capitulo 7 para detalles):

[.  Se resalta el lugar central de las magnitudes y la medicién de cantidades de

magnitud en los procesos de estudio de razones, proporciones y proporcionalidad, y
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por ende, de la nocién de razén como uno de los fundamentos detrds de las
conceptualizaciones relativas a lo multiplicativo y los ntimeros racionales. De esta
manera se muestra que la aritmética escolar tiene un soporte importante en una
teorfa de las magnitudes y en los procesos de medicién de cantidades.

Se logra wuna reconceptualizacién de las nociones de razdn, proporcion y
proporcionalidad a partir de principios presentes en los procesos de constituciéon
histérico-epistemolégica de dichos objetos, principios que quizds por los
movimientos propios de la formalizacién de las matemadticas actuales han sido
ocultados, no solo para la matematica como disciplina cientifica, sino para la escuela
misma. Estos principios recuperan el cardcter geométrico de la razén (eclipsado por
la mirada escolar centrada fundamentalmente en las razones entre ntmeros
naturales), mostrando, de un lado, que lo aritmético o geométrico son casos
particulares de la razén homogénea entre cantidades de una misma magnitud, y de
otro, que la razén cumple una funcién epistémica importante con respecto a las
cantidades que pone en relacién y frente al problema que se esta resolviendo.
Sobre la base de lo anterior se logra una reconstruccién del lugar de los sistemas de
representacion, y de las operaciones que se pueden realizar con ellos, en el proceso
de constitucién de la razén como cantidad y, por ende, en la constitucién de los
ntmeros racionales.

Todo lo anterior abre una nueva posibilidad de comprensién de los problemas
multiplicativos que orientan los procesos de estudio de los estudiantes con respecto

a las razones, las proporciones y la proporcionalidad.

De esta manera, se logra identificar una nocién de razén con un sentido preciso en

relaciéon con las magnitudes y sus cantidades (entre dos de las cuales se define):

La razén como medida relativa, si se define entre dos cantidades homogéneas, o como
relativizacién a la unidad, si se define entre dos cantidades heterogéneas;

Su funcién con respecto a esas cantidades, esto es, la razén como relator o como
operador (cuando la razén se define entre cantidades homogéneas) o la razén como
correlator o transformador (cuando se establece entre familias de cantidades, no

necesariamente homogéneas).

Sobre lo anterior se identifican ciertos tipos de problemas multiplicativos elementales

en las situaciones que implican el calculo de una cuarta proporcional o matematizar una
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proporcionalidad directa, y ademas, se identifican dos caminos (si bien al parecer disyuntos,
en todo caso complementarios) para organizar los procesos de estudio de las razones, las
proporciones y la proporcionalidad en los contextos escolares: uno que busca consolidar
una teorfa explicita de razones y proporciones, y otro que toma como base la estudio de la
linealidad.

Por supuesto, estas conceptualizaciones sobre la razdn, la proporcion y la
proporcionalidad dejan lineas abiertas en lo que tiene que ver con los procesos de estudio de
la proporcionalidad en contextos escolares, y en lo relativo al aprendizaje de las operaciones

multiplicativas entre niimeros racionales.
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1 Razones, Proporciones, Proporcionalidad: miiltiples
miradas a sus procesos de ensefianza y de aprendizaje’

1.1 Introduccién

Razones, proporciones y proporcionalidad (en adelante RPP) han sido ampliamente
problematizadas, no sélo en relacién con los procesos de aprendizaje y los procesos de
ensefianza, sino también en lo que tiene que ver con los aspectos epistemolégicos y/o
cognitivos en busca de una mejor comprensién de su lugar como objetos de conocimiento.
Desde la década de los afios 60, con los trabajos de Piaget sobre el razonamiento formal de
los adolescentes (Piaget & Inhelder, 1958), hasta nuestros dfas, con una gran diversidad de
lineas de investigacién de orden cognitivo, didactico, epistemolégico, etc., la preocupacién
por las dificultades relacionadas con la ensefianza o el aprendizaje de estos objetos de
conocimiento sigue teniendo vigencia. De esta manera, si bien se reconocen importantes
avances en lo relativo a la investigacién en didéctica de las matematicas, también se
reconoce que el impacto en los entornos educativos no es del todo satisfactorio, y que es
necesario realizar mas investigacién diddctica que permita nuevos marcos comprensivos
para el conjunto de problemdticas asociadas al aprendizaje o a la ensefianza de tales objetos
de conocimiento.

En ese orden de ideas este capitulo se divide en tres secciones. En la primera, y de
manera sintética se presenta un recorrido por cerca de 50 afos de investigacién sobre los
aspectos cognitivos, matematicos, epistemolégicos y didacticos relativos a los procesos de

aprendizaje o de enseflanza de razones, proporciones, proporcionalidad, ntmeros

1 De este capitulo se elaboré una versién como articulo publicado en la Revista Latinoamericana de
Investigacién en Matematica Educativa ver Obando, Vasco y Arboleda (ver, Obando, Vasco, & Arboleda,
2014).
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racionales, y en general, de lo que en el campo se ha dado en llamar razonamiento
proporcional, o razonamiento multiplicativo. Este recorrido se organiza en tres momentos
que identifican los énfasis en la investigacion que han caracterizado diferentes épocas en el
desarrollo de la educacién matemdatica en sf misma. No se pretende una resefia exhaustiva
de todas las investigaciones realizadas en estos 50 afios, sino més bien una seleccién de
trabajos relevantes? y una presentacién sintética de los principales aportes al desarrollo del
campo. En la segunda, se presentan unas formulaciones generales sobre los procesos de
ensefianza de las RPP en el sistema educativo colombiano, al igual que una serie de
consideraciones sobre los resultados de los estudiantes colombianos en ciertos tipos de
pruebas estandarizadas (nacionales e internacionales), mostrando la relevancia curricular
de los objetos de conocimiento relacionados con las RPP, pero a su vez, identificando que
efectivamente esas problematicas (ampliamente documentadas en contextos nacionales e
internacionales) sobre los procesos de ensenianza y de aprendizaje de las RPP no son ajenos
al sistema educativo colombiano. En la parte final, y con base en las consideraciones
realizadas en las dos secciones previas, se realiza la presentacién del problema de

investigacion.

1.2 Sobre la investigaciéon en el campo

1.2.1 Un primer momento: los procesos cognitivos

Se puede afirmar que los trabajos pioneros alrededor del razonamiento proporcional
estuvieron centrados en los aspectos cognitivos, es decir, en el desarrollo del pensamiento
alrededor de la proporcionalidad. Este enfoque tiene mucho que ver, en sus origenes, con
los trabajos de Piaget sobre el desarrollo del pensamiento légico (Piaget & Inhelder, 1958),
en los que se resalta la importancia del razonamiento proporcional en la constitucién de las
operaciones formales del pensamiento. Piaget muestra cémo esta forma de razonamiento
marca el cambio desde el estadio de las operaciones concretas hacia las operaciones

tormales, en tanto permite en los sujetos la capacidad del manejo simultdneo de clases

2 Selecciénrealizada en funcién de las metas propuestas en la investigacién que da origen a este documento,
y que por tanto, con toda seguridad, dejan de lado trabajos importantes.
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(multiplicacién de clases)® y la constitucién del grupo INRC.* Lo anterior implica la
coordinacién de las inversiones (cancelacién de las operaciones) con las reciprocidades
(compensaciéon de las relaciones) propias de todos los procesos de equilibrio necesarios en
la comprensién de la proporcionalidad, en tanto que I-N=R-C. Esta altima igualdad
muestra la invariancia de un producto 16gico que hace a esta estructura ideal para describir
las formas de razonamiento propias de la proporcionalidad (en términos légicos, como lo
hiciera Russell en su momento). En este sentido, se tienen como punto de partida aquellos
procesos de pensamiento que relacionan dos variables a partir de esquemas de coordinacidn,
compensacién y conservacion, hasta el reconocimiento sistematico de los patrones de
variacién en una de las variables con respecto a los patrones de variacién de las otras y, por
ende, del reconocimiento de la correlacién entre variables. Por lo tanto, para Piaget, la
comprensién de la proporcién implica tanto un aspecto l6gico como uno matematico: en el
aspecto légico, la proporcién es un esquema que establece relaciones entre relaciones (una
razén se presenta como una relaciéon entre dos variables, y la proporcién como una relacién
de equivalencia entre dos razones) y, por ende, implica el recurso a una légica de segundo
orden y a cuantificadores sobre las variables; en el aspecto matemdtico, 1a comprensién de las
compensaciones cuantitativas en forma de equivalencias (coordinacién de los procesos de

covariacién entre variables y sus respectivas compensaciones) para que conserven

&

invariante un cociente o un producto (si £=2, entonces zy’ = z'y).> Este fue el punto de

z
Y

2

partida para numerosas investigaciones que durante las siguientes décadas buscaron una

3 Coordinacién de los cambios en dos o més variables de tal forma que aumentos o transformaciones en
una de ellas se sigue de cambios en la otra, de tal forma que el efecto total del cambio en las variables
mantiene invariante un determinado fenémeno en el evento o situacién estudiada. Esta invariancia es
inicialmente cualitativa (a partir de formulaciones proposicionales que manifiestan la manera como los
procesos de variacién garantizan la invariancia en el fenémeno observado), y posteriormente, cuantitativa
a través de la constancia de un producto o de un cociente entre los valores numéricos de las variables en
estudio (al menos para la proporcionalidad directa o inversa, ampliamente estudiadas por Piaget).

*  Para Piaget, sobre las 16 operaciones (l6gicas) binarias definibles sobre un conjunto de objetos, operan
un conjunto de cuatro transformaciones (acciones sobre las operaciones): la Idéntica (1), que transforma
una operacién sobre si misma; la Negacién (N), la cual anula los efectos de una operacién; la Reciproca
(R), que anula los efectos de una operacién por compensacién de las diferencias; y la Correlativa (C), que
anula el efecto de la operacién, pero combinando la negacién con la reciprocidad (N R =C). Asf, el

Iz _Rz , ﬂ:&’ donde z es la operacién

Cxr Nz Ir Nz

transformada por I, N, R o C. (Para detalles sober el grupo INRC ver Vasco, 1989)

Los principios de compensacién, 16gicos o matematicos, son claves pues ellos determinan la enunciacién

de proposiciones que definen la ley o principio sobre el cual se fundamenta la correlacién (lineal) entre

variables, y por ende, la relacién de proporcionalidad entre variables

grupo INRC es equivalente a las proporciones logicas

S
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caracterizacién mas fina y detallada de cémo se construye en los sujetos el razonamiento
proporcional y, por esta via, entender qué pasa en la escuela con el desarrollo de estos
procesos cognitivos, y sobre todo, si era posible ensefiarlos directamente o no.

Hacia los afios 80 se produce un giro importante en el desarrollo de las investigaciones
sobre el razonamiento proporcional, pues como lo manifiesta Noelting (1980), se recibe un
notable impulso desde la educacién matemadtica, en particular, por los trabajos de Hans
Freudenthal (1983). Este giro hace que, sin dejar el foco de los procesos cognitivos, se
empiece a mirar el problema del desarrollo del razonamiento proporcional desde la 6ptica
de la escuela. Es decir, teniendo ya una caracterizacién del razonamiento proporcional
desde una perspectiva cognitiva, el problema es ahora cémo ensefiar dicho razonamiento
en la escuela, cémo lograr que la escuela favorezca unos procesos de ensefianza orientados
a la constitucién de tal forma de razonamiento.

Asi pues, sobre la base de las etapas propuestas por Piaget e Inhelder para el desarrollo
del pensamiento proporcional, se analizan posibles secuencias de ensefianza en la escuela y,
reconociendo la complejidad del campo, se edifican nuevas lineas de investigacién en busca
de la comprensién de los factores asociados (Karplus, Pulos, & Stage, 1983; Noelting, 1980;
Pulos & Tourniaire, 1985; Tourniaire, 1986). Se indagan, por ejemplo, los tipos de
estrategias elementales en el desarrollo del razonamiento proporcional (acumulaciones
coordinadas, valor unitario, comparacién de razones, razones intensivas, razones escalares,
estrategias erréneas, estrategias de retroceso); los tipos de situaciones que implican
razonamiento proporcional (problemas de tasas o de mezclas, de conceptos mateméticos o
de otras ciencias, por ejemplo, la fisica o situaciones de la vida diaria); las variables de tarea
centradas en el estudiante (edad, estadio de desarrollo, capacidad mental o M-capacidad,
estilo cognitivo, inteligencia, género, actitudes, y habilidades) o en la situacién (en las
variables estructurales: razones enteras o no, lugar de la incégnita en la proporcién,
complejidad numérica; o en las variables de contexto: tipos de situacién, tipo de magnitud,®
tamiliaridad con la situacién, uso de materiales manipulativos).

Las investigaciones en este periodo permitieron identificar una serie de elementos

importantes para la comprensién de los procesos de ensefianza y de aprendizaje en

6 En el inicio del capitulo 5 se hacen una serie de precisiones sobre las cantidades, las magnitudes, asf como
de sus procesos de medicién. En los capitulos 1 al 4 no se hace uso de estos elementos conceptuales y
notacionales, pues en dichos capitulos se citan muchos autores que no refieren las magnitudes o sus
cantidades en el sentido propuesto en dicho capitulo, y por lo tanto, esta forma especial de entender y
referir a las magnitudes y sus cantidades, solo aplicard para lo presentado en los capitulos 5 al 7.
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contextos escolares. Sin embargo, se les puede reclamar que no realizaron un
cuestionamiento al conocimiento matematico que se ensefia en la escuela sobre las RPP, al
asumir que las dificultades de los maestros para ensefiar, y de los alumnos para aprender,
podian ser tratadas en su totalidad a partir de los avances en la comprensién de los procesos
del desarrollo cognitivo y en la comprensién de los fenémenos ligados a las condiciones de

contexto.

1.2.2 Un segundo momento: la estructura matemdédtica

En los anos 90 se produce un nuevo giro: las investigaciones que se desarrollan
alrededor del razonamiento proporcional, ademas de las variables de orden cognitivo,
entran a considerar otras de orden epistémico relacionadas con la estructura, la
organizacién y la naturaleza del conocimiento matematico en juego.

Este cambio tiene que ver con los desarrollos que se logran en la did4ctica de las
matemadticas a lo largo de la década de los 80, los cuales, en general, llaman la atencién
sobre el hecho de que cualquier intento de problematizaciéon didactica en la escuela tiene
que considerar el conocimiento matematico como una variable fundamental dentro del
proceso, y estas consideraciones, como se expresé antes, no habfan sido tratadas de manera
sistemdtica en los afos anteriores. Asf entonces, se integran en los analisis didacticos,
ademas de las consideraciones cognitivas y de contexto, otras de orden epistemolégico, de
tal forma que ahora los problemas sobre la enseflanza y el aprendizaje en la escuela se
consideran de manera mas integral.”

Se pueden citar trabajos importantes en esta linea de desarrollo, pero en particular los
libros Number Concepts and Operations in the Middle Grades (Hiebert & Behr, 1988);
Development of Multiplicative Reasoning in the Learning of Mathematics (Guershon & Confrey,
1994) y los capitulos 138y 14-del Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning

(Grouws, 1992) influyeron decisivamente en el desarrollo del campo. Estas publicaciones

Dos vias diferentes fueron determinantes en esta nueva mirada sobre el razonamiento proporcional. Una
de ellas, desde una perspectiva epistemolégica, destaca los trabajos de Guy Brousseau sobre su teorfa de
las situaciones didécticas y de Yves Chevallard sobre la transposicién diddctica. La otra, desde una
perspectiva cognitiva, destaca los trabajos de Thomas Kieren sobre los procesos de aprendizaje de los
ndmeros racionales basados en su nocién de constructo matemdtico, y The Rational Number Project,
coordinado por de los profesores Merlyn J. Behr, Richard Lesh, Thomas Post, entre otros, quienes han
realizado importantes aportes a las investigaciones sobre los nimeros racionales. Este proyecto, iniciado
en 1979, sigue en plena actividad y su produccién se puede consultar en el sitio web
http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/default.html.

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 11
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no solo resumen rigurosa y sistematicamente la investigacién que se habia realizado en los

anos anteriores sobre el razonamiento proporcional (y en general sobre la educacién

matemadtica), sino que proponen nuevas lineas de desarrollo al involucrar el conocimiento

matemaético como una variable clave.

En general, se pueden describir los aportes de este periodo en los siguientes términos:

(a) Comprension de los procesos cognitivos implicados en el aprendizaje de los niimeros racionales:®

()

(¢)

Se logra una caracterizacién de tales procesos y la elaboraciéon de una tipologia de las
situaciones relativas a la construccién de la unidad, al tipo de magnitud y a la
cuantificacién de las magnitudes (Behr, Harel, & Post, 1992; Behr, Khoury, Harel, Post,
& Lesh, 1997; Kieren, 1988; Ohlsson, 1988).

Comprension del razonamiento proporcional en los procesos de aprendizaje en los nifios en edad
escolar: Se caracterizan elementos fundamentales para la comprensién de los procesos
de aprendizaje de las estructuras multiplicativas en los nifios en edad escolar a partir
de conceptos claves como razén y proporcién, variacién y covariacién, en tanto sus
estrechas relaciones con la multiplicacién, la divisién y las magnitudes, (Confrey &
Smith, 1994; Confrey & Smith, 1995; Harel, Behr, Lesh, & Post, 1994; Hart, 1988;
Lamon, 1994; Lesh, Post, & Behr, 1988; Schliemann, Carraher, & Brizuela, 2000; Steffe,
1994).

Caracterizacion de la aritmética de las cantidades: se reconoce que los procesos aritméticos
implicados en la escuela, aditivos o multiplicativos, requieren tanto de operar
aritméticamente sobre los nimeros (que representan las medidas de las cantidades),
como también sobre las cantidades y las magnitudes a las que pertenecen (la
construccién de diferentes tipos de magnitud), convocando entonces consideraciones
cognitivas y didacticas para la enseflanza y el aprendizaje de los ntmeros y las

magnitudes (Schwartz, 1988).

(d) Caracterizacion de la estructura cognitiva y diddctica del pensamiento multiplicativo: A partir

de nuevos enfoques en lo que se denominé el razonamiento proporcional en edades
tempranas (Kaput & West, 1994; Spinillo & Bryant, 1991, 1999) se identificaron: (1)

los tipos de procesos de compensacién, tanto aditivas como multiplicativas, que son

8

En particular, en este campo de investigacion se pueden mencionar trabajos realizados en Colombia, tales
como las tesis de maestria tituladas La ensefianza de los niimeros racionales a partir de las relaciones parte
todo de Gilberto Obando Zapata (1999, 2008)y Una propuesta multirregistro para la conceptualizacion inicial
de las fracciones de Teresa Pontén Ladino (2008), ambas realizadas en la Universidad del Valle.
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precursores del razonamiento proporcional, (2) la importancia de la coordinacién de
los procesos de variacién entre espacios de medida (a partir de los procedimientos
escalares o funcionales) para el desarrollo de los conceptos propios de la
proporcionalidad directa, y, (3) la necesidad de incluir el papel de las distintas formas

de representacién en los analisis sobre la construccién de dicha forma de razonamiento.

(e) Caracterizacion de Campo Conceptual de las Estructuras Multiplicativas: se asume que la

construccién de los conocimientos relativos a la multiplicacién y la divisién se da un
proceso complejo que implica, (1) la coordinacién con otros tipos de conceptos
interrelacionados, (2) la coordinacién de tipos de situaciones relacionadas con los tipos
de conceptos y tipos de procedimientos asociados a los tipos de situaciones y (3) el uso
de diferentes formas de representaciéon implicadas en la construccién de los invariantes

operatorios relativos a los conceptos (Vergnaud, 1988, 1991, 1994).°

Mis recientemente se pueden resefiar nuevos aportes en estos mismos campos. '©

Aportes relativos a los procesos implicados en la comprension de los niimeros racionales.

(a) La razén como funcién. Se comprende la razén como una funcién entre dos magnitudes

y la proporcionalidad es vista como una propiedad caracterizada por la linealidad, bien
implicitamente a través de los procedimientos escalares, o explicitamente a través de

los procedimientos funcionales!! (Fernandez & Puig, 2002; Gémez, 2007).

(b) Las fracciones en relacion con las medidas de magnitudes (intensivas o extensivas). Se presenta

una comprensién de la fraccién basada en la medida de magnitudes, lo que permitié
concebirla no tanto como un operador que cuenta partes de un todo, sino como una

relaciéon que cuantifica la medida relativa entre la parte y el todo. Esto es, la fraccién

L se define a partir de la relacién n-veces, y la fraccién 2 a partir de la composicién
n

n

multiplicativa de la fracciéon 1 (Confrey, Maloney, Nguyen, Mojica, & Myers, 2009;

n

9

Es importante notar que en esta misma linea de las estructuras, en Colombia se publicé el libro Estructuras
Aritméticas Elementales y su Modelizacion (Castro, Rico, & Castro, 1995), el cual presenta una revisién
profunda de los aspectos did4cticos y cognitivos que deben ser considerados al momento de la ensefianza
en la escuela del nimero, las estructuras aditivas y las estructuras multiplicativas.

Por ejemplo, son de destacar los nimeros 2 y 3, del volumen 22 de la revista T'he Journal of Mathematical
Behavior, en el 2008; el capitulo escrito por Susan Lamon en el Second Handbook of Research on Mathematics

Teaching and Learning editado por Frank K. Lester; el libro titulado Children’s Fractional Knowledge,

editado por Leslie P. Steffe y John Olive en el 2010 o el libro Las Fracciones: aspectos conceptuales y diddcticos
de Martha Isabel Fandifio (2009).

Estos trabajos profundizan en la propuesta fenomenolégica sobre las fracciones, las razones y la
proporcionalidad (Freudenthal, 1983, en especial los capitulos 5 y 6).
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Obando, 2003; Thompson & Saldanha, 2003).!? Esto también plantea una estrecha
relacién entre los racionales y las estructuras multiplicativas (Gémez & Contreras,
2009; Thompson & Saldanha, 2003).

El aprendizaje de los niimeros racionales y el desarrollo del razonamiento proporcional.'® Se
asume la nocién de razén como estructurante de los procesos de constitucién del
nimero racional (Cortina & Zufiga, 2008; Lamon, 2012), y el razonamiento
proporcional es identificado como la base de los invariantes que caracterizan las
covariaciones ligadas por una proporcionalidad directa (Fernandez & Llinares, 2010;
Fernandez, Llinares, Dooren, De Bock, & Verschafel, 2010; Pitta-Pantazi & Christou,
2009). Esto marca igualmente una nueva mirada al lugar de las cantidades intensivas
en el aprendizaje de los racionales y en el desarrollo del razonamiento proporcional
(Howe, Nunes, & Bryant, 2010, 2011; Nunes & Bryant, 2008; Nunes, Desli, & Bell,

2003).

(d) El aprendizaje de los niimeros racionales y su relacion con la medida de magnitudes. En el

aprendizaje de los nimeros racionales, y en el marco de la teorfa de las situaciones
didacticas, se reconoce el papel fundamental de la medida de magnitudes y de las
representaciones de los mismos en forma de notacién fraccionaria o decimal
(Brousseau, Brousseau, & Warfield, 2004, 2007, 2008; Roditi, 2007).!* En particular,
se asume que la razén es el concepto central para comprender las fracciones, los
decimales y los porcentajes, bien a partir de las diferentes experiencias de los
estudiantes (Ben-Chaim, Keret, & Ilany, 2012; van Galen et al., 2008), bien en el marco
de una construccién relativa a la multiplicaciéon y la divisién a través de situaciones de
ampliacién, reduccién, repeticion y particién (Lachance & Confrey, 2002). Confrey y
Carrejo (2005) proponen comprender la razén como el invariante en una serie de
cantidades proporcionales entre sf, y la fraccién como emergente de la razén cuando se
elige una cantidad arbitraria como unidad, y las demas cantidades son comparadas con

respecto a esta cantidad. Asi, razones y fracciones, desde el punto de vista

12 Ver Fandifio (2009) para una sintesis sobre las diferentes aproximaciones didacticas, cognitivas y
matematicas a la ensefianza o aprendizaje de las fracciones.

15 En general, estas propuestas sobre los nimeros racionales asumen sin mayores criticas las
conceptualizaciones desarrolladas por autores como Kieren (1980, 1988) o Lesh y colaboradores (Behr et
al., 1992; Lesh et al., 1988), sobre los constructos de medida, rata, cociente, operador, razén, entre otros.

14 Los articulos de Brousseau y otros del 2004, 2007 y 2008, fueron publicados como parte de un libro (ver
Brousseau, Brousseau, & Warfield, 2013).
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epistemolégico, son complementarias y su aprendizaje estd fuertemente ligado al

aprendizaje de la multiplicacién y la divisién.

(e) Campos de investigaciony trayectorias de aprendizaje. Confrey et al. (2009) identifican siete

grandes campos de investigacién!® a partir de los cuales organizar diferentes
trayectorias de aprendizaje, entre las que se pueden enunciar:!¢ repartos equitativos,
que van desde las particiones y los conteos multiples hasta la multiplicacién y la
divisién; las fracciones, desde la medida y las relaciones parte todo hasta la notacién
decimal con sus respectivas operaciones; razones, ratas!” y proporciones, que van desde
las razones como relaciones entre cantidades hasta las relaciones multiplicativas; areas
y volimenes; semejanza y escalas. A la forma como se organizan estas trayectorias de
aprendizaje se les podria sefialar una falta de claridad en la presentacién de la relacion
entre las razones, las proporciones y la proporcionalidad con las relaciones y funciones
lineales (proporcionalidad directa), y en la distincién de los criterios matemadticos,
representacionales o de contexto en las definiciones de los aspectos conceptuales

relativos a las RPP.

(f) Las fracciones como un proceso de acomodacion de los esquemas de conteo (Steffe, 2010a,

2010b). Se asume la construccién del conocimiento relativo a las fracciones como un

proceso de acomodacién de los esquemas de conteo a partir de la construccién de

15

16

A saber, (1) Repartos equitativos y particion en partes iguales como la base cognitiva para la comprension de
las multiplicacién, la divisién, las ratas y las fracciones; (2) la multiplicacion y la division, derivada de los
repartos equitativos y las particiones en partes iguales y coordinadas con el conteo (y las
correspondencias uno a varios y varios a varios); (3) las razones (entendidas como relacién, como operador,
y como fraccién-medida), (4) las proporciones y las ratas; (5) las fracciones, entendidas en su dimensién de
operador sobre cantidades, pero a la vez, como relaciones parte-todo, en donde la relaciéon n-ésima parte
es comprendida como una relacién primitiva; dreas y voliimenes; semejanzas y escalas; y decimales y porcentajes
(Confrey & Maloney, 2008; Confrey et al., 2009).

La cual definen como “una descripcién soportada empiricamente, basada en la investigacién, que ordena
la red de experiencias que pueden encontrar los estudiantes a través de la instruccién (es decir,
actividades, tareas, herramientas, formas de interacciéon y métodos de evaluacion), para pasar de ideas
informales, a través de sucesivos ajustes de la representacién, la articulacién y la reflexién, hacia
conceptos cada vez mas complejos en el tiempo” (Confrey et al., 2009, p. 346)

De acuerdo con el Diccionario de la RAE, “rata” (Del lat. rata parte, rata ratione, pro rata) significa parte
proporcional, variacién por unidad de tiempo. En inglés se diferencia “ratio” y “rate” que son traducidos
en este documento como “razén” y “rata” respectivamente. Asi entonces, por lo general, “rata” (“rate”)
hace referencia a aquellos casos en los que la razén se establece entre magnitudes de diferente naturaleza,
y “razén” (“ratio”) a los casos en los que la razén se establece entre cantidades de la misma naturaleza,
aunque en espafiol “razén” se usa en ambos casos sin hacer la distincién. Si es necesario, se suelen utilizar
las expresiones “razén heterogénea” y “razén homogénea”.

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 15



Doctorado Interinstitucional en Educacion

unidades compuestas!® y esquemas de fracciones!? que permiten comparar las unidades
compuestas como partes de un todo (relaciones parte todo) y la iteracién de tales
unidades compuestas para la constitucién de fracciones no unitarias (propias e
impropias). Es importante resaltar que esta aproximacién no se centra en un
tratamiento de las magnitudes sino en los procesos de contar, en la conformacién de
tipos de unidad, y en la comparacién entre dichos tipos de unidad. De esta manera,
Steffe rescata los aspectos aritméticos de las fracciones, pero pareciera no centrar su
atencién explicitamente en la relacién de las fracciones ni con las razones ni con sus

diferentes formas de representacion, en particular, con la notacién decimal.

Aportes con respecto al raxonamiento proporcional

En lo relativo al razonamiento proporcional se destacan varias lineas de accién. Unas
que buscan una precisién en el significado del término, y otras que indagan por los
problemas didé4cticos o cognitivos relacionados con el desarrollo del razonamiento
proporcional.

Asi entonces, como se expresé anteriormente, de un lado, se identifica la importancia
del conocimiento sobre los numeros racionales para el desarrollo del conjunto de
habilidades necesarias en el razonamiento proporcional: la unitizacién,?° la variacién de
cantidades, el pensamiento relativo?! y la coordinacién de conteos iterados crecientes y
decrecientes (Pantziarra & Pitta-Pantazi, 2005; Pitta-Pantazi & Christou, 2009). De otro
lado, se logra una mejor precisién sobre el significado del término: se pasa de comprender
el razonamiento proporcional como la habilidad para utilizar significativamente conceptos
propios de las razones y las proporciones en la solucién de situaciones tipicas de
proporcionalidad directa (fundamentalmente situaciones de cédlculo de una cuarta

proporcional), a definir aspectos cognitivos y metacognitivos implicados en este tipo de

18 Particion en partes iguales —unitizacion; particiones simultdneas; splitting —composicién de la particién y la
iteracién; equiparticiones para nimeros conectados —dividir varias unidades ya divididas; splitting —para
nimeros conectados; particion distributiva —partir partes de una particidbn para componer
multiplicativamente dichas particiones.

¥ Fraccién unitaria—a partir de la relaciéon parte todo; composicion de fracciones unitarias —repeticion de una
fraccién unitaria, pero sin superar la unidad; composicion de fracciones —tracciones de fracciones; iteracién
de fracciones—sucesiones de fracciones homogéneas que pueden incluso superar la unidad; unidad fraccional
—una fraccién unitaria que mide a otras no unitarias; fracciones iguales.

20 Proceso cognitivo por medio del cual, dada una cantidad, se re-estructura en unidades de otro tamano
haciendo més facil su manipulacién en las operaciones dadas (Lamon, 2007).

2t Definida como la funcién cognitiva relacionada con la habilidad para analizar cambios de las cantidades
en términos relativos (Pantziarra & Pitta-Pantazi, 2005, citando a Lamon 1999).
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razonamiento (Modestou & Gagatsis, 2009, 2010). En particular, estos tltimos autores
critican las tendencias en aflos anteriores para analizar el razonamiento proporcional en los
nifios en edad escolar, afirmando que en general trataban de mirar la capacidad para tal
forma de razonamiento en funcién de las habilidades de los nifios para resolver problemas
de cuarta proporcional, pero que muchos estudiantes tienen éxito en este tipo de tareas
porque han aprendido a aplicar el algoritmo de la regla de tres al margen de un
razonamiento efectivamente en términos de lo proporcional, lo que los lleva incluso a
aplicar el modelo de la linealidad en situaciones en las que no es viable. Proponen entonces

analizar el razonamiento proporcional en los nifios a partir de tres ejes:

e Razonamiento por analogia: capacidad de los estudiantes para identificar regularidades
en las variaciones entre variables, generalizar dichos patrones, o aplicarlos en

situaciones que presentan estructura similar.

e Solucionar problemas rutinarios de proporcionalidad: conjunto de habilidades que deben
desarrollar los estudiantes para la solucién de las situaciones tipicas del cdlculo de una

cuarta proporcional.

e Conciencia metacognitiva de la linealidad: capacidad de los estudiantes para analizar los
procesos de variacion entre variables, y determinar cudndo dicho proceso se puede o

no modelar por una proporcionalidad directa.

En relacién a las indagaciones por los problemas didacticos en los aprendizajes
relativos a la proporcionalidad, se pude citar la linea que trata con la sobre-generalizacién
de la linealidad. En breve, esta linea, que tomé gran fuerza en los Gltimos 10 afios,
documenté una tendencia generalizada de los estudiantes para aplicar modelos lineales (en
general el uso de la regla de tres) en situaciones en donde no eran aplicables, encontrando
esta situaciéon en todos los afos de la Educacion Bésica y media, aumentando con la
escolaridad, y extendiéndose incluso a otros campos de la matemédtica y de otras ciencias
(De Bock, Van Dooren, Janssens, & Verschafel, 2002; Van Dooren, De Bock, Gillard, &
Verschaftel, 2009; Van Dooren, De Bock, Hessels, Janssens, & Verschaffel, 2005; Van
Dooren, De Bock, Hessels, & Verschaffel, 2004). La btsqueda de las causas de esta
tendencia a la sobre-generalizacién llegé incluso a proponer la existencia de un obstaculo
epistemolégico: el obstdculo epistemolégico de la linealidad en tanto la linealidad es un

modelo facilmente generalizable, que funciona bien en muchas situaciones de la vida
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cotidiana, pero que a lo largo de los afios se hace incluso resistente a los procesos de
enseflanza (Modestou, Elia, Gagatsis, & Spanoudis, 2008; Modestou & Gagatsis, 2007,
2009).

Sin embargo, otros trabajos en esta linea muestran una interpretacion alterna: mas que
un obstaculo epistemolégico, la sobre-generalizacién de la linealidad podria ser el resultado
de un obstaculo didéactico, pues si se tiene en cuenta que en la escolaridad basica los
problemas de cuarta proporcional son practicamente el inico modelo de situacién al que se
enfrentan los estudiantes, y que la regla de tres es el procedimiento por excelencia para
solucionar tales situaciones, entonces el obstéculo se produciria por efectos de la ensefianza,
y no tanto por la naturaleza implicita de los objetos de conocimiento.?? Si este es el caso,
entonces seria necesario que la ensefianza escolar proponga a los estudiantes situaciones
en donde se modelen mateméaticamente situaciones de covariaciones lineales y no lineales,
de tal forma que efectivamente desarrollen, a la par de los conceptos, la capacidad para
describir, interpretar, predecir, y explicar situaciones de diferente tipo (De Bock, Van
Dooren, Janssens, & Verschafel, 2007; Fernandez & Llinares, 2012; Ferndndez et al., 2010;
Fernédndez, Llinares, Van Dooren, De Bock, & Verschaftel, 2011; Van Dooren et al., 2005;
Van Dooren et al., 2004).

Asi pues, si se entiende el razonamiento proporcional en un sentido méds amplio, ligado
al reconocimiento de las variables, de las relaciones entre las variables y de los invariantes
operatorios que ligan dicho proceso de variacién, entonces se tendria que concluir que,
efectivamente, los estudiantes no tienen los conceptos propios de la linealidad, y que es
precisamente esa falta de conocimiento, y no un conocimiento resistente al cambio, lo que
los lleva a aplicar la linealidad fuera de su campo de validez. Adicionalmente, se podria
argumentar que los modelos lineales pueden ser una forma natural de organizacién del
pensamiento, una primera aproximacién en la comprensién de situaciones o fenémenos mas

complejos y, por lo tanto, mds que un obstaculo epistemolégico, es una forma alternativa

2 Por ejemplo, se encontré que: (a) la estructura lingiifstica de las situaciones influfa en la eleccién del

método de calculo por parte de los alumnos (es decir, se aplica regla de tres a todo enunciado que tenga
una estructura lingiifstica de cuatro cantidades, tres conocidas y una desconocida); (b) los modelos lineales
son préacticamente los Gnicos a los que se enfrentan los estudiantes durante los primeros afios de la
Educacién Basica, y que la regla de tres es casi de forma exclusiva el Gnico método de cdlculo (De Bock,
Verschafel, & Janssens, 2002; Van Dooren & De Bock, 2008); (¢) el tipo de nimero (que las razones sean
enteras o no) y la naturaleza de las cantidades (discretas o continuas) influye en el razonamiento
proporcional de los estudiantes (Ferndndez & Llinares, 2008; Fernandez, Llinares, Van Dooren, De Bock,
& Verschafel, 2009).

18 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

de organizacién del pensamiento.

Aportes sobre la comprension de lo multiplicativo en edades tempranas

Estos trabajos permiten reconocer la importancia de los conteos multiples y las
correspondencias uno a varios, o varios a varios, (y, por ende, a la formacién de unidades
compuestas y la coordinacién de dos o méas conteos iterados) en la comprensién de las
situaciones multiplicativas. Esto implica entonces ver la multiplicaciéon desde la perspectiva
de la proporcionalidad directa y las variaciones lineales (Botero, 2006; Bryant & Nunes,
2009; Nunes, 2010a, 2010b); también se muestra que los aprendizajes de necesarios en el
campo de las estructuras multiplicativas?® estdn estrechamente ligado a los procesos de
conteo centrados en el tratamiento de las cantidades y, unido a dicho tratamiento, los
problemas multiplicativos como problemas de cambio de unidad (Iannece, Mellone, &
Tortora, 2010; Rojas et al., 2011). También se pueden destacar trabajos que, desde el
aprendizaje de la multiplicacién y la divisién, analizan el aprendizaje de las fracciones en
edades tempranas de la escolaridad basica (Mamede, 2010; Mamede & Nunes, 2008). Estos
trabajos muestran que los nifios en edades de 6 y 7 afios tienen una serie de conocimientos
informales sobre las fracciones que pueden utilizarse con éxito en situaciones de relacién
parte-todo relativas a la multiplicacién y a la divisién y, por ende, para iniciar el aprendizaje

formal de los ndmeros racionales.

1.2.8 Un tercer momento: lo antropolégico y lo semiético

En la primera mitad de la década de los 90 se difunden ampliamente dos enfoques
teéricos que, si bien corresponden a tradiciones investigativas diferentes, cada uno a su
modo ha proporcionado nuevas formas (metodolégicas y conceptuales) de abordar la
investigaciéon en didéctica de las matematicas.

En primer lugar, en el marco de la denominada “Teorfa Antropolégica de lo Didéactico”
(TAD), razones, proporciones, proporcionalidad y ntmeros racionales se comprenden en
términos de Organizaciones Matemdticas complejas definidas por tipos de situaciones,
practicas matematicas, técnicas, tecnologias y teorfas, estructuradas alrededor de

praxeologias institucionalmente situadas (localizadas en tiempos y espacios especificos y

23 En adelante, en algunas ocasiones se usard la expresion “lo multiplicativo” (por facilidad en la redaccién
del documento) para referir ese complejo campo conceptual de las estructuras multiplicativas, que incluye
conceptos, procedimientos, problemas, representaciones, etc., relativas a las multiplicaciones, las
divisiones, la proporcionalidad, etc.
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con respecto a cierto tipo de ideologia culturalmente compartida). Diferentes trabajos se

han realizado bajo el enfoque de la TAD para el caso de la proporcionalidad (ver por

ejemplo, Bosch, 1994; Garcfa, 2005; Hersant, 2001).

En lineas generales, los trabajos de Bosch y Garcfa muestran un conjunto de
problematicas, desde el punto de vista del saber de referencia, que pueden ser la causa de la
talta de comprensién de los estudiantes con respecto a la proporcionalidad en la Educacién
Basica:

(1) La homogeneidad de la propuesta de la ensefianza clasica de la proporcionalidad, que
centra su estudio en los &mbitos puramente numéricos, separdndola de las relaciones
funcionales y de otras dreas del curriculo en donde la proporcionalidad podria funcionar
como una herramienta potente en la solucién de los problemas propuestos.

(2) Si bien se identifican elementos praxeolégicos relacionados con la proporcionalidad
directa, inversa y compuesta, estos no se integran en praxeologias globales con mayor
coherencia teérica;?* esto es, se conservan como fragmentos praxeolégicos aislados, y
con un bajo nivel de algebrizacién, y esta Gltima es precisamente la que aportaria los
elementos tedérico-tecnolégicos necesarios para la integracion en praxeologias globales
mas estructuradas (Bolea, Bosch, & Gascon, 2001; Bosch, Garcfa, Gascén, & Higueras,
2006; Garcia, Gascon, Higueras, & Bosch, 2006).

Por su parte, y desde un punto de vista epistemolégico, Hersant (2001) muestra que es

necesario diferenciar dos tipos de teorfas sobre las cuales estructurar los diferentes tipos

de tarea relativos a la proporcionalidad. Una de ellas permite describir la proporcionalidad
en términos de razones y proporciones (perspectiva aritmética), y la otra, en términos de
funciones lineales (perspectiva algebraica). Sin entrar en detalles, ambas perspectivas
tienen profundas rafces de orden histérico-epistemolégico: una comprensiéon de la

proporcionalidad a partir de la teorfa de las razones y las proporciones, sin una referencia

2+ Estudios de textos escolares (Garcia, 2005; Lundberg, 2011) concluyen que los contenidos tematicos
relativos a las razones, las proporciones y la proporcionalidad se encuentran en capitulos con pocas o
escasas conexiones entre sf (incluso en teméticas aisladas relacionadas con la medida, las semejanzas, los
porcentajes, las funciones, la solucién de ecuaciones, etc.), separando los contextos aritméticos,
geométricos y algebraicos. Conclusiones similares se pueden leer en Guacaneme (2002; 2001) en donde
se concluye que el estudio de la proporcionalidad en los libros de texto tiene un lugar difuso en tanto se
presenta en el marco de diferentes teméticas poco relacionadas entre si (por ejemplo, con una relacién
exigua con las cantidades de magnitud y sus procesos de variacién) y la relacién entre proporcién y
proporcionalidad casi no existe. Adicionalmente muestra que el tratamiento de las razones es
fundamentalmente aritmético, lo que las confunde con los nimeros y las separa del tratamiento de las
magnitudes.
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explicita a la teorfa de la medida, y por tanto, al margen de cualquier tratamiento numérico,
se encuentra en el libro V de los elementos de Euclides.?> Con el desarrollo del dlgebra vy,
posteriormente, con el de una teorfa de los nimeros reales, se da un paso hacia la
interpretaciéon de la proporcionalidad en términos de aplicaciones lineales. Sin embargo, la
autora critica el hecho de que los modelos de aproximacién que tiene la escuela hoy en dfa
privilegien la aproximacién numérica sobre la algebraica (Hersant, 2005). Adicionalmente,
la autora critica la caracterizacién realizada por Bosch y Chevallard sobre los tipos de tareas
relacionadas con las praxeologias relativas a la proporcionalidad. En sus palabras,
“distinguir los géneros de tareas ‘calcular’, ‘comparar’, ‘identificar’, ‘representar’, ‘asociar’
no nos parece apropiado aqui, pues de vez en cuando un género de tareas comprende un
solo tipo de tareas (por ejemplo ‘identificar’)” (Hersant, 2001, p. 52). Asfi, para la autora, la
tipologia de “géneros de tarea” debe descansar mds sobre las cantidades implicadas en la
situaciéon y, por ende, sobre la naturaleza de las relaciones entre ellas. Por su parte, los
tipos de tareas se deben definir en términos de las acciones que realizan los individuos,
tomando en consideraciéon los tipos de calculo (por ejemplo, calcular: una cuarta
proporcional, un porcentaje, un coeficiente de proporcionalidad; comparar: dos coeficientes
de proporcionalidad, dos razones; aplicar: una férmula, un teorema), los registros en que se
presenta la situacién (reconocer el carédcter lineal de una aplicacién, interpretar un
coeficiente de proporcionalidad, asociar dos representaciones de una aplicacién lineal,
representar una aplicacién lineal) y, por ende, los procesos de tratamiento o conversién
necesarios.

A partir de la perspectiva de las representaciones semidticas (Adjiage, 1999, 2005,
2007; Adjiage & Pluvinage, 2007), se puede rescatar el reconocimiento de que, si bien las
distintas temdticas sobre razones, proporciones y proporcionalidad abandonaron sus
referentes desde las magnitudes para centrarse en los aspectos puramente numéricos
(quizas por el influjo de las matematicas modernas en los afios 70), en la actualidad aparece
de nuevo, en el campo de la educacién matematica, un llamado a centrar el estudio de las

mismas a partir de las magnitudes, en particular, con respecto al dominio de las razones.

25 En Euclides no existe un concepto de nimero como medida. Es decir, como “forma tnica de la magnitud”.
Esto solo se logra después de Descartes, quien dota la clase abstracta de magnitudes de una estructura
algebraica. Por ejemplo, la doble escritura permite distinguir en una misma proporcién (teorema de
Tales) magnitudes dadas de pardmetros y magnitudes desconocidas, lo cual sera un paso clave en la
construccién de la ecuacién algebraica. Desde el punto de vista histérico, la proporcionalidad numérica
emerge como condicién de posibilidad del dlgebra. Ver capitulo 4 para una ampliaciéon de estas ideas.
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Estos autores también critican la clasificacién clasica de Kieren (1980, 1988) en los
subconstructos de los nlimeros racionales (cociente, medida, nimero racional y operador
multiplicativo), en tanto se mezclan aspectos matematicos y de contexto (situaciones fisico-
empiricas) para realizar tal clasificacién. Finalmente, proponen que en los procesos
implicados en el aprendizaje de las razones y la proporcionalidad se les debe prestar
atencién a los sistemas de representacién para las razones, y de manera particular, a la
representaciéon en forma de fracciones o en la notaciéon decimal. Asi, los autores llaman la
atencién sobre la necesidad de separar, de un lado, los aspectos representacionales (lo que
de hecho implica una distincién de los objetos de conocimiento implicados) relacionados
con el aprendizaje de las razones y la proporcionalidad y, de otro lado, los aspectos
relacionados con las situaciones fisico-empfiricas.

De esta manera, su trabajo sugiere proponer a los estudiantes diferentes tipos de
situaciones fisico-empiricas?® a partir de diferentes marcos representacionales?” buscando
no solamente la integracion al interior de dichos marcos representacionales y situacionales,
sino entre los distintos marcos, para de esta manera tener perspectivas méas amplias con las
cuales comprender los aspectos matemdticos relacionados con las razones (relacién
multiplicativa entre dos cantidades fisicas), las proporciones y la proporcionalidad (relacién
lineal entre dos cantidades variables). Este punto de vista resalta la importancia de
relacionar los aprendizajes de las razones, las proporciones y la proporcionalidad con los
aprendizajes de los nimeros racionales, en el marco de diferentes tipos de situaciones, y
conjugando diferentes marcos representacionales. Lo anterior permite, ademas, una clara
diferenciaciéon entre los aspectos matemadticos, los representacionales y los situacionales
(Adjiage, 2005).

Este tipo de trabajos representan un giro importante en la investigacion en didactica,
pues en aquellas investigaciones centradas en los aspectos cognitivos del desarrollo del
pensamiento matematico, las variables de orden contextual no se consideraban como
componentes estructurales del desarrollo, sino tan solo como catalizadores de dichos
procesos, y las formas de representacién no se consideraban en su perspectiva semidético-

cultural, la cual permite verlas como algo mds que una externalizacién de los procesos

26 Proponen seis tipos de situaciones fisico-empiricas: razones entre dos cantidades heterogéneas, medida,
mezcla, frecuencia, dilataciones y cambio de unidad.

27 Marcos representacionales lineales, bidimensionales, notacién fraccionaria, notacién decimal (Adjiage,
1999; Deliyiani, Panaoura, Elia, & Gagatsis, 2008).
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mentales del individuo, para considerarlas ahora como parte integral del pensamiento; més

atn, como los instrumentos privilegiados del pensamiento.

1.8 Una mirada a los contextos escolares locales

Coémo se puede ver de la seccién precedente, el campo relacionado con las razones, las
proporciones y la proporcionalidad, ha sido ampliamente investigado desde diferentes puntos
de vista (cognitivos, epistemolégicos, diddcticos, matematicos), lo que permite concluir su
importancia para el desarrollo mismo de la did4ctica de las matematicas. Esta importancia
también se ve reflejada en los curriculos de matemaéticas que organizan los procesos de
estudio de los estudiantes en edad escolar y, como se verd a continuacién, razones,
proporciones y proporcionalidad no solo ocupan un lugar importante en el curriculo de
matemadticas propuesto e implementado en el pais, sino también en los procesos de
evaluaciéon estandarizada que se realizan periédicamente con el fin de evaluar el desempefio

de los estudiantes colombianos.

1.8.1 Razones, proporciones y proporcionalidad en el curriculo nacional

La aritmética en la Educacién Basica de nuestro sistema educativo, al menos desde la
Renovacién Curricular,?® ha sido organizada a partir de la perspectiva de los Sistemas
Numéricos (Vasco, 1994b, 1994c, 1994d). Esta perspectiva recibe un nuevo impulso en los
Lineamientos Curriculares para el Area de Matematicas (Ministerio de Educacién
Nacional, 1998) al expresar que el desarrollo de Pensamiento Numérico es el nuevo énfasis
sobre el cual se debe realizar el estudio de los Sistemas Numéricos. De esta manera se
afirma la necesidad de situarse en un contexto amplio en el cual, desde el estudio profundo
de los Sistemas Numéricos, se desarrollen habilidades para comprender los ntmeros,

usarlos en métodos cualitativos o cuantitativos, realizar estimaciones, aproximaciones, y

28 La Renovacién Curricular fue un movimiento de reforma de los curriculos obligatorios para la Educacién
Basica que se adelanté orientada por el Ministerio de Educacién Nacional de Colombia de 1976 a 1993.
Después de seis afios de disefio y experimentacioén, el llamado “Nuevo Curriculo de Matemadticas” para la
Educaciéon Bésica Primaria se estableci6 para todo el pafs, junto con los de otras areas, por el Decreto
1002 de 1984. Los programas de secundaria (grados 6 a 9) se disefiaron y probaron pero no se extendieron
a nivel nacional. Esta reforma buscaba fundamentar el curriculo de matematicas de la educacién basica y
media bajo la perspectiva del enfoque de sistemas. Fue, por asi decirlo, la respuesta nacional al
movimiento mundial en contra de las matematicas modernas pues consideraba que los conjuntos eran
solo el sustrato de los sistemas en tanto que sus operaciones (dindmica) y relaciones (estructura) no eran
reductibles a los conjuntos (ver Vasco, 1990).
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en general, utilizar los niimeros como herramientas para procesar, interpretar y comunicar
informacién. Esta mirada sobre el curriculo es reafirmada en el documento Estdndares
Basicos de Competencias en Matemdticas (Ministerio de Educacién Nacional, 2006) en donde
se amplian los horizontes conceptuales presentados en los lineamientos curriculares, y se
proponen en forma de estdndares, las competencias bésicas en matematicas que deben
alcanzar todos los estudiantes del sistema educativo colombiano.

En este marco propuesto por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), las RPP se
identifican como objetos de conocimiento que deben ser tratados en diferentes grados de la
Educacién Basica y media, en una propuesta que las integra bajo la perspectiva del campo
conceptual de las estructuras multiplicativas (Vergnaud, 1988, 1991, 1994, 2009). Una
lectura detallada de Lineamientosy Estindares permite proponer que las RPP se encuentran
vinculadas a través de una red conceptual como la mostrada en la figura 1.

Cémo se puede ver en esta red conceptual, las RPP ocupan un lugar importante en la

[ Estructuras Multiplicativas

A

Segun tipo de relacion Segun tipo de magnitud
\

(Intensnvas/Extensivas)

Se tlenen Se t|ene Se tiene 59 t|enen

combinatorios Cartesiano medidas numérico medidas compuesta Inversa

£ i

Ileva a Ileva a Gen!eran P / Si se conoce Si no se conoce
resente en . .
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Producto Magnitudes | Conteos o \ o Proporcionalidad
Probabllldad M maltiples [Mu'tlpllCECIOnJ[DIVISIOI'IJ Directa
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Funciones
bilineales
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[Derivada (razén de camhio)J

En todos estos casos se implican

[ Razones / Proporciones / Proporcionalidad]

Figura 1. Red conceptual para las razones, proporcionesy proporcionalidad en Lineamientosy Estdndares.
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organizacién curricular del sistema educativo colombiano,?” toda vez que se inicia desde la
Educacién Basica (con los primeros aprendizajes sobre la multiplicacién) y se extiende
hasta finales de la Educacién Media (con el trabajo propio del cdlculo sobre funciones), y
ademads, conectan los diferentes tipos de pensamiento (al menos de manera directa toca con

lo numérico, lo variacional y lo métrico).

1.8.2 Razones, proporciones y proporcionalidad en la evaluacién
estandarizada

Ahora bien, los anteriores planteamientos oficiales sobre la necesidad e importancia de
un tratamiento detallado y estructural con respecto a las razones, las proporciones y la
proporcionalidad, contrasta con los resultados de los estudiantes en algunas pruebas que
se han realizado en el pafs para medir el nivel de aprovechamiento en matematicas:
evaluacién SABER y la evaluacién TIMSS.

La evaluacién SABER, realizada en los grados 3° y 5° de la Educacién Bésica, muestra

que en general los estudiantes colombianos presentan un alto rendimiento cuando se trata

de efectuar los
90 -
algoritmos  de  las 80 -
70 -
operaciones bésicas 60
50 -
(estudiantes clasificados 40 -
30 -
en el nivel b), siendo 20 -
_ 10 -
mejores los resultados 0
Grado 5 Grado 9 Grado 5 Grado 9
en los algoritmos de la 1997-98 2002-3
m Nivel b 82,57 63,97 89,79 73,45
suma y la mNivelc| 52,92 20,19 55,28 32,53
multlpllcaCI(’)n’ y Nivel d 21,53 1,?9 23,53 8,?5

ligeramente menores en Figura 2. Desempeiio en pruebas SABER los afios 1997-98 y 2002-03

(Fuente: tablas publicadas en la pagina del ICFES, en la actualidad fuera de linea).

29 Se puede afirmar que esta es una importancia reconocida también a nivel internacional. El estudio TIMSS
2007 (Martin, Mullis, & Foy, 2008; Mullis et al., 2008a, 2008b; TIMSS, 2009), realizado sobre los grados
40 y 7° de los sistemas educativos de cerca de 60 pafses participantes, mostré que en todos los pafses
evaluados estos objetos de conocimiento estdn presentes, no solo en los curriculos propuestos (politicas
educativas oficiales de cada pafs), sino también en los implementados (manifiesto en lo que los profesores
ensefian en sus aulas de clase) y aprendidos (lo que los alumnos manifiestan como contenidos aprendidos).
Esta importancia igualmente se puede ver en el reporte de investigacién de Ponte y Marques (2005),
donde comparan textos de 4 paises (Espafia, Portugal, Brasil y Estados Unidos) en relacién al tratamiento
dado a las proporciones, concluyendo una notable similitud en los textos analizados de los cuatro paises:
organizacién de los temas, estrategias pedagégicas y niveles de complejidad cognitiva. Ideas similares se
pueden encontrar en Adjiage y Pluvinage (2007) en relacién al curriculo de matemaéticas francés, donde
el tratamiento de las razones y las proporciones se localiza en los grados 6° y 7°.
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los algoritmos de la resta y la divisién; pero este porcentaje decrece rapidamente cuando
los estudiantes se ven enfrentados a la solucién de problemas complejos no rutinarios
(estudiantes clasificados en los niveles ¢ o d). La situacién se torna mas critica con los
problemas del tipo razonamiento multiplicativo o que impliquen la concatenacién de dos o
més operaciones, pues en estos casos los niveles de rendimiento son muy bajos. La figura 2
y la figura 3 son evidencia de las anteriores afirmaciones.

De otra parte, las pruebas TIMSS muestran situaciones similares. As{ por ejemplo, en

las pruebas realizadas en
1 (D 2
e afio 1995 faz
) ’ 50 v’
Alvarez, Torres, & w0
Guacaneme, 1997) los 30
estudiantes de grado 7° 20 -
de Colombia tienen un 10 -
.. o 0
rendimiento del 26.8% Insuficiente Minimo Satisfactorio Avanzado
frente a un 49.8% de los = 2009 Grado 5 a4 31 v 8
m 2009 Grado 9 26 52 19 3

1 o
estudiantes de grado 7 Figura 8. Desempefio en pruebas SABER, afo 2009

internacionales Asi (Fuente: publicacién resultados pruebas SABER (ICFES, 2010))

mismo, los estudiantes de grado 8° de Colombia presentan un rendimiento del 80.8%, frente
a un rendimiento del 55.6% de los estudiantes internacionales del mismo grado. Para la
aplicacién del aflo 2007 (Martin et al.,, 2008) la situacién no varié de manera significativa:
solo el 31% alcanzé un nivel minimo, 9% un nivel medio, 2% nivel alto, y 0% nivel avanzado,
evidenciando que cerca del 60% de los estudiantes no alcanzé el nivel minimo esperado.
Estos resultados muestran que existe un gran desfase entre este curriculo propuesto y el
logrado por los alumnos.*

Una mirada més cercana a los resultados muestra, en ambos afios de aplicacién de las
pruebas, que los temas relativos a las razones, las proporciones y la proporcionalidad, son

dificiles para los estudiantes de todas las latitudes, pero en todo caso, més dificiles para los

30 Es importante aclarar que en Colombia, a diferencia de otros paises latinoamericanos, no hay curriculo
oficial propuesto, sino solo lineamientos generales y estdndares de competencia como referentes
curriculares de orden nacional. Estos referentes curriculares son utilizados para elaborar las pruebas
nacionales estandarizadas, pero también son utilizados en forma auténoma por la Instituciones
Educativas, y con respecto al Proyecto Educativo Institucional que se haya fijado cada una. Esta tarea de
elaborar curriculos propios para cada plantel y para el grupo poblacional que atiende no se ha realizado
seriamente en la mayoria de las instituciones, no es viable comparar directamente el curriculo propuesto
y el logrado.
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colombianos. Asi por ejemplo, en la prueba del 2007, a los estudiantes de grado 4° se les

realizaron preguntas como las siguientes:

e “Dos nifios estan corriendo. Por cada 2 km que Fred recorre, Alan recorre 3 km. Si
Fred recorre 3 km, scudnta distancia recorre Alan?” (TIMSS, 2009, p. 48)

e “Ana usa una regla para obtener sus ntimeros a partir de los nimeros de Marfa, tal

como se muestra en la siguiente tabla.

Nimeros de Maria | Ntmeros de Ana
1 3

2 6

4 12

6 18

¢Cuadl es la regla que Ana usé para obtener sus nimeros?” (TIMSS, 2009, p. 51)

Para la primera pregunta, sélo el 10% de los estudiantes nacionales evaluados
respondieron correctamente (frente a un 27% del promedio internacional) mientras que en
la segunda sé6lo el 2% de los nacionales la responden correctamente (frente a un 26% del
promedio internacional).?! Situacién similar se puede afirmar para el caso del grado 8°
donde las preguntas sobre el uso de las razones, la aplicacién de las fracciones para resolver
una determinada situacién o el cdlculo de porcentajes en situaciones de descuentos sobre
precios, presentaron desempefos significativamente bajos en todos los estudiantes
evaluados, siendo mucho maés bajo el desemperio de los estudiantes nacionales (no sobra
decir que los asuntos relativos a las razones, las proporciones y proporcionalidad son el
punto mas critico de los aspectos evaluados).*> Ademds, tanto en la prueba del 1995 como
del 2007, se destaca que la utilizacién de procedimientos de rutina (célculo con fracciones,
uso de la regla de tres, algoritmos de la multiplicacién y divisién) presenta promedios que,

siendo bajos con respecto a los promedios internaciones, son comparables con ellos.

31 Es importante notar que para esta segunda pregunta los autores asumen que la respuesta correcta es la
relacién funcional y =3z (donde z e yrepresentan los nimeros de Ana y Marfa respectivamente), pero

una mirada detallada de la tabla muestra que pueden existir otras formas de establecer la relacién entre
los ntimeros de cada columna, como por ejemplo, que la suma de dos nimeros consecutivos en una misma
columna da el siguiente nimero en dicha columna, (y para el caso de la primera casilla de cada columna,
la suma de ese nimero consigo mismo, da el segundo nimero de dicha columna), en una especie de
sucesién similar a la de los nimeros de Fibonacci. Al asumir una tnica posibilidad como respuesta
correcta los autores no toman en consideracién esta diversidad de posibilidades, y ahf puede residir la
dificultad de la pregunta para los estudiantes.

%2 Situaciones similar se puede afirmar con las preguntas de la prueba del 1995 que se corresponden con las
razones, las proporciones y la proporcionalidad, donde por ejemplo, preguntas por la comparacién de
fracciones, o por las operaciones con fracciones o razones, muestran un promedio de respuesta correcta
por debajo del 20% frente a un 40% en el promedio internacional (Diaz, Alvarez, Torres, & Guacaneme,
1997).
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Lo anterior permite realizar una afirmaciéon sobre lo que aprenden los estudiantes
colombianos con respecto a la proporcionalidad: la ensefianza de la proporcionalidad se
centra en procesos algoritmicos (fundamentalmente la regla de tres) sin que sean explicitas
las relaciones de covariacién entre magnitudes y, por ende, el uso significativo de las
razones y proporciones que se exige en este tipo de situaciones de proporcionalidad directa.

Los resultados del TIMSS con respecto al bajo desempefio de los estudiantes en el tema
de la proporcionalidad son coherentes con los resultados de la investigacién de Garcia y
Serrano (1999) realizada con estudiantes colombianos. Las autoras muestran que en el
campo de la enseflanza de la proporcionalidad, en nuestro sistema educativo, atin subsisten
dificultades. Las autoras muestran que la organizacién curricular relativa a la ensefianza de
la aritmética en la Educacion Bésica es descontextualizada, y por lo tanto, la solucién de
problemas no juega un papel de mediador en la construccién del conocimiento por parte de
los alumnos. Las dificultades de los alumnos se encuentran en “funcién de la estructura
caracteristica de los enunciados, la estructura seméntica de la proporcionalidad y los
procesos cuantitativos de solucién” (Garcia & Serrano, 1999, p. 38).

A nivel internacional, autores como Vergnaud (1988, 1991, 1994, 2009), Lesh et al.
(1988), Adjiage y Pluvinage (2007), muestran como los alumnos no alcanzan niveles
apropiados de aprendizaje en estas temdticas a través de su ciclo escolar.?® Estos autores
encontraron que en problemas de proporcién simple hay un alto indice de éxito, pero en
problemas mas complejos de proporcionalidad multiple o inversa, o en contextos numéricos
como las fracciones, los resultados de los alumnos disminuyen significativamente. Entre
las posibles causas de esta disminucién, Vergnaud plantea una fundamental: la construccién
del campo conceptual de las estructuras multiplicativas tarda un largo periodo de tiempo
y, en general, los maestros desconocen los problemas asociados a su construccion.

Asi pues, los parrafos previos nos muestran, de un lado, la valoracién que a nivel
curricular tienen, internacionalmente, ejes temdticos en torno a las razones, las
proporciones y la proporcionalidad, pero de otro, como estos ejes tematicos contintian
siendo un problema complejo en relacién con los procesos de aprendizaje, y con los de

ensenanza.

33 Estudios comparativos, como por ejemplo el TIMSS 2007, muestran que la participacién de los pafses no
mejora sustancialmente de un afio a otro (Martin et al., 2008). Similares conclusiones muestra un estudio
para el caso del Reino Unido (Hodgen, Kuchemann, Brown, & Coe, 2010).
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1.4 A manera de conclusiéon: descripciéon del campo
problemdtico

En términos generales, y a partir de lo expresado en las dos secciones anteriores, se
puede decir que la investigacién reportada en esta tesis se enmarca en lo que en didactica
de las matemdticas se ha dado en llamar el razonamiento proporcional, el cual se ha
posicionado como un campo privilegiado para las investigaciones en virtud de su
importancia para las matematicas que se ensefian en la escuela, en tanto pone en relacién
diferentes dmbitos de la matemédticas escolares a partir de una estructura compleja que liga
conceptos, situaciones, formas de representacién y procedimientos de naturaleza diversa,
tales como la multiplicacién, la divisién, la razén, la proporcién, la proporcionalidad, la
funcién lineal, etc.; pero también es un campo privilegiado por su lugar en la comprensién
de una gran diversidad de situaciones de la vida diaria: la lectura e interpretacién de mapas
y maquetas a escala, los célculos al comprar para determinar el producto mas econémico,
el comportamiento de las cuentas de cobro de los servicios publicos, etc.

En contraste con esta importancia relativa, como se mostré para el caso del sistema
educativo colombiano, es comin encontrar que los desempefios de los estudiantes en los
ambitos escolares no alcanzan los niveles esperados. La persistencia de estas dificultades
podria interpretarse no tanto como un fracaso en la investigacién realizada hasta ahora,
sino como una muestra de la complejidad subyacente a los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de las razones, las proporciones y la proporcionalidad. Esta complejidad se
evidencia en la diversidad de marcos conceptuales elaborados para intentar comprender los
conceptos, las situaciones y los procedimientos relacionados con los objetos de
conocimiento matemdtico razén, proporcién y proporcionalidad y, ademas, en la falta de
claridad sobre las orientaciones de los procesos escolares que pueden sugerirse a los
docentes. Esto ha sido reconocido por diferentes autores en distintos momentos (Karplus
et al., 1983; Roellner-Clark & Lesh, 2003; Lamon, 2007), al expresar que, a pesar del cimulo
de investigaciones, es necesario mas investigacién sobre cémo los chicos y chicas piensan
proporcionalmente, de tal manera que sirva como base para orientar los procesos de
instruccién. Dicho de otra manera, a pesar de la marcada importancia del razonamiento
proporcional y de existir caracterizaciones bien definidas de los aspectos cognitivos del
desarrollo de este tipo de razonamiento en los nifios, nifias y jovenes, atn hace falta mas

investigacién que permita profundizar en los fundamentos didéacticos sobre los cuales
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elaborar propuestas relacionadas con los procesos de ensefianza y, por supuesto, del
aprendizaje de dichos conceptos.

Asf, en palabras de Susan Lamon (2007), es necesario desarrollar investigacion
empirica y tedrica que permita ver la potencia de las estructuras y mecanismos elementales
(investigacién en los primeros afios de la Educacién Bésica) y, a largo plazo, sobre la base
de andlisis matematicos profundos, coémo desde éstas se da paso a formas mas sofisticadas
de pensamiento. También es necesario un trabajo que, ademdas de los cuestionamientos
didacticos centrados en los aspectos cognitivos propios del razonamiento proporcional, o
de los aspectos matematicos y de contexto ligados a dicho desarrollo, establezca un nuevo
nivel de analisis relacionado con la forma de organizacién escolar de dicho conocimiento.

Sin embargo, a pesar de los aportes que van apareciendo en la literatura mas reciente
(Ben-Chaim et al, 2012; Bryant & Nunes, 2009; Howe et al, 2010, 2011; Lamon, 2012;
Nunes & Bryant, 2008; Pontén, 2008, 2012; Steffe, 2010a), se puede decir que algunos
cuestionamientos como los siguientes son atn problemas didacticos abiertos:

1. Comprender mejor las filiaciones y las rupturas, las lineas de continuidad o los saltos
cualitativos en el pensamiento entre lo aditivo y lo multiplicativo, de tal forma que los
procesos escolares se puedan orientar a potenciar la transformacién cualitativa de los
razonamientos aditivos hacia los razonamientos multiplicativos. Por ejemplo,
preguntas como las siguientes son temas abiertos de investigaciéon: jPueden los
enfoques no aritmetizados (construidos sobre las magnitudes o las funciones, en
particular las lineales) contribuir a un mejor paso de lo aditivo a lo multiplicativo?
¢Qué tipos de relaciones légicas (procesos de unitizacién, relaciones de equidiferencia
o de equicociencia, coordinacién de conteos iterados, etc.) estan en la base de la
construccién de las nociones de razén, de proporcién y de proporcionalidad, y hasta
dénde estas relaciones son construcciones nuevas o generalizaciones sobre procesos
aditivos? ¢El conocimiento informal construido por el nifio en su vida cotidiana y
relativo a las razones, las proporciones y la proporcionalidad (como las particiones,
reparticiones, comparaciones, relativizaciones, etc.) qué lugar tiene en la construcciéon
de los objetos de conocimiento formalizados propuestos en la institucién escolar?

2. En consonancia con lo anterior, intentar comprender mejor cémo se establecen las
relaciones de continuidad y de ruptura desde los primeros aprendizajes propios de las

estructuras multiplicativas (multiplicacién, divisién, fraccién, razén, etc.) hasta la
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comprensién de los nimeros racionales y las relaciones lineales y no lineales, y el lugar
que en dichos procesos pueden tener las diferentes praxis matematicas en torno a los
conceptos de razén, proporcion y proporcionalidad. Por ejemplo, las preguntas por las
praxeologias propias de los ntimeros racionales, esto es, por sus tipos de situacién y
actividad; por las estructuras matematicas que soportan tales praxis y, sobre todo, por
las lineas de continuidad o ruptura de una praxeologia a otra (por ejemplo, (los
racionales como cocientes indicados, o como parejas ordenadas, o como operadores permiten
transiciones fluidas de una forma de interpretacién a otra, o son construcciones
independientes que implican rupturas en la forma como se piensan los racionales desde
una forma de organizacién matemdtica a otra?) son interrogantes que aiin requieren de
més investigaciéon. En particular, es necesaria investigacién que permita la
comprensién del desarrollo de las magnitudes, sus cantidades y sus medidas (no tanto
desde un punto de vista cognitivo, sino did4ctico, ffsico y matematico), en relacién al
impacto de éstas en la construccion de los ntimeros racionales, y en general, de la
totalidad de las matemadticas que se enseflan y aprenden en la escuela (Lamon, 2007).
3. Comprender mejor el papel (lineas de continuidad y de rupturas del proceso) de los
diferentes tipos de proporcionalidad en particular, y de correlacién en general, en la
construccién del concepto de funcién, incluso de funciones no polinomiales
(trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, etc.). A este respecto se pueden plantear
preguntas de investigacién como las siguientes: Cudles son los procesos y
procedimientos implicados en la construccién de las biyecciones que caracterizan las
covariaciones lineales entre dos o més sistemas de cantidades, caracteristicos de ciertos
tipos de situaciones? Si se tiene en cuenta que en la construccién de los isomorfismos

de medidas las aproximaciones basadas en procedimientos escalares (

flx+y)=f(x)+ f(y), o f(a-x)=a-f(x)) o las basadas en procedimientos

funcionales ( f(x)=k-x) responden a dos fenomenologias distintas (Freudenthal,

1983), entonces gse presenta continuidad o ruptura de una aproximacién a la otra, o

por el contrario, son procesos constructivos paralelos?

Si bien problematicas como las anteriores siguen siendo lineas abiertas, es necesario
reconocer que en los Gltimos afios se han realizado aportes importantes en consolidar lineas
de investigacién sobre la base de cuestionar la manera como estin estructurados los

procesos de enseflanza de las razones, las proporciones y la proporcionalidad en los
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contextos escolares. (Adjiage & Pluvinage, 2007; Bolea et al, 2001; Bosch, 1994; Comin,
2002; Garcia, 2005; Hersant, 2001; Hersant & Perrin-Glorian, 2005). La bisqueda de esos
marcos comprensivos se han mostrado las debilidades de la organizacién matemadtica que
tienen las propuestas curriculares actuales para la enseflanza de las razones, las
proporciones y la proporcionalidad; ante todo, muestran que es posible una organizacién
matemadtica distinta, que si bien se puede apartar de la estructura formal actualmente
reconocida como tal en el marco de la disciplina matemdtica, podria permitir a los
estudiantes recorrer caminos epistémicos centrados en el tipo de actividad matematica
necesaria para la construccién de sentidos y significados relativos al tema de estudio en
cuestién. De esta manera, se evidencia la necesidad de construir nuevos tipos de anélisis de
los procesos escolares de tal forma que en ellos se separen los andlisis epistemolégicos
(orientados a la estructura matemdtica de la situacién), los analisis cognitivos (orientados
a las précticas de los individuos), y los anélisis instrumentales (orientados a las técnicas
utilizables en funcién de los instrumentos disponibles).%*

Asi pues, en el marco anteriormente expuesto, el problema de investigacion que orienté
el trabajo realizado pretende contribuir al estudio de los procesos de ensefanza y
aprendizaje de los objetos de conocimiento matemdtico razén, proporcién 'y
proporcionalidad localizando este campo de indagacién en la franja escolar de los grados
3° y 4° de la Educaciéon Bésica.?> Ademds, dado el cardcter institucional del conocimiento,

este campo problematico se localizé més especificamente en una institucién educativa de la

3+ Tanto los criterios representacionales mencionados en el literal e) de la seccién 1.3.2.1 (p. 14) como las
observaciones de Gagatsis y sus colegas (pp. 20 y ss.), de Hersant (p. 24 y ss) y de Adjiage y Pluvinage
(pp.- 25-26) sobre los marcos representacionales muestran que las investigaciones futuras sobre RPP
serdn mds productivas en la medida en que profundicen en la dimensién semidtica. Esta dimensién estaba
ya prefigurada desde los afios ochenta en los “juegos de marcos” (“jeux de cadres”) de Régine Douady
(Douady, 1986) y en las “representaciones multiples” de Jim Kaput (Balacheff & Kaput, 1996; Goldin &
Kaput, 1996; Kaput, 1998). Sin embargo, estas ideas no se refinaron suficientemente hasta que, a mediados
de los noventa, Raymond Duval formulé las distinciones precisas entre registros semiéticos de
representacién y las representaciones semiéticas (RS) producidas desde cada registro, asi como entre el
tratamiento de las RS dentro de un mismo registro y su conversién de un registro a otro. Por ello, sea
en la direccién de Duval (2004b) y su enfoque noético-semiético, o en la de Godino, Batanero y Font
(2007) y su enfoque onto-semidtico, o en el enfoque semiético-cultural de Radford (Radford, 2006, 2013;
Roth & Radford, 2011), o en el enfoque de la semiética peirceana de Sdenz-Ludlow (2006, 2007) en sus
Juegos de interpretacién, no es ya posible soslayar en la investigacién en los objetos RPP, o en otros
aspectos de la didactica de las matemadticas, la unidad intrinseca entre “semiosis y pensamiento humano”,
como lo expresa el titulo del libro ya cldsico de Raymond Duval.

35 En este sentido, de los tres grupos de problemas abiertos enunciados en las paginas anteriores, se puede
decir que el problema se enmarca fundamentalmente en el primero de ellos. Esto en tanto indaga
precisamente por esos momentos del proceso de estudio de los estudiantes en los que desde la instituciéon
escolar inicia el estudio formal de todo lo relativo a las estructuras multiplicativas.
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ciudad capital del Departamento del Valle, Cali, Colombia.*¢

Para caracterizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de tales objetos en su
contexto especifico de escolaridad se examinan los sistemas de practicas matematicas y el
tipo de configuraciones epistémicas que estan en la base de tales sistemas de practica.

En este orden de ideas, el trabajo se orient6 a partir de las siguientes preguntas de
investigacién con respecto a los objetos de conocimiento matemdtico razén, proporcion,
proporcionalidad, y para el caso de las clases de matemética de los grados 3° y 4° de una
instituciéon educativa de la ciudad de Cali:

I. ¢Qué sistemas de prdcticas matemadticas estdn presentes en las clases de
matemadticas de los grados terceo y cuarto de la institucién escolar estudiada?

2. ¢Qué configuraciones epistémicas sustentan tales sistemas de précticas?

1.4.1 Objetivos

El trabajo se orienté por los siguientes objetivos, con relacién a los objetos de
conocimiento matematico de razén, proporcién y proporcionalidad, en las clases de

matematicas de los grados 3° y 4° de una institucién educativa de la ciudad de Cali.

Objetivos Generales.
1. Caracterizar los sistemas de practicas matematicas institucionalizadas con
respecto a los objetos de conocimiento matematico en cuestién.
2. Indagar por las configuraciones epistémicas que sustentan dichos sistemas de

préctica matematica.

Obyetivos Especificos.

1. Identificar las técnicas e instrumentos disponibles institucionalmente en el
marco de los sistemas de précticas analizados, y caracterizar las formas de
mediaciéon que posibilitan.

2. Caracterizar los tipos de situaciones y las familias de actividad que organizan y
orientan la actividad matematica en la institucién educativa analizada.

3. Describir las formas de discursividad caracteristicas de tales sistemas de

36 Por motivos de proteccién de la identidad de las personas participantes en el presente estudio, no se
publica el nombre de la institucién educativa.
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practicas institucionales.

Caracterizar los objetos y los conceptos que se pueden inferir como
constituyentes de, o emergentes de, los sistemas de précticas analizadas.
Identificar la forma, los principios organizativos de objetos, conceptos,
enunciados, tipos de situacién, familias de actividad, técnicas e instrumentos,

relativos a tales sistemas de précticas.
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2 Filosofia, Matemdticas y Educacién: una perspectiva
Histérico-Cultural en Educacion Matemdtica®

2.1 Introduccién

La educacién matematica, en su proceso de consolidacién, ha transitado por diferentes
caminos tedricos, algunos complementarios, otros excluyentes, pero en todo caso,
fundamentados en procesos interdisciplinares que muestran su complejidad,®® al punto que
se considera hoy en dfa un campo de investigacién y practicas en construccién, un cruce de
caminos de diferentes enfoques teéricos y metodolégicos (Clements, Bishop, Keitel-Kreidt,
Kilpatrick, & Leung, 2013; D'Amore, 2005; Sriraman & English, 2010). Aun con el riesgo
de simplificar la complejidad de la discusién, puede decirse que estos enfoques se despliegan
entre el individualismo (monismo epistémico y cognitivo), y las posturas de corte dialégico
en donde lo cognitivo y lo epistemolégico son explicados como procesos eminentemente
culturales.

Siendo conscientes de las tensiones generadas en este debate de lo individual o lo social
en relacién con los procesos de constitucién del conocimiento, en este capitulo, sobre la
base de planteamientos que provienen de la teoria de la actividad y de una filosofia de la
practica, se busca argumentar en favor de cuestiones relativas tanto al conocimiento
matemético como a su aprendizaje, mostrando que lo individual y lo social (lo institucional)
son polos de una tensién dialéctica movilizada a partir de los sistemas de précticas,
histéricamente constituidos y contextualmente situados, que cruzan toda actividad
humana. Como lo manifesté John Dewey, se trata de reconocer que la construccién de la

experiencia humana no es sé6lo el producto de la accién mental del individuo, sino también

37 De este capitulo se elabor6 una versién como articulo que ha sido aprobado para su publicacién en la
Revista Cientifica de la Universidad Distrital (nimero 20, diciembre de 2014).
38 A propésito de esta interdisciplinariedad, ver Vasco (1994e).
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el resultado de los procesos sociales subyacentes a las relaciones humanas:

...vivimos, del nacimiento hasta la muerte, en un mundo de personas y cosas, que en gran
medida son lo que son por lo que se ha hecho y transmitido en las actividades humanas
previas. Cuando se pasa por alto este hecho, la experiencia se trata como si fuera alguna
cosa exclusivamente dentro del cuerpo y la mente de un individuo. No deberia ser
necesario decir que la experiencia no se produce en un vacio. Hay fuentes fuera de un
individuo que dan lugar a la experiencia... (Dewey, 1960, p. 43).

Estas fuentes externas provienen de la cultura en la forma de los sistemas de précticas
institucionalizadas que reglan las formas de accién de los individuos (accién orientada a
una finalidad, accién con otros), y que a su vez posicionan al individuo frente a esa accién
conjunta (habitus, en el sentido de Bourdieu). El desarrollo debe entonces entenderse en
funcién de la experiencia humana como un proceso mediado culturalmente (Rogoff, 2003),
institucionalmente situado en contextos especificos de practica (las acciones de los
individuos y el contexto para la accién forman una unidad inseparable), y cognitivamente

distribuido (en los otros, los instrumentos, los entornos sociales y naturales) (Cole &

Wertsch, 1996).

2.2 Fundamentos filoséficos: epistemologfa y ontologfa de los
objetos de conocimiento matemdtico

2.2.1 Objetos y conceptos matemdticos: sintesis de la accién humana

Hablar sobre objetos o conceptos es un asunto espinoso con multiplicidad de miradas
a través del tiempo (la filosofia de las matemaéticas, o el estudio de los aspectos cognitivos
del aprendizaje de las matemadticas se han dado grandes aportes al respecto). Asi pues,
conscientes de la complejidad subyacente a estas discusiones, pero a su vez, de la necesidad
de una delimitacién del campo de discusién, es necesario un intento de clarificar unas ideas
al respecto, sobre todo porque para los procesos escolares, hablar de conceptos y de objetos
remite no solo a los aspectos filoséficos del tema, sino también a los asuntos psicol6égicos
del proceso de formacién de conceptos en el aprendizaje de las matemadticas. Sin embargo,
en este momento se restringe la discusién a los objetos y conceptos matematicos, e incluso
en este ambito de la filosofia de las mateméticas, a una mirada sobre los mismos (una posible

entre otras) desde la filosotfa de la préactica.
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Sobre los objetos matemdticos

Restivo y Collins (2010) afirman que “los objetos con los que tratan las matematicas
modernas...son reales en el siguiente sentido. Ellos no son cosas,..., ellos son, por el
contrario, las operaciones, las actividades que los matemédticos pueden realizar.” (p. 11,
énfasis en el original).

Los objetos matematicos provienen, no de la abstraccién de objetos reales mediante la

descripciéon de sus caracteristicas principales, sino de un proceso de objetivacion de

procedimientos. No provienen de una realidad exterior, independiente del hombre,
representando la esencia desprovista de impurezas materiales, sino que ellos formalizan

la accién humana” (Giusti, 2000, pp. 25-26, énfasis en el orginal).s?

Esto es, los objetos matemdticos antes que ser abstracciones sobre otros objetos son
abstracciones sobre la accién, con y sobre tales objetos (si se quiere de nivel previo).*® El
objeto sintetiza un campo complejo de experiencias, es la percepcién de un conjunto
complejo de operaciones y relaciones que se tematizan®!' a partir de la experiencia vivida.
En esta relacién de los objetos con la experiencia humana, éstos también son sintesis de las
formas de relacién de los sujetos con el resto del mundo que nos rodea. Asi por ejemplo, el
nimero como objeto de conocimiento en los griegos, o el nimero en la época moderna, es
diferente no solo porque el moderno sea mas abstracto que el antiguo. Lo es también porque
en uno y otro momento estan sintetizando diversas formas de relacién con el mundo, que
se expresan no tanto por la necesidad légica de la abstraccién, como por las relaciones

cambiantes del hombre con el mundo: el desarrollo del comercio al finalizar la edad media,

el interés de la iglesia catdlica en el estudio de las ciencias (podria decirse, la determinacién

3 La seccién 4.3 (capitulo 4) muestra un anélisis detallado sobre estos procesos de idealizacién de
procedimientos que permiten la constitucién de la nocién moderna de nimero real, en el marco de
diferentes tematizaciones de la nocién de razén y la constituciéon de un estatus operatorio para éstas a
partir de ciertas formas de notacién (fracciones). Esta idealizacién relacionada con los procesos simbdlicos
opera en un cambio de la ontologia desde las matematicas griegas a las mateméticas modernas (Klein,
1992): simbolizar no es solo poner en un signo lo que antes estaba en las palabras; el signo no solo se
pone en el lugar del objeto representado, sino que al operar con el signo, al pensar a través del signo, en
Gltima instancia, el objeto es lo que se puede hacer con él, lo que se puede pensar y decir a través de ese
signo. Dicho en otras palabras, en la medida que se puede operar con el signo, se hace en s{ mismo objeto
matemaético.

1 Esta idea de abstraccién sobre la accién es muy cercana al concepto de “abstraccién reflexionante” de
Piaget, entendiendo que la internalizacién de la accién permite la constitucién de nuevas estructuras
sobre la base de las ya constituidas. Asi, la abstraccién no solo internaliza los esquemas 16gicos de la
accion, sino la estructura global de la accién, subsumiendo los sustratos previos (estructura de otras
formas de accién) en las estructuras de nivel superior.

#1 “Segln Jean Cavailles, quien introdujo el término para distinguir la edificacién l6gica de las teorfas de
una simple generalizacién, la tematizacién es el proceso por el cual una operacién que previamente se ha
realizado sobre un campo de objetos, es objeto de una segunda operacioén, la cual se vuelve a su vez objeto
de una tercera operacién, y asf sucesivamente.” (Arboleda, 2011, p. 33).
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de la fecha del nacimiento y muerte de Jests y la fijaciéon anual de la fecha de Pascua, asf
como mds tarde, la bisqueda de pruebas cientificas de la existencia de Dios), el influjo de
la cultura 4rabe (via por la cual llegan a Europa los legados de las matematicas hindues y
chinas), el advenimiento de la era industrial con nuevos ideales de hombre, etc,
constituyeron un conjunto de condiciones en los que las relaciones del hombre con el
mundo, a través de las matemditicas como actividad, transformaron no solo a las
matematicas (sus objetos, sus técnicas, sus enunciados, etc.), sino también a esas formas de
relaciéon con el mundo. En ese mundo cambiante de la actividad humana, la ontologia de los
objetos matemdticos cambié radicalmente: de ser el objeto ideal existente como abstraccién,
como idealizacién de las formas del mundo (en los griegos), o de ser formas divinas legadas
por los dioses (como posiblemente lo fue en el antiguo Egipto), a un objeto que toma
materialidad en el signo y en la estructura operatoria de lo que se puede hacer con é1.*? Ese
es el eterno ciclo creativo, en donde nuevos objetos emergen como formas idealizadas de
patrones de actividad sobre los objetos culturalmente ya constituidos. Estas formas
idealizadas, estos patrones de actividad se fijan en el signo que, a partir de ese momento, es
la forma objetivada del objeto de conocimiento constituido.

Esta constitucién de objetos es lo que Radford (2003, 2009, 2013) denomina
objetivacion, entendida esta como un proceso social activo y creativo de construccién de
sentidos y significados (para los objetos de conocimiento) relativos a las formas culturales
de hacer y de pensar (conocimiento matematico). Estos sentidos y significados descansan
no sélo en el cuerpo de conocimientos estructurados formalmente (conceptos, objetos,

axiomas, teoremas, etc.), sino también, en las acciones (gestos, técnicas, modos de hacer),

2 Asf por ejemplo, las letras usadas por Vieta para denotar las incégnitas, y el cardcter operatorio con que
son investidas, hacen del dlgebra en Vieta algo mas que un conjunto de reglas para operar con variables
y nameros: el dlgebra, como teorfa generalizada de las proporciones (las ecuaciones del algebra, en
palabras de Vieta, no son mas que la solucién de una proporcién, asi como la proporcién es la
construccién de una ecuacién) se hace aplicable tanto a las magnitudes geométricas como a los niimeros,
y por ende, la letra que representa la incégnita, al poderse operar con ella es investida con el cardcter de
cantidad, de nimero generalizado, es por asi decirlo, el nacimiento del concepto moderno de nimero
(Klein, 1992). Sin embargo, quizas por la necesidad de la ensefianza de las nuevas técnicas matematicas,
quizés por la economia de pensamiento que implicaban el uso de las nuevas técnicas algebraicas en la
solucién de los viejos problemas, quizds por el poder de su aplicacién a problemas nuevos, quizas por la
elaboracién de una idea de nimero ya no asociada a la idea de razén, sino a la idea de medida, o quizas
por el surgimiento de nuevos objetos, como por ejemplo, los conjuntos, quizds por todo eso, y por otras
cosas mds, las ecuaciones del dlgebra terminan olvidando las razones y proporciones de las cuales
tuvieron su origen en un momento dado, para constituirse en objetos independientes que amplifican las
capacidades operatorias de los sujetos que las usan. Asf pues, las ecuaciones, que en su momento fueron
una forma de tratar con las razones y las proporciones, ahora se hacen en objetos independientes de ellas.
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en los medios para dichas acciones (signos, instrumentos, etc.), en las formas de
razonamiento y de enunciacién (géneros discursivos, si se quiere en términos bajtinianos)
aceptadas como vilidas y, en general, en el conjunto de ideologfas*® que permiten ciertas
formas de significacién con respecto a los objetos de conocimiento.** Esta superestructura
simbdlica, como dice Radford (2008, 2009), conforma el espacio simbélico de los medios
semidticos de objetivacion, que la cultura pone a disposiciéon de los individuos para su

posicionamiento ante el mundo, para la constitucién de su experiencia matematica.

Sobre los conceptos matemdticos

La formacién de conceptos® es un proceso de gran complejidad y su estudio es
importante para el trabajo escolar, pues en ultima instancia, el problema del aprendizaje de
cualquier ciencia es el de la constituciéon de un cuerpo conceptual en el curso de la actividad
de los individuos. Esta constitucién trasciende la asociacién mecénica de la palabra con el
objeto pues implica el uso funcional de signos e instrumentos como medios para fijar la
atencion, orientar la accién, identificar rasgos, analizarlos y elaborar las sintesis (Vygotsky,
1993, 1994). Se puede entonces proponer que detras de la formacién del concepto no solo
estd la conexién del objeto con la palabra, con su significado, sino que el concepto sintetiza
el conjunto de operaciones (mentales) que permiten la abstraccion de los atributos del
objeto que son resaltados. Dicho de otra manera, el proceso de formacién de un concepto
implica un proceso de generalizacién de atributos, pero sobre todo, la sintesis de dichos

atributos en una nueva unidad, el concepto formado.*¢

* Para Bajtin, la ideologia es conciencia social constituida por la interiorizacién del signo, es decir, la
ideologfa es un “sistema de ideas socialmente determinado, como sistema de valores y puntos de vista”
(Silvestri & Blanck, 1998, p. 56).

# Los medios semiéticos de objetivacién serfan entonces todo ese conjunto de recursos (instrumentos)
culturales que, en el marco de actuaciones especificas, permite a los individuos la toma de conciencia de
los objetos, fijar la atencidn, realizar sus actos intencionales, orientar sus acciones hacia el objeto de la
misma (es decir, realizar la actividad). El cardcter cultural de los mismos se evidencia en que: (1)
sintetizan, encapsulan, procesos socialmente construidos y los hacen comunicables a generaciones
posteriores; (2) a través de su uso, los individuos aprenden el conocimiento contenido, cristalizado, en
ellos; y (3) constituyen formas culturales de significaciéon que determinan formas especificas de ver, y de
hacer, las matem4ticas.

% El estudio de los conceptos desde la psicologia ha tenido diferentes aproximaciones, donde las diferencias
se dan en funcién del modelo teérico desde el cual se analiza el funcionamiento de la mente humana
(procesamiento de la informacién, conocimiento de dominio especifico, modularidad de la mente, entre
otras). Sin embargo, en general se puede decir que todos son intentos por comprender los mecanismos
de que dispone la mente humana para la constitucién de conceptos y su funcién en la psique humana.

6 Es importante resaltar que desde la perspectiva de Vygotsky (1993) la generalizacién es algo més que
identificar los rasgos comunes a una clase de objetos. Esta es ante todo el proceso mediante el cual esos
atributos identificados como comunes se constituyen, se sintetizan en una nueva unidad. Con sus palabras,
una cosa es identificar todos los atributos comunes a una clase objetos y otra la designacién de dichos
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El proceso de formacién de conceptos, de acuerdo con Vygotsky (1993, 1994), tiene
entonces una base firme en la acciones de individuo, y por tanto, para su formacién, de
nuevo un punto crucial lo determinan, de un lado, el tipo de problemas al que se enfrenta
el individuo, cuya solucién implica la construccién del concepto en cuestién, y de otro, los
instrumentos disponibles para la accién y que median en el proceso de construccién.

Finalmente, resta decir que, desde el punto de vista de Vygotsky, la formacién de los
conceptos matematicos se enmarca en la formacién de conceptos cientificos,*” lo que implica
que estos deben ser considerados como pertenecientes a una red sistémica, esto es, que el
proceso de formacién de conceptos matematicos implica el posicionamiento de los nuevos
conceptos en el marco de una red compleja de conceptos del objeto, y de conceptos de
relacién con otros objetos. Asf pues, el proceso de formaciéon de conceptos mateméaticos es
sistémico en tanto se da en relacién a unos objetos de conocimiento, en funcién de unas
acciones sobre dichos objetos, a partir de unos instrumentos para la accién, y fundamentado
en toda una red de relaciones entre objetos y conceptos, que en general, determinan el
conjunto de operaciones posibles del pensamiento con el concepto. Es precisamente en esta
insercion de los conceptos cientificos en una red sistémica con otros objetos y conceptos,
donde la ensefianza se torna en fundamental:

Los conceptos cientificos, con sus actitudes totalmente distintas hacia el objeto, mediados
a través de otros conceptos con su sistema jerdrquico interno de relaciones mutuas,
constituyen la esfera en que la toma de conciencia de los conceptos, es decir, su
generalizacién y dominio, surgen, al parecer, en primer lugar [a través de la ensefianza].
Una vez que la estructura de la generalizacién ha surgido en una estera del pensamiento,
se transflere después, como cualquier estructura, como un determinado principio de
actividad, sin necesidad de aprendizaje alguno, a todas las restantes esferas del
pensamiento y de los conceptos. De este modo, la toma de conciencia viene por la puerta de
los conceptos cientificos. (Vygotsky, 1993, pp. 214-215).

atributos a través de una palabra, pues este acto de designacién crea una etiqueta que los constituye
efectivamente en una unidad.

“7 Para Vygotsky, la formacién de conceptos cientificos era diferente de la formacién de conceptos
cotidianos, aunque el desarrollo de los unos tiene implicaciones en el desarrollo de los otros. La principal
diferencia radica en que los conceptos cotidianos no se soportan sobre una red sistémica de conocimientos,
lo que les da un cardcter inestable, cambiantes, y sobre todo, susceptibles de contradicciones, segin los
marcos de accién.
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2.8 Lo histérico—cultural:* fundamentos semiético-cognitivos

2.8.1 Mediacidon y cultura: construccién semidtica de la conciencia

Vygotsky introduce claramente elementos de orden cultural en el estudio del
desarrollo humano, estudidndolo a partir de dos grupos de fenémenos, totalmente
interconectados, aunque perfectamente diferenciados. De un lado, los relacionados con el
dominio de los medios externos de desarrollo cultural: el lenguaje, la escritura, el calculo,
el dibujo, etc. De otro, el de las funciones psiquicas superiores* tales como la percepcién, la
atencién voluntaria, la memoria l6gica, la formacién de conceptos, el lenguaje oral, el
lenguaje escrito, etc. El estudio de estos dos grupos de fenémenos pone de manifiesto la
tesis central de la teorfa vygotskiana: la conciencia, la experiencia humana, como expresién
de su conducta, tiene naturaleza doble: se desarrolla en el plano de la cultura, de sucesos
histéricamente constituidos, y en el plano interno de la construccién de los esquemas
cognitivos. Es en esto que se basa el principio de internalizacién: la reconstruccién interna,
por parte del individuo, de los planos sociales en las funciones psicolégicas superiores. No
es una simple copia de la realidad exterior en la mente de las personas, es un proceso
reconstructivo en el que la constitucién de esa realidad exterior en el plano cognitivo
modifica la cognicién misma del individuo.

El signo es el medio a través del cual se realiza este proceso en tanto que, de un lado,
todo signo es una construccién cultural, y de otro, la accién humana a través del signo le

permite al individuo apropiarse de ese legado cultural presente en él (formas de hacer —

# Autores como (Cole, 1999a, 1999b; Cole & Wertsch, 1996; Daniels, 2003, 2008a; Lave, 1991; Wertsch,
1988) proponen llamar histérico-criticos, o histérico culturales, a los enfoques que, sobre la base de los
aportes de Vygotsky, Leontiev, Luria, entre otros, buscan una comprensién del desarrollo humano en
funcién de reconocer y estructurar las conexiones intimas entre la accién humana y el entorno dentro del
cual se desarrollan dichas acciones, conexiones que se elaboran sobre la base de la mediacién de los
artefactos culturales, los cuales son, por naturaleza, institucionalmente situados e histéricamente
constituidos.

% Para Vygotsky, las funciones psicoldégicas superiores son ante todo construcciones sociales que luego a
través del proceso de interiorizacién se convierten en medios del individuo para controlarse a si mismo.
Es decir, las funciones psicolégicas superiores pertenecerian al desarrollo social. “El desarrollo natural
produce funciones con formas primarias, mientras que el desarrollo cultural transforma los procesos
elementales en procesos superiores. Es la transformaciéon de los procesos elementales en superiores lo
que Vygotsky tiene en mente cuando se refiere a la naturaleza cambiante del desarrollo.” (Wertsch, 1988,
p. 41). Vygotsky desarrollé cuatro criterios para distinguir las funciones psicolégicas elementales de las
superiores: “(1) el paso del control del entorno al individuo, es decir la emergencia en la regulacién
voluntaria; (2) el surgimiento de la realizacién consciente de los procesos psicolégicos; (3) los origenes
sociales y la naturaleza social de las funciones psicolégicas superiores y (4) el uso de signos como
mediadores de las funciones psicolégicas superiores.” (Wertsch, 1988, p. 42)
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operaciones— y de pensar cristalizadas en él), y al hacer esto, el individuo constituye su
conciencia posiciondndolo frente a su hacer y a su saber. Asi, los signos, son entonces el
conjunto de elementos que, a través de la actividad de los individuos, les permite
reconstruir para si lo que la humanidad ha construido en su cultura.

De esta manera, el signo no solo es una marca, una huella dejada sobre un medio o
soporte, sino que el signo lo es en tanto que en relacién con esa marca; a esa huella, a ese
gesto —como dirfa Radford (2006, 2008, 2013)- se han cristalizado un conjunto de
significados, de patrones de actividad de los sujetos, haciendo entonces de este signo una
construccién cultural con capacidad para orientar la accién de los individuos. Se puede decir
que la marca, la huella, el gesto son cada uno de ellos portadores de unas formas de accién,
de unos significados del objeto, y por ende, nos permiten, por asi decirlo, tener una
impresion sensorial del objeto en si mismo. La multiplicidad de estas miradas sobre el
objeto, de formas de accién con el objeto, de significados para el objeto, permiten nuevas
elaboraciones sobre el objeto en sf mismo, como especies de sintesis que permiten constituir
nuevos niveles de relacién sobre tal multiplicidad, nuevas formas de pensamiento
elaboradas sobre una red mas compleja de conceptos. Todo esto permite entonces la
emergencia de nuevas formas de accién en relacién con esa construccién cultural que es el
objeto de conocimiento. Este el sentido en el que Vygotsky se refiere a la funcion
instrumental del signo; esto es, relacionados con algin tipo de operacién psicolégica
(memorizar, recordar, informar, elegir, calcular, etc.), los signos son los instrumentos de la
actividad humana (es este caso, actividad psicol6gica), los medios para la ejecucién de las
acciones cognitivas necesarias en los procesos de constitucién de la conciencia como

fen6émeno cultural.?®

2.8.2 Actividad y mediacién: accién instrumentada, accion con el otro

Asi pues, el concepto de actividad emerge, en la teorfa vygotskiana, como un principio

explicativo que permite comprender cémo la cultura permea el proceso de constitucion de

%  Nuestro sistema de numeracién decimal es un buen ejemplo de la funcién instrumental del signo: cuando
pensamos en el ntmero 20, lo pensamos en base 10. Nuestra cognicién no puede pensar el nimero por
fuera de ese sistema cultural llamado el Sistema de Numeracién Decimal, el cual sintetiza diversidad de
practicas constituidas en épocas y lugares diferentes, que se impuso en el pensamiento occidental, incluso
en contra de las personas mismas, motivado por diversidad de ideales (no solo matematicos sino también
politicos, como por ejemplo, los ideales de igualdad y justicia derivados de la Revolucién Francesa), y que
hoy en dia nos impone una visién del mundo.
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la conciencia humana. Para Vygotsky, es la “actividad humana concreta histérica la que
constituye el generador detrds de los fenémenos de la conciencia” (Kozulin, 2003, p. 102).
El desarrollo se debe considerar como resultado de las acciones culturalmente significativas
y no s6lo como un fenémeno biol6gico.’!

..]Ja cultura origina formas especiales de conducta, modifica la actividad de las funciones
psiquicas, edifica nuevos niveles en el sistema de comportamiento humano del
desarrollo... En el proceso de desarrollo histérico, el hombre social modifica los modos y
procedimientos de su conducta, transforma sus inclinaciones naturales y funciones,
elabora y crea nuevas formas de comportamiento especificamente culturales. (Vygotsky,
1995, p. 34).

Cultura y desarrollo se co-determinan: cuando el individuo acttia sobre el entorno para
transformarlo en busca de bienestar, ese medio transformado genera nuevas condiciones
para el desarrollo del individuo. Es decir, los individuos al transformar las condiciones de
vida por nuestras acciones, “generan nuevas condiciones para nuestro pensamiento futuro,
tanto para los otros como para nosotros mismos” (Hegedus & Moreno-Armella, 2011).

La historia filoséfica de las practicas matematicas nos ensefia que estas formas ideales
de actividad (constituidas como objetos culturales) son intrinsecas al campo de las practicas
(en la dialéctica sujeto-objeto) y escapan tanto a las visiones ingenuas del conocimiento en

tanto reflejo de la realidad, como al determinismo de los intereses, representaciones o

puntos de vista individuales sobre el conocimiento y la préctica cientifica.

Duialéctica sujeto-objeto: accion mediada instrumentalmente
La idea de mediacién (instrumental) de Vygotsky, o como lo han llamado los tedricos
actuales, la accion mediada, es base fundamental para dar cuenta del carédcter
eminentemente situado (histérica y culturalmente) de la accién del individuo (ver figura 4).
En este modelo, S representa un sujeto, M los instrumentos (artefactos, signos,
simbolos, textos, férmulas, medios gréafico-simbdlicos, explicaciones de otros, etc.) y O el

objeto/motivo de la actividad.’? La linea Sin)O representa formas de relacién natural entre

51 Para Vygotsky, el desarrollo biolégico determind, en el proceso filogenético, condiciones especificas para
el desarrollo de la conducta humana, pero ese mismo desarrollo filogenético muestra que, sobre la base
de dicho desarrollo biolégico, se edificaron las condiciones para el desarrollo histérico del ser humano:
el desarrollo de las herramientas hacen cambiar las funciones adaptativas humanas y las formas de
relacién entre unos y otros. De esta manera, la transformacién del medio por parte del hombre determiné
condiciones especificas para la evolucién de la especie humana. Los primeros hominidos, al moldear el
ambiente, moldearon condiciones para el desarrollo de psiquis.

52 Siguiendo a Roth y Radford (2011) se usa la expresién objeto/motivo, y no simplemente objeto, para referir

el objeto de la actividad como una construccién cultural que orienta, que canaliza la accién del individuo

sobre los objetos del mundo, y de esta manera, la palabra objeto se usa en el sentido usual: aquello que en
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el sujeto y el objeto/motivo (sin
mediacién), mientras que la linea M
SinyMO, las interacciones entre el sujeto
y el objeto/motivo mediadas

instrumentalmente. El subindice “t(n)” &

St(n) St(n-H)

bajo la letra “$” indica un estado
espe01ﬁco en un tlempo t dado, de modo Figura 4. Modelo de la estructura de mediacion en Vygotsky.

que St(n) sera el estado del conocimiento (Fuente: Elaboracién pr(()Q})()i&;)p);l‘j;)de Kuutti y Engestrom
del sujeto § en un tiempo t(n) dado, y

Osim) es el objeto/motivo representado por el sujeto, en el tiempo t(n), via los medios de
mediacion, mientras que O es el objeto/motivo en si mismo en dicho tiempo t(n) (por lo
general, el objeto, como construccién social, no coincide con la representacién que el sujeto
se hace de dicho objeto, la cual depende de las formas de mediacién en el sujeto).
Finalmente, Siu+1) es el estado de conocimiento del sujeto en un tiempo posterior a su
accién sobre el objeto/motivo O.

A esta perspectiva vygotskiana se le han criticado aspectos tales como: (a) su idea de
mediacién semidtica, que separa dos procesos de mediacién (interna y externa) a través de
dos tipos de instrumentos (signos y artefactos) y pone el peso de la mediacién cognitiva
sobre los signos, dejando por fuera toda una serie de instrumentos para la accién que
también inciden en la formacién misma de la conciencia (en tanto construcciones culturales)
(b) no mostrar de manera explicita otras formas de mediacién entre en el sujeto y el objeto,
no presente en los signos o artefactos como instrumentos de mediacién, como son las
formas de accién social. Parafraseando a Engestrom (1999) el modelo triangular da la
impresién de que el sujeto actia en solitario en relacién con el objeto/motivo de su
actividad, y no muestra las interacciones de los otros con ese mismo objeto/motivo, con el
sujeto mismo. Dicho de otra forma, no muestra que la accién del sujeto estd inmersa en un
complejo sistema de actividades, en el cual las re-presentaciones del sujeto sobre su
objeto/motivo de la actividad hacen parte de un sistema estructurado de percepciones y
cogniciones pertinentes en el marco de las condiciones institucionales que delimitan las

practicas de los individuos.

la dualidad sujeto-objeto, denota la realidad objetiva, lo que se antepone al sujeto, si se quiere, las cosas
existentes. Sobre la necesidad de esta doble distincién ver Roth y Radford (2011) o Kaptelinin (2005).
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De esta manera, se hace necesario ampliar la nocién de mediacién instrumental para
poder dar cuenta de los fenémenos mediacionales que no quedan atrapados en la mediacién
a través de los signos. Esto igualmente implica un cambio en la unidad de andlisis: de la
actividad del individuo, a la actividad conjunta, mostrando con fuerza el planteamiento de
Leontiev de que las acciones de los individuos siempre estdn inmersas en sistemas de

actividades a través de la inter-accién con los otros.

Daialéctica sujeto-objeto: accion mediada socialmente

Como se expres6 antes, la actividad se define en relacién al comjunto de acciones
socialmente dirigidas (orientadas) con el objetivo de alcanzar un fin. Debido a esta orientacién
hacia una finalidad, la actividad es de naturaleza social, y es la via por la que el hombre
ejerce control sobre s mismo, y sobre los demds. La actividad teje un complejo de relaciones
entre las personas en el curso

de su accién objetiva y en el

marco de sistemas de

Actividad Objeto/motivo

practicas relativas a un mismo

campo.

La actividad tiene como Acciones <—> Finalidad, objetivo

principales elementos

constitutivos el objeto/motivo,

las acciones, y las operaciones. Operaciones <—> Condiciones

El objeto/motivo de la Figura 5. Estructura de la actividad humana segiin Leontiev.
actividad, aquello hacia lo que (Fuente: elaboracion propia a partir de Daniels (2008), p. 127)
se orientan objetivamente las acciones humanas, tiene una doble finalidad: externamente,
orientando y dirigiendo el curso mismo de la actividad, e internamente, como
representaciéon mental en el sujeto, lo cual permite al hombre reflexionar sobre la actividad
misma, y si es del caso, transformarla (Kaptelinin, 2005; Leontiev, 1978). De esta manera,
la orientacién de la actividad por el objeto/motivo permite la transformacién mutua del
uno sobre el otro (sujeto y objeto), en una doble dimensién que proyecta el objeto sobre la
mente de los sujetos, pero que a la vez proyecta la mente de los individuos sobre los objetos
de la realidad objetiva (Kaptelinin, 2005). Es decir, la actividad, en la dialéctica entre el acto

tisico y la representacién mental, hace posible la anticipacién de la accién (por parte de los

sujetos actuantes) a partir de un proceso estructurado de planificacion.
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Las acciones son el conjunto de procesos por medio de los cuales los individuos
planifican (representan mentalmente dice Leontiev) la finalidad a lograr, y cuyo fruto de la
puesta en escena es el cumplimiento de la meta propuesta. La finalidad orienta la intencién
de la accién. De esta manera, acciones y finalidades estdn estrechamente unidas. Las
finalidades se dan arbitrariamente en el desarrollo de circunstancias objetivas. Su
delimitacién y toma de conciencia no es ni automatica ni instantdnea, sino un proceso de
prueba a través de la accién.

Pero las acciones,
Instrumentos
ademas de la 1
intencion, aquello
hacia lo que se

orientan, comportan

el como lograrlas, es
g > Ol)]’E'to/ \((lml(s/

Sll]E‘tO \flotl\O ()p(hltlunts

decir, el conjunto de
procesos a partir de
los cuales se hace
concreta la accidn.
Leontiev llamé a estos

Reglas «+— > Comunidad +—— Division del Trabajo

Resultado

procesos las

opemcz‘ones de la Figura 6. Modelo de la estructura de la mediacion en Leontiev.
(Fuente: Elaboracién propia a partir de Kuutti y Engestrom (2006), p. 45)

actividad. Las

operaciones no estan determinadas por la accién en si misma sino por las condiciones
(objetivo-objeto) para ser realizadas.

Autores contemporaneos (Cole, 1999a; Engestrom, 1999, 2009; Kuutti & Engestrom,
2006) encuentran en los planteamientos de Leontiev tres elementos nuevos en la nociéon de
mediacién: la divisién social del trabajo, las relaciones con la comunidad, y las reglas o
convenciones para la accién. Se amplia el horizonte de la idea de mediacién mas alld de
mediacién instrumental, al incluir elementos que permiten comprender la accién del sujeto
en el marco de formas sociales mas complejas (ver figura 6).

En este modelo, la division social del trabajo implica que en el curso de la actividad, por
lo general, lo que hace un individuo es solo parte de un conjunto de acciones con otros, y

por lo tanto, la distribucién de las tareas delimita las relaciones de poder y el
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posicionamiento de unos frente a otros. La comunidad permite comprender los procesos de
colaboracién entre los diferentes individuos involucrados en la actividad (practicas sociales
que permiten las interacciones entre los individuos). Las reglas se refieren a ese conjunto
de normas, explicitas e implicitas, que regulan las acciones de los individuos en el seno de
una comunidad (cédigos de comportamiento, normas que orientan la accién, etc.).

Este nuevo modelo expande el tridngulo inicial para abarcar las dimensiones sociales
y colaborativas de la actividad (reglas, comunidad), al igual que incluir las relaciones de
poder que se dan en las mismas (divisién social del trabajo). Las flechas entrantes y salientes
de cada uno de los puntos, indican que se trata de un modelo sistémico (aunque algunas de
las interacciones sean dificiles de identificar) lo que indica que cada nodo media entre los
demds, y todos conjuntamente en la relacién sujeto—objeto/motivo de la actividad.’®
[gualmente, el sujeto tiene que ser visto como un individuo en comunidad, y por tanto, la
accién que conecta el objeto/motivo de la actividad con el resultado es en realidad un cimulo

de acciones que marchan en paralelo para poder llegar a la meta.®*

2.8.8 Accién instrumentada: cognicién distribuida

Como se puede ver en las secciones anteriores, la actividad préctica orientada a un fin
es objeto de diferentes formas de mediaciéon, una de las cuales se da a través de los
instrumentos con los cuales se configura la accién. Los instrumentos, a la vez que sintesis

sociales de los procesos de inter-accién, son mediadores en la forma como los individuos se

35 Asi por ejemplo, la mediacién entre el sujeto y el objeto/motivo no solo estd determinada por los
instrumentos disponibles, sino también por las relaciones de ese sujeto con su comunidad, por la relacién
de poder que le imprime su lugar en el trabajo, por las reglas de accién acordadas.

5 En los tltimos afios la teoria de actividad ha sufrido cambios sobre la base de reconceptualizar algunas
de las nociones clasicas. En relacién al objeto/motivo de la actividad, se ha interpretado este como una
dimensién sin limites precisos, compartido por varios sujetos, y por ende abierto a la interpretacién que
cada uno pueda dar del mismo. En este sentido el objeto/motivo es un campo de posibilidades,
continuamente abierto a la transformacién, y por ende, con potencial transformador del sujeto. En
relacién al sujeto, se introduce en los andlisis de la actividad, las dimensiones propias de la subjetividad
(emociones, identidad, moral, etc.). De esta manera se constituye una nueva generacion en la teorfa de la
actividad, la cual busca interconectar diferentes sistemas de actividad sobre la base de los fragmentos de
objetos compartidos, y desde el reconocimiento de los aspectos propios de las subjetividades implicadas
(Engestrom, 2009). Autores como Roth y Radford (2011) o Kaptelinin (2005), manifiestan una aspecto
fundamental de esta tercera generacién de la teorfa de la actividad: a diferencia de las anteriores, se
orienta a la comprensién y transformacion de las practicas organizacionales, y como tal, es més apropiada
para el analisis de los procesos macros que se viven en el seno de procesos productivos y organizacional
de las instituciones, que para comprender los procesos especificos del desarrollo de los individuos en
dichas instituciones. Es por este tipo de razones que Roth y Radford (2011) proponen usar los lentes de
la primera y segunda generacién como marcos de andlisis para comprender los procesos de constitucién
de conocimiento en el aula de clase.
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apropian de dichas construcciones sociales (entre ellas, el conocimiento). La acciéon del
hombre a través de instrumentos —la actividad— comporta, por ese hombre, apropiarse de
la experiencia de la practica social, la cual, hecha conciencia en el hombre, se constituye en
conocimiento (Leontiev, 1978).

Para Leontiev, el instrumento es a la vez el objeto con el que el hombre realiza la acciéon
laboral, pero también, el objeto social que sintetiza unos modos de accién socialmente
elaborados. El instrumento es el conjunto complejo de métodos y operaciones socialmente
elaboradas y cristalizadas en é1.°° Es una construccién social (material y simbélica), y por
tanto una abstraccién, una generalizacién de las acciones culturales cristalizadas en su
estructura (Leontiev, 1978).

Alex Kozulin retoma la nocién de instrumento psicolégico de Vygotsky, y lo redefine
alrededor de conceptos mas amplios: signos, simbolos, textos, férmulas, medios gréfico-
simbdlicos. En sus palabras, “Los instrumentos psicolégicos son los recursos simbélicos
que ayudan a los individuos a dominar sus propias funciones psicolégicas "naturales"...”
(Kozulin, 2000, p. 15). Decia Dewey que cuando el nifio aprende a hablar, no solo tiene
nuevas necesidades y deseos, también se le abren nuevas posibilidades para un saber
subsiguiente (Dewey, 1960). El lenguaje, construccién social por excelencia, como
instrumento, transforma radicalmente la cognicién misma. Estos recursos simbdlicos son
construcciones culturales, elaboraciones de la humanidad en las que se cristaliza el
conocimiento acumulado de una generacién a otra, y que no es transmisible genéticamente
de un individuo a otro.

Rabardel (2003, 2005) y Rabardel y Bourmaud (2005), amplian el campo de
conceptualizacién del instrumento, mostrando que todo instrumento (fisico o simbdlico)
comporta el doble papel de mediacién: tiene un soporte material que media las actividades
tisicas humanas, y a la vez, tiene un componente simbélico que media en el desarrollo
cognitivo de los individuos. Esto implica que cualquier instrumento fisico es a la vez
instrumento psicolégico en tanto que desde el conocimiento histérico-cultural depositado
en ¢l emerge su capacidad como mediador cognitivo. En ese sentido, los instrumentos no
son s6lo prétesis que amplifican las capacidades humanas para hacer cosas. Son verdaderas

extensiones del cuerpo y de la mente, que extienden la cognicién humana mas alld del

35 En este sentido, instrumento es diferente de artefacto, y esta diferenciaciéon estd en la linea de los
planteamientos de Rabardel, Trouche, entre otros (Gueudet & Trouche, 2012; Rabardel, 2003, 2005;
Rabardel & Bourmaud, 2005; Trouche, 2002).
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cuerpo, distribuyéndola en los instrumentos para la accién, en los otros con los cuales se
configura la co-accién.

De esta manera, la construccién del instrumento por parte del hombre se hace
indisociable con el desarrollo mismo de las acciones practicas humanas, en tanto toda accién
es mediada por el uso de un instrumento (fisico o simbélico). El individuo, en el curso de
su actividad, co-actiia con el instrumento, y en el desarrollo de esta co-accidn, se modifican
mutuamente (Hegedus & Moreno-Armella, 2010; Moreno-Armella & Hegedus, 2009). Este
proceso de co-accién se ha denominado la génesis instrumental, entendida en un doble
movimiento: el primero, en relacién al proceso mediante el cual los instrumentos son
incorporados al sistema de actividades de los individuos dando forma a su accién, y donde
la apropiacién del instrumento es contextualmente situada dentro de un determinado
entorno y con respecto a él (instrumentacién), y el segundo, en funcién de la manera como
la evolucién y desarrollo de las formas de accién instrumentada de los individuos, y las
condiciones de entorno dentro de las cuales se desarrollan tales acciones, afectan al

instrumento mismo (instrumentalizacion). °°

2.4 Sistema de prédcticas: los niveles individual y social del
conocimiento

2.4.1 Objetivaciéon-subjetivacion del ser

De lo dicho en las secciones anteriores se puede ver que la nocién de actividad es una
categoria filoséfica que “refleja la relacién del sujeto humano como ser social hacia la
realidad externa, relacién mediatizada por el proceso de transformacién y cambio de esta
realidad” (Davidov, 1988, p. 11). Esta categoria se erige como “...la abstraccién tedrica de
toda practica humana universal, que tiene un caracter histérico-social...” (Davidov, 1988,
p. 27). Se puede entonces entender la actividad como el conjunto de acciones desarrolladas
por los seres humanos, acciones socialmente orientadas a un fin (fencional) (Leontiev,

1978; Ricoeur, 2001). Esta orientacién intencional es regulada por la adscripcién a un

sistema de practicas en un campo de experiencias determinado. El sistema de practicas

-

5 Esta manera de presentar la génesis instrumental difiere de los planteamientos de autores como Trouche
y Rabardel entre otros, que siguen el denominado enfoque instrumental (Gueudet & Trouche, 2012;
Rabardel, 2003, 2005; Rabardel & Bourmaud, 2005; Trouche, 2002).
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orienta objetivamente la accién del individuo hacia objetos especificos de su campo de
experiencias, en funcién del caracter re-flexivo de las acciones humanas. La re-flexion,
siguiendo a Radford (2006, 2008), es la dialéctica entre una realidad (constituida histérica
y culturalmente) y un sujeto que a través de sus acciones refracta y modifica dicha realidad,
pero que ademas, se vuelve sobre sf mismo para construir un cambio de estructura en su
existencia. La reflexién es la forma por medio de la cual el individuo refracta sobre s{ mismo,
a través de su accién, el conjunto de instrumentos que la cultura pone a su disposicién, lo
cual significa que la accién del individuo no es pasiva frente a los instrumentos sino que,
en su accién retlexiva, los transforma, los re-significa. Esta autonomia del sujeto en el
campo, en términos de capacidad reflexiva sobre su actividad préctica, es lo que puede
llamarse la subjetividad: “La subjetividad aparece como forma de participacién y
contribucién a la préctica social, de cambio y de avance, y asf, como la forma en que las
realizaciones practicas de los humanos son conducidas hacia si mismos, hacia otras
personas, hacia su mundo” (Stetsenko, 2005, p. 82). Pertenecen al dominio de la subjetividad
los ideales, conductas y valores a los que apela el sujeto para darle sentido a su propia
préctica (Ver por ejemplo, Detlefsen (2005) sobre los ideales en matematicas en el siglo
XIX). La subjetivacién es entonces el proceso por medio del cual el individuo se constituye
como ser en funcién de su accién reflexiva y su posicionamiento frente al mundo. A partir
de la subjetivacién el individuo participa en los entornos de la actividad practica, y por
ende, habita las instituciones, las hace vivir en la revisién y transformaciéon continua de

dichos sistemas de practicas (Bourdieu, 2007).

2.4.2 Sobre la nocién de institucién

Lo institucional denota entonces ese espacio simbdlico (con limites méds o menos
definidos) de practicas compartidas por un colectivo de individuos, los practicantes en esa
comunidad, espacio donde se comparte, se negocia, se actiia con los otros (y donde también
se excluye), en donde resuenan las voces presentes de muchos otros y las voces pasadas que
han constituido la memoria cultural de la comunidad. Lo institucional es entonces todo ese
sistema, o superestructura simbélica, que permite que el individuo sea un ser en y desde la
cultura a través de su accién en y con otros.

El término institucional hace notar que cuando se despliega una préctica en las

matematicas o con ellas, esta se hace bajo unas condiciones especificas que le dan las marcas
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propias de un momento, época y lugar (maneras de hacer, de pensar, de relacionarse con y
a través de las matematicas, fines, medios, utilidad, etc.), que imprimen a la accién del
individuo unas condiciones que él comparte con otros individuos. Esto implica que los
individuos, en un marco institucional (es decir, en la adscripcién a una comunidad
especifica), viven en unas formas especificas de sensibilidad, comparten formas de accién,
estructuran unas maneras propias de ver y actuar en y con el mundo, y por ende, construyen
para si, subjetivan, el ideal de vida compartido por la comunidad (el sujeto se subjetiva en
lo social de una comunidad). Lo institucional genera sistemas de practicas que disponen al

individuo en un conjunto de formas de accién socialmente constituidas.

2.4.8 Sobre la nocién de individuo

Lo individual es la inscripciéon del ser en ese capital simbdlico construido por la
comunidad: el individuo es, en tanto es reconocido por otros, en oposicién a otros (lo
comunal se constituye sobre la base de las subjetividades de los individuos). El individuo
se hace en la medida que se inscribe en ese conjunto de practicas socialmente compartidas,
y esa inscripcién se da a partir del aprendizaje.’” Aprender, siguiendo a Radford (2008,
2010), se puede llamar la subjetivacion del saber: apropiarse del legado cultural
institucionalizado en la comunidad, hacer objeto aquellas estructuras idealizadas en la
cultura, constituirse como individuo en el seno de una comunidad y a través de la accién
reflexiva con y sobre las practicas socialmente compartidas. Aprender es también un
proceso semiético cultural de objetivacién de ciertos saberes, un proceso reflexivo de
transformacion de las préacticas matematicas que lo lleva a hacerse criticamente consciente
de una forma codificada de pensar y de hacer (Radford, 2013). A través del aprendizaje a
partir de su propia préctica el individuo se posiciona con respecto a los otros, a la cultura.®s

Es asi entonces que la participacion de las personas en los sistemas de précticas

institucionalizadas es la Gnica forma de garantizar aprendizaje. La participacién, en tanto

S}
hej

Precisamente debido a esta relacién con el aprendizaje es que se genera el rechazo o exclusién de los
individuos que no logran los aprendizajes deseados desde el punto de vista institucional. En esta
exclusién de los individuos por parte de las instituciones reside una de las fuentes de violencia simbélica
mas marcada en las instituciones educativas.

5  En palabras de Nemirovsky (2009), aprender una ciencia (y en general cualquier proceso de aprendizaje),
es algo mds que apropiarse de formas de enunciar o de razonar: es hacerse hébil en el conjunto de practicas
cientificas institucionalmente situadas a través del conjunto de valores que las adscriben a una comunidad
en particular.
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que no es imitacién irreflexiva,’ ni tampoco copia pasiva de las practicas ya establecidas,
es la fusién entre el sujeto que reflexiona en y sobre los patrones de actividad culturalmente
constituidos (Radford, 2006) con los sistemas de practicas institucionalizados. Esos
“patrones fijos de actividad humana reflexiva incrustados en el mundo siempre cambiante
de las practicas sociales mediadas por artefactos” (Radford, 2008, p. 222) son los objetos de
conocimiento. La institucionalizacion de estos patrones implica una generalizacion (al menos
dentro de los limites demarcados por la institucionalidad de la comunidad) de aquello que
en un primer momento es una forma de accién individual validada o sancionada por la
comunidad (esta es la manera como las comunidades aprenden de sus individuos). Este
proceso de fijar un patrén de actividad en el conjunto de practicas socialmente compartidas
en la comunidad es lo que podriamos llamar la idealizacién de los objetos de conocimiento. Esta
institucionalizacién (por consenso, por autoridad, por eficiencia, por economfa, etc.) se da
en los instrumentos, en los signos, en las narrativas, en los textos, en las técnicas, en los
gestos, en los hébitos, etc., en fin, en todo el conjunto de medios culturales de objetivacién
propios de la comunidad, los cuales seran aprendidos por los individuos, la soczalizacion, y
eventualmente transformados por ellos, en el ciclo continuo que lleva el conocimiento desde

lo institucional a lo individual y de regreso.

2.4.4 Sistema de prédcticas

Un sistema de practicas, siguiendo a Bourdieu (Bourdieu, 1977, 2007; Bourdieu &
Johnson, 1998), son las estructuras objetivas (en los elementos de la cultura), las
condiciones objetivadas socialmente que orientan, delimitan y restringen las formas de
hacer (y de pensar) de los individuos adscritos a una institucién especifica, pero ala vez, en
tanto la adscripcién institucional de la accién del individuo no es una imitacién ciega o
repeticién mecanica, son también las posiciones subjetivas que condicionan la manera como
el individuo actualiza su accién en un aqui y un ahora. Estas estructuras objetivas permiten
el minimo de acuerdos posibles para la movilizacién de la actividad de los individuos, y

generan, por tanto, una disposicién en los sujetos, unas formas de sensibilidad para la

% Vygotsky (1993) sefala que la imitacién que el nifio hace del comportamiento adulto es un factor
fundamental en el proceso de aprendizaje, pero que esta imitacién no es una réplica del pensamiento
adulto por parte del nifo, sino que es toda una reelaboracién de los patrones del pensamiento del adulto
en el marco de las formas de accién propias del pensamiento del nifio. De esta manera, la imitacién es una
muestra clara de la colaboracién adulto nifio, y a pesar de ser dos formas de accién distinta, al dar la
apariencia de que adulto y nifio hacen lo mismo, establece canales de comunicacién claros entre ambos.
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orientacién objetiva de su acciéon. Esta disposicién del individuo en el campo del sistema de
practicas se ve en la forma “esquemas generativos” (socialmente objetivados) de acciones y
comportamientos, en las formas de sensibilidad (socialmente compartidas) que orientan la
accion del individuo cuando éste despliega su actividad en el marco de los acuerdos minimos
posibles determinados por las estructuras objetivas en el sistema de préacticas. Por su parte,
el posicionamiento subjetivo permite al sujeto “ver” la ocasién para la accién, imprimir un
enfoque o forma especifica a su actividad, hacer de su actividad un objeto de reflexién. Esto
es, el posicionamiento es la manera como el individuo orienta su accién (enfoque especifico
de su actividad, posibilidades de ver la ocasién para la accién) en el marco de las
disposiciones del campo (en el sentido de Bourdieu). Es en el marco de esta tensién continua
entre el conjunto de restricciones que un sistema de practicas impone al individuo, y el
posicionamiento subjetivo en la préctica actuada, en donde el individuo como tal toma
distancia en un acto de creacién (libertad creativa en el marco de las condiciones del campo
de practicas) que le permite reflexionar sobre su accién, transformarla, construir
conocimiento.

De acuerdo a lo dicho en el parrafo anterior, podemos entonces hablar del sistema de
préacticas como estructurado y estructurante. El sistema de précticas es estructurante en
tanto tales esquemas generativos de la practica son estructuras que movilizan los
pensamientos, percepciones y acciones del agente. Pero a su vez, los individuos, a través de
su reflexién, en el curso histérico de su acciéon, dan una forma determinada al conjunto de
relaciones sociales, culturales y cognitivas, y por lo tanto, dan estructura al sistema de
practicas.

En adelante, referiremos como “sistema de practicas” a ese conjunto o matriz de
condiciones sociales e individuales que hacen posible en los individuos la orientacién
objetiva de la acciéon y el posicionamiento frente a ella (nocién de practica en el sentido de
Bourdieu), y como “préctica actuada”, “actividad préctica” o simplemente “practica” (cuando
no se preste a confusién) a la actividad humana particular, que se da dentro de, a partir de,

esa matriz determinada por un sistema de précticas, y no a la matriz en sf misma.

2.5 Sistema de prdcticas matemdticas

Para el caso de las matematicas, esa matriz que hace posible la actividad matemética
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puede encontrarse aun en las demostraciones aparentemente mas formales: esas cadenas de
proposiciones, deducibles unas de otras desde los axiomas, cristalizan diversidad de formas
de accién, que no necesariamente provienen de las mateméticas, no siempre en continuidad
temporal unas de otras, incluso, algunas en oposicion a otras. Los objetos de conocimiento
matematico estdn en los signos que los representan, en los enunciados que describen sus
propiedades y que los ponen en relacién con otros objetos de conocimiento, en los discursos
que las personas hacemos sobre ellos, en si, en los sistemas de practica matemdtica desde

los cuales emergen.

2.5.1 Configuraciéon epistémica

Todo sistema de practicas, desde el punto de vista institucional, descansa sobre un
conjunto de valores y visiones que demarcan las fronteras dentro de las cuales se
desarrollan los episodios particulares de la investigacién matemética en épocas y lugares
especificos. Estos valores y visiones dan una estructura, brindan una forma de organizacién
propia o caracteristica de la actividad practica de una comunidad en el momento histérico
particular. Esta forma particular de organizacién de la practica se evidencia en la manera
como se relacionan las técnicas disponibles, en los tépicos de investigacién, en los
problemas que se consideran como relevantes, en las orientaciones heuristicas, etc. Asf
pues, eso que da forma a la organizacién de la practica constituye lo que Moritz Epple
(2004) denominé una configuracion epistémica, esto es, la episteme que hace posible la
existencia de una forma de actividad matemdtica en un momento histérico especifico: que
reconoce su campo de problemas de una determinada manera, que reconoce ciertas técnicas
o formas de heuristicas y no otras, que reconoce formas de razonar o enunciar especificas,
etc. Esta episteme se presenta entonces en la forma de un saber aceptable (por ejemplo, en
una préctica de aula), que tiene que ser sometida a una estrategia, a una acciéon, que tiene
que ser organizada en procesos de estudio. La configuracién epistémica es entonces
modalidad de apropiacién de un contenido, de unas técnicas, de unos saberes. Esta
organizacién es un movimiento, es una dindmica de apropiacién y de organizacién movida
por una intencién (por ejemplo la intencién del profesor para que el alumno aprenda un
determinado conocimiento), y por ende, permite que en el proceso de estudio ingrese una
determinada forma de vivir ese saber, forma relativa a la subjetividad del estudiante, a la

subjetividad del maestro. No hay una configuracién epistémica dada en si misma, sino
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mediada través de un proceso de estudio, y en consecuencia, un analisis de configuracién
de epistémica es entonces una forma de ver, de comprender la préctica matematica en un
momento histérico determinado.

Godino y colaboradores (Godino & Font, 2007) introducen la nocién de configuracién
epistémica de manera similar, con la ventaja de aplicar sus analisis no al ambito de la
investigacién matemdtica, sino a los fenémenos de constitucién de conocimiento
matematico en contextos escolares. En su perspectiva, una configuracién epistémica refiere
a la estructura de objetos y sus respectivos sistemas de significados, al conjunto de
elementos inmediatos al entorno del aula de clase, sus formas de organizacién, sus formas
de significacién. De esta forma la atencién se fija en el proceso vivido por el saber escolar
(su tiempo y espacio), en sus sentidos y significados, y para los fines de un anélisis micro-
didactico detallado, el estudio de las configuraciones epistémicas centra la mirada en el
cémo se constituyen los sistemas de practica matemadtica en el aula de clase, en la forma
como se estructuran los sentidos y significados de los elementos que la constituyen y que
se construyen a partir de la prictica actuada, y por ende, de los sentidos y significados para
los objetos de conocimiento matematico desde el punto de vista del saber institucionalizado,
para diferenciarlo del conocimiento como fue apropiado por el alumno.

Asf entonces, la nocién de configuracién epistémica brinda una lente para analizar una
practica matemdatica a partir de la manera como: (a) los instrumentos y técnicas
institucionales orientan la acciéon del individuo, (b) los individuos se aproximan a los
problemas que orientan su accién en esos marcos institucionales, y (c) los individuos (e

instituciones) constituyen los sentidos y significados propios de la practica.

2.5.2 Prdctica matemdtica

Al decir “practica matemdtica” se quiere referir al conjunto de acciones de los
individuos (en sus relaciones entre si, y con el medio) que, en el curso de su actividad
matematica, orientan sus procesos de objetivacién y subjetivaciéon tanto de la cantidad y la
torma (por ejemplo, medir, contar, comprar, vender, intercambiar, construir, fabricar,
estimar, describir, localizar, etc.), como de la variacién de una u otra (movimiento, cambio,

comparacién, transformacion, etc.).? Estas acciones son mediadas a partir del conjunto de

60 Desde el punto de vista epistemoldgico, esta forma de comprender las practicas matematicas se evidencia
en la distincién griega entre la aritmética y la geometria (cantidad y forma desde el punto de vista
estatico), y de estas dos con la misica y la astronomia (la cantidad y la forma en movimiento).

A
Cu
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recursos culturales disponibles (medios semiéticos de objetivaciéon), a saber, los
instrumentos, las técnicas, los discursos, los conceptos, los objetos de conocimiento, los
problemas. Este conjunto de recursos se organizan de una forma particular, se combinan
de una manera especifica, interactiian unos con otros, en funcién la episteme desde son
vistos, organizados, estructurados.

De acuerdo con lo anterior, una préctica matematica, se pueden caracterizar a partir
de: los objetos de conocimiento con, y sobre los cuales se acttia, los conceptos que se enuncian
sobre tales objetos, los instrumentos para la accién, los procedimientos que permiten tales
instrumentos, los problemas que orientan objetivamente la accién de los individuos, las
Sformas de discursividad que permiten poner el hacer en el lenguaje (formas de decir, de
escribir, de comunicar), y finalmente, a partir de la configuracion epistémica que permiten la
toma de decisiones sobre el hacer (cosmovisiones, valoraciones sobre las matematicas, fines
de las matematicas, posturas filoséfica y ontolégicas).!

Los elementos antes enunciados no sélo permiten caracterizar un sistema de practicas,
sino que en el curso de la actividad matematica que permiten son emergentes de la practica
actuada en la medida que se forman, se transforman, se sustituyen (Kitcher, 1984). En este
sentido, dichos elementos no son estdticos sino que cambian en el tiempo, y este cambio

determina la constitucion de nuevo conocimiento matemaético. %2

Los problemas por resolver

En general, los problemas por resolver son esos campos vélidos de indagacién y de
cuyo tratamiento emerge el conocimiento matemadtico objeto de estudio. EI andlisis de los
problemas en términos de las précticas matematicas es importante en tanto se puede

comprender cémo en las situaciones® que éstos propician se articulan los objetos de

61 Estaidea de prictica matematica, en esencia, recoge los elementos basicos descritos por Kitcher (1984),
Ferreirés (2010), Godino, Batanero, y Font (2008), Godino y Font (2007), D'Amore y Godino (2007)
ampliando algunos de los sentidos propuestos por estos autores, e introduciendo nuevos elementos de
analisis.

62 Es el caso, por ejemplo, de las transformaciones en las practicas mateméticas propias de Newton y Leibniz
con respecto al calculo infinitesimal, hasta llegar a las técnicas modernas del calculo diferencial que
conocemos hoy en dfa: no sélo se transformaron las técnicas —la plena justificacién de las operaciones con
los infinitesimales en el capitulo 2 del Cours D’Analyse de Cauchy (1821), que justifica bajo qué
circunstancias son lo suficientemente pequefias como para considerarse cero, y bajo qué circunstancias
realizar la divisién por ellas sin que surja la contradiccién de la divisién por cero—sino que nuevos objetos
matematicos emergieron en el desarrollo de tales transformaciones —el limite como algo con lo que se
puede operar, y del cual se pueden definir propiedades (Carnot, 1797; Cauchy, 1821).

65 La situacion se entiende como un espacio (simbolico) emergente de la interaccién entre los individuos a
partir del problema que orienta su actividad, emergencia que se da al actualizar en sus practicas todo el
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conocimiento que problematizan, las técnicas e instrumentos disponibles para su
tratamiento, y en general, los objetos y conceptos que se movilizan en los discursos que se
constituyen en relacién con la solucién de tales problemas.

Para dar cuenta de lo anterior, y apoyados en Rabardel y Bourmaud (2005), se pude
proponer una forma de analizar los problemas desde dos perspectivas: (1) tzipos de tareas,
refiriendo a un conjunto de problemas agrupados en funcién de unas caracteristicas lo
suficientemente cercanas para que la actividad de los sujetos se desarrolle con cierto nivel
de estabilidad y (2) familias de actividad, refiriendo caracteristicas especificas de las practicas
(matemadticas) que despliegan los individuos al enfrentar los problemas. Estas dos
perspectivas de analisis se muestran como un instrumento importante para el analisis de
los problemas implicados en una préctica matemdtica, en tanto permiten diferenciar los
aspectos propiamente estructurales del problema por resolver, de los que atafien con las
formas de actuacion del individuo al enfrentarse con el mismo.%* Dicho de otra forma, los
problemas se pueden mirar en funcién de dos principios que responden, uno, a la estructura
de los mismos, y otro, a la forma de la actividad de los individuos que los enfrentan.

La estructura apunta a identificar en los problemas las cantidades o las formas
involucradas (continuas o discretas), las representaciones y las cuantificaciones de las
mismas (procesos de medicién, simbolizacién, gratficacién, etc.), las acciones sobre estas
(agregar-desagregar, agrandar-achicar, transformar, etc.), las relaciones entre ellas
(comparacién por cociente o por diferencia, covariacién), y su estatus 16gico (lo dado o lo
desconocido).%

Por su parte, las formas de actividad apuntan a identificar la estructura de la accién
que el sujeto configura en funcién de los instrumentos disponibles. Por ejemplo, calcular,

explicar, justificar, formular, representar, modelar, aplicar (Giaquinto, 2005).

Formas de discursividad

Desde una perspectiva bajtiniana, las practicas sociales y culturales se significan (se

acervo cultural del que disponen para enfrentar el problema en busca de su solucién, y por ende, constituir
un posicionamiento sobre el mismo.

6¢ En relacién con los tipos de problemas de razén, proporcién, proporcionalidad, nimero racional, en el
capitulo 1 se muestran diferentes tipologias, las cuales mezclan criterios ligados a la actividad de los
estudiantes con los relativos al anélisis relacional de las cantidades involucradas en la situacién,
generando, como se mostr6 en dicho capitulo, tipologfas con categorfas que generan exclusiones o
contradicciones problematicas para comprender la accién didéctica en el aula de clase.

65 Lo anterior sin demeritar la posibilidad de incluir otros tipos de criterios ligados a variables de tipo
lingiiistico, como la estructura enunciativa.
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hacen signo) a través del lenguaje. Pero a la inversa, es el lenguaje el mecanismo
tundamental para la constitucién de tales practicas. En este sentido, el lenguaje cumple una
doble funcién: es el instrumento fundamental en la construccién de la conciencia humana
individual, pero a la vez, determina el desarrollo social del hombre. “...Con la ayuda del
lenguaje se crean y se forman los sistemas ideolégicos, la ciencia, el arte, la moral, el
derecho, y al mismo tiempo crea y forma la conciencia de cada hombre.” (Bajtin, 1993, p.
242). Dicho de otra forma, todo sistema de préicticas estd en estrecha conexién con el uso
social de la lengua, que es a su vez, un uso individual de parte de cada enunciador.

Es més, a cada forma de practica se le corresponden formas especificas de uso, o mejor,
esferas distintas del uso de la lengua. Estas esferas de uso de la lengua, estas practicas
sociales del uso, toman forma a través del enunciado. La unidad basica, el enunciado (que
tusiona contenido tematico, estilo y construccién composicional) estd indisolublemente
unido a una esfera de comunicacién: “... todo enunciado tomado aisladamente es, por
supuesto, individual, pero cada esfera dada del uso de la lengua elabora sus tipos
relativamente estables de enunciados, a los que denominaremos géneros discursivos.”

“«

(Bajtin, 1990, p. 248). Asi, “... los géneros discursivos son especies de esquemas...que
orientan la construccién de formas tipicas de enunciados donde se dibujan, se muestran
stmulacros del mundo relacionados con los grandes dominios de la actividad.” (Martinez,
2005, p. 14, énfasis en el original). E]1 género discursivo® es una especie de “préctica social
discursiva, mediada por un contrato de comunicacién e intercambio verbal” (Calderén,
2003) entre dos interlocutores ligados por una situacién de comunicacién especifica.
Finalmente, los actos enunciativos propios de las practicas sociales y humanas tienen

sentido en el marco del desarrollo de procesos discursivos.

La discursividad puede entenderse como la caracteristica particular que define la
comunicacién social como actividad verbal. [esto significa que’] 1) Se trata de una
actividad humana de tipo semiético y de naturaleza verbal... 2) Esta actividad permite la
configuracién de sujetos discursivos; ... 3) La actividad discursiva es realizada en la
cotidianidad por sujetos de habla o enunciadores, quienes desarrollan e interiorizan su
experiencia discursiva en los procesos de constante interaccién con los enunciados
individuales ajenos. (Calderén, 2003).

De esta forma, el sujeto asume un papel dialégico ante los demds, es la suma de la

66 “la teorfa bajtiniana propone que el género discursivo es expresiéon verbal, relativamente estable, cuya
unidad es el enunciado, que estructura un tipo temadtico, un tipo composicional y un tipo estilistico;
ademds, que estd determinado por la situacién discursiva, la posicién social, la relacién entre los

»

participantes y la entonacién discursiva.” (Calderén, 2003).
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multitud de voces (pasadas y presentes), y su voz es la réplica a otras voces.

La elaboracién de formas discursivas es fundamental en el desarrollo de las
matematicas. A través de éstas, el lenguaje se extiende mas alla de los limites de la accién
fisica, como se puede ver, por ejemplo, en la teorfa de los ntimeros reales. 67 El objeto
ntmero real, como objeto abstracto no estaba presente en los griegos: se desarrollé a través
de un lenguaje que hizo posible la extensién de las operaciones a aquellos dmbitos que
superaban los limites de lo fisico (los nimeros complejos, los irracionales, etc.). Se puede
hablar entonces de una doble funcionalidad del lenguaje en la actividad matematica: es el
vehiculo para realizar las operaciones matemdticas, pero también el medio para expresarlas

(Kitcher, 1984).

Instrumentos y procedimientos

Como se expres6 antes, los instrumentos son ese conjunto de recursos simbdlicos
(signos, simbolos, textos, férmulas, medios grafico-simbélicos, artefactos, software, gestos,
etc.) que constituyen los medios para la accién matemaética.

Desde el punto de vista de la cultura, los estudiantes son provistos con un lenguaje

matemdtico: significados, conexiones, estrategias; artefactos: tales como diagramas,

graficas, instrumentos fisicos (reglas, calculadoras) y como leerlos; y métodos, brindados
tanto por los profesores como por sus pares...Esos son los instrumentos con los cuales

los estudiantes piensan y hablan mateméticamente. (Lerman, 2001, p. 107).

Ademads, los instrumentos con los cuales se realiza la actividad matemaética en el aula
de clase modifican sustancialmente la naturaleza de dicha actividad, en tanto cristalizan en
su estructura ciertas formas de relacién que pueden ser puestas en analogfa con formas de
relacién entre conceptos y objetos matemadticos, en lo que Radford ha llamado e/ campo
stmbdlico del artefacto, y que les da la capacidad de ser portadores del conocimiento, y por
ende, de generar procesos de aprendizaje cuando son usados en el curso de la actividad de
las personas. Igualmente este potencial del instrumento para incorporar conocimiento es
lo que le da la posibilidad de estar en permanente desarrollo (incorporando las

modificaciones que le hacen los individuos a través de su uso), generando lo que Moreno y

Hegedus (2010; 2009) han denominado la zona de desarrollo préximo del instrumento,

67 Desde los griegos hasta antes de Cantor y Dedekind, la teoria de los nimeros reales fundamenté su
desarrollo sobre la medicién, sobre la conmensurabilidad e inconmensurabilidad, sobre el concepto de
razén, pero finalmente, con el desarrollo de una teorfa sobre el continuo numérico, el concepto de nimero
se separa del referente geométrico, y de ahf en adelante la relacién se invierte: ahora la teoria sobre los
reales permite explicar la medida, las razones.
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refiriéndose a ese potencial de uso del instrumento, que lo pone, en la relacién mediadora
entre el individuo y su actividad, més alld de los fines para los que ha sido utilizado

previamente.

Obyjetos y conceptos

En general, y retomando las ideas planteadas anteriormente, los objetos de
conocimiento matematico son construcciones simbdlicas (constituidas histéricamente) y,
por lo tanto, s6lo son accesible a través del signo (ecuaciones, gréficas, gestos, etc.), de los
procedimientos contigurados sobre tales signos (construcciones, algoritmos, etc.) y de los
conceptos elaborados en relacién con signos e instrumentos (definiciones, proposiciones,
enunciados, etc.). Podria decirse que los objetos de las matematicas, contrario a los objetos
tisicos que se pueden sefialar con el indice, que se pueden ver en un lugar determinado,
estin en los signos, en los procedimientos con tales signos, en los conceptos que describen
sus propiedades y que los relacionan con otros objetos y conceptos (ver seccién 2.2.1).

Asf por ejemplo, la definicién de parabola como el lugar geométrico de todos los puntos
que equidistan de un punto fijo dado, y una recta fija dada, o como el conjunto de todos los
puntos del plano que satisfacen una funcién de la forma y=Ax*sintetizan cada una un
conjunto de formas de accién matemadtica que los diferencia (las relaciones con otros
conceptos y objetos que se realzan, los problemas que se resuelven en cada caso, con que
técnicas, con qué instrumentos, con respecto a que discursos, etc.), diferencias que, como
construcciones culturales, muestran dos formas de objetividad, dos maneras distintas de
“ver” algo que “existe” bajo esas (entre otras posibles) formas de objetividad. Podria decirse
que cada definicién expresa un concepto distinto de parabola, cada uno es portador de una
forma de objetividad especifica. Asf entonces, los diferentes conceptos sobre un objeto, al
ser portadores de formas de objetividad diferentes, plantean un problema central para el
aprendizaje: el paso de las formas de accién presentes en uno de los conceptos a las formas
de accion presentes en el otro concepto.ss

La multiplicidad de conceptos sobre los objetos, de formas de accién con el objeto, de
significados para el objeto, permiten nuevas elaboraciones sobre el objeto en si mismo,

como especies de sintesis que permiten ampliar sus diferentes significados, construir nuevas

68 Vygotsky llamé la atencién que este tipo de pasos estan relacionados con la posibilidad de establecer la
equivalencia entre los diferentes conceptos que refieren a un mismo objeto, y esto no se da de manera
instantdnea por el solo hecho de conocer las definiciones (Vygotsky, 1993).
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formas de representacién, nuevos procedimientos, nuevos conceptos sobre el objeto, es si,
nuevas formas de accién y pensamiento relativos a esa construccién cultural que es el objeto

de conocimiento.

2.6 A manera de sintesis

En suma, al proponer la dialéctica entre lo individual y lo social, dialéctica mediada por
las précticas sociales, en palabras de Cobb (2006), de lo que se trata es de investigar la
persona-individual-en-la-prdactica-cultural. Se plantea entonces no una separaciéon entre los
aspectos individuales o sociales en la construccién de conocimiento, sino que, por el
contrario, lo individual y lo social se constituyen uno al otro dialécticamente.

La teorfa de la actividad entrega entonces una serie de instrumentos para la
comprensién de esa dialéctica entre lo individual y lo social. La nocién de mediacion
instrumental, o mejor adin, de accion mediada instrumentalmente, entendiendo el instrumento
en el sentido amplio de los medios culturales de objetivacion, es una lente potente para
comprender la manera en que la cultura media en los procesos de constitucién del
conocimiento y de la conciencia humana. De manera similar, la accién del sujeto en el marco
de la actividad colectiva, la orientacién social de la accién sobre un objetivo, la planeacién
de la accién, la ejecucién de la misma, y el uso de los instrumentos para la accién permiten
comprender cémo los procesos sociales se constituyen en procesos mentales. Pero de otro
lado, la subjetivacion del ser, presente en los mecanismos de regulacion de la participacién
(en las précticas sociales) por parte del sujeto, en su reflexién sobre la accién, en su
orientacién hacia el objeto de la actividad produciendo nuevos objetos/motivos para la
acciéon, creando o transformando los instrumentos, produciendo nuevos sentidos y
significados para el sistema de précticas, muestran el retorno del sujeto sobre el mundo
social y cultural. “...la subjetividad humana, al retornar sobre el mundo a través de la
actividad, inevitablemente cambia al mundo, posiciona al sujeto en si mismo frente a la
realidad material de las practicas humanas en sus formas objetivas reificadas [en los
instrumentos y los objetos de la actividad]” (Stetsenko, 2005, p. 83).

Al aplicar estas ideas sobre la actividad, se puede proponer, al menos para las practicas
matematicas, que la actividad consiste en acciones orientadas a la solucién de problemas.

Los instrumentos son fundamentalmente de orden semidtico: el lenguaje natural, las
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notaciones algebraicas, las gréficas cartesianas, las figuras geométricas, etc. Por su parte,
las operaciones consisten de todos los procesos, formas de hacer matematicas, construidos
histéricamente por la humanidad, y que se han cristalizado en los diferentes sistemas de
representacién que se usan en las matemadticas (los registros algebraicos, las
representaciones cartesianas, las figuras geométricas, etc.). Los procesos de
instrumentacién e instrumentalizacién (el movimiento continuo entre lo individual y lo
social) muestran la manera como avanza el conocimiento matemdético (es el caso, por
ejemplo, de la emergencia de los procesos algebraicos sobre los aritméticos, lo cual implica
una profunda transformacién en la actividad matematica de las personas).

Tal nocién de practica no es estdtica, sino que es institucionalmente situada,
semidticamente mediada e histéricamente constituida, a la vez que dindmicamente
transformada en el tiempo. El caracter institucional de la practica se evidencia en los tipos
de restricciones sobre el lenguaje y sobre las técnicas que el campo impone a los individuos
insertos en el seno de una comunidad especifica (es el caso, por ejemplo, de los intuicionistas
frente a los formalistas en los albores del siglo XX). El caracter individual se evidencia en
el posicionamiento del individuo frente al sistema de précticas (en la accién reflexiva sobre
su préctica) y por ende en los procesos creativos del individuo (libertad creativa en el marco
de las reglas definidas por el campo). En ese movimiento individual-social, las practicas se
transforman: emergen nuevas técnicas, nuevos objetos, nuevos conceptos, nuevos discurso,
en fin, nuevas condiciones para accion.

En este marco, el aprendizaje debe ser entendido como un proceso de transformacién
constante del individuo (transformacién de las practicas), en el contexto de un
ordenamiento (disposicién) delimitado por los sistemas de practicas socialmente
objetivados que orientan la actividad de los sujetos, y de un posicionamiento personal,

determinado por su propia subjetividad, frente a dichos sistemas de actividad.
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8 Consideraciones sobre el método

‘ 8.1 Ambito general del estudio

La investigacién realizada en el marco de la presente tesis tiene su foco en los sistemas
de précticas (Godino et al, 2008) constituidos institucionalmente en relacién con ciertos
objetos de conocimiento matematico (razones, proporciones, proporcionalidad), practicas
instrumentalmente mediadas (Rabardel, 2003, 2005; Trouche, 2002), cultural e
histéricamente situadas (Vygotski, 1995; Wertsch, 1988). La teorfa de la actividad es el
marco desde el cual se comprenden tales sistemas, y por lo tanto, en consonancia con sus
planteamientos, bajo un enfoque de investigacién cualitativa, se observaron y
caracterizaron los sistemas de practicas propios de la actividad matematica de dos grupos
de estudiantes en contextos especificos, a saber, las clases de matematicas de los grados 3
y 4 de una institucién educativa de la ciudad de Cali (Colombia).” En estas clases de
matematicas, la mirada se centré en los sistemas de préactica constituidos alrededor de los
objetos de conocimiento razén, proporcién y proporcionalidad, buscando caracterizar la
estructura de tales sistemas de practica, es decir, sus configuraciones epistémicas (Godino et
al., 2008; Godino & Font, 2007).

Cuando se asume la teorfa de la actividad como marco teérico y metodolégico para el
desarrollo de una investigacién, el principal reto afrontado desde el punto de vista
epistemolégico, como lo plantea Daniels (2008b), es el de comprender la construccién social
de la conciencia humana (para el caso, la constitucién de conocimiento matemético), sin
abandonar la comprensién de la accién del individuo auténomo creador (que incluso se
separa de la unidad social que lo constituye como tal). El individuo no acttia en, o

influenciado por el contexto. El contexto, la situacién, emerge de la accién (mediada) del

69 Por acuerdo explicito con las autoridades administrativas de esta institucién se omiten descripciones
particulares especificas de la misma de manera que se garantice su anonimato.
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individuo en el marco de sistemas de practicas especificas. Pero a su vez, una mirada por
las précticas no es solo una gufa que orienta el proceso de indagacién, sino que aquellas son
el constituyente primario de la naturaleza de la realidad estudiada.

En virtud de lo anterior, Daniels (2008b) plantea la necesidad de fundamentar la
investigacién sobre métodos que permitan una mirada cercana de la accién de los individuos
(situaciones micro-sociales), pero sin separarla de las condiciones sociales en las que la
préactica misma es actuada. Una posibilidad de conjugar el dmbito social sin abandonar lo
individual, se puede proponer con Saxe (2004), quien sostiene la necesidad de definir
unidades analiticas que permitan explicar las interrelaciones entre los procesos histéricos
y los del desarrollo en la construccién micro-, socio- y ontogenética del conocimiento: “El
individuo, como actor participante, es constructor de las continuidades y discontinuidades
en las formas de funcionamiento del conocimiento, no solo en el desarrollo del individuo,
sino en la historia social de su comunidad” (Saxe, 2004, p. 261). Estas unidades analiticas
se encuentran en el estudio de los sistemas de practicas humanas, practicas que son el
escenario de la dialéctica entre las formas de accién efectivamente actuadas por los
individuos  (posicionamiento subjetivo), y las disposiciones objetivas sociales
institucionalmente constituidas (Bourdieu, 2007), dialéctica que permite captar el papel
activo del sujeto en los procesos de constitucién del conocimiento, pero a la vez, explicar
las condiciones objetivas de tal constitucién sin negar la necesidad del mundo social. Asf
entonces, como se enuncié en el capitulo anterior, el estudio de las practicas matematicas
de los estudiantes en contextos especificos del aula de clase se realiz6 a partir de los
problemas que se debian resolver (objeto de la actividad), de los instrumentos que
orientaron su accién hacia la solucién de dichos problemas (mediacién instrumental) y de
los objetos y conceptos que constituyeron, y se constituyeron en, el curso de la accién. De
esta manera se buscé tener una lente que permitiera comprender al individuo en funcién de
los instrumentos culturales a partir de los cuales configura su accién, y explicar el vinculo
entre su accién y el contexto institucional (cultural e histérico) desde el cual se configura

tal accidn.

3.2 Delimitaciéon del campo de andlisis

Como lo manifiesta Chaiklin (2011), el estudio de las précticas se puede hacer al menos
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en tres sentidos: como préctica ideal (indagando por las formas de accién de los individuos
constituidas en las tradiciones institucionales), como practica especifica (en relacién con la
produccién de objetos que satisfacen necesidades generalizadas en comunidades especificas)
y como préctica concreta (con respecto a relacién a las condiciones histérico-culturales
especificas de la produccién de los objetos que satistacen las necesidades y que actualizan
la préctica en tiempo y lugar determinado). En este altimo sentido se estudiaron las
practicas matematicas de los estudiantes: se analizaron las formas de accién de los
estudiantes en las clases de matematicas de los grados 3° y 4° de una institucién educativa,
practicas relativas a los procesos de constitucién de los objetos de conocimiento razén,
proporcion y proporcionalidad.

Pero una préctica concreta en el aula de clase implica al menos la contluencia de dos
sistemas de practicas, el de los estudiantes y el de los maestros, que se co-determinan uno
al otro.” Estos dos sistemas se encuentran sometidos a tensiones que actian unas a un
nivel macro-social (por ejemplo, alrededor de los administradores locales, las asociaciones
de padres de familia, las politicas publicas, etc.), y otras a un nivel micro-social, con respecto
a las formas de accién conjunta de los estudiantes entre si, y de éstos con el maestro (ver
tigura 7). Por el interés de la tesis en investigar sistemas de practica relacionados con
ciertos objetos de conocimiento, es en este nivel micro en el cual se centra el foco del
estudio. Pero incluso a este nivel micro, es necesario una delimitacién adicional: el foco
fundamental es el sistema de practicas del estudiante, por supuesto, sin perder de vista que
comprender este sistema no puede darse al margen del sistema de practicas del maestro, lo
que implica necesariamente una referencia a la actividad del maestro, mas con fines
descriptivos que analiticos y, por ende, como una referencia necesaria para comprender el
sistema de précticas de los estudiantes en su complejidad interna, y en sus interrelaciones
con los otros sistemas presentes en el aula.

Adicional a lo anterior, y como se puede observar de la figura 7, dado que estos dos
sistemas de actividad tienen su punto de encuentro a través de las tareas que el maestro

disefia para la ensefianza de ciertos objetos de conocimiento, y el estudiante las realiza

70 La actividad del maestro determina condiciones iniciales (y por qué no, de frontera) para el desarrollo de
la actividad del estudiante, pero a su vez, la actividad matematica de este Gltimo es determinante en las
decisiones que debe tomar el maestro en el desarrollo de su actividad.

71 No se pretendia medir las transformaciones cualitativas y/o cuantitativas de los procesos académicos y
metodolégicos de la actividad de los docentes de matemética de la institucién.
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Figura 7. Sistemas de actividad en el aula de clase.
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buscando aprender sobre dichos objetos de conocimiento, entonces la accién mediada de los
estudiantes al enfrentar las tareas propuestas por el profesor fue el punto central de anélisis,
pero a la vez, debido a que las tareas fijan las condiciones institucionales (epistemoldgicas,
cognitivas, didacticas) dentro de las cuales se desarrollaron dichas practicas, para una mejor
comprensiéon de las mismas fue necesario tener como telén de fondo un analisis de las
tormas de regulacién que ellas imponen a las practicas matematicas de los estudiantes.

Es necesario aclarar que en el contexto de esta investigacién, las tareas son
comprendidas en relacién con unos sujetos en el acto educativo (estudiantes y maestros) y
en funcién de un tiempo y de un espacio escolar, como una forma de organizar los recursos
institucionales (materiales, tiempos, espacios, objetos de conocimiento, etc.); de orientar las
acciones intencionadas de tales sujetos (orientacién hacia el objeto de estudio); de organizar
las formas de mediacién para tales acciones intencionadas, y de canalizar las inter-acciones
entre estudiantes, y de éstos con los maestros.” Es decir, las tareas son formas de organizar
la actividad educativa o actividad de ensefianza (del lado maestro) y la actividad de estudio
(del lado del estudiante), en funcién de un conjunto de metas, objetivos, acciones,
operaciones, que si bien no son coincidentes, confluyen en un mismo escenario: el aula de
clase. Las acciones/operaciones (instrumentalmente mediadas y cultural e histéricamente
situadas) de los sujetos sobre las tareas (del maestro para su disefio, del estudiante en su
proceso de estudio), hacen que sobre ellas se reflejen, a la vez que se edifican, las diferentes
configuraciones (epistémicas, cognitivas) que posibilitan las trayectorias didécticas de los
estudiantes en sus respectivos procesos de estudio.

Asi pues, el andlisis de la actividad matematica de los estudiantes a propésito de las
tareas disefladas por los docentes es el foco donde centrar la mirada con el fin de lograr el
estudio de los sistemas de practicas matemdticas y sus respectivas configuraciones

epistémicas (ver figura 8). En esta figura se describe de manera esquematica cémo es que

72 Estamanera de comprender la tarea contrasta con la forma como el término es usualmente entendido (al
menos en Colombia), el cual, por lo general refiere al trabajo que el maestro deja al estudiante para que
sea realizado en la casa, una vez finalizada la jornada escolar.

73 Como define Davidov la actividad del nifio una vez que este ingresa al sistema escolar. “En el proceso de
estudio, como actividad rectora en la edad escolar inicial, los nifios reproducen no sélo los conocimientos
y habilidades correspondientes a los fundamentos de las formas de la conciencia social arriba sefaladas,
sino también las capacidades, surgidas histéricamente, que estdn en la base de la conciencia y el
pensamiento tedricos: la reflexién, el andlisis, el experimento mental” (Davidov, 1988, p. 158). Davidov
Ilama entonces la atencién que no debe confundirse la actividad de estudio con el aprendizaje, pues este
se da en el nifio a partir de multiplicidad de actividades, y la actividad de estudio escolar es aquella que
se enfoca en el estudio de los conocimientos teéricos, lo que le da una forma y estructura particular que
la diferencia ampliamente de otras formas de actividad.
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las tareas al orientar la acciones de los estudiantes, permiten el andlisis de los sistemas de
practica matematica presentes en el aula de clase: sobre la base del conjunto de condiciones
institucionales (configuraciones epistémicas institucionales), se disefia una primera tarea
(que refleja ese conjunto de sentidos y significados institucionales que se esperan sean
aprendidos por los estudiantes), y sobre la cual se realiza un anaélisis desde el punto de vista
de la practica matemdtica actuada por los estudiantes, para luego, sobre la base de este
analisis, y en relacién al conjunto de configuraciones (institucionales y personales), disefar

una nueva tarea, realizar nuevamente el proceso de analisis de la practica matemdtica

Configuraciones Epistémicas Institucionales
(sentidos y significados institucionales en relacién con razones, proporciones, proporcionalidad)

Lineamientos Concepciones Visiones
Curriculares Histérico/ Epistemoldgicas Matematicas

| I
v v v

[ Sentido/Significado ] [ Sentido/Significado ] SEELEE [ Sentido/Significado ]

A A T

A 4

A\ 4
T T

Préctica Practica Préactica
Matemaética Matemaética Matematica

f f T —

Actividad de los docentes Matematicas

Técnicas / Formas de Objetos /
Instrumentos discursividad Conceptos

Configuraciones epistémicas y cognitivas de los estudiantes
(sentidos y significados personales en relacién con razones, proporciones, proporcionalidad)

Actividad Matematica de los estudiantes

Figura 8. Representacion de los dos niveles de observacion y participacion en el aula de clase.

desplegada por los estudiantes, y asi sucesivamente. Ese didlogo constante entre las
condiciones institucionales, y la actividad matematica de los estudiantes, propiciado por las
tareas, es el que permite una caracterizacién de las practicas matematicas de los estudiantes
en funcién de las técnicas e instrumentos para la accién, de las formas de discursividad, y
de los objetos y conceptos que se constituyen, y constituyen, la préctica misma.

Pero un anélisis de la actividad matemadtica de los estudiantes a través de la accién
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mediada al enfrentar las tareas propuestas en el aula de clase no es suficiente, pues como se
expresé en pérrafos iniciales, esta accion mediada es situada cultural e histéricamente. Para
dar cuenta de ese cardcter histérico de las practicas matematicas, el punto de mira del
trabajo investigativo también indagé por los procesos epistémicos en la constitucién de los
objetos de conocimiento razén, proporcion y proporcionalidad, pero no tanto para dar cuenta
de su estructura formalizada como los conocemos hoy en dia, sino para indagar por sus
procesos de constitucion a lo largo del tiempo. Dado que los objetos de conocimiento (en
general, los objetos de la actividad) condensan histéricamente los sistemas de préctica
desde los cuales emergen como sintesis de la accién (y también como instrumentos que
median dicha accién), entonces su estado actual en el marco de una teorfa formalizada es
s6lo una forma posible de ser, entre otras posibles, y el anélisis histérico epistemolégico
puede sacar a luz esas formas de accién cristalizadas y sedimentadas como capas ocultas de
su constitucién histérica. Se traté de buscar en la historia y en la epistemologia de las
matematicas aquellos elementos que fueron dando forma a practicas matematicas, incluso
olvidadas hoy en dfa, que pudieran dar elementos de referencia para comprender mejor el
sistema de prédcticas matematicas de los estudiantes de la institucién estudiada (igualmente
de los docentes, pero eso tipo de analisis no es el objeto de estudio de esta investigacién).
Asi pues, y como se ampliard en lo que sigue, el desarrollo metodolégico de la
investigacién implicé dos etapas: la primera, un proceso™ de participacién en las clases de
matemadticas de los estudiantes para observar su actividad matemética, y la segunda, un
estudio epistemoldgico de la constitucién histérica de los objetos de conocimiento razén,
proporcién y proporcionalidad.” Describir estas etapas como primera y segunda es sélo
una necesidad analftica, pues ambas se realizaron en paralelo, y los métodos, instrumentos
analiticos y hallazgos realizados en una de ellas incidieron en el proceso desarrollado en la
otra. Si se quisieran representar estos dos momentos metodolégicos en el grafico de la
figura 7, podria decirse que el momento de la participacién en las actividades en el aula de
clase estarfa en el centro de la figura, del lado de la relacién del estudiante con el

objeto/motivo de la actividad, mientras que el segundo momento del estudio histérico

7+ Esto no quiere decir que éstos sean los dos inicos procesos observables en el contexto del desarrollo de
la actividad de maestros y estudiantes en una clase de matemadticas (también podrian serlo las actividades
extra-clase de maestros y estudiantes).

Este segundo proceso permitié desencadenar un trabajo colaborativo con los maestros de la institucién
participante, pues con ellos se discutian continuamente todos esos elementos que fundamentan la
configuracién epistémica que servia de base para las propuestas de trabajo que se llevaban al aula de clase.

-
o
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epistemoldgico se localiza en la parte superior, del lado de los instrumentos de la actividad
(del docente y del estudiante), y ambos momentos intentan configurar una mejor
comprensién del proceso de transformacién de la practica (el aprendizaje) de los
estudiantes, la parte sombreada del centro de la figura.

Esta apuesta por dos focos de andlisis en el complejo de los sistemas de practicas que
confluyen en el aula de clase deja por fuera otros puntos de anclaje no menos importantes,
pero esta decisiéon metodolégica no solo simplificé relativamente la tarea de investigacion,
sino que el proceso mismo mostré que fueron potentes herramientas analiticas en la
caracterizacion del sistema de practica matemética de los estudiantes y en la comprension
de las configuraciones epistémicas (y cognitivas) posibles en el aprendizaje de los objetos

de conocimiento razén, proporcién y proporcionalidad.

8.8 Primer foco: estudiar las prdcticas matemdticas en el aula
de clase

8.8.1 Consideraciones generales sobre la institucién y los estudiantes
participantes

La escogencia de la institucién obedecié a que la misma ha construido a lo largo de los
Gltimos afos una historia académica y curricular que, orientada a la bisqueda de un
Proyecto Pedagégico Institucional (PEI), pone en el centro de la organizacién del trabajo
de aula la formulacién de proyectos integradores alrededor de niicleos probleméticos a
varias disciplinas escolares. En particular, para el caso del 4rea de matematicas, su
organizacién académica y administrativa facilita procesos de recuperacién, afio tras afio, de
su historia académica (a través de seguimiento y sistematizacién de experiencias
pedagégicas) y, por ende, de la cualificacién de sus acciones pedagdgicas.” Esta forma de
trabajo del drea de matemadticas de la institucién le ha permitido organizar los procesos
escolares a partir de definir una interpretacion particular de los Lineamientos Curriculares
y de los Estdndares Bésicos de Competencias publicados por el Ministerio de Educacién

Nacional, MEN (1998, 2006), y asumir el trabajo en el aula de clase bajo la perspectiva de

76 Esto implica que la institucién tiene un conjunto de tareas (o banco de tareas) que se usan afa a afo
segun el trabajo de los estudiantes, pero a su vez, producto de ese trabajo las tareas se van redisefiando
paulatinamente segin van surgiendo observaciones de parte de los profesores, bien cuando analizan los
fundamentos de dichas tareas, bien cuando confrontan lo que los estudiantes efectivamente hacen con lo
que se esperaba que hicieran.
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las situaciones problema (Obando & Minera, 2003). Dicha organizacién académica hace de
la institucién un lugar interesante de observacién, toda vez que a lo largo de los afios ha
identificado organizadores para su curriculo (pedagégicos, didacticos, matemdticos) que
van marcando formas especificas de interpretacién del hacer matemético en el aula.

Dado que en esta institucién tienen tres grupos de estudiantes por cada grado de
escolaridad, y cada grupo es en promedio de 25 estudiantes, organizados en cinco equipos
de trabajo (los estudiantes se sientan en mesas con cuatro o cinco sillas cada una), entonces
se particip6 en el trabajo de un grupo de cada nivel de escolaridad, y al interior de cada
grupo, dependiendo de las condiciones impuestas por las tareas, se interactuaba, o bien con
la clase en su totalidad, o bien con los diferentes equipos de trabajo. En condiciones
especificas del desarrollo del trabajo se realizaron sesiones de trabajo individual con
algunos estudiantes.

Conjuntamente con la maestra y el equipo de docentes del drea de matematicas se
seleccionaron las tareas a partir de las cuales estudiar las practicas matemadticas de los
estudiantes: en el grado 3°, aquellas con las que se inicia el estudio de la multiplicacién, y
para el grado 4°, las que estaban orientadas al aprendizaje de las fracciones. Las tareas del
grado 3 se pueden consultar en el anexo 6 y las tareas del grado 4 en el anexo 7. Si bien el
investigador participaba de las clases en las que los estudiantes trabajaban alrededor de
estas tareas, la conduccién general de la clase era responsabilidad de la maestra de
matematicas de estos grados, y las tareas se realizaron en el marco de las condiciones de
tiempo y organizacién dispuestas por la institucién.

Las actividades de participacién en la institucién educativa se realizaron en dos afios
lectivos consecutivos: 2008-2009 y 2009-2010 lo que permitié estudiar la actividad
matemadtica de los estudiantes bajo el mismo conjunto de tareas, en dos grupos diferentes
de estudiantes, lo que brind6 posibilidades de confrontar y validar los andlisis sobre las
tormas de actividad desplegadas por parte de los estudiantes tanto en épocas diferentes,
como en individuos diferentes. Es importante aclarar que con el cambio de afio lectivo del
2008-2009 al 2009-2010, el grupo de estudiantes que durante el 2008-2009 cursaban el
grado 3°, pasaron al grado 4°, y con ellos se continué el trabajo, por supuesto, aplicando las
tareas que la institucién tenia planeadas para estudiantes de dicho nivel educativo. Al grado
3° ingresaron en el afio lectivo 2009-2010, estudiantes que antes estaban en el grado 2°, y

por lo tanto este grupo se puede decir que fue nuevo en el proceso. Por el contrario, el
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grupo de estudiantes que en el afio lectivo 2008-2209 cursaba el grado 4© al pasar al grado
5°, si bien se continuo participando de la clases de estos estudiantes, su actividad
matemadtica no fue documentada, y por lo tanto, el mismo no es reportado como parte de la

investigacién que da origen a esta tesis.

3.8.2 El compromiso del investigador

Cémo lo plantea (Chaiklin, 2013), la investigacién educativa sobre las practicas
educativas se desarrolla en el marco de condiciones y relaciones especificas entre los
investigadores, las instituciones, las disciplinas, etc., y por ende, responde a una compleja
red de expectativas e intereses, en las que investigador y practicantes (sin bien conservan
roles distintos con respecto a la practica educativa) comparten el mismo objeto: el
conocimiento producto de la actividad educativa. La investigacién y el desarrollo de las
practicas educativas estdn entonces entretejidas en un continuo en donde el conocimiento
producido (bien sea en el proceso investigativo o en el curso de las practicas investigadas)
transforma tanto a los practicantes (transformacién de las préacticas) como al investigador
(transformacién de la investigacién). En este marco, el investigador no es un observador
externo que, como dice Bourdieu (2007), “juega un juego buscando la oportunidad para
salir para contarlo” (p. 57); él estd efectivamente vinculado al sistema de préacticas que
investiga, y antes que intentar suspender o suprimir los efectos de su participacién en las
practicas observadas, debe “considerar su participacién como parte del proceso de describir
[Ccomprender] las practicas” (Bourdieu, 2007, p. 60). El investigador no es un observador
pasivo de las practicas educativas, es participante de ellas para poder comprenderlas, e
incluso, para transformarlas. “...puesto que el investigador estd inserto en un conjunto de
relaciones préacticas [con la practica investigada’], incluso antes de iniciar la investigacién
misma, es necesario actuar sobre esas relaciones como parte del proceso para llegar a
comprenderlas” (Chaiklin, 2011, p. 240). Pero al participar de las précticas, se transforma
como investigador, como sujeto que investiga. EI mismo Chaiklin (2011) afirma, que més
que una investigacién sobre las practicas educativas, se deberfa hablar de una investigacién
para el desarrollo de las préacticas (aunque €l lo plantea en un sentido més amplio, pues en
su vision este proceso de transformacién de las précticas no puede ser el objeto de una sola
investigacién, sino de una trayectoria de investigacién que articule trabajos a diferentes

niveles).
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Asi entonces, la participacién del autor de la tesis en el sistema de practicas

institucionales se dio a varios niveles:

(1)

En las reuniones de los docentes en donde se realizaban las planeaciones del trabajo
institucional (por lo general dos horas a la semana, y con la participaciéon del Jefe del
area de matematicas del colegio, las docentes de los grados 3°, 4° y 5°, y un grupo de
estudiantes universitarios que realizaron su practica pedagdgica en esta institucién).
En estas reuniones se discutian las tareas,” se analizaba el trabajo de los estudiantes
al enfrentar la tarea, y con base en el contraste entre lo pensado como el objeto de
estudio en la tarea, y lo efectivamente actuado por los estudiantes, se proponian nuevas
tareas, se redisefiaban unas, se desechaban otras, etc. Todo lo anterior también
conducia a una reconceptualizacién de los fundamentos pedagégicos y didéacticos que
soportaba la propuesta curricular de la institucién. Esto es, si bien el punto de partida
era el conjunto de tareas disefiadas por los maestros de la institucién, la participacién
del investigador en las reuniones del 4rea de matematicas, en dénde se discutfan tanto
los fundamentos de las tareas, como los resultados del trabajo de los alumnos con
dichas tareas (en lo que podrfamos llamar un proceso de estudio institucional del lado
de la actividad del maestro), contribuyé en los procesos de trasformacién de dichas
tareas, que como se anot6 ante, es algo natural en esta institucién.

En el trabajo de aula en las clases de matemdticas, en donde se interactuaba con los
estudiantes: se les hacfan preguntas, se les solicitaba ampliar sus argumentos, se les
ofrecfa una explicacién, etc. Es importante notar que los estudiantes eran conocedores
de que la presencia del autor de la tesis en el aula de clase obedecia a unos intereses
particulares orientados a estudiar lo que ellos hacfan, y cémo lo hacfan en la clase de
matemadticas, pero a su vez, ellos vefan en el investigador alguien que, como la
profesora de la clase, podia apoyar su trabajo. Esto gener6 condiciones de cercania y
amplias posibilidades de interaccién con los estudiantes en el curso de su actividad
matematica al realizar las tareas propuestas.

Esta forma de participacion de la vida institucional brindé mejor conocimiento de los

estudiantes, de los maestros, de las tareas y, por ende, mejores herramientas para la

comprension de las practicas matematicas de los estudiantes al tener mas cercanfa con su

77 El origen de estas tareas es diverso, pero en su mayorfa son adaptaciones que han realizado los maestros
de esta institucién de tareas publicadas en diferentes tipos de trabajos: libros especializados, tesis o
trabajos de grado, sitios web, etc.
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hacer.

3.8.8 Fuentes documentales

Para el estudio de la actividad matematica de los estudiantes se dispuso de varias
fuentes documentales. La primera, los textos escritos en donde consignaban lo trabajado
en las tareas que se les proponfa. La segunda, las grabaciones de audio o video realizadas
en donde se registraban los periodos de interaccién entre estudiantes o de estos con la
profesora o el investigador (que como se expresé antes, para los estudiantes era como otro
profesor). Otras fuentes (que podrfamos denominar secundarias por no estar relacionadas
de manera directa con el objeto central de la investigacién, pero que dan luces importantes
para comprender las préicticas de los estudiantes) son las gufas de trabajo en las que se
presentan las tareas a los estudiantes y los documentos institucionales (plan de 4rea, PEI y

planeaciones curriculares).

Los textos escritos de los estudiantes

Se entiende por texto escrito la produccion que los estudiantes plasman en sus
cuadernos de notas, y que muestran los procedimientos matematicos que realizan en el
desarrollo de una determinada tarea. Estos permiten de forma primaria ver los
instrumentos usados y las técnicas asociadas a tales instrumentos, y por esta via, son el
primer punto de acceso a los sentidos y significados constituidos por los estudiantes. El
andlisis del texto escrito de los estudiantes permite identificar caracteristicas
fundamentales de su actividad matemdtica: formas de representacién (instrumentos),
técnicas asociadas a tales formas de representacién, y por supuesto, los procesos de

objetivacién de los objetos de conocimiento bajo estudio.

Grabaciones de audio o video
Estas permiten completar el sentido y significado que los estudiantes dan a la actividad
matematica realizada. Esto es importante en tanto el significado de la experiencia del
estudiante no queda capturado directamente en la produccién escrita:
e En primer lugar, muchas veces lo que un estudiante hace sélo queda plasmado
parcialmente en su texto escrito: los fragmentos de su produccién escrita van
acompanados de una serie de afirmaciones verbales que completan el sentido de lo que

consigna en su hoja de trabajo, o incluso de acciones asociadas a movimientos
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corporales.

e En segundo lugar, cuando se hace necesaria una intervencién que oriente la actividad
del estudiante en una cierta direccion, es el dialogo profesor-estudiante (o a veces
estudiante-estudiante) con todas sus interacciones orales y gestuales el que marca de
manera definitiva el curso de lo que el estudiante hace o dice, y esto no queda

necesariamente plasmado en la produccién escrita del estudiante.

e En tercer lugar, hay ocasiones en que la actividad matemadtica se desarrolla
fundamentalmente en forma oral y gestual (como por ejemplo, en una socializacién de
los resultados de solucionar un problema), y los registros audiovisuales son la tnica

torma de capturar estos procesos de interaccidn.

De esta manera, las grabaciones de audio y video permitieron, ademés de profundizar
sobre las técnicas e instrumentos (sus sentidos y significados) recuperar la palabra (y el
gesto) como base fundamental en la actividad matematica del estudiante, y de esa forma,
poner el acento sobre otros dos elementos fundamentales: qué se enuncia, y cémo se
enuncia. Es importante notar que no se trata de un proceso de andlisis del discurso
detallado, sino que, textos escritos, enunciados verbales y acciones instrumentadas se
analizaron como sistemas culturales de significacién (Radford, 2006, 2008) disponibles para
los estudiantes, con los cuales desarrollan su actividad matematica, y, a través de las
interrelaciones entre estos sistemas, elabora los sentidos y significados propios de su

experiencia matematica.

Las guias de trabajo para los estudiantes

Las gufas de trabajo para los estudiantes (disefiadas por los maestros y maestras de la
institucién) permiten identificar el tipo de actividad planificada institucionalmente (qué
instrumentos se espera use el estudiante, qué tipos de técnicas podria desplegar, qué tipos
de sentidos y significados podria construir). A través de estas producciones escritas de los
maestros se pueden rastrear las formas de organizacién institucional relativas a las razones,
proporciones y proporcionalidad: la tipologia de situaciones y familias de actividad; las
configuraciones de objetos y conceptos que se espera constituyan los estudiantes
(configuraciones epistémicas y cognitivas); las técnicas y procedimientos que se espera

desplieguen los estudiantes; las formas discursivas institucionales (es decir, a través de las
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gufas de trabajo para los estudiantes se tiene la fuente documental clave para el anélisis de
las configuraciones epistémicas planificadas institucionalmente, y que se toman como

referencia para orientar el trabajo con los estudiantes).

8.8.4 Las unidades de andlisis y el proceso de codificacién

Daniels (2008b) propone que para identificar las unidades de analisis apropiadas es
necesario examinar las actividades criticas (aquella que permite responder la pregunta en
cuestién y que ayudan a encontrar las implicaciones sistémicas entre las diferentes formas
de mediacién presentes en el sistema de actividades estudiado) relacionadas con el sistema
de actividades que se investiga.”® As{ entonces, las unidades de analisis deben estar
orientadas a la comprensién de la accién mediada, a capturar los procesos multi-
mediacionales (agentes que actian con sus instrumentos culturales) y a comprender las
acciones orientadas al objeto (vinculos entre accién y contexto, institucional, cultural e
histérico) en toda actividad humana (Daniels, 2008b; Smagorinsky, 2011). As{ entonces, las
unidades de analisis se definieron a través de las tareas que los estudiantes realizaban en su
actividad diaria de clase. Dado que las tareas tenfan una duracién variable en el tiempo,
entonces la clase de matemdticas fue la unidad de analisis fundamental.

Asi pues, estas unidades de analisis definidas por la clase, fueron analizadas desde tres
puntos de vista: el de los instrumentos que median la actividad matematica de los
estudiantes; el de los objetos y conceptos objetivados en el curso de la actividad matematica
misma; y el de los procedimientos que dan forma a las acciones de los estudiante. Estos
fueron los tres grandes lentes a partir de los cuales hacer una primera mirada a las
diferentes fuentes documentales con el fin de hacer una primera organizacién de la
informacién. Dicho de otra forma, Instrumentos, Objetos y Conceptos, y Procedimientos, ™
tueron las categorfas primarias (a-priori) a partir de las cuales realizar una primera

organizacién de la informacién recogida: se identificaron y escanearon, de las producciones

8 Este proceso de andlisis de un sistema de actividades especifico hace que el sistema mismo se redibuje
constantemente en la medida que se hace el andlisis de los datos. En este sentido, Valsiner (2009) plantea
que las unidades de andlisis son siempre abiertas y no finalizadas, y definidas en parte por los intereses
del o los investigadores, en parte por el objeto de estudio y en parte por la audiencia a la cual estd dirigida
la investigacién.

7 Inicialmente se tenfa a las tareas como otra unidad de analisis general a partir de la cual hacer ese primer
barrido de las fuentes documentales, pero al hacer el trabajo se encontré que esta separacién de la
informacion por las tareas no aportaba elementos que permitieran una mejor caracterizacién del sistema
de practicas matematicas de los estudiantes.
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escritas de los estudiantes, todos aquellos fragmentos que pudieran dar cuenta de alguna
torma de presentacién de estas unidades de analisis generales. Una btisqueda similar se hizo
con los audios y videos, marcando y transcribiendo los segmentos de éstos que dieran
cuenta de estas unidades de andlisis. A medida que se hacfa el proceso de digitalizaciéon y
codificacién, se elaboraban comentarios a los fragmentos de informacién codificados, los
cuales contenfan un analisis preliminar del contenido, a la vez que reunfan las notas de
campo del investigador.

A partir de esta primera codificacién general de la informacién, se procedié a un
segundo nivel de codificacién mds fina, buscando elementos comunes, interrelaciones e
implicaciones entre los datos procesados a través de las distintas fuentes, y entre datos de
una misma fuente, lo que permitié entonces generar al interior de cada categoria otros
niveles (hasta tres niveles en algunos casos), que permitieron entonces una mejor
comprensién de las practicas matematicas de los estudiantes observados en esta
investigaciéon. A partir de este punto emergié un nuevo sistema de categorias que permitié
un andlisis detallado de la informacién disponible, y del cual surgieron elementos teéricos
que permitieron la comprensién de la préctica matematica de los estudiantes. Este segundo
nivel de codificacién permitié entonces identificar cémo ciertos instrumentos, mediando la
accion de los estudiantes, accién orientada al objeto, posibilitaron la objetivacién de ciertos
conceptos y objetos de conocimiento. Dicho de otra manera, estos niveles mas finos de
codificacién permitieron dar cuenta de los instrumentos, de la mediacién en la accién de los
estudiantes en su prictica matemadtica, y de los procesos de objetivacién alcanzados a través
de estas formas de accién mediada instrumentalmente, y situadas institucional e
histéricamente. La estructura de la codificacién final se puede ver en el anexo 4.

Dado que el objetivo central de la investigacién es el analisis de la practica matematica
de los estudiantes, entonces la presentacién de los resultados no se realiza analizando
categorfa por categorfa (descomposicién del todo en sus elementos constituyentes, lo que
implicaria ir en contra de los supuestos metodolégicos basicos de la teorfa de la actividad),
sino que con base en esta codificacién se redactaron dos narrativas definidas en relaciéon
con unas tematizaciones que describen comprensivamente el sistema de précticas de los
estudiantes, dando cuenta de la manera como instrumentos, procedimientos, objetos y
conceptos dan forma a ciertas configuraciones (epistémicas y cognitivas) en el proceso de

estudio definido por las tareas propuestas a los estudiantes. Estas narrativas se presentan
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en los capitulos 5 y 6.

8.8.5 Confiabilidad, validez e integridad de los datos

Tiempo para la recoleccion de la informacion

Si bien no existe un consenso sobre cudl debe ser el tiempo ideal para un buen proceso
de recoleccién de la informacion, esta investigaciéon se realizé a lo largo de dos afios lectivos
consecutivos (afio lectivo 2008/2009 y afio lectivo 2009/2010). De esta manera, al
participar de las actividades de los docentes y estudiantes en dos momentos diferentes, se
logré no solo ampliar la base documental, sino también, tener mejores elementos para
confrontar hipétesis de trabajo, validar las ideas elaboradas de un momento a otro,
encontrar nuevas ideas, y en general, una renovacién constante de los elementos
conceptuales y metodolégicos del trabajo realizado.

Dado que el foco de la investigacién fue las practicas matematicas de individuos en
contextos culturales e institucionales especificos, entonces el cambio de estudiantes de un
ano lectivo a otro no es problemdtico para la investigacién pues la mirada no es sobre los
procesos cognitivos de los individuos (aprendizajes alcanzados) sino sobre los sistemas de
précticas en su conjunto, su organizacion, su estructura. Por el contrario, al identificar que
grupos diferentes de individuos, bajo condiciones institucionales similares (no idénticas,
porque el proceso de participacién del investigador en la comunidad cambia las condiciones
institucionales de un afio a otro) tienen formas de organizacién similar en sus sistemas de
practica matemadtica, entonces se dispone de elementos que aumentan la confianza en las

inferencias formuladas a partir de los datos.

Triangulacion de la informacion

Como se expresé antes, se dispuso de diferentes fuentes de informacién: las notas de
los estudiantes en su cuaderno, audios grabados al momento de realizar su trabajo en el
aula de clase y videos de algunas situaciones o de entrevistas a estudiantes en condiciones
especiales fuera del aula (ademas de toda la documentacién escrita de organizacién y
planeacién de la actividad de enseflanza de las matemadticas por parte de los maestros). En
primera instancia el proceso de codificacién se realiz6 sobre las copias de las producciones
de los estudiantes, y luego sobre los audios, y finalmente sobre los videos. De esta forma,
los hallazgos realizados en una de las fuentes se contrastaban con los resultados obtenidos

en otra de las fuentes, lo que permitia realimentacién continua de una fuente de informacién
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sobre la otra.

Ademds de la triangulacién de fuentes se realizaron procesos de triangulacién de
investigadores, pues como se verd mas adelante, se adelanté un proceso de codificacién
colaborativa que permitié una contrastacién y validacién continua de las ideas que se

constitufan en el proceso mismo

Consolidacion de bases de datos

Toda la informacién del proyecto se digitaliz6é y con la ayuda del software Nvivo® se
organiz6 en una base de datos estructurada a partir del proceso de codificacién realizado.
Esta base de datos permite entradas por grado de escolaridad (3° o 4°), por tipo de medio
(imégenes de los cuadernos, audios o videos) y, por supuesto, a partir de las familias de
cédigos definidos. La primera versién de la base de datos se elaboré con la versién 8.0 de
dicho software, y la versién definitiva se elaboré con la versién 10.0, la cual integra

herramientas mds potentes para el analisis de archivos en formato PDF.

Codificaciéon Colaborativa

La integridad de la codificaciéon realizada es uno de los temas mas delicados en la
investigacién cualitativa. La codificacién se realizé a través de la discusién colaborativa con
pares (Smagorinsky, 2011)%° en donde las discrepancias se resolvian a través de la discusién.
Se traté de un proceso en donde la codificacién se discutia colaborativamente con otros
colegas del equipo de investigacién, que para el caso, fueron los tutores de la tesis, y otros
colegas de grupo de investigacién, fundamentalmente, dos estudiantes de maestria cuyas
tesis estaban bajo la tutorfa de la investigacién origen de esta tesis.®! De esta manera, los
elementos tedricos y metodolégicos del proceso de investigacién no sélo se validaron en la
discusién con otros colegas, sino que al aplicarlos a otros corpus de datos de investigaciones
similares, que compartfan en comun los mismos objetos de estudio, apoyaron los hallazgos
principales (podria decirse que se trat6é de investigaciones complementarias con el proceso

central adelantado en la tesis, y que de alguna manera contribuyeron al logro de los

80 “La codificacién colaborativa tiene potencial porque cada decisién es el resultado de una discusién seria
sobre cada fragmento de la informacién” (Smagorinsky, 2011, p. 253)

81 Las dos tesis son: Razones, proporciones y proporcionalidad en términos de variacion y correlacion entre
magnitudes: una posible forma para comprender la construccion de dichos objetos matemdticos, del estudiante
Eruin Alonso Sinchez, en el 2011 y Formas de accion en el tratamiento de situaciones multiplicativas: una
mirada del isomorfismo de medida en términos del andlisis relacional, de 1a estudiante Monly Catherine Torres
Jaramillo, en el 2013.
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objetivos centrales de la tesis). Esto permitié identificar fortalezas y debilidades en el
tratamiento de la informacién realizado, identificando ideas potentes para el anélisis,
afinando las existentes, rechazando algunos aspectos del trabajo, e incluso, identificando
ideas nuevas.

Otra forma de validacién fue a partir de la presentacién de los avances parciales del
proceso tanto en seminarios internos en el grupo de investigacién, como en eventos en
educaciéon matematica de cardcter nacional e internacional, y publicaciones arbitradas de
articulos donde se reportan avances parciales del proceso de investigacién.®? Es otra forma
de discusién entre pares, solo que ahora a partir de procesos que no son continuos en el
tiempo, pero que permiten discutir los resultados parciales con publico diverso —incluso
ajeno al proceso de investigacién, lo que redundé en retroalimentaciones importantes para

el trabajo mismo.

3.4 Sobre el andlisis de configuraciones epistémicas

El segundo proceso traté sobre la documentacién por parte del investigador (y la
discusién con los docentes de la institucién) de los sistemas de significados institucionales
pretendidos para los objetos de estudio (razones, proporciones, proporcionalidad) en
relaciéon con los posibles aprendizajes de los estudiantes. Para esto, entonces, se hizo
necesaria una caracterizacién desde el punto de vista de las matemdticas formalizadas
(aceptadas culturalmente como conocimiento matematico cientifico), en relacién con
referencias de corte histérico-epistemoldgico de los procesos constitutivos de tales objetos
de conocimiento. Se traté de ver, en diferentes momentos del desarrollo histérico de las
matematicas, los tipos de problemas que se enfrentaban, las formas de representacion y las
técnicas instrumentadas relacionadas con esas formas de representacién. De esta forma se

logré caracterizar algunos elementos claves en la constitucién de los sistemas de practica

82 Entre los principales eventos, nacionales e internacionales, en los que se participé se pueden mencionar:
curso corto en el XVII Congreso Colombiano de Matematicas (Colombia, 2009); curso corto y conferencia
en el XXXIII Coloquio Distrital de Matemdticas y Estadistica (Colombia, 2010); Curso corto en el X
Simposio de Educacién Matemdtica (Argentina, 2010), y taller en la 26 Reunién Latinoamericana de
Matemética Educativa (Brasil, 2012). También habria que mencionar tres publicaciones en medios
especializados: una en el Acta Latinoamericana de Matemética Educativa, Vol 26 (junio de 2013), otra
publicada en la Revista Latinoamericana de Investigacién en Matemética Educativa, RELIME (Marzo
de 2014), y la altima aprobada para publicacién en la Revista Cientifica de la Universidad Distrital
(Diciembre de 2014).
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matemadtica, a partir de los cuales se identificaron formas de actividad matemédtica y se
reunieron elementos para la comprensién de la actividad matematica de los estudiantes en
el aula de clase.

Esta parte del trabajo se puede denominar como un estudio documental, que intenta
comprender la manera como razones, proporciones y proporcionalidad han vivido en el
seno de diferentes culturas, en épocas y lugares diversos y cémo es que dichos objetos de
conocimiento matematico fueron usados, comprendidos, organizados en unos sistemas de
practicas locales, pero igualmente, cémo, a pesar de estas diferencias, conservaron ciertos
elementos estructurales que hacen posible su puesta en didlogo, su comunicacién de un
sistema a otro, su transformacién, su sintesis en nuevos sistemas mas globales y, a la vez,

mds potentes.

3.4.1 Segundo foco: estudio histdérico de prédcticas matemdticas

Fracciones, numeros racionales, razones, proporciones, proporcionalidad son
conceptos que han estado presentes desde épocas muy antiguas en las practicas
matematicas de diferentes culturas, tanto en Occidente como en Oriente. Esto se evidencia,
por ejemplo, en los tipos de problema y en las técnicas de solucién con que fueron
enfrentados dichos problemas. Pero identificar practicas matematicas con estos objetos de
conocimiento matemético, y sobre ellos, en contextos socioculturales diversos, separados
temporal e histéricamente, lleva a pensar en una idea tentadora: los objetos de conocimiento
matematico son transculturales, universales e independientes de las personas que piensan
sobre la matemadticas, que las usan en su actividad diaria. Pero una visién asi sobre el
conocimiento matematico es insostenible hoy en dia: existe un consenso generalizado sobre
el reconocimiento de las mateméticas como una forma de actividad humana, y por ende, el
conocimiento matemdtico sélo tiene sentido desde ese conjunto de précticas que ¢l articula,
pero a la vez, de las cuales emerge.

Azzouni (2006) muestra que esta aparente unicidad de los objetos de conocimiento
matematico no puede explicarse acudiendo s6lo a argumentos basados en la organizacién
interna de la disciplina (su estructura axiomdtica deductiva), pues esto entrarfa en
contradiccién con el cardcter situado de toda préactica matematica. También muestra que
no son suficientes argumentos de orden sociolégico, como por ejemplo, las relaciones de

poder entre grupos y personas, o las valoraciones de ciertas formas de conocimiento sobre
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otras,®® pues esto no explicarfa por qué en otras formas de actividad humana, sometidas a
las mismas de condiciones y restricciones sociales, se ha presentado la diversidad y no la
homogeneidad. Con criticas como las anteriores, el autor formula una hipdtesis para
explicar dicha homogeneidad en los objetos de conocimiento matematico: esta
homogeneidad se debe a formas estructurales de la actividad matematica que garantizan
cierta estabilidad en las practicas mateméticas, y que las fijan en el marco de la actividad
de los seres humanos, a pesar de las diferencias contextuales en las que se desarrollan estas
précticas.

Asi pues, esta parte del trabajo se fundamenté en la idea de que la actividad matematica
de los individuos en diferentes épocas y lugares tiene una estructura (forma de organizaciéon
l6gica) que se fija en los patrones de la actividad (practicas matematicas especificas) que
despliegan los individuos en una marco institucional determinado, y busca en la historia y
epistemologia, como se expresé lineas atras, las formas de ser de esos objetos de
conocimiento en el marco de sistemas de actividad especifico. Como lo plantean Jankvist y
Kjeldsen, se trata de

Tomar la préctica de los mateméticos como punto de partida para la historia de las
matemadticas, con el fin de comprender cémo las matematicas han sido practicadas y
comprendidas, como el conocimiento matemadtico ha sido producido a través del tiempo
en diferentes lugares, en diferentes culturas y en diferentes contextos intelectuales, asi
como tales comprensiones y producciones han cambiado, localiza la historia de las
matemadticas en un lugar y en un medio intelectual. Una aproximacién tal involucra
estudiar episodios concretos de la historia de las matematicas para obtener luces en
asuntos tales como: por qué los matematicos se preguntaron las cuestiones que trataron,
porque ellos tratan los problemas de la manera como lo hicieron, qué tipo de pruebas o
argumentos daban, y como éstos fueron percibidas o recibidas dentro de la comunidad
matemdtica de momento, por qué ellos introdujeron ciertos objetos matemadticos,
definiciones y areas de investigacién etc.; y como todo lo anterior influencia desarrollos
futuros en las matematicas as{ como cambios en las percepciones sobre las matematicas.
(Jankvist & Kjeldsen, 2010, p. 836)

Asf entonces, a través de los documentos analizados se estudiaron diferentes sistemas
de practica, buscando no un desarrollo cronolégico o internalista de dichos objetos de
conocimiento, sino para estudiar sistemas de actividad, es decir, identificar los tipos de

problemas que se resolvian, los instrumentos y las técnicas para resolver tales problemas,

y los objetos y conceptos constituidos en tales sistemas de practicas —en linea con los

85 Las cuales en un momento determinado favorecen una forma especifica de préactica matemética,
impidiendo el desarrollo de otras practicas que se consideran desviadas (desde la perspectiva de las
condiciones hegemonicas).
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planteamientos de Ferreirds (2010) o Kitcher (1984) sobre las pricticas matemaéticas,* y la
manera como todos estos elementos en su conjunto, en las personas y en las comunidades,
toman forma en, a la vez que moldean, la accién matematica especifica de las personas —en
la direccién de Jankvist y Kjeldsen (2010) o Epple (2004) sobre la nocién de configuracién
epistémica.®®

En ese sentido, no se trat6 de una mirada cronolégica del desarrollo histérico-
epistemolégico de dichos objetos de conocimiento matemético, sino mas bien de un andlisis
que ve a través de los objetos de conocimiento y de las précticas constituidas sobre ellos,
que los proyecta atrds y adelante en el tiempo, los traslada de época y lugar, buscando con
eso formas de actividad matemdtica, quizds perdidas para nuestra cultura matemdtica
actual, pero que pueden ser utiles para orientar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes en los contextos escolares. Siguiendo a Mosvold, Jakobsen, y Jankvist (2014),
se realiza este estudio buscando elementos que ayuden a los docentes y al investigador a:
(1) orientar los procesos de estudio de los estudiantes, (2) como instrumento para mejorar
la comprensién de los objetos de conocimiento que se pretende ensefar, y (3) para tener
mejores elementos en la comprensién de lo que hacen los estudiantes. Con esto no se espera
que haya un paralelismo entre el desarrollo histérico y el proceso de aprendizaje de
estudiante, sino que por el contrario se espera “lograr una manera productiva de aprender
a escuchar a los estudiantes” (Clark, 2012, p. 70), o como dice Vasco (1995), nos ensefia a
identificar sobre la base de los acontecimientos del ayer, fuentes heuristicas para planificar

los eventos de aprendizaje de las escuelas del maifiana.

8.4.2 Epocas y lugares estudiados

Dado que la cultura matemadtica en la cual vivimos es de alguna manera heredera de la
tradicién constituida en la Europa de finales de la Edad Media en adelante, pero, a su vez,
esta cultura matemdtica europea se fundamenta sobre raices que provienen tanto de la

matemadtica griega del periodo cldsico, como de las mateméticas Indo-Arédbigas de los

8+ En estos autores, las practicas matematicas caracterizan la actividad matematica de las personas de una
época y lugar en funcién de la manera como interrelacionan diversidad de lenguajes (lenguaje natural,
expresiones técnicas, medios simbdlicos, etc.), de formas de enunciar (proposiciones, teoremas,
afirmaciones, etc.), de métodos y formas de razonamiento, y de problemas por resolver.

85 En estos autores las configuraciones epistémicas refieren al conjunto de recursos intelectuales disponibles
en un episodio histérico especifico, y que determinan el curso de la actividad matemadtica de un
matematico o grupo de mateméticos en esa época y lugar.
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primeros siglos de la Edad Media, entonces, éstas fueron épocas y culturas casi que
obligadas en las que habfa que indagar por la forma de presentacién de razones,
proporciones y proporcionalidad en sus sistemas de actividad matemética.

Pero al indagar sobre los sistemas de actividad matemadtica relativos a razones,
proporciones y proporcionalidad de estas épocas y lugares, nos encontramos que las
matemadticas griegas eran a su vez herederas de tradiciones provenientes de la cultura
matemadtica egipcia y babilonia, y que la tradicién de la matematica hindd tenfa a su vez
fuertes nexos con las matemdtica de la China antigua. Por lo tanto, fue necesario ampliar
la base temporal y espacial del estudio, cobijando las matemdticas del antiguo Egipto, la
cultura mesopotdmica, y la antigua China.

Asi entonces, donde fue posible, se identificaron autores u obras que se pudieran
considerar paradigmaticos o representativos®® de la cultura matemaética de dichas épocas y
lugares (por ejemplo, la obra de Euclides o Arquimedes, para la cultura griega) o autores
especializados®” que hubieran realizado estudios detallados de las matemdticas de un
periodo especifico en alguna de estas culturas (por ejemplo, Eleanor Robson para la
matemadtica en la cultura babilénica). La consulta a los autores especializados permitié
identificar potenciales autores y obras paradigmaticas de épocas y lugares. Cuando fue
posible conseguir dichas obras, la consulta de la fuente original ayud6 a confrontar lo
analizado por los autores especializados.

No se incluyeron estudios de las culturas americanas de la época precolombina, no sélo
por falta de tiempo para abarcarlas, sino también por la falta de acceso a fuentes
documentales sobre las matemdticas de dichas culturas, y —aunque desafortunado— porque
las matematicas de estos pueblos amerindios no han tenido influencia notoria en la

matematica que se ensefla en nuestras instituciones escolares.

3.4.8 Las fuentes documentales

Las fuentes documentales se pueden clasificar como primarias o secundarias.
Entendemos por fuentes documentales primarias aquellas que se corresponden con obras

publicadas por autores de la época y lugar en estudio, y secundarias a las que se

8 Un autor u obra se considera paradigmética en una época y lugar, si a juicio de los expertos, las
matematicas de dicha época y lugar estin moldeadas a partir de lo expresado por dicho autor u obra.

87 Un autor se considera especializados si se pueden identificar publicaciones (libros y articulos) que
muestren continuidad en dicho campo de estudio.
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corresponden o que son traducciones modernas (al inglés o espafol) de dichas obras
clasicas, o que son compilaciones analiticas realizadas por autores modernos sobre las

matemadticas de una época y lugar determinado.

Las fuentes primarias

Muchas de las fuentes primarias fueron recuperadas a través de proyectos de
virtualizacién de obras con valor histérico, entre los que se pueden citar, DML: Digital
Mathematics Library,®® The Cornell University Historical Mathematics Monographs,°
Gallica, Biblioteca nacional de Francia,® Internet Archive,®! The University of Michigan
Historical Mathematics Collection,” Google Books,”® sin contar las publicaciones de
colecciones especializadas de editoriales de reconocido prestigio (entre otras, Springer,
Oxford University, Routledge, Cambridge University Press) accesibles a partir los

servicios de biblioteca de la Universidad de Antioquia.

Las fuentes secundarias

Las fuentes secundarias fueron de dos tipos: traducciones al inglés, francés o espafiol
de textos cldsicos publicados en idiomas diferentes; articulos publicados en revistas
especializadas en historia de las matematicas; o libros publicados por autores especializados
en clertos momentos de una determinada cultura.

Algunos de los documentos consultados fueron traducciones (al inglés o al francés) de
textos escritos originalmente en otros idiomas como el griego, el latin, el arabe, entre otros
(no conocidos por el autor de la tesis). En algunos casos, los textos originales (en latin y
arabe) que sirvieron de base para tales traducciones (al inglés y el francés) fueron a su vez
traducciones de textos en otros idiomas (algunos ya perdidos). Esto se puede catalogar
como una dificultad en el acceso a las fuentes, pero, donde fue posible, esta dificultad se
compensdé con la consulta de versiones del mismo texto traducidas por diferentes autores o
en diferentes idiomas, o consultando textos de diferentes autores de la misma época y lugar.

De esta manera se logré tener un sentido méas completo del sistema de practicas

88 Acceso libre desde: http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/~rehmann/DML/dml_links.html

89 Acceso libre desde: http://digital.library.cornell.edu/m/math/index.php

9 Acceso libre desde: http://gallica.bnf.fr/Plang=ES

91 Acceso libre desde: http://archive.org/

92 Acceso libre desde: http://quod.Jib.umich.edu/u/umhistmath/

9 Proyecto de Google y Microsoft para la digitalizaciéon de textos histéricos cuyos derechos de autor ya se
han constituido de dominio piblico
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matemadticas que se cristalizan a través de dichas obras.

Esta fuentes documentales de segundo orden fueron claves para compensar el acceso a
las fuentes originales, pues, por ejemplo, algunos de los documentos mas antiguos que han
sobrevivido hasta nuestros dias (como las tablillas de arcilla de los babilonios) son en
esencia una larga lista de problemas con sus soluciones (que ilustran el método para
solucionar dicho problema y con escasas o ninguna explicacién sobre el fundamento de
dicho calculo),”* y en estos casos, estos autores especializados abren una ventana para ver
ese mundo, que si bien es visto a través de sus ojos, permaneceria oculto a los nuestros si

no fuera por su trabajo.

8.4.4 El tratamiento de las fuentes

A través de las diferentes fuentes documentales se analizaron los tipos de situaciones
en las que los objetos razén, proporcién, o proporcionalidad eran aquello hacia donde se
orientaba la actividad, o eran instrumentos para la actividad misma. Se indagd por las
formas de mediacién instrumental que permitian poner estos objetos en el centro de la
actividad, y por las formas de objetividad logradas en el marco de dichos sistemas de
actividad.

Por supuesto, dependiendo de la época y lugar, las palabras razén, proporcién,
proporcionalidad, no estan, o ni siquiera existen; por lo tanto lo que se buscaba no eran las
palabras, sino si en esas diferentes épocas y lugares se configuraban unos sistemas de
practica en los que se pudieran identificar unas acciones mediadas por unos objetos cuya
tuncién fuera identificable con las formas de accién mediada de aquellas culturas en las que
si estaban presentes estas palabras para nombrar tales objetos de mediaciéon. Se analizé
entonces la estructura de la actividad mediada por tales objetos, y se demarcaron trazas
comunes a dichas formas de actividad. Asi entonces, se identificaron ideas relacionadas con
la cantidad, su representacién, la operacion con las cantidades a través de dichas formas de
representacion, y la relacién de todo lo anterior con los problemas que se debfan resolver;
estos fueron principios claves para encontrar esas caracterizaciones de las practicas
matemadticas relativas a las razones, las proporciones y la proporcionalidad. Nétese que

principios similares fueron igualmente puestos en juego en el anélisis de los sistemas de

9% Quizds por ser textos orientados a la ensefianza, lo que supone estaban acompanados de una fuerte
tradicién oral (sin contar que en ocasiones se trata de textos escritos en versos con un alto contenido
mitico).
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actividad de las clases de matemética de los estudiantes de la institucién educativa en la

cual se realizé la otra parte del estudio.
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4 Razdn, proporciéon y proporcionalidad: Andlisis
epistemolégico de objetos de conocimiento

4.1 La razén como objeto de conocimiento

La razén, como objeto matematico, eclipsada hoy en dia por la teoria moderna de los
numeros reales, ocupa un lugar privilegiado en el desarrollo de las matematicas tal como
las conocemos hoy en dfa, a pesar de que en la actualidad haya pasado al olvido (al menos
para las matematicas formalizadas, pues en la escuela sigue siendo un organizador
tundamental del curriculo). Si bien nuestro concepto moderno de razén se debe en gran
medida a los desarrollos matematicos de los griegos, no se puede desconocer que babilonios,
egipcios, chinos, hindues (entre otros) evidencian un cierto grado de elaboracién en relacién
con este objeto de conocimiento, y que en la Edad Media, gracias al cruce de culturas
gestada en la Europa naciente, en donde los arabes jugaron un papel fundamental, dieron
origen al concepto moderno, base para el desarrollo de las mateméticas que hoy conocemos.
Pero, ;qué tanto se puede hablar de una idea de razén por fuera de ese contexto griego,

ampliamente conocido hoy en dfa, y base del concepto moderno de razén?

4.1.1 La razén, jun concepto primitivo?

Con respecto a las razones, si bien no se puede citar un texto que exprese de manera
explicita qué significaban estos objetos de conocimiento en el marco de culturas
prehelénicas o no occidentales, si es posible, a través de los problemas, sus soluciones, y las
explicaciones, cuando las hubo, formular a manera de hipétesis el lugar de la razén como
objeto de conocimiento en el sistema de préicticas matemdticas de las personas que
escribieron tales textos. Este rastreo es posible gracias que en dichos textos se evidencia
un conocimiento y un uso sistemdatico de las fracciones de la unidad, muy seguramente

entendidas como niimeros; un conocimiento de las relaciones multiplicativas evidenciadas
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en las formas de resolver ciertos tipos de problemas, y en la presencia de algoritmos para
realizar tal operacién; un conocimiento de las razones y las proporciones, en relacién con
los procesos de comparacién y de medida relativa entre diferentes cantidades, necesarias en
la solucién de ciertos tipos de problemas précticos de la agrimensura, la astronomfia, las
construcciones, las transacciones comerciales y la distribucién de diferentes tipos de bienes
y servicios (impuestos, labores, alimentos, etc.). Todo esto permite argumentar en favor de
que la idea de razén ya estaba presente en las matematicas desde la antigiiedad, mucho
antes del discurso griego sobre las razones y las proporciones; es més, en construcciones
teéricas diferentes, pero no por eso menos importantes. Como se mostrara en las secciones
siguientes, desde la antigiiedad no solo se cont6 sino que también se midié, se repartié, se
intercambid, se compré y se vendid, y todas esas situaciones fueron el escenario para el

surgimiento y tratamiento de una idea de razén.

4.1.2 Los sistemas metrolégicos en la base

Quizas uno de los contextos mas antiguos de donde se tenga evidencia de la existencia
de una idea de razén es el uso de los sistemas metrolégicos. Esto se ve, de un lado, en la
conservacién de un cierto tipo de relacién entera entre las diferentes unidades de tales
sistemas, y de otro, en el uso sistemético de las fracciones para expresar los resultados de
las medidas. Asi por ejemplo, los textos?” mas antiguos de que se tenga evidencia del uso
de fracciones datan aproximadamente del tercer milenio a. C., y fueron encontrados en la
antigua Sumeria, en lo que podrfa llamarse un sistema metrolégico para diferentes tipos de
mediciones necesarias en las actividades econémicas y religiosas.

Friberg (2007) expresa que en el periodo de la antigua Babilonia existian diferentes
sistemas de medidas (para medir pesos, longitudes, capacidad, 4reas, volimenes), pero con
una caracterfstica comun: se adaptaron al sistema de numeracién sexagesimal, de tal forma
que las diferentes unidades del sistema fueran un multiplo sexagesimal de una unidad
basica, lo cual les permitia hacer calculos con dichas medidas con el apoyo del sistema de

numeracién.”® La figura 9 muestra el caso de un sistema de medidas de capacidad, en donde

95 Es altamente probable que el desarrollo de unas matematicas que fueran mas alla del conteo y las medidas
simples precisamente estuviera mediado por el desarrollo mismo de la escritura, la cual, por supuesto,
genera un soporte que amplia la capacidad de la mente humana para ciertos procesos: notaciones
numéricas y métodos de célculo basados en esas formas de notacién.

9 La medida de una cantidad en el sistema tradicional se convertia al sistema sexagesimal, se hacfan los
respectivos calculos en el sistema de numeracién, y luego se hacfa la respectiva equivalencia al sistema
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la unidad es 1 sia, y por ende las restantes unidades son lgz'nzész'la; 1bdn=10s1las;

1bang=60silas; 1 gur = 300 silas.

5 5] 10 60
—_ L 2 T e 2 e T e T ey

oo
L]

lg gur 1hg Se Lon 1 sila 1 gin

Figura 9. Sistema de medidas de capacidad en babilonia al final milenio 4 a. C.
(tomado de Friberg, 2007, p. 102).

Para escribir cantidades entre 1y 19 gin, se usaban los niimeros usuales, pero para 20,

30, 40 y 50 gin, se usaban fracciones de sila (l, 1 2 y 3 de sila respectivamente).
372376

Un sistema de la misma época para la medida del peso del grano tiene una caracteristica
similar. Consta de 4 unidades, a saber, se, gin, ma.na y gu.°” Y sus equivalencias son:

1 gin =180 se, 1mana =60 gin Y 1gi =60 mana. En este caso, 1 ma.na es la unidad, y al igual

que en otros sistemas de medida, existfan tablas de equivalencias entre las diferentes
unidades de medida y la notacién sexagesimal (ver Friberg, 2007, pp. 111-114).

En ambos casos, hay dos hechos importantes de resaltar: de un lado, el uso de unas
pocas fracciones (denominadas por algunos autores como fracciones bésicas) para expresar
las medidas en las diferentes unidades, y de otro, el disefio del sistema de unidades en
funcién del sistema de numeracién sexagesimal, lo que les permite expresar todas las
medidas en funcién de una unidad (que se podria llamar fundamental), facilitando que las
operaciones con las cantidades se pudieran realizar con las reglas propias del sistema de
numeracién. Esto quizés sea la razén por la cual los babilonios no desarrollaron reglas para
operar con las fracciones, pues su sistema de numeracién les permitia expresar fracciones
de la unidad (en una notacién similar a la que usamos hoy en dfa con el recurso del sistema
de numeracién decimal), y los sistemas de medida para las diferentes magnitudes estaban
disefiados para que las medidas resultantes se pudieran expresar ficilmente en su sistema

de notacién numérico.

de medidas. Como ayuda para estos cédlculos se disponfa de tablas que expresaban la equivalencia entre
las unidades de medida y su respectiva notacién sexagesimal (esto para todos los sistemas de medida),
tomando el szla como unidad (ver, por ejemplo, Friberg, 2007, pp. 104-106).

97 Estas expresiones se pueden traducir: s¢, grano de cebada o de maiz (aproximadamente 45mg); gin, ciclo,
(aproximadamente 8g); ma.na, mina (aproximadamente 500g); gu, talento (aproximadamente 30 Kg).
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En todo caso, se puede afirmar que estos sistemas metrolégicos permiten la
cuantificacién de cantidades (continuas o discretas), en donde las relaciones entre las
diferentes unidades de medidas eran referidas a una unidad fundamental, es decir, las
fracciones de unidad expresaban una medida relativa con respecto a una unidad tomada
como referencia. Los babilonios, al contar con tablas de equivalencia de las diferentes
unidades de medida al sistema de numeracién sexagesimal, evidencian conocimiento de la
fraccién de unidad en una medida como expresién cuantitativa con la cual se podia operar
a través de su sistema de numeracion.

En la antigua China los sistemas metrolégicos fueron disefiados de manera similar con
base en el sistema de numeracién, pero ahora, decimal. Hacia el siglo VI a.C. se tiene
evidencia del uso de un sistema de unidades para medir la capacidad, con unidades
graduadas en forma descendente y en relacién decimal: el su (aproximadamente 20 litros),

el dou (=$hu), el sheng(=$hu), el ge (=ﬁhu) y el yue (=

1
2000

hu) (Martzlotf, 2006, p.

191). Sin embargo, como se ampliard mas adelante, en las matematicas chinas hay evidencia
de un uso sistematico de las fracciones para representar cantidades y para operar
directamente con ellas: formas de notacién especificas (no basadas en el sistema de
numeracién decimal) y técnicas de cdlculo para operar con las fracciones (sin el recurso a

su transformacién al sistema de numeracion decimal). Quizds esto se deba a que en un

,--+s €tc.) no

)

[SS] )
N | —

sistema de numeracién decimal muchas de las fracciones basicas (como 3

tienen una expresion finita en el sistema, lo que dificulta los cdlculos pues se tendrian que
tener técnicas para operar con expansiones decimales infinitas.

Pero, sin importar la diferencia, de nuevo la cuantificacién de las medidas se expresa a
través de las fracciones, y una fraccién expresa la relacién cuantitativa entre cantidades de
magnitud. La existencia de reglas para operar con las fracciones es evidencia de su
existencia como formas de expresion para la cantidad, y el uso de unas relaciones constantes
entre las diferentes unidades de los sistemas de medida de nuevo ponen en evidencia una
conciencia de las fracciones para expresar las medidas de cantidades.

En el caso de los sistemas metrolégicos de los egipcios, la situacién es un poco
diferente: de un lado, su sistema de numeracién aditivo (con simbolos para las unidades, las
decenas, las centenas, etc.) ofrece muy pocas posibilidades para el disefio de un sistema de

medidas a partir del cual poder medir con facilidad cualquier cantidad. De otro lado, el
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sistema de numeracién sélo les permitia representar cantidades enteras, lo que hizo
necesario desarrollar un sistema de notacién para representar las fracciones en la medida
cuando ésta no era exacta (més adelante se ampliaré este sistema de notacién).

Tabla 1. Sistema de medidas de longitud en el antiguo Egipto
(Clagett, 1999, p. 8).

Unidad Equivalencia
1° = Codo real 7 palmas = 28 dedos
— % Codo corto 6 palmas = 24 dedos
. Brazo 5 palmas = 20 dedos
v Brazo doblado 4 palmas = 16 dedos
= Gran arco 3% palmas = 14 dedos
L Pequenio arco 3 palmas = 12 dedos
= Dorso de la mano 2 palmas = 8 dedos
o) Pufio 1 % palmas = 6 dedos
== Palmo 1 % palmas = 5 dedos
== /A Palma 1 palma = 4 dedos
ﬁ' > Dedo (Subdividido en medios, tercios, % palma = 1 dedo

cuartos, hasta el dieciseisavo)

La tabla 1 muestra un sistema de medidas de longitud (el gran ntimero de unidades
quizds busque tener el maximo de posibilidades para cubrir la longitud que se deseara
medir) las cuales se pueden expresar en funcién de tres unidades bésicas (el codo, la palma
y el dedo), y dado el uso reiterado de las fracciones de palma, se puede pensar en esta como
una especie de unidad principal.

Tabla 2. Equivalencias de unidades de longitud al codo, escritas en notacion moderna.
Papiro Rhind (Gillings, 1982, p. 209)
4 dedos = 1 palma
7 palmas = 1 codo

Palmas Codos

1 |
7

2 1
428

3 111
47 28

4 11
2 14

€ 111
27 14

6 1111
2414 28

El sistema metrolégico hindi es bastante similar al sistema egipcio: su unidad mas
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pequena, el angula (un dedo), seguido por el hasta (un codo), el hombre (la estatura de un
hombre), el crosa y el ydjana,*® hacen evidente que las unidades conservan una referencia
antropomoérfica, y el sistema de equivalencias entre ellas conserva una amplia semejanza
con el sistema de los egipcios. Algo similar pasa con los sistemas de medidas para otros
tipos de magnitud. A pesar de que el sistema de numeracién hindu era decimal, su sistema
de medidas no se disené en funcién de éste, sino que conservé sus referencias
antropomorficas y, por ende, de manera similar a los egipcios, tuvieron en las fracciones y
sus operaciones una herramienta importante para el cdlculo en las diferentes situaciones
que debieron enfrentar. Sin embargo, como se mostrard en la siguiente seccién, el
tratamiento dado a las fracciones fue un tanto diferente.

Si bien todas las culturas en sus épocas més remotas tenfan sistemas de medidas con
referencias antropomorficas, vemos como en el caso de los babilonios y los chinos, se da un
redisefio de los mismos en funcién de sus sistemas de numeracién, mientras que en el caso
de los egipcios e hindtes sus sistemas metrolégicos conservaron estas referencias
antropomorficas. Este tltimo tipo de sistemas de medida fueron ampliamente usados en la
Europa de la edad media, y el redisefio de los mismos en funcién del sistema de numeracién
decimal fue, incluso, una tarea que caminé de la mano con un cambio en la manera de
comprender el nimero, y en su popularizacién fueron fundamentales los cambios en los
sistemas politicos y econémicos de la Europa del, y posterior, al renacimiento.®

Pero independiente de la congruencia o no del sistema de numeracién con respecto a
los sistemas metrolégicos, se disponfa de una serie de conceptos que podemos hacer
equivalentes a nuestro concepto moderno de fraccién, y que les permitia cuantificar
magnitudes no discretas, al igual que operar con dichas cantidades. El caracter de cantidad

de estas fracciones se puede afirmar precisamente por la posibilidad de representarlas a

9  Este sistema de medidas para las longitudes, se definfa asi: Un dedo, equivalente a la longitud de 8 granos
de trigo, un codo equivale a seis veces 4 dedos (es decir, 24 dedos), un hombre equivalente a 4 codos, un
crosa equivale a 200 hombres, y un ydjana equivale a 4 crosas (Bhascara, 1817; Bhaskaracarya, 2001). No
sobra aclarar que Bhascara o Bhaskara son palabras usadas para referirse al mismo autor, cuyo nombre
real fue Bhaskaracarya. E1 Lilavati fue escrito hacia el afio 1150, y form6 parte de una obra mas amplia
que compilaba el conocimiento hindd sobre las matematicas y la astronomia.

9 En el libro de Witold Khula (1980), Las medidasy los hombres, se muestra con gran amplitud este trasfondo
social de los sistemas metrol6égicos (unidades de medida definidas en funcién de lo que se debe medir, del
uso de aquello que se mide, de la utilidad de lo medido, de las necesidades de supervivencia, incluso del
sentido mismo de lo que es medido) donde la medida estd profundamente arraigada en la totalidad del
sistema de précticas de las comunidades y, por ende, cambiar de un sistema a otro, muchas veces no fue
un asunto ni fécil, ni rapido, y requirié de profundas transformaciones en los sistemas politicos y
econémicos de una época y lugar.
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través de alguna forma simbélica, y tener un conjunto de reglas para operar con estas
tormas simbélicas (en casos como el de los chinos e hindtes, de manera muy similar a como
lo hacemos hoy en dfa).

Pero también, esta forma de comprender la razén en términos de los procesos de
cuantificacién de magnitudes, y la estrecha relacién con las fracciones como una forma de
expresar la razén (medida relativa entre dos cantidades), hace igualmente que en la base
del tratamiento de las cantidades se encuentre alguna idea de lo que modernamente
llamamos proporcién. Esto se ve en las formas de operar con las fracciones en los chinos y
egipcios (ver seccién siguiente), pero igualmente se ve en el tratamiento de ciertos tipos de
problemas implicados en las reparticiones de bienes o servicios.

Se puede entonces proponer, a manera de cierre, que los sistemas de medidas, en la
necesidad de la cuantificacién de las magnitudes (en funcién de ciertos tipos de practicas
sociales) son una fuente importante a partir de la cual una idea de razén tiene su asidero, y
en donde la fracciéon de unidad es la forma més usual para expresar esa cara de la razén.
Ademds, la fraccion es la forma de expresar ese niimero no entero, y la razén es el proceso
mediante el cual establecer la comparacién entre las diferentes cantidades de magnitud.
Todo esto, como se menciond antes, sobre la base de los sistemas de actividades de las

comunidades (comprar, vender, construir, cultivar, cobrar impuestos, etc.).

4.1.8 En los griegos: nociéon moderna (occidental) de razén

El concepto moderno de razén, por asi decirlo, tiene sus orfgenes en la matemdtica
griega, y los libros V y VII de los Elementos (Euclid, 1908)'°° son el maximo tratado teérico
sobre las razones y las proporciones escrito en la antigiiedad. En general, el estudio de las
razones en el contexto matemdtico griego se localiza en la rama de las matematicas que

estudian las cantidades'?! relativas, es decir, las cantidades en sus relaciones mutuas de

unas a otras (logistica, del griego AoylGTIKE),'*? y en particular, para el caso de los nimeros,

100 En general, para este capitulo se tomé como base la edicién de los elementos realizada por Sir Thomas
L. Heath. Igualmente, con fines comparativos, se consulté la edicién en espafiol publicada por Editorial
Gredos.

101 La cantidad (quantun, mocov), en las matemadticas griegas era comprendida bajo dos formas: las
magnitudes, referidas a las cantidades continuas, y los numeros, referidos a las pluralidades, las
cantidades discretas (ver Metafisica 5, 1020a 5-15).

102 Nichomachus de Gerasa dice al respecto: “la cantidad una parte es estudiada en s7 misma, sin ningin tipo
de relacién con alguna otra, como ser ‘par’, impar’, ‘perfecto’. [...7] y la otra es cuando es relativa a alguna
otra cosa, y solo es posible de ser pensada en su relacién a la otra cosa, como ‘doble’, ‘mayor, ‘menor’,
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esta parte del estudio de las cantidades se consagraba a la musica.

La palabra razén proviene de latin ratio que fue la traduccién latina de la palabra griega

Aoyos (logos),'** cuyo significado més habitual era la forma como comprendemos algo, la
inteleccién sobre algo (también hacfa referencia al razonamiento mental sobre algo, o al
discurso producido sobre algo y expresado en la palabra). En el contexto matematico
griego, logos igualmente era usada para referir la relacién mutua entre dos cantidades.
Ahora bien, como lo expresa ampliamente Heath en sus comentarios explicativos a la
definicién 3 del libro V de los Elementos,'°* el tipo de relacién que expresa logos con respecto
a las dos cantidades dadas, es en términos de medida relativa de una cantidad con respecto
a la otra. Esta nociéon de logos como comparacién, como relacién cuantitativa entre dos
cantidades se puede ver en las explicaciones dadas por Theon de Smyrna (1892) a los tipos
de razones entre nimeros. Por ejemplo, al definir la razén superparticular,'%’ dice: “la razén
es superparticular cuando el término mayor contiene una vez al menor mas una part de este,
es decir, cuando el més grande sobrepasa al mas pequefio en una cantidad que es una part
de este” (p. 125, énfasis del autor). De manera similar procede para el caso de otros tipos
de razones (géneros de razén en el sentido griego).'°¢ Al analizar estos conjuntos de
definiciones se pueden sacar conclusiones interesantes:

a. Hay una distincién entre las cantidades comparadas y la expresiéon que cuantifica la
relacion (logos) entre dichas cantidades. Asi por ejemplo, ser multiplo o submiultiplo
definen géneros de relaciones (logos) de las cuales, ser doble, triple, cuddruple, mitad, tercio,
cuarto, etc., son diferentes especies, a los cuales pertenecen parejas de ntimeros, las
parejas que cumplen con la relacién expresada para cada especie. Es mds, para cada
especie existen infinitas parejas de niimeros que tienen el mismo logos (ver por ejemplo,

Nicomachus (of Gerasa), 1926, p. 214 y siguientes);

‘mitad’, ‘uno y una y media vez’...” (Nicomachus (of Gerasa), 1926, p. 184).

103 En el sentido amplio de la palabra, logos es una expresién con un amplio significado en la filosofia griega
(ver diccionario de Filosofia de Ferrater Mora), y es igualmente usado por Euclides y Aristételes para
referir a la raz6n entre dos cantidades (nimeros o magnitudes).

10+ En la definicién 3 del libro V de los Elementos de Euclides se lee: “Una razén es un tipo de relacién con
respecto al tamafo entre dos magnitudes del mismo tipo” (Euclid, 1908, p. 114).

105 Sobre esta definicién y las otras que nombran las razones se volverd en la seccién siguiente debido a la
importancia que tiene para mostrar la relacién entre las razones y las fracciones. En particular, en esta
definicién, la expresién “part” debe ser interpretada como una fraccién de la forma ), . En adelante la
palabra “part” usada en las traducciones al inglés de textos antiguos (de originales en griego o en latin),
se traducira al espanol como “parte exacta’ o “parte alicuota’, o donde no se preste a confusién, simplemente
como “parte”.

106 Definiciones similares se pueden encontrar igualmente en Nichomacus (1926).
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b. Las especies se presentan en parejas que se codefinen una a la otra, por ejemplo, las
especies doble y mitad, triple y tercio, etc. Esto implica, por ejemplo, que dadas dos
cantidades 4 y B, siempre se tiene la posibilidad de definir dos formas de razén, a saber,
A:Bo B:4 (de la mayor a la menor, o de la mayor a la menor), y dada la una, de manera
inmediata se tiene la otra, pues por ejemplo, si 4 es el doble de B, entonces dado que B
es contenido dos veces en A4, entonces B es la mitad de 4;

c. Para cada especie existe una pareja de nimeros (la pareja de ntimeros mas pequefnos
que pertenecen a la especie, y que son primos entre si) que esté en el /ogos definido para
la especie, que se pueden tomar como generadoras de las demds parejas que pertenecen
a la especie (en términos modernos, el representante de clase). Asf por ejemplo, larazén
de 2 a 1 se puede tomar como la generadora de todas las demas razones que componen
la especie dobles y todas las demdas parejas de nimeros de esta especie son tales que se
pueden organizar de manera creciente de acuerdo a la serie de los nimeros pares (ver
por ejemplo, Nicomachus (of Gerasa), 1926, p. 216; Théon (de Smyrne), 1892, p. 131).
En general, esto se cumple para cualquier razén: un logos, como especie, permite
caracterizar una familia completa de parejas de cantidades que estan en el mismo logos,
que estan en analogia (avoioyia), y para cada familia se puede definir un representante
de clase (en el lenguaje moderno) que genera (de acuerdo a un principio o ley) todas las

demds parejas de dicha especie.

Otra forma de argumentar en favor de esta idea de razén como medida relativa entre
dos cantidades se puede apoyar en el sentido de la idea de proporcién (analogia). Proporcion
en el contexto griego significaba similitud en el logos, es decir, conservar la misma relacién
cuantitativa, y esta aplicaba tanto para las relaciones aditivas (exceder o ser excedido) que
generaban las proporciones aritméticas, y las relaciones por medida relativa (logos) que
generaban las proporciones geométricas (Nicomachus (of Gerasa), 1926, p. 264; Théon (de
Smyrne), 1892, p. 133). Sin embargo, Theon afirma que en el sentido estricto del término,
proporcién refiere a la comparaciéon de cantidades que estdn en la misma razén (logos), y
este es el sentido que se encuentra en los Elementos. La definicién 20 del libro VII de los
Elementos define la proporcién entre cuatro ntimeros recurriendo a la idea de que éstos,
tomados dos a dos, estdn en proporcién cuando son el mismo multiplo, o la misma fraccién

el uno del otro, es decir cuando conservan su medida relativa. Hacer una afirmacién similar
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para la definiciéon 5 del libro V implica dilucidar el concepto de equimiltiplo, sobre el cual
descansa la nocién de tener, de estar, en la misma razon.

El principio de los equimultiplos para determinar cuando cuatro magnitudes estan en
una misma proporcién dice: ...cualquiera equimdultiplos tomados de la primera y de la
tercera, y de la segunda y la cuarta... si la primera excede a la tercera, la iguala, o es
menor,... entonces igualmente la segunda excede, iguala o es menor con la cuarta. Esto es,
si A, B, C y D son las cuatro magnitudes, de las cuales se quiere saber si estdn o no en la

misma proporcién (es decir, determinar si la razén de las magnitudes A a B es la misma de

las magnitudes C a D) se debe verificar (en notacién moderna): Va,me N, si nd >mB, o,

nd=mB, o nA <mB, entonces, respectivamente, nC >mD , 0, nC =mD, o nC <mD. Dicho

de otra forma, si dadas las magnitudes A, B, y sus respectivos multiplos 4, 2.4,34,... y
B, 2B, 3B,... organizados de acuerdo un orden determinado por su tamarfio, al igual que las
magnitudes C y D, con sus respectivos multiplos ¢,2C,3C,... y D,2D,3D,..., entonces la

ley de distribucién de los miltiplos de A con respecto a los de B, debe ser exactamente igual
que la ley de distribucién de los multiplos de C con respecto a los de D.!°7 De esta forma,
el concepto de equimultiplo presente en la definicién 5 del libro V estarfa entregando una
técnica operatoria (Acerbi, 2003) para definir cudndo cuatro magnitudes son o no
proporcionales entre si.1°8 Aceptando entonces esta idea de la equidistribucién de todos los
multiplos correspondientes cuando las magnitudes que se comparan son proporcionales,
entonces lo que se estd proponiendo es que esas cuatro magnitudes, comparadas dos a dos,
conservan la misma medida relativa.

En suma, se puede afirmar entonces que la razén de la magnitud 4 a la magnitud B se

107 Una descripcién detallada de esta interpretacién se puede leer en la nota explicativa de Sir Thomas Heath
a la definicion 5 del libro V de los Elementos (Euclid, 1908, especialmente paginas 120 a 126).
Explicaciones similares también se pueden leer en De Morgan (1836), especialmente paginas 1 a 29, cuyo
principal objetivo es, como lo expresa el titulo, un intento de comprender el libro V de los Elementos.

108 Esta forma operatoria del concepto de equimultiplo se puede ver en muy pocas demostraciones de los
elementos (por ejemplo, proposiciones 8 del libro V, 33 del libro VI, 25 del libro XI y 13 del libro XII)
pues la mayorfa de los problemas y construcciones que se resuelven en los elementos parten de la
existencia de la razén entre dos magnitudes, y desde allf, al considerar que la ley de distribucién de los
equimdultiplos se cumple, se demuestra que otras dos magnitudes tienen la misma razén. Otro texto donde
se puede leer esta forma constructiva de la definicién 5 del libro V es en el tratado de Arquimedes sobre
las espirales, en la demostracién de la proposicién 1, en donde se demuestra que si dos cuerpos se mueven
a velocidad constante, entonces las distancias recorridas son proporcionales a los tiempos empleados
(Arquimedes, 1970). Un uso similar se puede leer en Galileo Galilei (1976), demostrando que el tiempo y
la distancia recorrida por un movil son directamente proporcionales cuando se viaja a velocidad constante
(casi la misma demostracién de Arquimedes, aunque Galileo no da ninguna referencia al respecto).
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puede interpretar como una especie de cuantificacién (relativa) de la primera magnitud con
respecto a la segunda, la cual ha sido tomada como unidad de medida (idem, si 4y B fueran
ntmeros). Por lo tanto, la razén expresa una forma particular de relacién entre las
magnitudes (ntimeros) 4 y B, a saber, la medida relativa de una con respecto a la otra.
Adicionalmente, la proporcién entre cantidades (nimeros o magnitudes) afirma que éstas,
tomadas dos a dos, conservan la misma razén, es decir, la misma medida relativa.
Adicionalmente se puede afirmar que la nocién de razén (logos) distingue, de un lado, la
tamilia, la especie de todas las parejas de cantidades (magnitudes o ntimeros) que tienen el
mismo logos (estdn en proporcién, en analogia), y de otro, la cuantificacién de ese logos, es
decir, la expresién numérica que expresa la medida relativa entre las cantidades
comparadas: en términos modernos, los nimeros racionales para las razones entre nliimeros
(naturales) y las magnitudes conmensurables, y los niimeros irracionales para las razones

entre magnitudes inconmensurables.

4.1.4 Pero..., no solo en los griegos vivié la razén

Si bien en la actualidad, cuando se habla de razén, lo que se viene a la mente es la idea
que heredamos de los griegos a través de las reelaboraciones realizadas por los matematicos
arabes y europeos a lo largo de la Edad Media, no se puede desconocer que en otras
latitudes, en otras épocas, igualmente se pueden rastrear nociones que, por su lugar como
instrumentos en el tratamiento de cierto tipo de situaciones, por las operaciones
constituidas alrededor de ellas, por las representaciones, etc., se pueden reconocer como la
idea de razén en esa época y lugar.

Asi por ejemplo, en documentos que datan de la dinastia Ming se encuentran
enunciados de problemas que se corresponden con la situacién tipica de encontrar la altura
de un determinado objeto, y la distancia a que se esta de él, bajo el supuesto de esta medicién
no se puede hacer de manera directa. El siguiente es un ejemplo:1%?

Ahora una isla en el océano es observada. Clavamos dos estacas de la misma altura de
tres Zhang [=30 pies = 5 pasos_| 1000 pasos separadas una de otra, de tal manera que la
estaca de atrds esté alineada con la estaca del frente [alineadas con la isla]. Si uno se
mueve 123 pasos atrds desde la estaca del frente, y mira desde el suelo hasta la cima de
la montafia en la isla, ésta coincide con la parte mas alta de la estaca del frente. Si uno
retrocede 127 pasos desde la estaca de atras, y mira desde el suelo ala cima de la montaiia

109 Este problema lo toma Vogel de un libro antiguo (siglo III a. C.) que compila una serie de problemas
orientados a cdlculos de distancias para las cuales no se tiene acceso de manera directa. Una traduccién
del libro se puede leer en Swetz (1992).
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en la isla, estd de nuevo coincide con la parte mas alta de esta estaca. E1 problema es
encontrar la altura de la isla y la distancia a la estaca del frente. (Vogel, 2002, p. 1).

Seguidamente el autor presenta la solucién del problema y describe el procedimiento
(es decir la regla que permite el calculo), el cual se basa en las razones de los lados de los

tridngulos 4BH y FGH, y en particular, de A

T dym 122
los triangulos ACF y FJH (figura 10), en * o it
gu y ( gu )’ * C  d=1000 F
tanto que la solucién del problema se ! " .
[ X
'
tundamenta en que los segmentos JH y CF B & & a J H
—y 2

conservan la misma relacién con los
. Figura 10. Diagrama en el problema de la isla.
segmentos FG y AK respectivamente. (tomado de Vogel (2002, p. 2)).
Ahora bien, dado que en las matematicas chinas no se tiene evidencia de una teoria
sistemdtica de tridngulos semejantes (Dauben, 2007; Martzloft, 2006), entonces la
posibilidad de comparar pares de magnitudes, y establecer si conservan o no la misma

medida relativa, descansa sobre otro criterio: la igualdad de las 4dreas de los rectangulos

subtendidos por los lados de tridngulos semejantes. Asi por ejemplo, en la figura 11,

B4 _ED " ]o que, sin el recurso de la B
AC  DC

semejanza de tridngulos, se puede explicar

a partir de la igualdad de las 4reas de los

recténgulos AG 'y DF, en tanto A

ABxDC=ACxDE, de donde se deduce Figura 11. Gromon usado para justificar la semejanza entre
segmentos.

tacilmente que %:%. Esta observacién es importante porque muestra que hay una idea

mateméatica que cumple con la misma funcién (légica si se quiere) que la idea moderna de
razén, lo que de alguna manera permite llamar a dicha idea, la idea de razén en las
matemadticas chinas de aquel momento (asf ellos le hubieran dado otro nombre, o incluso,
asf no lo hubieran nombrado).

Dicho de otra manera, el legado griego presente en los libros V y VII de los Elementos
de Euclides, es uno entre otros posibles, y a pesar de las diferencias necesarias entre unos
y otros, se puede asegurar que una idea de razén ha estado presente desde la antigiiedad
(como se ampliara en las secciones siguientes, por los problemas que se resuelven, por los
instrumentos y procedimientos para su solucién, por la manera como se comprenden las

razones), y en los casos estudiados, refiere la medida relativa entre dos cantidades, e
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igualmente, en estos casos estudiados, la proporcién es la conservaciéon de esa medida

relativa entre dos parejas de cantidades.

4.2 Las fracciones: una forma de expresion para las razones

Si bien no se puede negar la existencia de ciertas formas de conceptualizacién y de
técnicas operatorias asociadas a una idea de fraccién en lo que se podrian llamar las
matematicas occidentales de la era cristiana, es necesario reconocer que lo que se conoce
hoy en dia sobre fracciones, al igual que las técnicas operatorias asociadas a ellas, tiene una
tuerte influencia de concepciones desarrolladas en diferentes épocas y lugares: en las
matematicas del antiguo Egipto, Babilonia, China, India y del mundo isldmico. “Tanto en
la China, como en la India, o en el mundo éarabe, las primeras obras matemadticas que
nosotros conocemos, la mayorfa testimonios tardios de tradiciones anteriores y de textos
ya perdidos, tienen una parte relativa a las fracciones las cuales por lo general son
presentadas en relacién con la operacién de la divisién,...” (Benoit, Chemla, & Ritter, 1992,
p. 177). Estas concepciones ingresan al mundo occidental finalizando el primer milenio de
la era cristiana (en gran parte, gracias a la expansién drabe en Europa), y tienen gran
influencia en el desarrollo de la matematica occidental del Gltimo milenio.

Sin embargo, a pesar de esta aparente base comun, en lo que podria llamarse una misma
base fenomenolégica, hay diferencias significativas en el tratamiento matematico que se da
a las fracciones, no solo por las formas de representacién del niimero o los instrumentos de
calculo disponibles, sino también por el sentido mismo del nimero en relacién con la

cosmovisién propia de una época y lugar.

4.2.1 Algunos sentidos para la nocién de fraccion antes de los griegos

De lo dicho en la seccién anterior se puede colegir que las fracciones, al igual que los
nimeros (al menos los enteros positivos), formaron parte de los primeros desarrollos
matematicos de las diferentes culturas. Esto tiene sentido si se acepta que la cuantificacién
no tiene solo el aspecto del contar, sino también el de medir, y que las culturas que
desarrollaron sistemas de produccién y comercializacién complejos tuvieron la necesidad
de hacer medidas y realizar calculos con esas medidas. De esa manera, las fracciones

emergen como la posibilidad de tratar diferentes tipos de situaciones en las que se
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necesitaba cuantificar cantidades y las relaciones entre dichas cantidades, en el marco de
complejos sistemas de relaciones sociales. Sin embargo, a pesar de ese aparente origen en
actividades similares, la conceptualizacién sobre las fracciones tomé diferentes caminos.

En las matematicas chinas los problemas tipicos que implicaban el uso de fracciones
fueron la reparticion de ciertos bienes entre varias personas, repartos proporcionales,
calculo de intereses, tasas de impuestos, intercambio de productos.!'!® En el contexto de
este tipo de problemas, la nocién més comin para la fraccién proviene de dividir un todo
en partes iguales, lo cual se evidencia en expresiones como shi fen chi yi ye, que significan
literalmente “10 partes” o “1 de 10 partes de (1) ¢k’ (Dauben, 2007). Esto sugiere no sélo
la reparticién de un todo en partes iguales, sino la relacién entre el tamafio de cada parte y
el todo. Este tltimo sentido es el que se estandariza en el proceso de consolidacién de las
matematicas chinas en el primer milenio de la era cristiana (Dauben, 2008).

Otro sentido para la fraccién proviene de la operaciéon de dividir: los calculadores
llamaban skz al numerador (dividendo) y fa al denominador (divisor), lo cual podria ser
interpretado de distintas maneras, pero en esencia se trataba de la reparticién de una
riqueza (shi) con base en una determinada ley (fa) (Martzloff, 2006, p. 194). La fraccién
expresa el residuo de dicha divisiéon. “... cuando una divisién no daba exacta, quien

calculaba invariantemente expresaba el resultado en la forma 4+ 4 donde A es un entero
a

kuan (con respecto a una unidad dada) y € expresa el residuo de dicha divisién (con a'<a
a

puesto que 2. representa una fraccién de la unidad principal)” (Martzloff, 2006, p. 193).
a

Asi la fraccién o bien refiere a la relacién parte todo entre las dos cantidades que deben ser
divididas, o el residuo después de efectuar la divisién, el cual quedaba expresado como una
especie de relacion (por no decir razén) entre la cantidad de unidades que sobraron del
dividendo, con respecto a las unidades del divisor (asf por ejemplo, al dividir 12 entre cinco,
el residuo se expresaba como 2 de 5).

La situacién en los diferentes textos matematicos de los hindies es similar a la de las

matematicas chinas. Las fracciones se encuentran en contextos de dividir o repartir. En la

110 Ver por ejemplo, Dauben (2007; 2008) o Cullen (2007) donde se muestran la traduccién del Swan Shu Shu
(EL libro de los niimeros y los cdlculos), un texto matemdtico antiguo (aproximadamente 200 a. C.) que
describe procedimientos para calcular con los niimeros (en particular con las fracciones), al igual que una
serie de problemas y métodos para solucionarlos. Otro texto que describe procedimientos de calculo y
problemas tipicos es el llamado “Nueve Capitulos” del cual se pueden leer extensos fragmentos traducidos
al inglés en Dauben (2007).
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traduccién al inglés del Lilavat: (Bhascara, 1817), el traductor comenta que literalmente la
fraccién refiere a una cantidad dividida, o la cantidad que es obtenida de la division. De esta

torma, al igual que el contexto de las matematicas chinas, el resultado de la divisién se

expresaba en la forma 444 donde 4 es un nimero entero y ad<a representa el resto de la
a

divisién, aunque para los célculos, estas expresiones mixtas se transforman en fracciones

donde el numerador es mayor que el denominador (fracciones impropias), a partir del uso

de un procedimiento que se puede sintetizar en la forma 4xa+d  pero al terminar los
a

célculos se regresan a la forma mixta.!!! Keller (2006a) afirma que este doble uso de las
tfracciones (mixtas e impropias) implica una distincién entre la fraccién como parte de un
todo (siempre menor que la unidad) y la fraccién como expresién de un nimero racional
(ntimero fraccionario en general) que puede ser mayor que 1. Sin embargo, el hecho que
esta forma general s6lo se usara en los célculos (como cantidades auxiliares) puede hacer
dudar sobre ese grado de generalidad en la comprensién de la fraccién como nimero
racional.!'? Pero el que pudieran operar con las fracciones como entidades simbdlicas en sf
mismas argumenta en favor del nivel de abstraccién con que eran manipuladas este tipo de
entidades en las matematicas hindtes. Asi por ejemplo, se puede ver en las reglas para
operar con las fracciones (Bhascara, 1817, p. 13) que las fracciones son referidas como
cantidades.!!?

En textos del antiguo Egipto se evidencia un uso sistemdtico de las fracciones en
funcién de los diferentes tipos de problemas que se debian resolver. Uno de los contextos
dentro de los cuales se usaban las fracciones fue el de la divisién entre nimeros enteros con
un residuo. Segin Caveing (1992), la expresiéon mas usual para la divisién era: “Calcule con

d, hasta completar D (Compte avec d jusqu'a trouver D)”. Se trata de dividir D, entre d, con

d<D. Esta expresion es similar a la de la multiplicacién: ‘calcule con M, m veces’, lo que
hace pensar que para la divisién, los escribas egipcios en tGltima instancia buscaban con qué
nimero multiplicar el divisor para obtener como resultado el dividendo. Adicionalmente,

se puede evidenciar en los distintos procedimientos para realizar los calculos que la fraccién

11 Gran similitud con el caso de las matemadticas chinas, lo que se puede explicar como resultado del
intercambio cultural entre ambos pueblos.

112 Joualmente el que no usaran el sistema de numeracién decimal para notar las fracciones puede ser otro
argumento usado en contra de esa generalidad de las fracciones como expresiones de un ntimero racional.

113 La palabra es rasz la cual es usada en diferentes contextos para referirse a las cantidades (ver por ejemplo
(Keller, 2006b, p. 214))
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siempre era referida a la cantidad que representa la parte una vez sustraida del todo, es decir,

que la expresion L siempre refiere la n-ésima parte de un todo 4. Maurice Caveing (1992) llama
n

la atencién sobre este hecho para mostrar que, contrario a algunas interpretaciones que
afirman que los egipcios comprendian las fracciones unitarias como cantidades menores que
la unidad, el estatus operatorio de las mismas muestra que en el sentido estricto de la
palabra las fracciones egipcias no operan como tales cantidades, en tanto la unidad es

variable, no es el 1 absoluto de la aritmética, y lo que se divide en z partes no es dicho 1,

sino una cantidad cualquiera que se toma como unidad. Pero se debe resaltar que 1 es una
n

entidad abstracta (una especie de operador que produce el valor de la parte) que denota una

operacién: calcular la n-ésima parte de...

4.2.2 sFracciones en las matemdticas griegas?

Para el caso de las matemadticas en la antigua Grecia la situacién es un poco diferente.
La tajante diferencia que se establecié entre las matemdticas practicas y las matematicas
tedricas,!!* practicamente relegé el uso de las fracciones a las matematicas practicas, y por

tanto, su contraparte teérica (logistica tedrica)!!® estudia las partes de los ntimeros en tanto

1+ Jacob Klein (1992) muestra que esta distincion entre las matemdticas tedricas y las matematicas practicas
no debe confundirse con la distincién aritmética (arithmoi) y logistica (logistic), pues en el caso de las
matematicas précticas y tedricas la separacion es entre el estudio de los nimeros como objetos puros del
pensamiento vs el uso de los nimeros en las actividades practicas, fundamentalmente en el comercio. Por
su parte, la distincién aritmética y logistica tiene que ver con el estudio de los nimeros en si mismos
(arithmoi) vs el estudio de los ntimeros en sus relaciones mutuas de unos a otros (logistic). De esa manera
la aritmética se encarga del estudio de la naturaleza de los nimeros (ser par, impar, perfectos, abundantes,
etc.) mientras que la logistica estudia las relaciones entre los niimeros (ser mayor o menor, la razén entre
ntmeros) y las operaciones entre ellos. Nicomachus (1926) expresa ideas similares, dejando el estudio de
los nimeros en si mismos a la aritmética, mientras que el estudio de los nimeros en sus relaciones
relativas a la musica (del mismo modo que asigna a la geometria el estudio de las magnitudes en sf mismas,
en sus formas estables y sin cambio, mientras que el estudio de las magnitudes en movimiento, en su
continuo fluir, es estudiado por la astronomia). Reflexiones en el mismo sentido se pueden encontrar en
Aristételes, Metafisica, 1004b, 10-20.

115 De acuerdo a lo dicho en nota 114 se puede hablar de una aritmética practica y una aritmética teérica, al
igual que de una logistica practica y logistica teérica. La aritmética practica trata de los nimeros en tanto
emergentes de la actividad fisica de contar, mientras que la aritmética tedrica trata del nimero como
emergente de las unidades abstractas, de las ménadas, como objetos puros del pensamiento. Igual forma
de distincién aplica entonces a la logistica practica y la logistica tedrica: la primera, estudia los calculos
y las relaciones numéricas tal como se presentan en las actividades cotidianas, la segunda, lo mismo, pero
en relaciéon al nimero como objeto puro del pensamiento. En la Repiéblica de Platén, se pueden ver
fragmentos en los que se hace referencia en este sentido: “Eso tan vulgar -dije- de conocer el uno y el dos
y el tres. En una palabra, yo le llamo ntimero y cdlculo” (Platén, 1988, 522c¢); “Serfa conveniente, Glaucén,
establecer por ley este estudio y persuadir a los que van a participar de los més altos cargos del Estado a
que se apliquen al arte del calculo [logistica], pero no como aficionados, sino hasta llegar a la
contemplacién de la naturaleza de los nimeros por medio de la inteligencia; y tampoco para hacerlo servir
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razones, en virtud de la indivisibilidad de la unidad, que no es el caso en las actividades
practicas.'’® Esto es, mientras que en las actividades précticas, las fracciones se aceptaban,
siguiendo la tradicién egipcia, en las matemdticas tedricas, mds que hablar de fraccién se
habla de razén, la cual expresa la comparacién entre cantidades.

Sin embargo, las reflexiones sobre la fraccién no estaban totalmente ausentes en los
tratados teéricos. En la aritmética de Nicomachus, al expresar las propiedades de los
nimeros pares dice que el nimero par es aquel que puede ser dividido tanto en partes
iguales como desiguales, y que en ese proceso de descomposicién, entre mas grande el
tamano, menor la cantidad (Nicomachus (of Gerasa), 1926, libro I, capitulo VII, §3).117 Una
posible interpretaciéon que podemos dar a esta expresién es que si se toma cualquier niimero,
y se compara su tamarfo relativo con respecto a la unidad, cuanto més grande el nimero,
menor parte es la unidad de este, asi por ejemplo, la unidad es un medio del dos, un tercio
del tres, un cuarto del cuarto, etc.!'® Pero no debe olvidarse que en el contexto de la
aritmética griega, un medio, un tercio, ..., significa tanto una fraccién de la unidad, como
la expresién que permite hablar de la relacién (razén) entre dos cantidades. La base para
esta afirmacién se puede encontrar en el sentido para dos expresiones claves que refieren a
las modernamente llamadas fracciones de unidad: pépog (méros, parte) y pépn (meré, partes),
que, como se verd a continuacién, se pueden interpretar como expresiones genéricas para

referir a lo que en notacién moderna llamamos fracciones de la forma L y 72 mmne N y
n n

en compras y ventas, como hacen los comerciantes y mercaderes...” (Platén, 1988, 525c¢).

116 E]l mismo Platén, en la Republica, Libro VII, 525d dice: “este estudio del que estamos hablando eleva
notablemente el alma y la obliga a discurrir acerca de los Ntimeros en si, sin permitir jamés que alguien
discurra proponiendo ntimeros que cuentan con cuerpos visibles o tangibles “hacer cilculos con ntimeros
concretos . En efecto, sabes sin duda que los expertos en estas cosas, si alguien intenta seccionar la
unidad en su discurso, se rien y no lo aceptan, y si tu la fraccionas ellos a su vez la multiplican, cuidando
que jamads lo uno aparezca no como siendo uno, sino como conteniendo muchas partes” (Platén, 1988).

117 Boethuis, en su libro De Institutione Arithmetica, en el libro primero (el cual es en esencia una traduccién,
ampliada con explicaciones del libro primero de la aritmética de Nicomachus) explica esta relacién entre
un nimero y las partes de ese niimero diciendo que cuando un nimero es dividido en dos partes iguales,
estas dos partes son las dos mas grandes que se pueden obtener, y que por el contrario, cuando se dividen
en tres partes iguales, entonces el tamafio de cada parte ahora es més pequeiio, pero se ha aumentado en
ntimero de partes. “lo que hemos explicado previamente es que cuando una cantidad crece al infinito en
pluralidades, entonces el espacio, el cual de otra manera puede llamarse una magnitud, se disminuye en
secciones infinitamente pequefias...” (Boethius, 2006, p. 77).

118 JTamblichus (1988) refiere estas relaciones como el diagrama lambda, el cual se puede representar como
sigue (usando notacién moderna):

1 1
2/M\1/2 3,/N1/3
4 14 °F g 1/9
8 1/8 27 1127

En el cual se expresan la relaciones entre dos series de nimeros que estdn en progresién geométrica.
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m<n.

Estos términos aparecen en la definiciéon 1 del libro V y las definiciones 3 y 4 del libro
VII de los Elementos,''* y en lineas generales expresan que un ntimero (respectivamente una
magnitud) es parte de otro cuando lo mide exactamente, pero es partes cuando no lo mide
(esto ultimo ya no se afirma para las magnitudes).!2° De acuerdo con Heath (Euclid, 1908),
la expresién parte remite a la Metafisica de Aristételes!'?! y debe ser entendida como la
relacién entre dos ntimeros en donde el menor mide exactamente al otro y, por ende, dicha
expresién dice que el nlimero menor es “parte exacta” (parte alicuota) del mayor, es la n-
éstma parte del mayor.'?2 En consonancia con lo anterior, partesindica que si bien el nliimero
menor no mide exactamente al mayor, existe otro nimero que mide a ambos (a veces es la
unidad), tal que dicho nimero es parte del mayor, y m-veces esa parte iguala al nimero
menor, es decir, m-veces la n-ésima parte del nimero mayor iguala al nimero menor.!2? Asi
pues, partey partes son en la obra euclidiana las formas de referir las fracciones (unitarias y
no unitarias), pero entendidas en su forma no de ntmeros, o cantidades menores que la
unidad, sino en su forma de expresiones para la relacién parte-todo (razén) entre dos
nimeros (o cantidades). Es igualmente importante anotar que partes es comprendida como
la repeticién de una parte una cierta cantidad de veces, mientras que parte se define en su

relaciéon de medir de manera exacta al todo!?* y, por ende, estd en estrecha conexién con la

119 Def. 8, libro VII: Un ntmero es parte de un ntimero, el menor del mayor, cuando este mide al mayor (la
definicién 1 del libro V es idéntica a esta, pero cambiando la palabra nimero por magnitud); Def. 4, libro
VII: Pero es partes cuando no lo mide. (Euclid, 1908).

120 E] concepto de paries no se expresa para las magnitudes (libro V) sino solo para el libro VII (definicién
4). Quizas se deba a que esta expresiéon no puede extenderse de manera generalizada a las magnitudes,
pues no todo par de magnitudes son conmensurables entre si, mientras que en los nimeros, todo par de
ndmeros son conmensurables entre si (con la ménada, la unidad).

121 “Parte, en un sentido se dice de aquello en que se puede dividir una cantidad cualquiera. Porque siempre
lo que se quita de una cantidad, en tanto que cantidad, se llama parte de esta cantidad. Y asf dos puede
considerarse como parte de tres. En otro sentido, se da sélo este nombre a lo que mide exactamente las cantidades;
de suerte que, bajo un punto de vista, dos serd parte de tres, y bajo otro, no.” Aristételes, Metafisica, 1023b, 10-
20 (énfasis del autor).

122 Por supuesto, no se trata de un niimero racional, sino que en esta definicién estd implicita una especie de
comparacién cuantitativa del tipo relacién parte todo. Es decir, dados dos ntimeros, si el menor mide al
mayor, entonces es porque éste estd contenido un nimero exacto de veces en el mayor, digamos n-veces,
entonces el menor serd la n-ésima parte del mayor (simbélicamente, si 4y B son dos niimeros, con .4 < B

, Sl B=n4 entonces A:lB)
n

123 Esto es, cuando dos nimeros 4y B, con A< B , son tales que el menor no mide al mayor, entonces siempre
serd posible encontrar otro nimero C, tal que esté contenido m veces en Ay n veces en B (con m < ), de
tal forma que 4 es m veces la n-ésima parte de B.

12+ Tas proposiciones 4, 5, 6, 37 y 38 del libro VII de los Elementos muestran que esta interpretaciéon sobre
los conceptos de parte, partes es acertada, pues en sus demostraciones tales conceptos son usados
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nocién de miiltiplo.'2?

Una idea mas precisa de esta estrecha relacién de las fracciones como formas de
expresién para las razones, se puede ver en las definiciones de las razones entre nimeros,
base del estudio de la musica. Asi por ejemplo, con pequeiias diferencias, Theon y
Nichomachus definen el género miiltiple (molhankéoc10)'?% como aquellas razones en las que
“el término mayor contiene al menor un nimero exacto de veces, es decir, cuando el término
mas pequefio mide al més grande exactamente sin que sobre ningun residuo. Si le mide dos
veces, larazon es doble; si lo mide tres veces las razones triple, y asi sucesivamente” (Théon
(de Smyrne), 1892, p. 123), y reciprocamente, define el género sub-miiltiple
(dmomoAlamAdoo), 27 como aquel que permite la comparacién del término menor al mayor:
“el término mas pequefio, como parte del mas grande, recibe una de denominacién
correspondiente a la razén miiltiple: se nombra la mitad del término doble, el tercio del
término triple,... y la razén es llamada mitad, tercio, y as{ sucesivamente” (Théon (de
Smyrne), 1892, p. 125). Cada género tiene sus respectivas especies: ser doble, triple,
cuadruple,..., la mitad, el tercio, el cuarto,..., respectivamente.

Noétese como la relacién n-veces (comparado el término mayor con respecto al menor)
define la relacién n-ésima parte (que compara ahora el término menor con el mayor).!%*
Ademas, la diferencia entre la razén cémo una forma de poner en relacién dos cantidades
(la accién de comparar una con respecto a la otra), el nombre de esta accién en funcién de
la naturaleza de la relacién entre las dos cantidades, y la fraccién como forma de nombrar,
de cuantificar dicha relacién en casos especificos. Consecuencias similares se puede leer en
las restantes definiciones de las razones entre ntimeros.

Asf pues, vemos que la idea de fraccién no era ajena al pensamiento griego en tanto

esta era una forma de expresar la razén, la conmensurabilidad de una cantidad con respecto

instrumentalmente en los sentidos aqui propuestos.

125 De Morgan (1836) muestra explicaciones similares para justificar el sentido de las expresiones parte y
partes en el contexto euclidiano.

126 Esta expresion usualmente significaba la repeticion de una determinada cantidad un cierto niimero de
veces.

127 E] prefijo Omo (hypo), traducido al latin como sub, literalmente traduce debajo de, pero puede ser entendido
en este contexto de las fracciones como indicador de la relacién del menor al mayor.

128 Nicomachus (1926) es mas explicito en este hecho, y por ejemplo dice “si este [el término menor] mide
al nimero mayor con quien es comparado dos veces solamente, este es propiamente llamado subduplus,
como 1 es de 2;si tres veces, subtriplus, como 1 es de 3; si cuatro veces, subcuadruple, como 1 es de 4, y asf
sucesivamente” (p. 214).
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a otra.'? Dicho de otra manera, si bien es cierto que los griegos no admitfan la divisiéon de
la unidad, si podian dividir y establecer relaciones (razones) entre nimeros. De otra parte,
como se dijo antes, desde la matematica préctica se tenfa la posibilidad del reconocimiento
de las relaciones fraccionarias (como partes de un todo) con respecto a la actividad de medir.
Klein (1992), citando a Herén afirma: “con el fin de, entonces, no tener pies o ells, o sus
partes en cada medida, podemos mostrar nuestros resultados numéricos como monadas,
sustituyendo cualquier medida que deseemos” (p. 112). Esto es lo que hoy en dia llamamos
cambio de unidad y permitfa que en las medidas los resultados no fueran fracciones de
unidad sino resultados expresados en niimeros enteros.

En los anteriores pasajes también se puede ver que la interpretacién de parte como
fraccién unitaria es plausible, pero sobre todo, muestran que dicha fraccién unitaria, como
medida relativa, como razén, de una cantidad menor a una mayor, no puede ser pensada
por fuera de la relacién de la razén de la mayor a la menor, es decir, de la relacién de
multiplicidad que tiene la mayor con respecto a la menor. En simbologfa moderna, si 4y B

son dos cantidades, con 4> B, entonces si larazén de la cantidad mayor a la cantidad menor

es de multiplicidad, es decir larazén de 4 a Bes n, entonces la razén de Ba 4 es 1, en tanto
n

que la cantidad A4 contiene un ntimero 7z de veces a la cantidad B.

De otra parte, la presentacién en géneros y especies muestra la conciencia de la
existencia de infinitas parejas de cantidades que tienen el mismo logos, y que cada familia,
por asf decirlo tiene un principio generador y, por ende una pareja que las genera. Pero
ademads, la presentaciéon en diadas de los géneros y especies de razones, muestra la
conciencia de la relacién de reciprocidad que se presenta entre cada pareja. Si se mira con

atencidn, esta reciprocidad tienen que ver con que la composicién de las dos razones que

componen cada diada es la unidad: #-veces, multiplicado por l-veces, da la unidad; (1+1)-
n

veces multiplicado por ”l—veces, da la unidad, y as{ sucesivamente. Esto muestra la
n+

importancia del reconocimiento de estas familias de razones: no sélo son generadas de
acuerdo a principios elementales, sino que se reconoce para cada especie la existencia del
individuo que genera a los demas. Pero ademads, cada especie, con respecto a su reciproca,

se puede componer multiplicativamente para restaurar la unidad. Asf entonces, la unidad,

129 De todas formas esta visién de la fraccién era limitada, en tanto no se consideraron como ndmeros.

108 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

la cantidad, la medida, la medida relativa entre cantidades, la reciprocidad, la fraccién como
expresiéon de la cantidad, son conceptos claves en la comprensién de las razones en el

contexto matemdtico griego, y por qué no, pueden serlo en los contextos escolares actuales.

4.2.8 Y en la Edad Media

Al contrario de lo sucedido en el mundo oriental, pero continuando con la tradicién
heredada de la antigua Grecia, la Edad Media latina no disfruté de las fracciones en el
sentido estricto de la palabra (o al menos hasta la parte final del medioevo). “Las
matematicas legadas por la tradicién antigua no les fijé un lugar claro. Las cifras romanas
no se prestan para su expresion. De otra parte se ensefié una aritmética que trataba sobre
temas muy diferentes.” (Benoit et al, 1992, p. 183). Sin embargo, en la actividad comercial
era necesario el uso de las fracciones, y en eso los comerciantes de la Edad Media siguieron
la tradicién romana de tratar las reparticiones en funcién de dividir las cantidades en dos
sub-miultiplos. Igualmente, en el tratamiento de las unidades de medida buscaban que los
sistemas de unidades evitaran, tanto como fuera posible, el uso de cantidades no enteras.
Un buen ejemplo de los sistemas de unidades usadas en la edad media es el sistema de pesos
utilizado en Francia: “la libra se divide en dos marcos, el marco en ocho onzas, la onza en
24 denarios, y el denario en 24 granos —granos de cereal— con lo cual se buscaba llegar tan
lejos como fuera posible en el proceso de medir pequefias cantidades” (Benoit et al., 1992,
p. 183). También se pueden citar los sistemas de medida romanos, en base doce —de ah{ el
nombre de docena, para representar las 12 unidades— quizas por el hecho de que 12 tiene
bastantes divisores, y esto facilita la definicién de sub-unidades para medir cantidades mas
pequenas (Smith, 1923, 1925). “Incluso en el siglo XV, cuando ya se tenfa un uso
generalizado de los calculos con los fraccionarios entre los matematicos, algunos todavia
insistfan en evitar las sutilezas de los nimeros quebrados.” (Benoit et al., 1992, p. 183).

Sin embargo, la adopcién en la Edad Media por parte de los pafses cristianos del
Occidente de estas nuevas formas de expresar los fraccionarios (la herencia drabe del
sistema de numeracién decimal y la notacién con fracciones), es lo que permite desarrollar
nuevas formas de célculo con las fracciones, y esto no solamente conlleva una nueva visién
de la préctica sino también a una nueva concepcién del nimero (Smith, 1925). En todo este
transito a lo largo de la parte final de la edad media, los trabajos de los matematicos arabes

tuvieron gran influencia.
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Finalizando el primer milenio de la era cristiana, y comenzando el segundo, la cultura
arabe alcanza su maximo esplendor, lo que trajo importantes consecuencias para el
desarrollo econémico, social, politico y cientifico de la Europa de finales de la edad media.

...hacia el siglo IX de nuestra era, los arabes eran depositarios de conocimientos
matemdticos de origen diverso, no solamente de los grandes clasicos griegos, sino
también de los trabajos de los matematicos hindues, en particular de la astronomia. Se ve

as{ entonces fluir a partir de esta época los "tratados de calculo hindd," que son la parte

mas bella de las fracciones... diferentes tradiciones se encuentran en los paises de lengua

arabe y los matematicos las confrontan, las sintetizan, las yuxtaponen... (Benoit et al,

1992, pp. 180-181).

Asi pues, los matematicos arabes no solo tradujeron importantes obras del pensamiento
matematico griego, sino que fueron lectores criticos de dichos trabajos. Ademads,
conocedores de los desarrollos matematicos hindtes, logran establecer una amalgama entre
las matemdticas de ambas culturas, de tal forma que combinan la practicidad de los célculos
presentes en las matematicas orientales, con la demostracion y los intereses teéricos de las
matematicas griegas. Es asi que se debe reconocer en los escritores arabes formas

particulares para manipular las fracciones, unidas a representaciones simbélicas propias:

Ellos recurren sistematicamente a las herramientas combinatorias para numerar los casos

posibles en los que las diferentes clases de fracciones pueden aparecer en las operaciones.

Se ve de la misma manera aparecer las pruebas para los algoritmos, de naturaleza

diferente a las encontradas en China, en tanto que los autores reconocen los movimientos

clasicos del andlisis y la sintesis para establecer los diferentes métodos de calculo...,
colocandose asf en la tradicién inaugurada por los griegos, pero a diferencia de ellos, los
matematicos 4rabes incorporan, dentro de sus obras, discusiones filoséficas sobre los
objetos matemadticos, lo que los griegos habian reservado para los libros de la metatisica

(Benoit et al.,, 1992, p. 181).

Asf pues, en el marco de una Europa que se reconfigura continuamente, y de la mano
de comunidades académicas con un amplio intercambio de saberes,!?° del crecimiento de las
ciudades europeas, y con ellas el desarrollo comercial que plantea nuevas necesidades para
las cuales eran insuficientes los sistemas de medida y cdlculo antiguos, la herencia arabe va
dando forma a una nueva forma de hacer matemadticas, y hacia finales del siglo XIII, las
fracciones han sido completamente asimiladas en las matemadticas occidentales: nuevas
tormas de representar (notacién decimal para los nimeros enteros, notacién en forma de
tfraccién para las cantidades no enteras de manera similar a como lo hacemos hoy en dfa),

calcular (algoritmos basados en el sistema de numeracién decimal para realizar las cuatro

operaciones basicas, para calcular con fracciones) y comprender los ntimeros.

150 Representadas por las universidades o algunos sectores de la iglesia catélica.
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Asfi, en el libro de Fibonacci (Leonardo (de Pisa), 1202/1872, 1202/2008),'3! 1] Liber
Abaci, fraccién aparece en relacién con la divisién entre nimeros completos o enteros, hoy
“naturales”, y que el autor explica como la relacién entre el nimero de partes iguales en
que se divide un todo (el denominatus, el que ha denominado o nombrado el niimero de
partes iguales en que se ha partido la unidad) y la cantidad de esas partes que se toman (el
denominans, el que estd denominando o nombrando el nimero de partes que se toman). Asi,
el denominatus expresa una accién pasada (la particién de la unidad en partes iguales, que
es la accién de nombrar la unidad con el total del nimero de partes, el cual queda fijo para
cualquier nimero que se vaya a escribir encima de la raya o “virgula”), mientras que el
denominans expresa una accion presente, la seleccion del nimero de partes de la unidad que
se toman. Si se toma una sola, no hace falta contar, pero si se toman varias de ellas, s hace
talta contarlas, enumerarlas o numerarlas, por lo que en siglos posteriores el denominans se
va a llamar “numerator’: el que numera o enumera.

Ademds, para Fobonacci, la fraccién tiene una estrecha relacién con la divisién, lo que
se evidencia, por ejemplo, en la presentacién de las tablas para dividir: en estas tablas se ve

que dividir por 2,3/4,..., es representado como calcular

5

i,‘.. de una cantidad dada, y en

11
23
caso de que la divisién no fuera exacta, el residuo es tratado como una fraccién,'?? la cual
expresa la relacién entre dicho residuo y el divisor.

De esta manera, se puede ver entonces que la fraccién, mas que un ntmero, es una
torma de representar la operacién misma de la divisién, y de expresar el resto de una

divisién relativamente al divisor de la cantidad dada (en este caso se puede decir que la

fraccién expresa la razén del resto de la division al divisor de la misma).

4.2.4 Nombrando las fracciones: palabras y simbolos

Los babilonios s6lo tuvieron formas especificas para denotar fracciones sencillas:

131 Este libro es dedicado a la instruccién matematica de los mercaderes (como lo expresa el autor en la
introduccién), y fue escrito a comienzos del siglo XIII. Este texto es una especie de tratado enciclopédico
de mucha de la matematica conocida hasta el momento, y trata teérica y practicamente temas relacionados
con la aritmética, la geometria y el dlgebra.

192 Asf por ejemplo, en la divisién de 365 entre dos (primer ejemplo dado por Leonardo de Pisa explicando
el algoritmo de la divisién), sobra 1 como residuo, y él expresa que sobra “uno de dos”, lo cual hace un

medio, y que se escribe % .
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,19% pues como se dijo antes, tenfan en su sistema de numeracién un

-y

[SSRIN)

1111 35
316 e

instrumento potente para su representacién (por ejemplo, 1 seria equivalente a .30 en

sistema sexagesimal, !5t y serfan equivalentes a .20, .15 y .10 respectivamente), y

)

111

37467
para realizar las operaciones con fracciones. Estos procesos de equivalencia se facilitan por
la base del sistema de numeracién, a saber 60, cuyos factores primos son 2, 3, y 5, lo cual
hace que en la notacién del sistema sean fracciones irregulares (periédicas infinitas)
aquellas en las que su denominador contenga nimeros primos mayores o iguales a 7.
Comparativamente con nuestro sistema de numeracién decimal es una ventaja para los
calculos, pues son menos los casos en los que habria que enfrentarse con notaciones

infinitas.1%5

Usaban la expresion igi-n-gal para expresar la fraccién unitaria 1 y la expresiéon 1 L4
n

igi-n-gal para la complementaria, es decir aquella de la forma 2=1 (Michel, 1992). Se debe

n
aclarar que estas expresiones se usaban fundamentalmente en los textos comerciales, para
expresar las medidas de las cantidades, y que, como ya se dijo, para hacer los calculos las
tfracciones se convertfan a la notacién sexagesimal.
Los egipcios desarrollaron un sistema de notacién para las fracciones que les permitia

representar graficamente las fracciones de la forma L1.13¢ Por lo general, encima del simbolo

del ntimero, se colocaba el jeroglifico <> que se podia interpretar como parte.!*” Tenfan

>

signos especiales para algunas fracciones, tales como ,i y las fracciones no unitarias
eran expresadas como sumas de fracciones unitarias (asi por ejemplo, % se expresaba como

,i que en esencia significa la suma de ambas fracciones).

N =

195 Al parecer evitaron las fracciones de denominador 5 (quizés por cuestiones de facilidad en los célculos).

13+ Aclarando que los babilonios no usaban el punto para separar las cantidades enteras de las fracciones de
unidad, pero aqui se hace por facilidad en la escritura.

195 Por ejemplo, si se toman las fracciones con numerador 2, 3, hasta el 12, entonces, en un sistema de
numeracién como el nuestro, se tendria que s6lo las de numerador 2, 4, 5, 8 y 10 tendrian expresiones
finitas, mientras que un sistema como el babilonio, de base 60, serfan expresiones finitas las fracciones
con numerador 2, 8,4, 5,6,8,9,10y 12.

156 En este documento, y por facilidad en la escritura, se usard la notacién moderna, pero se debe aclarar que

en el contexto egipcio no se distingufan numerador ni denominador.

Este simbolo representa la boca. Caveing (1992) afirma que posiblemente la simbolizacién de la fraccién

por dicho simbolo provenga de la unidad més pequefa para medir el grano, a saber, la cantidad de grano

que una persona se podfa poner en la boca.

[
3
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En el caso de los griegos, las fracciones eran notadas de una forma muy similar a como
lo hacfan los egipcios tomando como base las fracciones unitarias, y a partir de ellas,
representar cualquier cantidad fraccional no unitaria como una suma de varias fracciones
unitarias (Fowler, 1992; Heath, 1921, 2003). Las fracciones unitarias se representaban, por

lo general, con la letra del niimero acompafiado de un énfasis en la parte superior.'®s Asi

por ejemplo, % se representaba y', y la palabra serfa y' pépog = tpitov pépoc, que significaria

tercera parte (Heath, 2008, p. 20), en donde como ya se dijo, la palabra usada para referir la
fraccién unitaria era pépog (méros). Para el caso de las fracciones no unitarias, dice Heath,
no se tenfa un método generalizado para representar la fraccién, pero el més usual era el
método egipcio, basado en expresar cualquier fraccién como suma de fracciones unitarias

(ver figura 12).1%9
Tor 13 0 i / LEBEENODGXT)

of the 12 the 17t s 31217345168

Figura 12. fragmento de un texto griego en el que se calculan 12 .

En notacion moderna seria 2 =5+ 5+ + 35+ + & . Al inicio de la expresion del extremo derecho se puede observar un

stmbolo especial para la fraccion % (tomado de Fowler (1992))

Finalmente, es de sefialar el uso del sistema sexagesimal (de origen babilonio) para
notar las fracciones, sobre todo en el contexto de los cdlculos astronémicos, desarrollado a
plenitud por Ptolomeo, tomando la estructura que conocemos hoy en dia, de grados,
minutos y segundos (Heath, 2003).1%°

En el caso de las matematicas chinas, la fracciéon era vista como una entidad compuesta
de dos partes numéricas, a partir de la cual expresar la relacién entre las partes y el todo.
Mais especificamente,

...las partes de un todo podian ser dadas en la forma x fen zhi y (o: y de x partes - y partes
de un todo que ha sido fragmentado en x partes iguales). El denominador y numerador
son llamados respectivamente fen mu (la “madre” de lo compartido) y fen zz (el “hijo” de

198 Esta notacion es coherente con lo dicho en la seccién anterior de que la fraccién unitaria (originada en la
relacién (razén) submiltiple) se define en funcién de la relacién (razén) opuesta, es decir, la razén
multiple.

139 Heath (2008) muestra diferentes métodos para representar las fracciones, llamando la atencién el que uso
Diofanto, pues usaba una notacién muy parecida a la moderna, colocando la cantidad correspondiente al
numerador en linea con el texto, y la cantidad correspondiente al denominador encima de la anterior. Asf

. 22 - 4
por ejemplo, , representa, en notacién moderna @(p. 22).

140 En la forma usada por Ptolomeo, dice Heath (2003), la circunferencia se dividié en 860, y cada una es una
parte (nuestros grados), luego cada grado en 60, y cada parte es llamada sesentaavos (nuestros minutos), y
luego cada segundo se divide en 60, siendo cada parte llamada segundos sesentaavos (nuestros segundos).
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lo compartido). ... con estas expresiones se quiere subrayar tanto la diferencia en tamafio

de uno a otro, como la relacién de intima dependencia entre ambos términos (Martzloff,

2006, p. 193).

Chemla (1992) propone interpretar estas dos expresiones para referir a la fraccién
como que el numerador cuantifica, mientras que el denominador especifica el tipo de
fraccién cuantificada.

Para el caso de las matematicas hindues, la situacién es similar. Se tenfa una palabra
para designar la fraccién, bhinna,'*! y dos palabras especiales para referir el numerador y el
denominador, a saber, amsa y cheda, las cuales se podria decir que son como nuestras
palabras numerador y denominador, pero a diferencia nuestra, la palabra amsa, referia tanto
al numerador de la fraccién, a la cantidad que es una parte fraccional (por ejemplo, 1 de 5
designarfa la cantidad que es la quinta parte de 5, es decir 1), como a la cantidad que va a
ser dividida. Por su parte la palabra cheda, igual puede referir al divisor (la cantidad por la
que se divide) o al denominador de la fraccién. Ademas se debe decir que las fracciones eran
notadas de manera muy similar a como lo hacemos hoy en dfa, numerador encima del
denominador, pero sin la rayita que los separa.

Hacia finales de la Edad Media, en Europa, se tiene un sistema notacional similar al
nuestro. Asi por ejemplo, Simon Stevin (1634) utiliza para las fracciones la notacién «,
como ya se hacfa al menos desde la época de Fibonacci,!*? pero los nombres para los dos
términos de la fraccién han cambiado: numerateur y denominateur para los niimeros que se
escriben respectivamente encima y debajo de la linea fraccional (la barra que separa uno del
otro), en donde denominateur nombra la cualidad que caracteriza cada una de las partes en
que se ha divido la unidad (en este caso, la cualidad es la de tener, en relacién con el todo,
la misma medida relativa, es decir, cada parte, con el todo, estdn en la misma razén),

mientras que numerateur nombra la cantidad de esas partes que componen la cantidad

medida. Asf entonces, en la fraccién 7¢ el denominateur nombra la cualidad de cada parte, a
7

saber, ser la n-észma parte de la unidad. Por su parte, el numerateur, m, numera la cantidad

«

141 Por lo general refiere a la fraccién en su forma 4 +4 (es decir el resultado de hacer una divisién). “...una

cantidad, a la cual una parte, sea una mitad, un cuarto, etc., es sumada, o de la cual tal parte es sustraida”
(Bhascara, 1817, p. 13)

142 Vale la pena mencionar que en la forma como Leonardo escribia la fraccién era distinta a como lo hacemos
hoy en dfa: primero escribfa el nimero del denominador, luego, encima de este, la raya fraccional, y
finalmente el ndimero correspondiente al numerador.
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de partes que se han juntado m partes de cualidad 1 para completar la cantidad que se quiere
n

medir. Nétese entonces que a pesar de la similitud con nuestras palabras numerador y
denominador, los sentidos eran distintos: en nuestro espafiol actual, ambas expresiones son
nombres para dos nimeros, que son unas especies de operadores, uno que parte la unidad
en partes iguales (el denominador), y el otro que cuenta la cantidades de esas partes de la
unidad (el numerador). Se ve entonces en estas ideas trazas muy cercanas al concepto actual

de fraccién: la fraccién como una representacién de cantidades numéricas no enteras, la

notacion usual en la forma <=, e incluso, las palabras y significados muy cercanos a los que
Y

usamos hoy en dfa. Sin embargo, y a diferencia nuestra (o bien porque los ntimeros reales
sustituyeron la razén, o bien por la excesiva aritmetizacién del curriculo que rompe el
vinculo entre niimeros y magnitudes, o tal vez por otras razones desconocidas), la fraccién
sigue estrechamente ligada al concepto de razén, siendo precisamente una forma de
expresar la relacién cuantitativa, la medida relativa, entre la parte y el todo.

A través de este corto transito por las diferentes formas de nombrar y simbolizar a las
fracciones se pueden obtener lecciones valiosas que afirman aspectos ya enunciados en las
secciones anteriores, o que muestran lecciones nuevas.

En primer lugar, y ampliando lo dicho sobre la relacién entre la fraccién y la razén, se
puede agregar que las palabras y los simbolo usados para hablar y simbolizar la fraccién
fueron desarrollados o bien en el contexto de establecer relacién (razén) entre cantidades
(de la misma naturaleza), o bien en el contexto de situaciones que implicaban la reparticién
de cantidades, pero en todo caso, se trataba de poner en relacién dos cantidades, de
cuantificar dicha relacién, y la palabra usada para nombrar la fracciéon referia tanto a la
relacién entre las cantidades comparadas como a la accién realizada sobre ellas: repartir
(dividir), comparar (razén). Asf las cosas, la fraccién terminaba teniendo como telén de
tondo una cierta idea de razén, y como tal, se constituye en una forma de expresar, de decir
la relacién cuantitativa detrds de la razén. Esta relacion entre razones y fracciones fue
ampliamente explotada por los matematicos griegos, pero a partir de la introduccién en la
Europa de la Edad Media, via los arabes, de nuevas formas de tratar con las fracciones
(originadas en las matemdticas chinas e hindues, y refinadas por los algebristas arabes), se
dan nuevos procesos de conceptualizacién que permiten el reconocimiento del estatus de

nimero a las fracciones y, por ende, de las razones, sentando las bases para el desarrollo
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del concepto de ntimero real que conocemos hoy en dia. Todo esto lleva finalmente al
eclipse de las razones, en tanto, de un lado, el ntimero real sintetiza el concepto mismo de
razén, y tal vez de las fracciones mismas, y de otro la popularizacién del sistema de
numeracién decimal brinda a la aritmética otros marcos representacionales con mas poder
operatorio.

En segundo lugar, sobre todo mirando la herencia griega, y con los impulsos de los
matematicos de la Edad Media, es notable el énfasis mostrado en la necesidad de distinguir
entre el nombre de la cosa y la cosa nombrada. Por ejemplo, en las formas griegas de
nombrar las fracciones, una cosa era el nombre de la fraccién y otra la razén nombrada por
ella, aunque el nombre dado de alguna forma comportaba en su estructura morfosintéctica
el conjunto de acciones y relaciones que definfan la razén nombrada. Es mas, las cantidades
que se relacionaban a través de esta razén nombrada podrian recibir nombres especiales en
virtud de la razén que las vincula, pero también en estos casos los nombres daban cuenta
de la relaciéon entre estas dos cantidades (si a y b se relacionan a través de una razén doble,
y a > b, entonces a es el doble de b, y b es el sub-doble, la mitad de a). En los casos en que
se distinguié numerador de denominador, la situaciéon era similar: los nombres remitfan a
las acciones y relaciones entre las cantidades nombradas. Asf pues, independientemente de
la situacién, las palabras para las fracciones designaban formas de relacién entre cantidades
(que el sentido moderno son las razones), y si a partir de ellas se nombraban las cantidades,
o las partes del simbolo usado para representar la relacién (razén) entre cantidades, ni estos
nombres, ni los objetos nombrados confunden la fraccién (como forma notacional) con la

razon (la cuantificacion realizada a través de la fraccién).

4.2.5 Las operaciones con fracciones

Como se ha dicho ya en varios momentos, los babilonios no tuvieron algoritmos
especificos para operar con las fracciones, pues podfan expresarlas en su sistema de notacién
sexagesimal y operar con ellas de acuerdo a los algoritmos propios de dicho sistema de
numeracién. Si bien las fracciones eran referidas a contextos de divisién, y su sistema de
numeracién les permitfa tener un algoritmo para realizar la divisién, también conocfan que

una divisién por un numero #, era lo mismo que multiplicar por el reciproco de
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) 1 . 143 . g
a+n=ax— (en el caso de que nno fuera un ntimero regular!* en el sistema de numeracién,
n

entonces la divisién se podia resolver buscando el nimero que multiplicado por el divisor
n, diera como resultado el dividendo (Friberg, 2007)). Este conocimiento se evidencia en la
existencia de extensas tablas de ntimeros y sus respectivos reciprocos (nombrados igz-n),
las cuales aprovechaban el hecho de que su base de numeracién 60 tiene muchos divisores
y, por ende, cada una de las familias 4, 8, 16, 382,...; 3, 6, 9, 18, 21,..; 5, 10, 15, 20...; tienen
la misma terminacién en la escritura sexagesimal, simplificando asf la construccién de las
tablas (Ver Friberg, 2007, pp., especialmente el capitulo 2, pdginas 67 y siguientes).

Caso distinto se identifica para las matematicas chinas e hindues, en donde el sistema
de numeracién utilizado para representar los nimeros enteros no era muy apropiado para
la representacién de las cantidades no enteras. En este caso, los algoritmos para las
operaciones con fracciones fueron distintos de los utilizados para operar con los ntimeros
enteros, y en cierta forma similares a como lo hacemos hoy en dia. Asi por ejemplo, en el
texto chino de los Nueve Capitulos, se lee el siguiente procedimiento para simplificar una
tracciéon,!** el cual se basa en la bisqueda de una medida comin entre numerador y
denominador, siguiendo un procedimiento similar al propuesto por Euclides en la
proposiciéon II del libro VII, pero realizando la divisién por restas sucesivas. El
procedimiento dice: “divida tanto como se pueda dividir, hasta que no se pueda dividir més
[procediendo como sigue’: tome el niimero de la madre [el denominador] y el hijo de la
particién [el numerador’, sustraer el menor del mayor [y asi sucesivamente], y
alternadamente (geng riang jian sun) hasta determinar el “igual” deng. Simplifique la fraccién
usando este igual [...7] (Martzloff, 2006, p. 194). Tal procedimiento se entiende mejor

viendo como hacfan la simplificacién de la fraccién 42 (problema 6, libro uno del Nueve

Capitulos), como se muestra a continuacion:

143 Los nmeros regulares eran aquello cuya descomposicién en factores primos solo tienen divisores de 60.
Para estos nimeros, su reciproco se puede expresar en el sistema sexagesimal con un nimero finito de
simbolos del sistema.

1+ Otro texto antiguo, posiblemente del siglo segundo o tercero a. C. (Dauben, 2008) presenta, ademas de
este procedimiento general, otros tales como: “si se le puede sacar la mitad, hagalo, si puede ser dividida
por un cierto ndmero, dividala por este”, lo que puede interpretarse como que si numerador o
denominador tienen de manera evidente un divisor comin, entonces se debe dividir tanto numerador
como denominador por este divisor comun.
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91-49 =42
49-42=7
42-7=35
35-7=28
28-7=21
21-7=14

14-7=[7]

<y 49 49+7 7
luego (en notacién moderna): —=——=—
91 91+7 13

El “igual” es ese n-ésimo residuo para el cual el siguiente residuo es cero.!** Ese n-ésimo
residuo es la medida comin a los nimeros dados, y por lo tanto la fraccién puede ser
simplificada al dividir tanto numerador como denominador por él. Cuando este tltimo
residuo no es cero, sino uno, entonces numerador y denominador son primos entre sf, y la
fraccién no se puede simplificar.!*6

Para las operaciones bésicas (suma, resta, multiplicacién y divisién)!*” se tenfan
algoritmos similares a los nuestros. Asf por ejemplo, para la suma de fracciones de diferente
denominador, la regla expresada en los Nueve Capitulos era presentada en dos partes, una
primera, que podemos llamar la bisqueda del comin denominador, multiplicando los
denominadores entre si. Esta operacién era llamada homogenizacién.!*® En la segunda
parte de la regla, llamada la estandarizacién, los numeradores son multiplicados por este

denominador comin para obtener entonces las nuevas fracciones, en su nueva

=

5 Martzloft dice que el “igual” se identifica como el nlimero que se repite en la serie de los residuos, y para
el ejemplo, el 7 es dicho nimero. Sin embargo tal interpretacién no parece muy apropiada, pues no

siempre se encuentran dos niimeros iguales en la serie de residuos, como por ejemplo, al simplificar 2

(para mas detalles de esta y otras criticas a las traducciones de los textos matematicos antiguos chinos,
ver Volkov (2010)).
146 Sj en vez de hacer restas sucesivas de los residuos, se hacen los cocientes entre los residuos consecutivos,
se tiene el algoritmo de Euclides para encontrar la medida comin a dos nimeros dados.
7 A manera de anécdota se puede mencionar que los matematicos chinos reconocian las dificultades para
realizar los célculos con las fracciones, como lo dice Martzloff (2006) al citar la introduccién del libro
Nueve Capitulos: “cualquiera que estudie las matematicas no deberfa enfrentar ninguna dificultad con la
divisién o la multiplicacién, pero debe ser temeroso de los misterios de los célculos con las fracciones” (p.
194). Esto se evidencia, por ejemplo, en la presentacién de las reglas para operar con fracciones, buscando
desglosar al médximo todos los casos posibles.
Martzloff (2006), dice que los chinos llamaban a esta operacién “equalization” (tong), cuya significado
segun el Oxford Advanced Learner's Dictionary es “hacer cosas iguales en tamarno, cantidad, valor, etc., en
la totalidad de un grupo o lugar”. Segtin este autor, en los Nueve Capitulos, se lee al respecto de esta regla:
“la multiplicacién conjunta de las diferentes madres [denominadores’] es llamada la equalization” (p. 195)
Por cuestiones del lenguaje, dado que en el espafiol la expresién usada cominmente para esta operacién
es la de “homogenizar” entonces se usa esta expresiéon como traduccién del término en inglés
“equalization”.

-

14

3
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denominacién.!'* Luego procedian a sumar los numeradores entre si, dejando como
denominador el denominador comun. Las reglas para la multiplicacién y la divisién eran
similares a las encontradas en la actualidad.!®® Esta forma de proceder para el cdlculo con
las fracciones tiene como telén de fondo la posibilidad de transformar el cilculo con
fracciones en operaciones entre ntimeros enteros, los cuales encierran una cierta idea de
proporcionalidad entre cantidades. Por ejemplo, Dauben (2008), en un problema en el que

se debe repartir 3+ 14+ 1 entre cinco personas, dice (usando notacién la notacién actual de

las fracciones):

Tome uno como 6 (seis es el denominador comiin entre medios y tercios)
La mitad es 3, y un tercio es 2
87 se suman todas da 23 (es dectr, st uno es 6, entonces 3 es 18, mds la mitad, mds el tercio, eso da
23)
Ahora ponga en la parte de abajo, la cantidad de 1 (es decir, el 6, o lo que es lo mismo, al poner 6
como denominador, se estaria diciendo que es 23 de 6, 0 % ),

y entonces multiplique este por 5 (dividir por 5 es equivalente a multiplicar el denominador por 5).
Eso da lo que le corresponde a una persona (es decir, repartir 3 + L+ L entre cinco es igual a repartir

28 de 6 entre 5).

Lo anterior implica una cierta conciencia de la fraccién como razén (sin que se pueda
hablar de que en los chinos se tenfa un concepto de razén como se conocia, por ejemplo, en
el contexto griego) y de proporcién, de tal forma que operar con una fraccién de la unidad
es equivalente a operar con una cantidad entera que guarda con otra cantidad entera la
misma relacién que la fraccién con la unidad. Como se vera a continuacion, esta idea estd
igualmente presente en la forma egipcia de operar con fracciones.

En el contexto matematico egipcio, sumar fracciones era referido a la suma de ntimeros
enteros que, con respecto a una cantidad fija dada (el equivalente a nuestro comun
denominador), tienen la misma relacién parte-todo que las fracciones con respecto a la

) , L. L 1 . )
unidad. As{ para sumar las fracciones &, ,4 ¥y < (escritas en lenguaje moderno),

1
720716 732
los egipcios recurren a unos ntimeros auxiliares (que los escribian en rojo y cada uno debajo

de las fracciones dadas) 8, 386, 18, 9 y 1, cuya suma es 72. Caveing (1992) analiza este

149 Martzloff (2006) expresa, al respecto de estas dos operaciones (homogenizacién y estandarizacién), que
son dos operaciones generales, usadas no sélo en el campo de las operaciones con fracciones, sino
igualmente en la solucién de diferentes tipos de problemas, como por ejemplo en la regla de tres.

150 Dauben (2008) muestra en otro texto antiguo un procedimiento, quizds mds intuitivo, basado en la
posibilidad de homogenizar las fracciones doblando, triplicando, etc., o dividiendo por dos, por tres, etc.,
numerador y denominador de algunas de las fracciones. Cuando esto no era posible, entonces se propone
el procedimiento anteriormente descrito.
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procedimiento y expresa que algunos autores han interpretado los nimeros en rojo como
los numeradores de las fracciones obtenidas después de homogenizar los denominadores de
las fracciones originales, pero objeta este tipo de interpretaciones en tanto estarfa en
contradiccién con la forma usual de expresar la fraccién como composicién de fracciones

m

unitarias (es decir, en el contexto egipcio no existe la fraccién -,

). Por lo tanto, la otra

interpretacion posible es que cada uno de estos niimeros son tales que guardan con respecto
a 576, la misma relacién parte-todo que 1 a 72, 1 a 16, etc. Dicho de otra manera, una
fraccién expresa una razén entre la cantidad unidad y el todo, y el calculo con fracciones se
transforma en calculo con ntmeros enteros que guardan con otra cantidad (el comin
denominador) la misma relacién parte-todo.!®! De esta manera, la fraccién es vista
entonces, o bien como una relacién parte-todo, o bien como un operador que permite
encontrar nuevas parejas de cantidades en la misma relacién (razén) que la fraccién

original. Dicho de otra forma, L es una especie de relacién parte-todo a partir de la cual

todas las parejas de la forma (d’,A’) con @' =1 4 son equivalentes. Esta idea de proporcién

entre niimeros, gracias a la fraccién, es la que estéd en el fondo de la definicién de proporcién
entre nimeros del libro VII de los Elementos de Euclides.
Ideas similares se pueden leer en el libro de Fibonacci (1202/2008) cuando explica, por

: , . S ‘ 1 R
ejemplo, cémo realizar la suma entre fracciones: para sumar 1 y 1 primero propone

encontrar un nimero para el cual el tercio y el cuarto sean enteros, y este nimero es 12.
Después pide calcular el tercio y el cuarto de 12, que son 4 y 3 respectivamente. Luego dice
que estos dos niimeros se deben sumar, lo cual da 7. Y finalmente, 7 se debe dividir por 12,

lo cual da L, que es siete doceavos de la unidad.'”? Si bien esta técnica para realizar la

151 Esta idea se ve igualmente en la aplicacién el método de la falsa posicién. Por ejemplo, el problema 26

del papiro del Rhind implica solucionar la ecuacién x+ix:15 , el cual inicia con siguiente cédlculo:

\1 4
\Va 1
5 (resultado)
El cual muestra que la escogencia del falso valor inicial es de tal forma que se pueda calcular facilmente
su cuarta parte. Es mds, el cuatro es asumido como 1, como la unidad, entonces % de la unidad es 1. Este
procedimiento es muy usual en los matemaéticos egipcios: si 1 es 7, entonces L (de n) es 1, o més

generalmente, si #es 4, entonces, 1 es L. Esto se ve igualmente en el problema 83, en donde se calculan

L

A
2 (de 42) igual 28, y por lo tanto se concluye que == es 1%.

192 Leonardo igualmente explica otros procedimientos, como por ejemplo, la suma del producto cruzado de
numeradores y denominadores, sobre el producto de denominadores (tal como lo hacemos hoy en difa), y

para el caso més general, propone el método que usamos hoy en dfa de reduccién a un comin

120 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

suma se parece a uno de los procedimientos antes descritos en chinos y egipcios, en este
caso es claro que el calculo con fracciones de unidad se puede referir a célculos entre
enteros, a condicién que estos ntmeros enteros guarden la misma proporcién con una
cantidad dada que las fracciones de unidad con la unidad. Esta referencia a la
proporcionalidad numérica se ve con claridad en uno de los procedimientos explicados para

hacer la divisién: “la razén de 1 a 1, por ejemplo, es como la razén de 1 de 12 a 1 de 12.

Por lo tanto, la divisién de L por 1 es la misma que dividir 4 por 3, y el resultado 11~

(Leonardo (de Pisa), 1202/2003, p. 100). Otro procedimiento para la divisién dice: “si usted

divide 1 entre 1, entonces esta debe ser entendida como cuadruplicar un tercio de la unidad.

1
Py
Por lo tanto, al cuadruplicar esta parte, a saber, cuadruplicar un tercio, encontramos cuatro

tercios, es decir, 11” (Leonardo (de Pisa), 1202/20083, p. 100). Este procedimiento parece
basarse en el conocimiento de que dividir por un ntimero es equivalente a multiplicar por
su inverso, hecho conocido desde la mateméatica babilénica. Igualmente, en ambos casos, es
importante la referencia de la fraccion (como partes de la unidad) a la unidad.!*® Para la
multiplicacién, o para el paso de la expresién fraccionaria mixta a la fraccionaria pura (o

viceversa) Fibonacci propone métodos similares a los que usamos hoy en dia.

4.8 Razones - nimeros: jcompetencia o complementariedad?

Como se ha podido leer en las secciones anteriores, la relacién entre razones y nimeros
han sido diversas: en algunos casos, no es explicita la existencia de una teoria de razones,
aunque las fracciones son tratadas como cantidades numéricas que expresan cierto tipo de
relaciones entre cantidades, relaciones que perfectamente pueden significarse como el
concepto de razén de esa época y lugar; en otros casos (como en los griegos) hay una
referencia explicita a las razones, en el marco de unas formulaciones teéricas precisas, pero
entonces el estatus de éstas como ntimeros no es muy claro. Pero lo que sf es claro, es que
en las matemdticas modernas, los nimeros reales han desplazado —casi que han hecho
desaparecer— a las razones como un tema de preocupacién de las comunidades cientificas

(aunque en las comunidades educativas sigue siendo tema de preocupacién, pero mas por

denominador, dividiendo el denominador de la fraccién por el comin denominador, y multiplicando el
numerador de dicha fraccién por el resultado de este cociente.

155 No sobra decir, que para los casos de fracciones mas complejas, Fibonacci propone realizar el cdlculo a
partir del método del producto en cruz que conocemos hoy en dfa.
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su utilidad en las actividades de la vida cotidiana, que por un lugar claro en la constitucién
de los objetos de estudio de las matemdticas). ;Cémo se han dado entonces esos
movimientos de las razones a los niimeros y viceversa, y como se constituyen primacias de
lo uno hacia lo otro en determinadas épocas y lugares? No hay una respuesta tnica, quizés
no haya respuesta, pero se pueden formular una serie de hipdtesis al respecto.

Por tomar un punto de partida, se puede referir la idea griega de razén. Si bien es claro
que en los griegos la razén no es un nimero (pues solo eran ntimeros los naturales), si se
puede afirmar que éstas gozaban de un estatus de cantidad, aunque diferente de los nimeros
y de las magnitudes. Las definiciones y proposiciones sobre las razones que aparecen en el
libro Data de Euclides (1806), al igual que el tratamiento dado a las razones y a las
proporciones en los libros V y VII de los Elementos (en donde se muestra que las razones
son susceptibles de comparaciéon por igualacion y por diferencia), hacen evidente que ellas
cumplen con las dos caracteristicas esenciales para que algo pueda ser cantidad. Sin
embargo, no se tiene evidencia de un texto matematico griego en el que se manifieste de
manera explicita el cardcter de cantidad de la razon.

La declaracién explicita de las razones como cantidades se evidencia en los textos de
los matematicos arabes de finales del primer milenio de la era cristiana. Esa declaracién de
la razén como cantidad, vino de la mano de una lectura critica de los textos mateméticos
griegos por parte de los matematicos arabes y, por ende, de una reconceptualizacién de
nociones claves de los Elementos, como la definicién de proporcionalidad, en particular, la
definicién dada en el libro V. Es asi que Rashed y Vahabzadeh (1999), en la traduccién que
presentan de algunos textos del matematico persa Al-Khayyam, mencionan varios trabajos
en los que se critica la definicién 5 del libro V de los Elementos, pues se considera que la
nocién de equimiltiplo sobre la que se basa no es de facil aplicacién, y que ademas, la
separacién dada en los libros V y VII profundiza la confusién, pues la definicién de
proporcién en el libro VII es de mas facil uso.

En particular, Al-Khayyam, al comienzo del libro segundo,!'®* dice: el autor de los

Elementos ha dicho, a propésito de la verdadera naturaleza de la razén: “es la esencia de la

15+ Se trata de una obra escrita en el siglo XI de la era cristiana, titulada Comentarios sobre las dificultades de
ciertos postulados en la obra de Euclides. En particular este libro segundo lleva por titulo Exposicién sobre
las razones y la nocion de proporcionalidad y sobre su verdadera naturaleza. El mismo es un conjunto de
exposiciones sobre la nocién de razén y proporcion en los libro V' y VII de los Elementos de Euclides,
presentando nuevas definiciones sobre razén y proporcién, basadas en lo que el autor define como la
esencia de la razon, buscando claridad sobre dichas nociones.
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medida de dos magnitudes homogéneas, la una relativamente a la otra.” (Rashed & Vahabzadeh,
1999, p. 340), aclarando luego que dichas magnitudes!®> deben cumplir la propiedad
arquimediana, y que la medida relativa de una magnitud a otra remite a establecer de
manera exhaustiva cudnto es una con relacién a la otra, “bien sea determinando qué fracciéon
es, o bien sea de alguna otra manera”.'’¢ Luego, después de aclarar que una caracteristica
tundamental de las cantidades en general, y de las magnitudes en particular, era la de
poderse comparar, bien sea en la igualdad o en la diferencia, argumenta entonces que la
razén comporta dos aspectos: poner en relacién dos magnitudes comparadas a través de su
diferencia (diferencia pensada en términos de cociente), y que ella en si misma posee la
caracteristica de cantidad (en tanto dos razones pueden ser comparadas en la igualdad y la
diferencia).

Posteriormente analiza las implicaciones de considerar estos dos principios sobre las
razones, cuando se consideran las razones entre niimeros o entre magnitudes. Asf entonces,
partiendo del hecho de que establecer la razén entre dos ntimeros es determinar la medida
de uno con respecto al otro, concluye entonces que la razén establece el valor de la medida
relativa entre los dos ntiimeros, y que esta medida se puede determinar dividiendo uno entre
el otro, y que para el caso en que el nimero menor no mide al nimero mayor (el mayor no
es multiplo del menor), la comparacién del uno con respecto al otro, es decir la divisiéon del
mayor por el menor, en virtud de la indivisibilidad de la unidad, siempre termina en uno, y
por lo tanto, la division siempre dara la medida relativa de uno con respecto al otro.!*” Esto
es, dados dos ntimeros, si el menor mide al mas grande, entonces la division del mayor por
el menor da la medida de la razén del mayor al menor, y si no lo mide, entonces siempre
serd posible encontrar una divisién de ambos de tal manera que una parte (fraccién unitaria)
asf obtenida mida a ambos ntimeros. Es més, el autor, apoyado en las proposiciones 1y 2
del libro VII muestra que dados dos ntmeros donde el menor no mide al mayor, la
aplicaciéon sucesiva del algoritmo de Euclides, permite determinar la medida relativa de un

nimero con respecto al otro (para el caso de los nimeros este proceso siempre es finito,

155 Este autor consideraba cuatro tipos de magnitudes: la linea (longitud), la superficie, el sélido (volumen),
y el tiempo (el cual era considerado como la medida del movimiento de los cuerpos). Estas cuatro
magnitudes, siguiendo la tradicién aristotélica, eran considerados géneros de la cantidad.

156 La expresion “de alguna otra manera” refiere al caso en que las magnitudes no son conmensurables, y
por lo tanto no se puede encontrar la fracciéon que expresa la medida relativa, lo cual no implica que dicha
medida relativa no se puede hallar.

157 Dicho de otra manera, dados dos ntimeros, ellos siempre son conmensurables entre sf.
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dado que el proceso de dividir un niimero tiene como limite minimo la unidad).

Cuando este principio del algoritmo euclideo se utiliza para determinar la medida
relativa entre dos magnitudes (continuas), entonces Al-Khayyam muestra que la dificultad
radica en que para el caso de las magnitudes, no todas las sustracciones sucesivas de los
residuos (la division euclidea) terminan en un ntmero finito de pasos, en tanto que las
divisiones sucesivas para el caso de las magnitudes continuas no tienen como limite la
unidad. Sin embargo, afirma, esto no imposibilita afirmar que la verdadera naturaleza de la
razén esté en la medida relativa entre magnitudes, y que la divisién euclidiana sea el
principio a partir del cual determinar el tamafio, la cantidad de la razén que relaciona las
dos cantidades para las cuales se establece la razén.

De esta manera, el estudio de la proporcién entre magnitudes se separa en dos: el caso
en que son conmensurables, y el caso en que no lo son. Si lo primero, Alkhayyam dice
(expresado en términos modernos) dadas cuatro magnitudes A, B, C y D, donde A es el
mismo multiplo de B que C es de D, o A es la misma fraccién de B, que lo es C de D,
entonces la razén de A a B es inevitablemente la misma que la de C a D.'%% Si lo segundo,
dadas cuatro cantidades A, B, C y D, donde el mismo miltiplo »,, de veces que se puede
sustraer B de A, sobrando un residuo r, es el miltiplo de veces que se sustrae D de C,
sobrando un residuo s_;y si el mismo miltiplo sz, de veces que se puede sustraer r de B,
sobrando un residuor, es el multiplo de veces que se sustrae s de D, sobrando un residuo
5; y si el mismo multiplo s, de veces que se puede sustraer s de r, sobrando un residuo

r,, es el miltiplo de veces que se sustrae 5 de s , sobrando un residuo s,; y asf

sucesivamente, encontrando que la serie infinita de ntimeros My, My, My s..., €S la misma

nimero a nimero para ambas razones, entonces la razén de A a B es inevitablemente igual
a la razén de Ca D.

Esta nueva forma de establecer la proporcionalidad entre dos parejas de magnitudes
no conmensurables entre si tiene gran importancia: en primer lugar, se identifica un
mecanismo Unico y universal para encontrar la cantidad de una razén que relaciona dos
magnitudes, a saber, la divisién de una por la otra. En segundo lugar, el uso de una técnica

que siglos mas tarde sera llamada la representacién en fracciones continuas'®® para

158 En este caso extiende la definiciéon de proporcionalidad del libro VII al libro, para el caso de magnitudes
conmensurables.
159 Al finalizarla Edad Media, este método serd usado de manera sistemdtica para aproximar nimeros
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aproximar razones entre magnitudes no conmensurables. En tercer lugar, como lo dicen
Rashed y Vahabzadeh (1999), cada razén queda identificada con una sucesién de ntiimeros
que la identifican de manera univoca, haciendo que la razén pueda ser analizada en s{ misma,
y no, como en el caso de la definicién euclidea del libro V, en donde una razén siempre debe
ser analizada con respecto a otra (la que es igual, o menor o mayor).

Estos elementos son sin duda un importante avance en la objetivacién de la razén como
cantidad, dotando a las razones de un estatus operatorio mas claro, ganando autonomia
como entidad con naturaleza propia, pero las razones atin no son consideradas nimeros.

Durante la parte final de la Edad Media y los inicios del Renacimiento, se dan nuevos
desarrollos que ponen otros elementos en el escenario. Asf entonces se encuentran libros
clasicos como La Aritmética de Boethuis (2006; 1974), o The Numeris Datis de Jordanus
Nemorarius (1230/1981), los cuales son tratados teéricos sobre la aritmética,
fundamentados en la teorfa de razones, sin un lugar claro para las razones cémo ntimeros.
Pero de otra parte, como se expresé antes, las actividades comerciales hicieron que los
calculistas, al igual que los autores de los libros para ensefiar el arte de calcular,
experimentaran una necesidad creciente de tratarlas como tal. En el intermedio se tienen
tratados como el libro de Fibonacci (ya mencionado), que mostrando todo el poder de los
métodos de cédlculo aprendidos de los drabes (sistema de numeracién decimal, algoritmos
para operar, etc.) busca insistentemente fundamentar tales procedimientos sobre la teoria
clasica de las razones y las proporciones heredada de la tradicién griega. Asf, en uno de los
ejemplos dados para explicar los métodos para hacer divisiones entre fracciones, en donde
se debe dividir 83 entre 52, luego de expresar ambas cantidades en tercios, lo que da 249
tercios y 17 tercios, propone entonces que la divisién entre los niimeros dados es lo mismo
que la divisién de 249 entre 17, en tanto estos dos niimeros son el triple de los originales,
y para darle un soporte tedrico a este procedimiento cita a Euclides, diciendo que este autor
declaré que “si un ntimero a otro estan en una cierta razén, entonces sus multiplos estin
en la mismarazén” (Leonardo (de Pisa), 1202/20083, p. 107). Situaciones similares se pueden

encontrar en otras partes del libro, por ejemplo, en los capitulos dedicados a la regla de

racionales e irracionales, pues las fracciones continuas no solo convergen mas rédpidamente que en el
proceso de divisién usual (en el sistema de numeracién decimal), sino que, cuando las cantidades
comparadas son conmensurables (la razén es un niimero racional), la expansidn es finita, y cuando no (la
razén es un numero irracional), si esta razén es solucién de una ecuacién cuadrética, la expansién es
periédica.
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tres, al lado del algoritmo de la multiplicacién en cruz, estan las justificaciones para este
procedimiento basadas en mostrar que las cuatro cantidades implicadas en la situacién son
proporcionales entre si, y que por tanto, los procedimientos utilizados tienen su
fundamento en las definiciones y teoremas de los libros V y VII de los Elementos de Euclides.
Esta popularizacién de los cédlculos con fracciones en la solucién de problemas de
proporcionalidad directa e inversa y sus intentos de justificacién en el marco de una teoria
clasica de la proporcién griega, de un lado, permitieron que las razones encontraran en las
cantidades fraccionarias (o ntimeros quebrados, como fueron llamados por algunos) y los
irracionales unas formas de expresién que facilitaran los calculos (como se puede ver en la
seccién anterior) y, de otro, fueron paulatinamente afianzando el reconocimiento de las
fracciones como ntmeros y, por ende, de las razones, pero esto ultimo solo se dio hasta
finales de la Edad Media.

Adicionalmente, al finalizar la Edad Media se dan importantes avances en la
representacion simbélica de los ntimeros y las razones y, por ende, en las técnicas para
operar con estas nuevas cantidades. Por ejemplo, Bombelli introduce de manera sistematica
el uso de las fracciones continuas para expresar cantidades irracionales,'® Oresme
desarrolla un estudio sistematico de las proporciones continuas mostrando nuevas técnicas
de representaciéon que facilitaron los célculos con las potencias y las raices;!! Napier
introduce los logaritmos proporcionando nuevas técnicas de calculos entre cantidades que
cambian proporcionalmente con respecto al tiempo.!®? Hechos como estos fueron
determinantes en el desarrollo de nuevas formas de representaciéon para las cantidades y
los niimeros, nuevas técnicas para calcular con estas cantidades y, por ende, nuevas formas
para resolver los problemas, y por qué no, nuevos problemas que permiten la constitucién
de un escenario en el que nimeros y razones cambian rdpidamente, conceptualmente
hablando.

Estos cambios se evidencian, por ejemplo, en el trabajo de Vieta, en donde a partir de
un programa unificador que le permitiera aplicar el analisis no solo a lo geométrico (en el

sentido de Pappus), sino también a lo aritmético (en el sentido de Diofanto), desarrolla una

160 K] nombre de fracciones continuas se debe a Wallis, quien estudié de manera sistematica sus propiedades.

161 Se trata fundamentalmente del texto Algorismus proportionum del cual se puede consultar una traduccién
realizada por Edward Grant (Oresme & Grant, 1965).

162 Una traducciéon del texto de Napier sobre los logaritmos se puede consultar en el sitio web
http://www.johnnapier.com/table_of logarithms_001.htm
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conceptualizacién sobre el andlisis y la sintesis que aplica por igual a ambas ramas del
conocimiento, basado, por supuesto, en una teoria de proporciones que aplica entonces
tanto a nimeros como a magnitudes, con lo que efectivamente asume el dlgebra no solo
como una teorfa sobre las ecuaciones, sino como una teorfa general de las proporciones
(Klein, 1992).1%% Pero asi como el dlgebra se constituye en una teorfa general de las
proporciones, aplicables tanto al nlimero como a las magnitudes, los simbolos usados por
Vieta para representar las magnitudes o los niimeros comportan igualmente una nocién de
cantidad generalizada. As{ entonces, la incégnita se hace la representacion generalizada de
la cantidad o de la magnitud, se opera con ella como si fuera un niimero, y por qué no, se
constituye una nueva forma de célculo (Klein, 1992). En palabras de Vieta, una “logistica
especiosa” (célculo con lo simbélico), en la cual los simbolos usados representan la forma
de la cosa, y no la cosa en si misma, es decir son signos con estructura espacial usados para
representar la naturaleza de las magnitudes, y en el mismo sentido, las ecuaciones son
construcciones que representan las relaciones (las proporciones) entre las magnitudes
involucradas en la situacién, y estos signos se hacen cosas, como objetos del pensamiento,
con las que se puede operar. Es en este sentido que Klein afirma que en Vieta esta el
nacimiento del concepto moderno de niimero, no medido tanto por su nivel de abstraccién,
sino por su capacidad para el célculo simbélico, y eso es lo que se encuentra en el conjunto
de reglas establecidas para el cdlculo especioso, las cuales, a la manera de un sistema
axiomdtico, crean un contexto dentro del cual se define el objeto mismo con el que se
tratara, a saber, la incégnita como ntimero generalizado.

Otro giro importante en la comprensién del niimero se da en el tratamiento dado por
Stevin (1634), pero ahora en un contexto que busca una mejor comprensién de las
matematicas necesarias en las actividades practicas del comercio. Y esto es quizas lo que
estaba en la mente de Simén Stevin, cuando a finales del siglo XVI propone redisefiar los
sistemas de medida de tal forma que se compongan de una unidad principal, y de multiplos

y submultiplos de dicha unidad, tal que su relacién con la unidad principal sea una potencia

163 Es asi entonces que para Vieta una proporcién puede decirse es la constitucién de una ecuacién, y la
ecuacién, la manera de resolver una proporcién (Viete, 1630, 1630/1983), Igualmente afirma (finalizando
el capitulo 1) que este obtener las proporciones y las ecuaciones se apoya en los principios generales de
la l6gica, del silogismo, en las nociones comunes, en los axiomas y teoremas ya conocidos (refiriéndose a
los elementos de Euclides), como se evidencia en el capitulo II donde enuncia los principios generales,
tomados de los elementos, sobre los cuales se fundamentan los simbolos para las ecuaciones y las
proporciones.
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de 10 (positiva o negativa). De esta manera, muestra que todos los célculos con las medidas
se pueden hacer como se calcula con los ntimeros (en el sistema de numeracién decimal que
ya era ampliamente difundido en Europa), pero ademads, que cualquier fraccién podria ser
expresada en notacién decimal, y que por tanto, las operaciones con fracciones serfan igual
que en las operaciones con los nlimeros en notacién decimal. Pero esto implicé que Stevin
llegara a proponer una nueva comprensién del nimero!* con el fin de que las fracciones de
la unidad fueran aceptadas como ntmeros. Asi, en la definicién VII dice que ntiimero entero
es bien la unidad, o bien la multitud de unidades, y en la definicién X, dice que un ntimero
quebrado (nombre rompu) es el que es una fraccién (partie o parties) de un ntimero entero,
explicando que si el 1 se parte en cuatro partes iguales, entonces tres de esas partes es un

ntmero quebrado, lo que se escribe como 2, y se nombra tres cuartos. Nétese entonces como

Stevin no solo comprende la unidad como ntimero, sino que también admite la divisibilidad
de la unidad, y més adn, que esas partes en que se divide la unidad igualmente son niimeros.
Pero esta comprension de la unidad como ntmero, de las fracciones de unidad como
nimeros, caminé de la mano de una comprensién simbélica del nimero en relacién con la
notacién en un sistema decimal base 10, lo cual le permite pensar el nimero en su forma
simbélica independientemente incluso de la imposibilidad de manipular la cantidad de
unidades representadas en el simbolo. Esto es, para Stevin, el niimero no es solo multitud
de unidades, sino también el simbolo representado por la combinatoria de cifras (Klein,
1992), lo expresado directamente por las cifras en el sistema de numeracién decimal. Este
caricter simbdlico del namero, su reconocimiento de las fracciones de unidad como
ntmeros, le permite reconocer que a las magnitudes continuas corresponden nimeros
continuos, y sobre todo, el caracter numérico de las cantidades negativas e irracionales
(llamadas hasta ese momento cantidades absurdas). De esta manera para Stevin existen

diferentes tipos de niimeros, %° y cualquier niimero, aritmético o no, puede ser tomado como

16+ Asf entonces, Stevin (1634) propone, en relacién al nimero, comprender el 1, la unidad, como nimero, y
en comparacién con las unidades geométricas, igualmente propone que la unidad debe ser divisible (como
lo son todos los niimeros), y de esta manera, las fracciones de unidad igualmente deberdn ser consideradas
como nimeros. Asf por ejemplo, en el libro primero de su aritmética, define nimero como aquello que
explica la cantidad de todas las cosas; demuestra, silogisticamente, que la unidad debe ser ntmero;
igualmente, demuestra que el origen de todos los nimeros no puede ser el uno sino el cero (asf como en
la geometria el origen de la recta es el punto), y define y explica la notacién decimal para todos los
numeros.

165 Por ejemplo, Stevin llama “ndmeros aritméticos” a aquellas cantidades que no son adjetivadas en una
magnitud, y “geométricos” a los que son cuadrados, cubos, etc., de cualquier cantidad. Aunque igualmente
reconoce que cualquier nimero puede ser cuadrado, cubo, etc., de otra cantidad dada.
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el origen de la cantidad.

Este aspecto es clave, pues podria decirse que es la primera vez que se da el estatus de
nimero a cantidades que no son enteras o positivas (fracciones, raices, negativos), pues si
bien a lo largo de la Edad Media se constituyeron como entidades simbdlicas con las cuales
se podia operar, que representaban las razones y proporciones entre niimeros o magnitudes,
admitiendo su naturaleza de cantidad, no se asumian como nlimeros en tanto se conservaba
la conceptualizacion griega del ntiimero. Pero este reconocimiento va de la mano, como ya
lo habia indicado Vieta, de la posibilidad de reconocer en el signo un objeto con el cual se
opera, de alguna manera definido por dicha estructura operatoria. Este discurso sobre el
simbolo, donde el ntmero se refiere no tanto a las cantidades sensibles a través de los
sentidos, sino a la estructura definida por el simbolo y sus operaciones, hace posible una
racionalidad en la que se aprehende a través de la razén aquello que, en otro momento, se
habfa considerado por fuera de la razén misma. Sin embargo, esta apertura al discurso
simbélico del nimero no implica un rompimiento con los fundamentos intuitivos de este;
es decir, la naturaleza misma del niimero, los fundamentos primarios de este, siguen siendo
puestos con respecto a esas cantidades sensibles de las cuales el niimero es una abstraccién
simbdlica, y en donde el simbolo gana independencia, por asi decirlo, de esa fuente
tenomenolégica primaria. Es una objetivacién del ntimero en el simbolo.

Una objetivacién de orden similar se evidencia en Descartes, en relacién ahora al papel
de las figuras, y su correspondiente aritmetizacién, en el proceso del analisis y sintesis
propio de la algebrizaciéon que él propone para la geometria. Esto se evidencia, por ejemplo,
en el libro de la Geometria (Descartes, 1637/1954, 1686), en la representacién geométrica
de las operaciones de la aritmética (las cuales para Descartes son cuatro o cinco, en tanto
la radicacién la define como una especie o tipo de divisién). En particular, con respecto al
producto (al igual que la divisién) entre dos cantidades (idem, magnitudes), lo plantea como
la basqueda de una cuarta proporcional entre una linea (segmento) tomada como unidad, y
otras dos lineas, que representan las cantidades que deben ser multiplicadas, las cuales son
tales que una de ellas es a la unidad como la cuarta proporcional buscada es a la otra.'®¢ La
divisién se expresa en el mismo sentido, solo que ahora una de las lineas es a la otra como

la cuarta proporcional buscada es a la unidad.

166 Esta idea de comprender la multiplicacién en relacién con la busqueda de una cuarta proporcional estaba

ya presente en la definicién de multiplicacién entre nimeros dada en el libro VII de los Elementos de
Euclides.
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De esta manera, Descartes abre la posibilidad del tratamiento aritmético de las
magnitudes, pues al tomar una de las magnitudes (arbitrariamente) como la unidad, la razén
de las restantes magnitudes a esta unidad se torna en una cantidad absoluta, es decir, se
logra una reduccién de las magnitudes a la multitud (Descartes, 1701/1996, § 452). Esto
tacilita el tratamiento de las magnitudes pues las proporciones entre magnitudes se reducen
a proporciones entre nimeros y, por ende, las reglas del dlgebra son ahora aplicables a la
geometria (Descartes, 1701/1996, Regla VII). Esto igualmente implica una nueva
aproximacién al nimero: el nimero no solo es el resultado de la multitud de unidades, sino
también la medida de la cantidad continua (la razén entre dos magnitudes) la cual, en virtud
de la definicién arbitraria de una cantidad de magnitud como unidad, deja de ser una medida
relativa (cuanto es una magnitud con respecto a la otra) para tornarse en absoluta.
Descartes no habla més de cantidad sino de dimensiones!%? de un cuerpo, entendidas como
todos aspectos de éste que pueden ser medidos. La unidad es una magnitud cualquiera
elegida arbitrariamente, que puede ser tomada como la medida comun a todas las demés
magnitudes, con respecto a la cual se establecen las razones de las demas magnitudes, y
estas razones, en virtud de que la magnitud de referencia es llamada “la unidad’, son
llamadas “la medida’ de dicha magnitud, y “medir” no es otra cosa que “numerar’ las
magnitudes, es decir, determinar el ntimero que representa dicha magnitud (Descartes,
1701/1996, Regla XIV § 447 a 449).

Asi entonces, se ve una vez mds el carécter abstracto, simbdélico del ntmero, lo cual
permite su extensién al campo de las magnitudes, y con la posibilidad de representar por
la unidad, por el uno, esa magnitud tomada como referencia que sirve como medida comin
para comparar las demds, entonces, la razén, la medida relativa entre una magnitud
cualquiera y esa que se toma como unidad, se hace igualmente ntimero.!68

Esta formulacién de la razén como nimero se hace explicita en otros mateméticos de
los siglos XVII y XVIII. Por ejemplo Newton, en su texto Aritmethica Universalis (Newton,

1720, 1972),'% define niimero de la siguiente manera: “por ntimero comprendemos, no tanto

167 La nocién de dimensién le permite mostrar que largo, ancho o alto, no son tres dimensiones de un mismo
cuerpo, sino mas bien, tres manifestaciones diferentes de una misma dimensioén, a saber, la longitud.

168 Klein (1992) afirma que es precisamente esta aritmetizacién de las magnitudes lo que realmente esta en
la base del trabajo cartesiano, y por esta via, la algebrizacién de las relaciones entre magnitudes es lo que
hace posible un marco que entiende el dlgebra como una teorfa general de las proporciones, aplicables
ahora por igual a lo numérico como a lo geométrico. En este marco, la figura y el nimero son entendidas
cémo formas de expresar simbdlicamente las relaciones (proporciones) entre cantidades.

169 Una primera versién de este texto fue escrita entre 1673 y 1674, pero la versién publicada en 1707 (y
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una multitud de unidades, como la razdn abstraida de cualquier cantidad a otra cantidad del
mismo tipo, la cual tomamos como unidad” (Newton, 1720, p. 2). En esta definiciéon de
numero hay profundas raices de la herencia cartesiana, pero a diferencia de este, se hace
explicito el cardcter de nimero presente en las razones. En la misma pdgina, Newton afirma
la existencia de tres tipos de nimeros: enteros (whole), los que son un miultiplo entero de
veces la unidad; fracciones, los que son una parte submultiple (submultiple part) de la unidad
de medida, y absurdos (surds), 1os que no son conmensurables con la unidad. Nétese entonces
la relacién explicita entre los ntimeros, las razones, la medida y, por ende, las cantidades
en general, y las magnitudes en particular. Adicionalmente es interesante mencionar que
al explicar el valor posicional de las cifras utilizadas para la notaciéon de los ntimeros, ! las
tracciones de unidad expresadas en esta notacién son llamadas fracciones decimales puesto
que ellas siempre decrecen en una razén decimal, mientras que las partes enteras son
llamadas la clase de las unidades, las decenas, las centenas,..., en tanto van en una razon
décuple. E1 conjunto de caracteres que expresan un ntimero es llamado la _figura del ntimero
(como se hacfa desde la Edad Media). Mas adelante define las cantidades como positivas o
negativas, identificando con esto aquellas que son mayores que, o menores que cero (la
nada), dando ejemplos con respecto a los bienes que se poseen, las deudas, los movimientos
adelante o atrés, los aumentos o las disminuciones, lineas orientadas, etc. Notese como
Newton atn no reconoce las cantidades negativas como nimeros, como si sucede con los
racionales y los irracionales, pero si caracteriza la negatividad como una especie de atributo
de la cantidad que expresa dos tipos de movimientos de la cantidad, uno de los cuales es
opuesto al otro (aumentar disminuir, poseer no poseer, derecha izquierda). Desde el punto
de vista pedagdgico esta observaciéon es interesante, pues asi como la medicién, en donde
la magnitud de referencia se identifica con el 1 fue clave en la comprensién de las razones
como numeros y, por ende, de aceptar los irracionales como numeros, entonces el
movimiento de las cantidades, la identificaciéon de esos dos movimientos uno como opuesto
del otro, puede ser la clave para la comprensién de las cantidades negativas como nimeros

por parte de los estudiantes. Todo lo anterior subraya que, desde el punto de vista

reeditada en 1722), editada por William Whiston, contiene correcciones sustanciales al texto original
escritas por el mismo Newton. Una de estas se corresponde con la definicién de nimero la cual no aparece
en el texto inicial.

170 Explicitamente afirma, en una nota al pie de pagina, que la notacién nos ensefia a expresar en caracteres
(simbolos) cualquier niimero expresado en palabras, y la inversa, como enunciar cualquier nimero
propuesto en caracteres.
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epistemoldgico, esta comprensién no es evidente.!7!

Las operaciones de multiplicacién y divisiéon son igualmente explicadas en funcién de
la razén entre las cantidades que se deben multiplicar y la unidad. Asi por ejemplo, dice:
“Multiplicacidn, propiamente dicha, es la que se realiza entre niimeros enteros, para los cuales se
afirma una nueva cantidad que es tantas veces mayor que el multiplicando como el multiplicado es
mayor que la unidad. Pero a falta de una palabra mejor, fambién se llama wusualmente
multiplicacién al procedimiento mediante el cual se afirma, por medio de fracciones o irracionales,
una nueva cantidad en la misma razon (cualquiera que ella sea) al multiplicando, que el
multiplicador a la unidad’ (Newton, 1720, pp. 10-11; 1972, p. 495). Seguidamente afirma que
estas formas de comprender la multiplicacién aplican tanto para los ntimeros en abstracto,
como para las cantidades concretas (lineas, superficies, movimiento, pesos, etc.), en tanto
que la referencia de alguna de las cantidades a la unidad, permite expresar las razones entre
ntmeros y hacer que cumplan su papel.

En la anterior explicacién sobre la multiplicacién se deben destacar dos cosas:

Si bien la primera explicacién, la cual es un buen parafraseo de la definicién 15 del libro
VII de los Elementos,'™ se puede pensar como la interpretacién moderna de la
multiplicacién como una suma de sumandos iguales, una mirada cuidadosa de las
expresiones usadas muestra que detrds de la multiplicacién hay mucho més que una
suma abreviada, o, dicho de otra forma, que la interpretacion de la multiplicacién como
suma abreviada es una interpretacién que simplifica de manera excesiva el sentido
mismo de la multiplicacién. Tal como lo muestra esta interpretacién euclidiana de la
multiplicacién, multiplicar implica, dados dos ntmeros, encontrar uno que esta con
respecto al multiplicador en la misma razén que el multiplicando con respecto a la
unidad. De esta manera se ve con claridad el cardcter cuaternario de la multiplicacién
(como relacién), a saber, la unidad, el multiplicando, el multiplicador y el producto,
solo que la unidad no siempre se hace explicita y termina por ser olvidada en la

interpretacién moderna de la multiplicacién como suma de sumandos iguales.!™ Es

1710 al menos, como lo muestra Emmanuel Lizcano (1993) en su libro Imaginario Colectivo y Creacion
Matemdtica, no es evidente en la cultura occidental, no siendo este el caso para otras culturas, como el
caso de las matematicas en la antigua China.

172 En la traduccién de Heath de esta definicién dice: “un nimero se dice multiplicado por otro ntmero
cuando el que es multiplicado es adicionado a si mismo tantas veces como unidades hay en el otro, y as{
un nuevo ntmero es producido” (Euclid, 1908, p. 278).

175 Es mds, podria afirmarse que esta interpretacion de la multiplicacién como suma de sumandos iguales es
derivada de la definicién formal de multiplicacién en el marco de la axiomatica de Peano, en la misma es
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mas, se podria decir, que esta misma definicién —si se quisiera interpretar como suma
de sumandos iguales— debe tener en consideracién la relacién “por cada unidad en el
multiplicando, el multiplicado debe sumarse una vex consigo mismo” lo cual es mucho més
explicito en la formulacién euclidea de la definicién 15 del libro VII. La interpretacién
newtoniana de la multiplicaciéon tiene mas un sentido variacional, e implica establecer
una especie de ley de correspondencia: si bes a 1, entonces a n veces 1 (el multiplicador
como multitud de unidades) corresponde n veces b. De nuevo hay cuatro términos en
relacién dos a dos.

La segunda explicaciéon es de alguna manera la idea cartesiana de la multiplicacién
entre segmentos, lo cual incluso se afirma al ver los comentarios explicativos en los
que muestra que si una cantidad A debe ser multiplicada por una linea de 12 pies,
suponiendo que una linea de 2 pies es la unidad, entonces el resultado es 6A (seis veces
A), que es exactamente lo mismo que se obtiene de multiplicar la cantidad A por el
numero (abstracto) 6, y se puede ver que la cantidad 6A estd en la misma con respecto
a A, que la cantidad 12 pies lo estd con 2 pies. De esta manera la multiplicacién es
igualmente afirmada para las magnitudes, en el sentido cartesiano del término. Podria
decirse que se trata mas de una multiplicacién por escalar, es decir, la ampliacién o
reduccién de una determinada cantidad, que multiplicacién de magnitudes en el sentido
estricto de la palabra, como se evidencia en la explicacién de la diferencia entre generar
una superficie por el movimiento de un segmento, y la multiplicacién de dos segmentos,
que no produce la superficie, sino un ntimero abstracto que representa la cantidad de
unidades de superficie en la figura que tiene por lados los dos nimeros multiplicados.

Para no alargar estas explicaciones, la divisién es interpretada en el mismo sentido de

la proporcién entre cuatro cantidades; pero ahora, la que va de una de las cantidades dadas

a la otra (del dividendo al divisor), como la cantidad buscada (el cociente) es a la unidad, tal

como lo habfa expresado anteriormente el mismo Descartes. Sin embargo, a diferencia de

una definicién recursiva, que cuando se desarrolla en todos sus términos hace que la multiplicaciéon mxn

se reduzca a la suma n+n+...+7n. De esta manera la escuela actual solo muestra el resultado final de
-—

m—uveces

aplicar la definicién de la axiomatica de Peano, y al ocultar todo el marco formal que la soporta, oculta el
significado mismo de lo que es multiplicar. De todas formas esta interpretacién formal de la
multiplicacién tampoco permitirfa entender la funcién 16gica de la multiplicacién en las situaciones donde
las cantidades implicadas estdn relacionadas, o bien a través de un isomorfismo de medida, o bien a través
de un producto cartesiano. Para ello serfa més potente esta idea cartesiana de multiplicacién ligada a una
interpretacién de razén entre dos parejas de cantidades, en donde una de ellas es la unidad.

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 183



Doctorado Interinstitucional en Educacion

este, Newton usa la notacién de fraccién para expresar la divisién entre dos cantidades. A

los ntimeros que se dividen los llama numerador'y denominador, como es usual hoy en dfa.

4.4 Proporcionalidad directa

En el sentido amplio de la palabra, el concepto moderno de proporcionalidad!™ se
encuentra estrechamente ligado con el algebra lineal, pues las relaciones lineales (y en
general n-lineales) estén en la base de toda situacién de proporcionalidad directa o inversa,
simple o compuesta.!” Esto hace de la proporcionalidad un concepto tan moderno como la
mayoria de las matematicas que conocemos hoy en dia, pero como lo expresan los Bourbaki
(2007) en su libro sobre la historia de las matematicas, la linealidad es igualmente tan
antigua como la matemdtica misma. Es decir, si bien la linealidad permite un tratamiento
moderno, en términos del algebra lineal, de las situaciones tipicas de proporcionalidad, este
tipo de situaciones fueron objeto de tratamiento sistematico desde épocas muy remotas,
como lo evidencian las soluciones dadas por los matemaéticos de la antigiiedad a los
problemas!” que enfrentaron. Asf, en las operaciones bésicas (en especial la multiplicacién)
y, en general, en la solucién de una ecuacién lineal con una incégnita (o incluso un sistema
de ecuaciones de varias incégnitas), se ve una percepcién de la linealidad y de su tratamiento

a través de ciertos métodos, al igual que del concepto de razén.

4.4.1 La linealidad en la antigiiedad: egipcios y babilonios

Entre los textos babilénicos antiguos se encuentran tablas que expresan, por ejemplo,
tasas de transporte (debido a la importacién y exportacién de mercancias), las cuales
dependian tanto de la distancia recorrida, como del tipo de mercancia (valor de la
mercancia), lo cual implica algin conocimiento sobre variaciones proporcionales, en donde

la tasa de transporte se comporta como una razén constante (Michel, 1992). También se

17+ Es importante aclarar que esta seccién estd dedicada a un tratamiento de la proporcionalidad directa e
inversa, pero por simplificacién en el uso del lenguaje, y siempre que no haya lugar a confusién, se usara
la expresién “proporcionalidad” para referir a la proporcionalidad directa.

175 En particular, toda situacién de proporcionalidad directa puede ser modelada por una funcién lineal de la
forma f(z)=kz

176 Por ejemplo, el método de la falsa posicién en egipcios y babilonios para la solucién de ciertos tipos de
ecuaciones lineales, el tratamiento de situaciones de proporcionalidad a través de la regla de tres en
chinos e hindtes, o simplemente, el reconocimiento de las operaciones aditivas y multiplicativas en
situaciones cotidianas, son algunos de los ejemplos mas destacados.
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encuentran textos sobre diferentes tipos de transacciones comerciales que implican el uso
de cierta nocién de razén y variacién proporcional, como en el caso de la reparticiéon de una
herencia (este tipo de problemas, por lo general, estaba reglado por ciertos tipos de leyes,
como por ejemplo, que el hijo mayor debe recibir el doble de lo que recibe el menor), el
cobro de los impuestos (que dependia de las tierras cultivadas y del valor de la cosecha),
etc. La tabla 38 muestra un ejemplo tomado de Friberg (2007) en el que se describe la
cantidad de carga que puede llevar un hombre si se conoce el tipo de producto y la capacidad
de transporte de carga del hombre por dfa!”” y por unidad de distancia recorrida en ese

dfa.!7s

Tabla 8: Ejemplo en donde la tercera columna es, para cada tipo de ladrillo, la tasa constante de trabajo de un hombre en un dia
y por unidad de distancia. (Friberg, 2007, p. 173).

walking number loading number | carrying number (work norm) | brick type

45 00 ninda/man-day 6 bricks 480 00 brick-ninda/man-day bricks (type R1/2¢)

45 00 ninda/man-day 4530 bricks 3 22 30 brick-ninda/man-day cow-bricks (type H2/3c)
45 00 ninda/man-day 2;15 bricks 1 41 15 brick-ninda/man-day tile-bricks (type S2/3c)

El uso de este tipo de constantes era ampliamente generalizado, y se tenfan estimadas
para diferentes tipos de actividades, sobre todo las relacionadas con el intercambio de
mercancias, las tasas de rendimiento de un determinado trabajo o de un campo cultivado, y
las tasas de transporte de mercancias, las cuales seguramente generaron problemas
cotidianos en un pueblo dedicado al comercio y la agricultura.!™

El fundamento de todas estas précticas fue la proporcionalidad (que no debe ser
confundida con la teorfa de las proporciones al estilo griego!) y proporcionalidad inversa.
Esto, en efecto, se presupone por las tablas de constantes fijas: si un hombre puede llevar
540 ladrillos de un cierto tipo a través de 30 nindan en un dfa (los ladrillos Babilonios
eran enormes!) ;Cudntos hombres-dfa son necesarios para transportar N ladrillos del
mismo tipo a través de M nindan? En los calculos geométricos también hicieron uso del
hecho de que todas las extensiones lineales dentro de una configuracién de forma bien
definida son proporcionales y las dreas son proporcionales al cuadrado de una dimensién
lineal; en ambos casos, los factores de proporcionalidad se encuentran en las tablas de
constantes fijas. (Hoyrup, 2007, p. 265)

Asi pues, las constantes no solo estaban presentes en situaciones comerciales, sino

también en la solucién de problemas geométricos (seguramente relacionados con la medida

177 El talento, aproximadamente 30 kg.
178 La ninda, aproximadamente 16 km.
179 Robson (2007) muestra una extensa lista de constantes utilizadas en diferentes tipos de calculo.
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de la tierra), en donde se disponfa de valores constantes (coeficientes) que permitian, por
ejemplo, calcular la altura de un tridngulo equildtero conocido su lado (valor aproximado a

la mitad de /3), o para calcular el drea de poligonos regulares, o calcular la diagonal de un

cuadrado conocido su lado (aproximacién para /2 ), entre otras.'* El célculo de estos
coeficientes se hacfa con referencia a una figura tomada como unidad, es decir, donde sus
lados se normalizaban referenciando un lado como unidad con respecto al cual medir los
otros lados. Igualmente implicaba el conocimiento de ciertos tipos de proporcionalidad
entre los lados de figuras semejantes, y la relacién entre los lados de las figuras y los lados
(férmulas para el célculo de 4reas).!8!

Sin embargo, queda una pregunta dificil de responder a partir de la evidencia que se
tiene de las matematicas babilénicas: scomo calcularon estas constantes de
proporcionalidad? Los textos de las tablillas, dedicados fundamentalmente a la enseflanza,
o al registro de las transacciones comerciales, no dejan rastros de la manera como se
calcularon dichas constantes, pero para poder llegar a ellas indudablemente fue necesario
un proceso de observacién de regularidades en el comportamiento de un fenémeno (por
ejemplo, de las observaciones astrondmicas se tiene evidencia de sistematizaciones de este
tipo) y algtn tipo de conocimiento sobre razones y proporciones.!'®? Elementos como estos
seguramente permitieron en la base del descubrimiento del comportamiento lineal de la
dependencia entre las variables implicadas en situaciones de proporcionalidad y, por ende,
en el cdlculo de tales constantes, que seguramente permiten trabajar sobre este tipo de

situaciones sin un uso explicito de una teorfa de razones y proporciones.

4.4.2 Proporcionalidad en las antiguas China e India: la regla de tres

El tratamiento sistemdtico de situaciones de proporcionalidad se present6 igualmente
entre los matematicos chinos e hindtes, siendo lo que hoy en dfa conocemos como la regla

de tres's? uno de sus legados mas importantes. Sin entrar en una discusién sobre si el origen

150 En Maza (2009) se pueden leer una serie de explicaciones sobre cémo pudieron llegar a obtener este tipo
de constante. Igualmente amplias explicaciones se pueden leer en el capitulo 8 de Friberg (2007).

151 Este tipo de problemas igualmente fueron resueltos por los matematicos egipcios, lo que se usa como
prueba del intercambio entre ambas culturas (Friberg, 2007)

182 Por ejemplo, Clagett (1999), en el capitulo 8, muestra algunos ejemplos de problemas geométricos en el
que se hace uso de las razones, como en el caso de dividir un trapecio de acuerdo a una relacién entre las
areas, lo que implica el cdlculo de una constante que expresa la razén de crecimiento de la longitud de
los lados paralelos puestos entre los lados no paralelos.

183 Rajeswara (2002) dice, a propésito de la regla de tres: “en la historia de transmisién de la ideas
matematicas, la Regla de Tres es un caso interesante. Ya era conocida en China en los primeros siglos de
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de lo que hoy llamamos la regla de tres se dio en las antiguas China o India, lo cierto es
que en ambas culturas se tiene evidencia!®* del tratamiento de ciertos tipos de problema
para los cuales tenfan un método (o métodos) semejante al que hoy se conoce como la regla
de tres,!8® y sobre todo, de la importancia de esta regla,!¢ la cual seguramente deriva de
las posibilidades que ofrece para el tratamiento de situaciones fundamentales en las
actividades comerciales diarias: las variaciones proporcionales entre cantidades variables,
donde unas dependen linealmente de las otras. La regla de tres es precisamente una forma
de tratar con estas situaciones, sin el recurso explicito a una teorfa de razones y
proporciones (como si fue en el caso de los griegos), o incluso, sin la formulacién explicita
de constantes de proporcionalidad.

El texto de los Nueve Capitulos'®™ muestra que los matemdticos chinos usaban de

manera sistemdatica las constantes de proporcionalidad, por ejemplo en la forma de factores

Millet and Rice Exchange Rule de conversion,
millet rate 50 cooked imperial millet 42 tasas de
hulled millet 30 soya beans 45 ) )
milled millet 27 small beans 45 intercambio entre
highly milled millet 24 sesame seed 45 productos,  costo
imperial millet 21 wheat 45 o
fine crushed wheat 134 paddy 60 unitario de un
coarse crushed wheat 54 fermented beans 63
cooked hulled millet 75 porridge 90
cooked milled millet 54 cooked soya beans 103
cooked highly milled millet 48 malt 175

Figura 18: Tabla de valores relativos para el intercambio de mezclas de cereal.
(tomada de Dauben, 2007, p. 241)

la era cristiana. Los textos hindies la referencian a partir del siglo V D.C. Fue introducida en el mundo

isldmico hacia el siglo VII. El renacimiento Europeo la llamé la Regla de Oro.” (pp. 133-134).

Para el caso de las matematicas chinas, ver por ejemplo Dauben (2007); Dauben (2008). Para el caso de

las matematicas hindtes ver por ejemplo, Bhascara (1817); Bhaskaracarya (2001); Brahmegupta (1817);

Rajeswara (2002).

185 Algunos autores afirman que se trata de nuestra regla de tres, pero si se analiza con cuidado los métodos
utilizados, y las formas de representacién empleadas, se notan diferencias importantes que dan lugar a
una relativizacion de la afirmacién: no laregla de tres en el sentido moderno, aunque indudablemente en
esas formas de expresion de las matemadticas antiguas estdn los fundamentos del método que se usa en
las escuelas de la actualidad.

186 David Eugene Smith (1925), en su historia de las matemaéticas (Vol II), dedica varias paginas a la regla
de tres, mostrando que esta importancia no fue solo para el caso de las matematicas antiguas, sino que se
extendi6 incluso hasta el renacimiento europeo, donde fue bautizada como la regla de oro.

187 Se toma como base para los comentarios siguientes la traduccién y comentarios presentada por Dauben
(2007). Esta traduccién tiene como referente la edicién realizada por Lui Hui, hacia el siglo tercero d.C,,
con comentarios explicativos del propio Hui. Este texto clasico en la matemdtica de la antigua China,
remonta sus origenes mas alld del siglo segundo antes de la era cristiana, como lo manifiesta el propio
Lui Hui en el prefacio de su libro.

18

S
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producto, etc.!®8 El capitulo 2 (dedicado a situaciones de proporcionalidad) inicia con una
tabla titulada “reglas de intercambio de arroz y millo”, en donde se presentan diferentes
tipos de estos productos y las tasas de intercambio de unos por otros (ver figura 13). En
palabras de Lui Hui, esta tabla presenta tasas de intercambio que estdn en proporcién y que
se pueden convertir mutuamente entre ellas, tomando los valores apropiados. En esta tabla,
a cada tipo de producto se le asigna un nimero entero que se interpreta como un valor
relativo con respecto al resto de productos. Por ejemplo, los dos primeros productos de la
primera columna tienen valores de 50 y 30, lo que significa que la razén del millo al millo
descascarado es de 5 a 3, es decir, que 5 unidades de millo valen lo mismo que 3 unidades
de millo descascarado. “Tasa” aqui puede significar mas bien valor relativo y la
comparacién, es decir, la normalizacién que refiere la cantidad de un producto por cada
unidad del otro; la razén entre los dos valores correspondientes.

La regla para realizar tales intercambios dice: “tome el niimero dado y multipliquelo
por la rata buscada. [este producto’] es el dividendo. La rata dada es el divisor. Divida”
(Dauben, 2007, p. 241).'% Las explicaciones que da Lui Hui a esta regla son interesantes,
por lo que se transcriben a continuacién casi en su totalidad:

Esta es una regla general...como decian los antepasados: "conociendo el pasado se puede
predecir el futuro. Se muestra una de las esquinas [de un cuadrado’], uno puede inferir
las otras tres." Esta regla puede resolver problemas dificiles y complicados y superar las
barreras entre cantidades [de diferente naturaleza]. ... lo poco es el inicio de lo mucho;
la unidad es el fundamento del ntmero. Por lo tanto, la discusion de las tasas debe basarse
en la unidad. Segun [las reglas de intercambio’ millo 5 y millo descascarado 3. Es decir,
millo 5 por unidad, millo descascarado 8 por unidad. Para Intercambiar millo por millo
descascarado, considerar primero el millo [dado’] como unidad. [una] unidad significa
reducir [la cantidad dada’] por 5. Esto es, 5 como unidad. Multipliquelo por 3, esto es
Cuno] 8 como unidad. Por lo tanto las tasas de dependencia para [una] unidad son
equivalentes, es decir de 5 a 3. Divida antes de multiplicar, pero si hay fracciones,
entonces invierta [el procedimiento’| en la regla. Mirados como enteros, sheng 5 de millo
equivale a 3 sheng de millo descascarado. Mirado como fracciones, 1 dou de millo es
equivalente a 3 dou de millo descascarado. Utilice denominador 5, numerador 3. Para

convertir millo en millo descascarado: multiplica por el numerador y divide por el
denominador. Por lo tanto la tasa buscada es siempre el [numerador y la tasa dada es el]
denominador.

188 Por ejemplo, el problema 32 del primer capitulo, requiere calcular el drea de un campo circular y se refiere
la relacién de la circunferencia al radio del campo como una razén de 1 a 3 (aunque Lui Hui comenta en

relacién con esta aproximacién que hay otros valores para dicha relacién: 22 o 137,

189 Esta regla podria ser parafraseada como sigue: se necesita conocer por cudnto producto puedo
intercambiar una cantidad de producto dado (el nitmero dado), y se sabe que n unidades del producto dado
(la rata dada) equivalen a m unidades del producto que se desea adquirir (la rata buscada), entonces la

regla dice: (mimero dado x rata buscada)%rata dada -
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Con estas explicaciones en mente, se ve entonces que el método expresado implica
determinar la tasa de intercambio entre dos productos dados (lo que modernamente
llamarfamos el precio por unidad), y con base en esta razén, dada la cantidad de uno de los
productos, determinar a qué cantidad del otro producto equivale. Es mas, la explicaciéon
muestra la conciencia de la existencia de una razén constante (la relacién entre las tasas)
que permite calcular la cantidad desconocida que es equivalente a la cantidad dada. La
verbalizacién del método explica cémo hacer la operacién que permite calcular la cuarta
cantidad desconocida, puesto que, en general, la tasa de intercambio entre los dos productos
es una fraccién, y por tanto, el método explicita cémo realizar, con la ayuda del tablero para
calcular, la multiplicacién de una cantidad entera por una fraccién, sabiendo que el
numerador y el denominador de la fraccién, al igual que el multiplicando, se corresponden
de manera invariante a una de las tres cantidades dadas.

La versién hindd de la regla de tres tiene redaccién semejante, pero las diferencias son
significativas. Aunque existen diferentes formulaciones!“® segtin la época o el matemético
que la escribiera, en general conservé la siguiente estructura: se dispone de tres cantidades,
una primera, llamada la cantidad dada, o el argumento; una segunda, llamada el producto,
lo producido por el argumento, y una tercera, llamada la cantidad demandada o deseada, y
de la cual se debe calcular el producido. La regla dice que la primera y tercera, que por lo
general son de la misma naturaleza, se ponen en primer y tltimo lugar respectivamente, y
la segunda, de naturaleza diferente, se pone en el medio de las otras dos, y la cantidad
buscada se obtiene al multiplicar la Gltima con la segunda, y dividir este resultado por la
primera.

Al hacer una mirada de los ejemplos dados para la aplicacién de esta regla (Bhascara,
1817; Bhaskaracarya, 2001; Brahmegupta, 1817), se puede ver que las palabras mas
generalizadas para estas dos cantidades eran pramana (argumento) phala (fruto), que son
usadas para referir por lo general a la cantidad de un producto y su valor o la materia prima
y la cantidad de producto manufacturado. Podria entonces proponerse a manera de
conjetura, que, en general, se trata de dos cantidades relacionadas una con la otra de tal
forma que el valor de la una depende de la cantidad presente en la otra, y en cierta forma,

los dos valores dados, que se corresponden uno al otro, establecen la regla de equivalencia,

190 Por ejemplo, Bibhutibhushan y Narayan (1962) presentan 6 formulaciones diferentes para esta regla,
correspondientes a matematicos de los primeros siglos de la era cristiana.

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 189



Doctorado Interinstitucional en Educacion

de intercambio entre estas dos cantidades. La conciencia de la existencia de esta
dependencia de una cantidad con respecto a la otra se puede ver en el Lilavati de Baskhara,
donde se lee posterior al enunciado de la regla, la siguiente aclaraciéon.!¥!

Si, en wuna situacién dada, la cantidad que se desea calcular se incrementa

(respectivamente decrece) con el incremento de la cantidad demandada (respectivamente

decrece), entonces la simple regla de tres es aplicada por un adepto a las mateméticas

(Bhaskaracarya, 2001, p. 78).

Sin embargo, esta regla, a diferencia de la versién china, pone énfasis en una
organizacién espacial de los términos, a manera de mnemotécnica para recordar el orden
en el cual realizar los cilculos y, al menos de manera explicita, no parece dar relevancia a
la razén constante (el valor por unidad) que pone en relacién las dos cantidades dadas, como
si se hace evidente en el caso de la aplicacién de la regla de tres en la versién china.

En el Lilavati, casi sin ningtn tipo de explicacién, para la regla de tres inversa se dice:

Si en una situacién dada, la cantidad que se desea calcular se incrementa (respectivamente

decrece) en tanto que decrece la cantidad demandada (respectivamente incrementa),

entonces regla de tres términos invertida es aplicada por un adepto a las matematicas

(Bhaskaracarya, 2001, p. 81).

En este caso, la expresion regla de tres términos invertida quiere decir que se invierte el
orden en que se deben realizar las operaciones, es decir, que después de ordenar las
cantidades en linea teniendo en cuenta que las de la misma naturaleza se ponen en primero
y ultimo lugar, y la otra en el medio, entonces la cantidad buscada se obtiene multiplicando
la primera por la segunda, dividiendo por la tercera. Nétese entonces que la denominacién
de inversa (para la regla) no tiene que ver con el reconocimiento de que las cuatro
cantidades estén en proporcién inversa, sino con que después de ordenar las cuatro
cantidades de acuerdo a un determinado principio (el mismo tanto en el caso de las
situaciones de variaciéon directa o inversa), la regla original se aplica invirtiendo el orden
para el otro tipo de situaciones. Sin embargo no puede desconocerse que la aplicacién de la
regla de tres, o bien la inversién de la regla (es decir, del orden de los cilculos) depende del
reconocimiento de una cierta forma de variacién entre las dos cantidades que se consideran
correspondientes una a la otra aunque las explicaciones dadas son muy vagas y poco

precisas.

191 No sobra decir que las explicaciones sobre las condiciones dentro de las cuales aplicar la regla de tres son
muy exiguas, por no decir inexistentes, lo que hace suponer que se estaba frente a un conocimiento comin
que no requeria de mayores aclaraciones, o que estos textos estaban acompafados de una amplia
explicacién verbal que no quedaba capturada en el verso escrito.
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En suma, en la versién hinda de la aplicacién de la regla de tres, si bien se puede decir
que habfa un reconocimiento del proceso de dependencia de la cantidades involucradas en
la situacién (que se podria denominar como un reconocimiento de la covariacién positiva o
negativa en uno u otro caso), a partir del cual se tomaba la decisién de aplicar el orden
directo o inverso de las operaciones implicadas en la regla de tres, el énfasis estaba en la
organizacién espacial (distribucién horizontal) de las tres cantidades involucradas en la
situacién, y no en el reconocimiento de la razén constante (en proporcién directa o inversa)

que correlaciona las dos magnitudes involucradas en la situacién.

4.4.83 Leonardo de Pisa: una nueva mirada al mismo problema

El texto de Fibonnaci (ya citado) aborda el tema de la proporcionalidad en el capitulo
8 y siguientes en donde se presentan los aspectos relativos a la regla de tres (simple, inversa
y compuesta). En las primeras lineas del capitulo 8 se lee:

...cuatro nUmeros proporcionales  siempre se
encuentran en todas las negociaciones de los cuales tres
son conocidos y uno efectivamente desconocido; el | Pisan ITI';IF
primero de los tres conocidos es el nimero de cualquier | de de
mercancia que se quiere vender, nimero de unidades, de | Enati Enar
peso, de medida... [después de dar una serie de ejemplos | k1 12 |
sobre los tipos de cantidades que pueden expresarse |
como este primer numero continua’. El segundo es el
precio de la venta de este primer ntmero...[igualmente | - |
da ejemplos de cantidades que pueden representar este | R

segundo numero]... El tercer ntmero es alguna 11 14
cantidad del mismo tipo de mercancia que se desea i
vender, para la cual se desconoce el precio, a saber, la !
cuarta cantidad: y este entonces debe ser alguna Figura 14. Organizacion de las cantidades

cantidad de la misma especie que el segundo ntimero... en un problema de regla de tres.
[es decir, es el precio de venta de la segunda cantidad (imagen tomada de Leonardo (de Pisa),
de mercancfa]... Por lo tanto, como el ndmero 1202/1872, p. 104).

desconocido se puede encontrar a partir de los conocidos, nosotros enseflamos para todas
esas situaciones una regla general, a saber... [continua con la descripcién verbal de la
forma de distribucién espacial de las cuatro cantidades en una tabla de dos por dos, tal
como lo hacemos hoy en dfa (ver figura 14), haciendo énfasis en que las cantidades que
quedan en la misma columna deben ser de la misma naturaleza (cualidad o cantidad).]...
Asi escritas [las cantidades] es evidente que dos de los ntimeros escritos son siempre
opuestos por la diagonal, y si uno se multiplica por el otro, y el producto de la
multiplicacién es dividido por el tercer ntmero restante, entonces la cuarta cantidad
desconocida, puede ser efectivamente encontrada. (Leonardo (de Pisa), 1202/2003, pp.
127-128)

El algoritmo presentado se basa, entonces, en la figura que se obtiene de distribuir las

cantidades de acuerdo a las instrucciones dadas. Esta forma de representacién espacial de
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las cantidades es utilizada sistematicamente en todos los ejemplos (méds de cuarenta
paginas) en los que explica el funcionamiento de la regla de tres para diferentes sistemas
monetarios, diferentes sistema de pesos y medidas, y para diferentes tipos de nimeros:
enteros y fraccionarios.

Se pueden hacer tres comentarios con relacién a esta extensa cita: (i) la forma de
interpretar las cantidades es similar a la que presentaron los matematicos hindues: la
primera es una causa, la segunda un efecto, la tercera es otra causa, y la cuarta su efecto.
De estas cuatro, tres son conocidas y una es la que se debe buscar. Ademas, tal como lo
hicieron los matematicos arabes, reconoce que las cuatro cantidades pertenecen a dos tipos
de magnitudes,!®? y la forma de organizacién espacial de las cuatro cantidades obedece a
este reconocimiento de la naturaleza de tales cantidades. Pero lo mas importante es el
énfasis de Leonardo por hacer manifiesta no solo la relacién de dependencia de las
cantidades dadas, sino por afirmar que las cuatro cantidades son proporcionales entre si.
(ii) la forma de organizacién de las cantidades introduce una técnica innovadora: la
organizacién espacial en una tabla de doble entrada, lo cual no solo permite identificar con
precisién la naturaleza de cada una de las cantidades involucradas (como se dice
modernamente, identifica los dos espacios de medida de las cantidades involucradas), sino
que la cantidad desconocida es representada en el esquema por un cuadro vacio el cual se
llena después de realizar los cdlculos (en este punto hay una diferencia fundamental con la
regla de tres heredada de los hindtes). Por la forma de organizacién de las cantidades en
una tabla de dos columnas, Leonardo ficilmente muestra (ver cita méds adelante) que no
importa cudl de las cantidades sea la desconocida, siempre la multiplicacién de las dos
cantidades conocidas en extremos opuestos de la diagonal, dividido por la otra cantidad, da
como resultado la cuarta cantidad. (iii) finalmente, el algoritmo introducido, similar al que
utilizamos hoy en dfa, se basa en la figura que se obtiene de la representacion espacial de
las cantidades, y en ese sentido descarga la mente de una serie de consideraciones necesarias
para tener éxito en la utilizacién de la regla de tres, heredada de los indo-arabes, en donde

la distribucién de las cantidades se hacia linealmente.

192 Al-Khuwarizmi, en su libro de dlgebra (Muhammad ibn Miisa al-Khuwarizml & Rosen, 1831;
Muhammad ibn Miisd Khuwarizmi & Robert (of Chester), 1143/1915), dedica un capitulo a las
situaciones comerciales, y allf dice que en este tipo de situaciones se tienen cuatro cantidades y dos ideas.
Sin més explicaciones, se pueden interpretar que “idea” se refiere a la naturaleza de las cantidades: las
cuatro cantidades se agrupan dos a dos segiin su naturaleza.
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Pero en este punto no termina el trabajo de Leonardo, sino que igualmente hace un
esfuerzo importante en mostrar los fundamentos aritméticos que hacen que la regla
tuncione

... y como todo esto debe ser claramente comprendido, lo explicaremos con diferentes
ejemplos de precios y mercancfas. Pero primero debemos mostrar como es que este
método procede, que hay de hecho, en que en todos los negocios hay IIII niimeros que

son proporcionales: a saber, como el primero es al segundo, es el tercero al cuarto, esto

es, como el ntimero de alguna cantidad de mercancia es al nimero de la cantidad del

precio, asi cualquier otra cantidad de la misma mercancia es al nimero de su precio; o

como cualquier cantidad de mercancia es a cualquier cantidad de la misma mercancfa,

también el precio de una es al precio de la otra; y si hay IIII cantidades proporcionales,

el producto de la segunda por la tercera debe ser igual al producto de la primera por la

cuarta, como es en las demostraciones de la aritmética o la geometria; por lo tanto si la

cuarta cantidad es la inica desconocida, de hecho la multiplicacién de la segunda cantidad

por la tercera dividida por la primera, efectivamente da como resultado la cuarta

cantidad;... similarmente si la tercera cantidad es la desconocida, esta es el resultado de

la primera multiplicada por la cuarta y dividida por la tercera,... (Leonardo (de Pisa),

1202/2003, p. 128)

En esta cita es importante rescatar el interés de Fibonacci por justificar teéricamente
la aplicacién de los procedimientos aritméticos a los fines précticos del desemperfio eficiente
en los negocios. Esta justificaciéon se da mostrando que el método funciona, en tanto que
las cuatro cantidades involucradas son proporcionales entre si (bien sea, comparando las
dos parejas de cantidades homogéneas, o comparando las dos parejas de cantidades
heterogéneas), lo que le permite aplicar los teoremas de las proporciones ya demostrados
para la aritmética y la geometria (se refiere a los libros V y VII de los Elementos).

El capitulo 9 del ya citado libro de Fibonacci esta dedicado a situaciones de intercambio
—el capitulo se divide en tres partes, la primera dedicada al intercambio de mercancias, la
segunda al cambio de monedas, y la tercera al intercambio de animales; en ellas la razén
entre la cantidad desconocida y su correspondiente cantidad conocida se puede expresar
como la composicion de las razones (al menos dos) de parejas de cantidades
correspondientes. Al igual que en el caso anterior, se describe la regla general (basada en
una distribucién de los cantidades dadas en una tabla de tres columnas, una para cada
especie de cantidad), y luego se dan una serie de explicaciones sobre los fundamentos que
garantizan la validez teérica de dicho procedimiento. Los ejemplos de aplicacién inician con

situaciones que involucran seis cantidades (formando tres parejas de cantidades, cada una

de naturaleza distinta), una de las cuales es desconocida, y al final aumenta la cantidad de

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 143



Doctorado Interinstitucional en Educacion

cantidades implicadas.’®® Una descripcién general del procedimiento sugerido por
Leonardo para el caso de tres cantidades podria intentarse asf:'* sean A, B y D tres
Magnitudes, tales que la cantidad a en A equivale a la cantidad b en B, y que la cantidad 6
en B equivale a la cantidad & en D. Entonces, :Qué cantidad en A, le corresponde a la
cantidad " de D? Siguiendo el procedimiento sugerido por Fibonnaci, se deben organizar

los datos en una tabla como sigue:

A4 B D
a b d’
[] v . 4

De donde se tiene, entonces, que la cantidad desconocida se obtiene de multiplicar los
tres cantidades a, b y d', (las tres cantidades conocidas que quedan opuestas por las
diagonales sucesivas) y de dividir este producto por el producto de las otras dos cantidades
conocidas (igualmente opuestas por la diagonal). La justificacién para este método puede
parafrasearse como sigue (igualmente en términos modernos para evitar los giros de una
presentacién retérica): lo primero es preguntarse: si a es a b, entonces jqué cantidad de A
es a la cantidad " en B? Sea z esta cantidad. Luego afirma: como la cantidad & se
corresponda con la cantidad d, entonces, la cantidad z se corresponde con la cantidad . Por
lo tanto, ahora se puede hacer la pregunta final: si la cantidad % es a la cantidad d, ¢qué

cantidad de A se corresponde con la cantidad d'?

a g
ap .
Simbolicamente lo que se tiene es: £=%; £ =2 por lo tanto, T_2_b _al e donde
b d d d d d bd

! g
+=%?  Esta secuencia de razones se puede entender mejor si se usa la siguiente

distribucién espacial de las cantidades:

A B C
a b
b d

Donde la cantidad auxiliar z, de acuerdo a las ecuaciones anteriores, quedaria localizada

debajo de la cantidad 4, pues la pregunta inicial, de alguna manera fue: ;qué cantidad z se

193 Este tipo de situaciones fueron llamados por arabes o hindies como situaciones de 5, 7,... términos.

19+ No se hace la descripcién como la muestra Leonardo en su texto, pues el estilo retérico de la misma la
hace muy dificil de traducir. Sin embargo, lo que se expresa en estas lineas, y las siguientes, conservan la
estructura conceptual de las formas de razonamiento seguidas por él.
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corresponde con la cantidad d de tal forma se pueda determinar la cantidad de 4 que se
corresponde con la cantidad 4’? La misma linea de razonamiento se podria utilizar, pero
ahora localizando la cantidad auxiliar z encima de la cantidad & ¢qué cantidad de C se
corresponde con la cantidad a de tal forma que se pueda determinar la cantidad de 4 que
corresponde con la cantidad conocida d? En cualquiera de los dos casos, el paso de las
cantidades de A a las cantidades de C, estd mediado por los pasos de 4 a B, y de Ba C, esto
es, la razén de cantidades de A4 a cantidades C, es la composicién de dos razones, una de
cantidades de 4 a cantidades de B, y otrade 4 a C. La conciencia de estos elementos te6ricos
detras del método se ve en la siguiente cita, donde Leonardo explica un ejemplo sobre
cambio de monedas de diferentes lugares:

...y asi uno se puede hacer habil para encontrar el precio de cualquier cantidad de dinero
como lo he demostrado por el método de la sexta proporcional; la proporcién es
compuesta de dos proporciones dadas. Y como cualquier proporcién es compuesta de un
numero de proporciones, ésta es llamada una proporcién de proporciones, y he
demostrado claramente cémo es que esta composiciéon se hace. Hay un ntmero del cual
resulta un segundo nimero por una proporcién de dos ntimeros, y del segundo nimero

uno hace un tercero por una proporcién de otros dos ntimeros, y el tercer ntimero lleva

el cuarto, y asi por pasos sucesivos; entonces la proporcién del primer ntimero al Gltimo

se dice que es la compuesta de todas las proporciones, y efectivamente la proporcién

compuesta es hecha de todos los ntmeros a antecedentes a todos los numeros

consecuentes, del primero al tltimo. (Leonardo (de Pisa), 1202/2003, p. 205)

Se tiene, entonces, a partir del trabajo de Leonardo, ahora si, lo que se podria llamar
la versién moderna de la regla de tres: una forma de representacién espacial de las
cantidades, organizadas en dos columnas segln la naturaleza de las cantidades, con un
algoritmo igual al que conocemos hoy en dfa, basado en dicha organizacién espacial, pero
a la vez, el reconocimiento de que este algoritmo funciona bien en todos los casos posibles
en virtud de que las cuatro cantidades involucradas son proporcionales entre si. Sin
embargo, atiin no se puede hablar de proporcionalidad en el sentido moderno. La regla de
tres, con toda la justificacién teérica que ahora posee, precisamente tiene el poder de
permitir el tratamiento de situaciones de proporcionalidad directa, sin la necesidad de
reconocer de manera explicita la funcién lineal que modela este tipo de situaciones, en tanto
el reconocimiento de la proporcién entre las cuatro cantidades permite operar con ellas sin
que sea necesario hacer explicita la constante de proporcionalidad, la cual dicho sea de paso,
permite precisamente el proceso contrario: tratar situaciones de proporcionalidad, sin que

sea necesario reconocer explicitamente la proporcién entre las cantidades involucradas

(como fue el caso de los babilonios).

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 145



Doctorado Interinstitucional en Educacion

Noétese entonces que en los casos analizados, la regla de tres es una forma de tratar con
problemas de proporcionalidad directa, cuando las cantidades involucradas son
homogéneas. La razén constante que define las tasas de intercambio de cantidades de un
tipo en cantidades del otro, es una especie de transformador lineal que, aplicado sobre una
cantidad produce la otra. En las técnicas a partir de las cuales se resolvian este tipo de
problemas en la antigua China o Babilonia, esta funcién de la razén como regla de
intercambio, como transformador lineal era mdés explicita que en las versiones
mnemotécnicas de la regla de tres que heredamos de los hindtes. Pero esto no quiere decir
que en la regla de tres no esté como fondo conceptual la razén como transformador (baste
para ello, ver las extensas explicaciones que da Fibonacci mostrando que el soporte
conceptual del método de la regla de tres esta en la teoria de razones y proporciones de los

libros V' y VII de los Elementos de Euclides).

4.5 A manera de sintesis: razones, proporciones,
proporcionalidad, entonces jqué son?

Del anterior recorrido zigzagueante, saltando de una época a otra, de una cultura a
otra, dejando por fuera muchos momentos, lugares, pueblos, historias, etc., se pueden tomar
una buena cantidad de lecciones, en particular, lecciones para la diddctica de las
matematicas, que, desde una mirada histérica, marcan trazas epistémicas que muestran los
objetos de conocimiento, no en una evolucién condicionada por la estructura légica de la
disciplina, sino como emergentes de ciertas practicas histéricamente situadas. Estas trazas
muestran multiplicidad de fuentes fenomenolégicas desde las cuales razones, proporciones
y proporcionalidad emergen de las practicas diversas de las personas, con diversidad de
sentidos y significados, pero igualmente, en respuesta a la solucién de problemas similares,
lo que no implicé soluciones idénticas.

Entonces se puede afirmar que la idea de razén ha estado presente desde la antigiiedad,
con otros nombres (quizds sin un nombre), en tanto responde a una pregunta crucial;
Jcudnto es un cantidad comparada con otra (en principio, de la misma naturaleza) tomada
como referencia? La herencia griega nos ensefié a llamar razones (que no ntimeros) a esas
entidades que respondian esta pregunta para las cantidades; pero no fue ese el caso en otras

culturas, en donde las fracciones de unidad fueron la respuesta, y estas eran reconocidas
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como numeros (que no necesariamente la idea moderna de niimero de la cultura occidental).
Para occidente, tener las razones como ntimeros implicé una profunda reorganizacién del
sistema de practicas matematicas asociadas a la cantidad, al namero.

Pero la idea de razén también estuvo ligada al intercambio de bienes y servicios, en
cuyo caso la razén expresaba una rata constante de intercambio con respecto a la
conservacién de un valor fijado para cada bien o servicio. En estos casos la razén ya no
compara dos cantidades sino que en realidad compara familias de cantidades, generando
una especie de invariante a un fenémeno dado: la razén establece una regla de equivalencia
entre los valores. Pero igualmente la idea de razén estuvo presente en otro tipo de
situaciones, ahora en relacién con la distribucién, de acuerdo a una determinada ley, de una
riqueza, una deuda, los alimentos, etc. Es en este contexto donde surge la proporcién, de
alguna manera, como un ideal de distribucién de justicia: dar a cada cual lo que le toca, en
tuncién de la regla establecida para tal fin.

Finalmente, la idea de razén también se reconoce en las operaciones que permite sobre
las cantidades a las que se aplica, y en las formas de representacion del resultado de esta
operacién. En todos los casos estudiados, en tltima instancia, la razén se establece a partir
de alguna forma de divisién y, una vez establecida, funge como una especie de operador,
que, aplicado sobre una cantidad, produce la otra. En relacién con la notacién, como
emergente de un proceso de divisién, la razén remite de una u otra forma a una
representacion de la cantidad no entera, proceso solucionado en algunos momentos a partir
del sistema de numeracién existente, o a partir de la invencién de formas especiales de
notacién, como es el caso de las fracciones tal como las conocemos hoy en dfa. Y todo esto
hace que, finalmente, la idea de razén sea objetivada igualmente como ntimero, incluso a

costa del olvido de su origen en la accién practica desde la cual emerge.
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& Pricticas matemdticas en el aprendizaje de la
multiplicacion: la nocién de razén y de linealidad en el foco

Este capitulo presenta el anélisis del sistema de practicas de los estudiantes del grado
3°, en la clase de matematicas, en relacién con los objetos de conocimiento razén, proporcion
y proporcionalidad. La primera seccién expone unas notas preliminares sobre ciertas
nociones bésicas para este capitulo y el siguiente. Las dos secciones siguientes exponen una
descripcién general de las caracteristicas de las tareas propuestas a los estudiantes,

mientras que las restantes analizan la actividad matematica que estas tareas les permiten.

5.1 A manera de predmbulo: sobre las nociones de cantidad y
magnitud

Si bien en el trabajo de los estudiantes en el aula de clase cantidad o magnitud fueron
usadas sin hacer de ellas un objeto de estudio explicito, puede decirse que cantidades o
magnitudes, y en particular, los procesos de cuantificacién de ambas (contar o medir)
estaban en la base del trabajo realizado, para lo cual fue necesario apoyarse en las
intuiciones que el conocimiento cotidiano brinda sobre este par de nociones.!

Dada esta importancia, el desarrollo del trabajo analitico de las practicas matemdaticas
(tanto de los estudiantes en el aula de clase, como de las estudiadas en el componente
histérico-epistemolégico) mostré al equipo de investigaciéon la necesidad de profundizar en
cuestiones de orden epistemolégico relacionadas con nociones tales como cantidad,
magnitud, medida de cantidades, etc., con el fin de tener una mejor comprensién de dichas

précticas.

195 Como se hard notar en su momento, no tener las cantidades o magnitudes como un objeto de estudio
explicito en la clase generé formas de presentacion de las tareas, o intervenciones en el aula de clase, que
podrian constituirse en fuente de comprensiones equivocadas en los alumnos sobre estos objetos de
conocimiento.
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La ideas que se presentan a continuacién fueron elaboradas en el desarrollo del trabajo
investigativo, en el didlogo continuo entre los aspectos histérico-epistemolégicos de las
practicas matematicas relacionadas con las razones, proporciones y proporcionalidad, y las
préacticas matematicas con respecto a estos mismos objetos de conocimiento en contextos
escolares. Sin embargo, estas nociones se presentan en este momento como una especie de
marco conceptual previo al analisis de las préacticas matemdticas de los estudiantes con el
fin de brindar al lector una mejor comprensiéon de los analisis, toda vez que las mismas

fueron incorporadas en la estructura analitica realizada.

5.1.1 La nocién de cantidad y de sistema de cantidades

Siguiendo la idea aristotélica de atributo (que él llamaria accidental a la sustancia), y su
diferenciacién de las categorfas “cudl” y “cudnto”, que nosotros llamamos “cualidad” y
“cantidad”, se puede decir que una atribucién de cantidad es aquella que es realizada por un
agente (noético-semidtico) sobre un fenémeno,'”® y que permite organizar diferentes
estados del mismo segin que la atribucién sea objeto de aumento o disminucién, de
comparacién (por diferencia) o de igualaciéon (al agregar o quitar). Asi por ejemplo, al
determinar cuantos objetos hay en una coleccién de elementos discretos se hace una
atribucién de cantidad sobre una caracteristica de la coleccién, que podemos llamar la
Numerosidad o Cardinalidad. Pero a esta misma colecciéon se le pueden hacer otros tipos de
atribucién, por ejemplo, cuanto pesa, o cudl es su volumen, cudl es su precio, etc. Es mas, a
muchas colecciones se les pueden hacer idénticas atribuciones y compararlas, ordenarlas,
agruparlas, etc., de acuerdo con cada una de dichas atribuciones. Asi, en general, sobre un
mismo evento o fenémeno se pueden hacer varias atribuciones de cantidad, pero al mismo
tiempo, dada una determinada coleccién de eventos o fenémenos (o una transformacién en
el tiempo y el espacio de un evento o fenémeno) una atribucién de cantidad homogeniza
todas esas manifestaciones del evento en relacién con tal atribucién. Nuestro lenguaje
dispone de muchas palabras que cristalizan esas homogenizaciones que las atribuciones de

cantidad hacen sobre eventos o fenémenos: largura, anchura, altura, pesadez, rapidex

196 Se entendera por fenémeno a un objeto, evento, sucesién de eventos u objetos —indexados de acuerdo con
la ocurrencia de los mismos en funcién de condiciones espacio-temporales— sobre los cuales se puedan
realizar atribuciones de cualidad o cantidad. No se entiende entonces fenémeno en la extensioén filoséfica
del término, sino més bien en un sentido restringido como aquello que puede ser observado, pensado,
analizado, de acuerdo a sus formas de atribucién (de cualidad o cantidad).
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(velocidad), etc. Cada una de estas expresiones condensa el conjunto de acciones y sentidos
necesarios para reconocer cada forma de atribucién de cantidad en un evento particular, lo

”»

que se expresa, por ejemplo, en “la longitud de..., el largo de...”, “la rapidez de...”, etc.

Asi pues, una atribucién de cantidad se hace entonces sobre la percepcién de un
continuo de —o al menos de una escala discreta de— posibilidades en esa determinada
atribucién (por ejemplo, la “largura” de las cosas). Es mas, en ese continuo de posibilidades
se deberfa estar en capacidad de definir la atribucién opuesta, por ejemplo, en una atribucién
como la “altura” se debe oponer lo “alto” y lo “bajo” (o aunque suene raro, a la “altura” se
opone la “bajura”). Esto implica entonces, en el sentido amplio de la palabra, que lo
tfundamental en una determinada atribucién para que sea llamada atribucion de cantidad es
la posibilidad del ordenamiento de las manifestaciones de dicha atribucién de acuerdo con
un determinado criterio objetivo. Por lo anterior, en una atribucién de cantidad no siempre
es necesaria la posibilidad de medicién, ni tampoco la definicién de una operacién aditiva.!??
Esto también implica percibir que la cantidad no necesariamente requiere del ntimero,!%%
aunque el recurso al nimero, a través de la medida, o del conteo, amplia el campo de
experiencias del individuo,!®® tanto con las cantidades mismas, como con los nimeros y las
relaciones entre los niimeros.

De acuerdo con lo anterior, dadas dos instancias posibles de una determinada
atribucién de cantidad se puede establecer cuidndo la una difiere de la otra, en cuanto
difieren, en cudnto la una aumenta o disminuye con respecto a la otra, y por ende, cuando
no se perciben las diferencias, establecer cudndo las dos atribuciones de cantidad son
iguales (y por lo tanto los dos estados del evento serfan equivalentes desde el punto de esta
atribuciéon de cantidad). Esto implica, entonces, que en toda atribucién de cantidad es
posible definir una relacién de orden a partir de la cual se determina cudndo, desde el punto

de vista de dicha la atribucién, dos eventos o fenémenos son equivalentes o no, cudndo uno

97 Es el caso de algunas magnitudes fisicas como la densidad, en donde la suma no puede hacerse, o al menos
no en el sentido usual.

198 Esta percepcion de la cantidad, incluso en ausencia del nimero, es la que se puede ver en el tratamiento
dado a las magnitudes en el libro V de Los Elementos de Euclides, en el cual, conjuntamente con el libro
Data de Euclides, muestra la comprensién de las magnitudes en esa posibilidad de homogenizacién de
una cierta forma de atribucién sobre algo. Basta para ello, por ejemplo, ver las primeras definiciones de
“ser dado en magnitud” que se dan en el libro Data. Para detalles ver capitulo 4.

199 En un sentido amplio se trata de un refinamiento en las practicas, como por ejemplo, en el caso de ajustar
una tapa a una ranura: se puede lograr sin utilizar ningin ndmero, trabajando por ensayo y error,
cortando cada vez una porcién delgada en un extremo de la tabla con la que se va a tapar el agujero, pero
el recurso a ciertas cantidades numéricas puede hacer més eficiente el proceso.
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es mayor o menor que el otro. La igualdad en la atribucién de cantidad permite definir
clases de eventos o fenémenos que son equivalentes desde el punto de vista de la atribucién
dada. Dicho de otra manera, una cantidad homogeniza bajo una misma clase un conjunto de
eventos o fenémenos que son equivalentes desde el punto de vista del agente que hace la
atribucion.

Se entiende un sistema de cantidades, en su forma mas general posible, al conjunto de
cantidades con la estructura minima posible: una estructura relacional de orden. Esto
implica que para definir un sistema de cantidades no es necesario que el conjunto de
cantidades tenga una operacién aditiva.?®® El sistema de cantidades con su estructura
relacional de orden (y otras relaciones y operaciones, si las hay), define una Magnitud. De
esta manera se propone una nocién de Magnitud mas general que la que usualmente se tiene
en matemadticas, pues desde estas ultimas se exige que sobre el conjunto de cantidades se
pueda definir un dlgebra para que tal sistema de cantidades sea una Magnitud, mientras que
la nocién aqui propuesta solo exige una estructura relacional de orden para que el sistema
de cantidades pueda definir una Magnitud.

Noétese que hasta el momento la palabra magnitud se ha escrito a veces con la “m” en
mayuscula y otras veces en mintscula. En adelante Magnitud (con “M” mayuscula) se usara
para referir de manera general al sistema de cantidades con su estructura, el cual es el
resultado de la atribucién de cantidad, el punto de vista, de un agente sobre un evento o
tenémeno. Asi por ejemplo, Longitud, Peso, Densidad se refieren a formas de atribucién sobre
un evento o fenémeno, que en cada caso es una Magnitud. De manera similar, se usara
cantidad-de-magnitud (o simplemente cantidad o magnitud —con “m” en minuscula, cuando
no haya lugar a confusién) para referir una instanciacién particular de una Magnitud, esto

es, para referir a una cantidad especifica de un sistema de cantidades que es una Magnitud.*°!

200 Esta nocién de sistema de cantidades, siguiendo a Vasco (1994h, 2011, 2013), es més general que la definida
por Steiner (1969), quien exige para un sistema de cantidades que el conjunto de cantidades tenga una
operacién aditiva, pero si se hace esta exigencia, entonces la densidad o la dureza no podrian ser
identificadas como cantidades. Otros autores han usado conceptos similares intentando buscar una nocién
més general que la nocién matematica de magnitud, como por ejemplo Vergnaud (1991), al hablar de
“espacios de medida’, en un intento de abarcar no solo los aspectos matematicos, sino también los
cognitivos y didacticos, pero de manera similar a Steiner, al introducir la nocién de medida, introduce la
necesidad de la aditividad entre las cantidades del conjunto con los que se trata.

201 Siguiendo a Federici (2001), proponemos que el esquema verbal que refiere a una cantidad anumérica es
“la magnitud de” o “la m de”, mientras que si se omite el “de”, queda el esquema verbal que refiere a la
Magnitud como sistema de cantidades, la cual es también anumérica, que escribiremos con maytscula en
cursivas: “la Magnitud’, o “la M’. Podria omitirse la maytscula, pero puede ayudar a recordar que “la
longitud de” —con mintscula— refiere a una cantidad especifica del sistema de cantidades llamado “la
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Asi por ejemplo, la cantidad de fichas en una determinada coleccién especifica es un caso
particular a una magnitud que podemos llamar Numerosidad, o por ejemplo, la longitud de,
o el largo de una cinta (pues ambas expresiones denotan una cantidad especifica todavia
anumérica), atribuida a esa cinta, pertenece al sistema de cantidades que llamamos “la
Magnitud Longitud’ o simplemente “la Longitud’.

Las anteriores nociones de cantidad, de sistema de cantidades y de Magnitud son ttiles
pues, como se deja entrever en el péarrafo anterior, la nocién de Magnitud mas restrictiva
comunmente usada en matemdticas (ver por ejemplo Whitney, 1968) no contemplaria,
como tal, sistemas de cantidades desde una perspectiva fisica, como por ejemplo la Dureza
en la escala de Moss, ni las cantidades numéricas (como sistemas numéricos), o incluso,
otros sistemas que tienen valor social (como por ejemplo, el dinero, la utilidad, la belleza,
que podriamos llamar cantidades o magnitudes sociales). Igualmente, permiten tratar de
forma genérica con eventos o fenémenos sin tener que hacer las distinciones entre
magnitudes fisicas, matematicas o sociales. Ademas, facilita hablar de razones sin tener que
entrar a distinguir si larazén se define entre nimeros, Magnitudes (intensivas o extensivas,
escalares o vectoriales, mateméaticas o sociales) o incluso, sin la necesidad del recurso al
nimero.

En suma, se debe distinguir:

1. La atribucion de cantidad como una accién noético-semiética todavia no numérica que
fija el punto de vista de un agente sobre un evento o fenémeno, como por ejemplo, la
atribucién de 4rea a la cara anterior de esta pagina (que no requiere de la medida en
tanto proceso posterior).

2. La Magnitud como un sistema de cantidades con su sustrato, su dindmica y su estructura,
al menos ordinal.

3. La cantidad considerada como una clase de equivalencia de objetos o fenémenos
constituida desde la atribucién dada, todavia anumérica, como el drea de todas las
supertficies de cualquier forma que sean equivalentes en 4rea a esta cara de la pagina.

Estas nociones de cantidad, de sistema de cantidades y de Magnitud,*** como objetos

Longitud’, con maytscula y sin “de”.

202 Por supuesto, ni esta terminologfa de clases de equivalencia, de sistema de cantidades, etc., ni las sutilezas de
la magnitud con mayuscula o mindscula, fueron usadas con los alumnos en las aulas de clase, sino que
estos conceptos son usados como lente para comprender las acciones, los gestos, los procedimientos, los
objetos, los conceptos etc., presentes en la actividad matematica de los estudiantes.
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constituidos sobre una forma de atribucién de cantidad, permiten matematizar los procesos

de percepcién, representacién, transformacién de la cantidad, asi como sus procesos de

variacién, cuando se estudian diferentes estados de un determinado evento o fenémeno, o

una coleccién de estados posibles de un evento o fenémeno determinado.

5.1.2 Medida de cantidades

Al entender la nocién de Magnitud como una forma generalizada de tratar las

atribuciones de cantidad que un agente hace sobre un evento o fenémeno, la nocién de

medicién requiere de algunas explicaciones:

La atribucién de cantidad que define una Magnitud y sus respectivas cantidades no
requieren de la medida, la cual es un proceso posterior que busca especificar
numéricamente una determinada cantidad, por ejemplo, medir el area de una hoja
multiplicando las longitudes de sus lados. Ademaés, la medida no se afirma sobre la
Magnitud como tal, sino sobre una instancia particular de tal atribucién, que en general,
llamaremos cantidad-de-magnitud (por ejemplo, cantidad-de-longitud, cantidad-de-drea,
etc.), o simplemente, cantidad (cuando no se preste a confusién).2°? Asf entonces, no se
mide la magnitud Longitud, sino la cantidad-de-longitud de... o simplemente la longitud
de.

En su forma més general, el proceso de medir implica que dadas dos cantidades se
determine la razén entre ellas, es decir, definir cudntas veces estd contenida la cantidad
menor en la mayor, o definir cudnto esla cantidad menor de la mayor.2°* En este sentido,
dadas dos cantidades, el proceso de medir implica tomar una de las cantidades como
unidad, y determinar la razén que la otra cantidad tiene con esa que se ha tomado como
unidad.

El resultado del proceso de medicién, que llamamos “la medida”, puede ser expresado

por medio de niimeros o no. El resultado puede enunciarse sin nimeros ni unidades, ni

203 Una cosa es el drea de todas las superficies de cualquier forma que sean equivalentes en 4drea a esta cara

de la pagina, esto es la cantidad-de-drea, y otra la medida de esa cantidad que es un resultado numérico en
un sistema métrico especifico con un rétulo que refiere a una unidad de ese sistema métrico dado; por
ejemplo, “93.5 pulgadas cuadradas”.

20+ Nétese que no se dice comparar una cantidad tomando otra como unidad, pues existen diferentes formas

de comparar que no necesariamente llevan a la razén entre dos cantidades. Por ejemplo, la comparacién
entre dos cantidades de longitud puede llevar a la diferencia entre la menor y la mayor, no a la razén.
Los nifnos prefieren esta comparacion (aditiva) a la que los adultos queremos ensefiarles que es la
multiplicativa. Asf entonces, cuando les decimos que “medir es comparar” ayudamos a confundirlos.
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siquiera haciendo explicita la Magnitud de que se trata ni la cantidad que sirve como
unidad de medida, por estar suficientemente claras en el contexto de la enunciacién:
“este balén es mas grande de lo que me cabe en esta caja”, o “este redondelito result6
demasiado pequefio para tapar este agujero”, o “a este listén le sobra un poco por este
lado”. El resultado de ese proceso de medicién lleva a la determinacién de una cantidad
especifica de una Magnitud como punto de vista de atribucién cuantitativa por parte
del agente: el volumen de este baldn, el area de este disco, o la longitud de este listén,
pero esa cantidad ya bien determinada todavia no se enuncié con una razén o con un
nimero especifico. En estos casos, la medida como resultado del proceso de medicién
se enuncia sin explicitar nimeros ni razones, y la llamamos “la medida no numérica” o
“anumérica” de esa cantidad especifica.

Si se explicita la Magnitud y la cantidad que sirve como unidad de medida, el resultado
o medida relativa a esa cantidad seleccionada suele darse de dos maneras: la medida es
numérica si se toma una unica cantidad como unidad de un sistema métrico ya
estandarizado a la que se le asigna el ntiimero 1, acompafiado del nombre o abreviatura
de la unidad de ese sistema (como un metro, una pulgada), y las demés cantidades se
miden con respecto a esa misma unidad. En este caso, el resultado es una razén
homogénea que expresa la medida relativa a esa unidad por medio de un ntimero tnico
(racional o real) para cada cantidad medida con respecto a esa unidad del sistema
métrico seleccionado. Esa razén numérica acompaiiada del rétulo que indica la unidad
seleccionada se dice entonces “la medida en ese sistema” de la cantidad que se mide. Se
suele considerar como “medida absoluta”, pero claramente es relativa a la unidad de
medida del sistema respectivo. Cuando en una comunidad se usa un solo sistema con
una unica unidad para cada Magnitud, se suele hablar simplemente de “la medida” de
esa cantidad como si fuera absoluta y tnica.

Si por el contrario, cuando en el proceso de medicién de un conjunto de cantidades de
la misma Magnitud cualquier cantidad se puede tomar como unidad de medida para
medir cualquiera otra cantidad de la misma naturaleza, entonces la razén que expresa
la medida depende de ambos componentes de la pareja de cantidades tomadas en
consideracién y, por ende, la medida de una misma cantidad no es absoluta, sino relativa
a la cantidad tomada como unidad (que puede ser la mas grande o la méas pequenia de

las dos y en ese sentido no es Unica), y por ende ya no es relativa a ningtn sistema

O
N
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métrico estandarizado. Esta razén que expresa la medida relativa a la unidad
seleccionada ad hoc para el proceso de medicién —sin atribuirle explicitamente el
ntmero 1 ni agregarle un rétulo que indique una unidad estandarizada— en el sentido
euclidiano “no es un nimero”. Es m4s, en ese sentido euclidiano, una razén homogénea
o heterogénea no es necesariamente una cantidad numérica (como por ejemplo “el
doble”, o “la mitad”, o “la media aritmética”, o “la media geométrica”, o “la razén durea”
o “media y extrema razén”, o “larazén de la diagonal al lado”, etc.). Es mds, esta medida
relativa de esa cantidad especifica puede no necesitar de un ntimero racional o real para
ser expresada, y los estudiantes, como Pitdgoras o Euclides, tampoco parecen
considerar al doble o a la mitad, al triple o a la tercera parte, etc., como ntimeros. En
este segundo caso, la razén todavia no considerada como nimero racional o real se
puede llamar “la medida relativa prenumérica” de una de las cantidades con respecto a
la que se tomé como unidad de medida. Si se tratara de refinar atin mas la terminologfa,
esa medida prenumérica serfa “anumérica” si no se consideraran las razones como
nimeros, y “numérica” en caso contrario. Como ya solemos tomar las razones como
nimeros reales, ahora la medida prenumérica nos parece a los adultos siempre
numérica, pero como lo veremos en detalle més adelante (en especial la seccion 6.2), en

la préctica de aprender a medir no surge asf.

5.2 Como ensefiar la multiplicacion: una mirada de la propuesta
institucional

Una estrategia muy comun para introducir el estudio de la multiplicacién en los
primeros afios de la Educacién Basica (por lo general finalizando el grado 2, o iniciando el
grado 3) es la de mostrar la multiplicacién como una forma de abreviar la suma, cuando los
sumandos son todos iguales.

Este tipo de mirada sobre la multiplicacién tiene una ventaja aparente al mostrar una
linea de continuidad desde la suma hacia la multiplicacién, pero en el sentido estricto de la

palabra, los eventos o fendmenos en donde se suma varias veces una misma cantidad (como
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Suma repetida: 3+3+3+3+3 =15
Multiplicacion: 3x5=15

La multiplicacion es una forma rapida de realizar una suma cuando el mismo numero se
repite una y otra vez.

Figura 15. Imagen tipica de una leccion introductoria para la ensefianza de la multiplicacion
(Tomada del sitio: http://www.wikisaber.es/Contenidos/LObjects/multiplication/ index.html).

se muestra en la figura 15, en donde la cantidad 3 flores se repite 5 veces) al no presentar
explicitamente los dos sistemas de cantidades (cantidad de flores y cantidad de floreros), ni
la razén constante que permite poner en correspondencia cantidades de un sistema con
cantidades del otro (a saber, tres-flores-por-cada-florero), deja escondidos elementos claves
que permiten relacionar este tipo de situaciones con los casos mas simples de
proporcionalidad directa,?®® y por lo tanto, no permiten una buena comprensién de las
relaciones en toda situacién multiplicativa. Todo lo anterior, sin entrar a considerar los
casos en los que la multiplicacién no admite la interpretacién de una suma de sumandos
iguales, como por ejemplo, el calculo de areas de figuras planas a partir de multiplicar dos
medidas lineales,?°° o cuando las cantidades multiplicadas son fracciones menores que la
unidad.

Esta aproximacién que se hace en la escuela a la multiplicacién a partir de la suma de

sumandos iguales no es la mas apropiada,?°” no solo porque es limitada para interpretar los

205 Vergnaud (1988, 1994, 2009) expresa que la multiplicacién usual es el caso més simple de la
proporcionalidad simple directa.

206 Kn ocasiones este calculo dreas de figuras planas se hace cuadriculando la superficie de la figura, contando
cudntos de esos cuadrados unidad hay en un lado, y sumando luego esta cantidad tantas veces como
cuadrados hay en otro lado. Si bien procedimientos de este tipo son expresiones de una suma de sumandos
iguales, se debe destacar que en el sentido estricto de la palabra, no se multiplicaron las dos medidas
lineales, sino que se cambia el problema original por otro, que consiste en multiplicar una cantidad de
area (la cantidad de cuadrados unidad en uno de los lado) por un nimero sin unidades, que es el que
representa las veces que se repite dicha cantidad de 4rea. Asf entonces, cuando el 4rea es vista como
producto de dos medidas lineales, esta multiplicacién no admite interpretacién como suma de sumandos
iguales.

Es importante aclarar en este punto que la aproximacién a la multiplicacién como suma de sumandos

iguales tiene un trasfondo en la axiomdtica de Peano, en donde la multiplicacién .., es definida en

207

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 157



Doctorado Interinstitucional en Educacion

tipos de tarea a los que se deben enfrentar los estudiantes, sino porque se circunscribe a
una forma de pensamiento aditivo (acumulaciones sucesivas en una sola cantidad),
alejandola de las formas de razonamiento tipicamente multiplicativas (variacién conjunta
de dos o més cantidades), pues como se mostré en el capitulo 1 (en especial la seccién 1.2.2),
los eventos o fendmenos que generan problemas multiplicativos son aquellos en donde
existen al menos dos cantidades variables, para las cuales, la variacién en una de ellas
condiciona el proceso de variacién en la otra. Incluso, en este tipo de situaciones, al ver la
multiplicacién como una suma abreviada se centra la atenciéon en una sola de las cantidades,
y por ende en su variacién (acumulacién aditiva), y se deja implicita la otra cantidad al igual
que la variacién conjunta de la primera con respecto a la segunda.

Con criticas como las anteriores y teniendo en cuenta que el conocimiento de que la
multiplicacién forma parte de un constructo mucho mas amplio, el de las estructuras
multiplicativas, el grupo de docentes de la institucién educativa®®® pretende una
organizacién de los procesos de ensefianza de la multiplicacién desde la perspectiva del
isomorfismo de medidas, como una alternativa para superar las problematicas antes
enunciadas.

Asf entonces, en la propuesta pedagdgica para el grado 3, en el plan de 4rea se destaca
un eje llamado “estructuras multiplicativas”, que se desarrolla a lo largo del afio escolar a
partir de lineas temdticas como las siguientes (ver anexo 5, archivos

Planeacion_Anual_Grado_3(e) y Planeacion_Anual_Grado_3(i)):2%°

forma recursiva como: (1) z.1=» y (2) -3=x-y+z (donde z, yson nimeros naturalesy j=y+1). Esta
definicién, en ultima instancia, reduce la multiplicacién a una suma donde zx se repite y veces como
sumando. Sin embargo, esta interpretacién de la multiplicacién como abreviacién de una suma de
sumandos iguales, derivada de un aproximacién formalizada con base en la axiomatica de Peano, no da
cuenta de las formas de razonamiento tipicamente multiplicativas presentes en los tipos de problemas
que se resuelven a través de multiplicaciones y divisiones, en particular, de aquellos que implican
situaciones de proporcionalidad directa como es el caso estudiado en este capitulo, en donde se pone en
evidencia que la multiplicacién es la coordinacién de dos sumas iteradas.

205 Como se manifest6 en el capitulo 3, se traté de una institucién educativa de la ciudad de Cali.

209 Los documentos presentados en el anexo 5 (documentos de planeacién institucional), al igual que los
presentados en el anexo 6 y 7 (las tareas propuestas a los estudiantes) son las versiones elaboradas en la
institucién al finalizar el afio lectivo 2011, momento en el que se concluye el trabajo de acompanamiento
a la institucién por parte del investigador. Es importante resaltar este aspecto pues estos documentos
institucionales, desde el afio en el que se inici6 el acompafiamiento (2008) sufrieron transformaciones
importantes, tanto en contenido como en estructura, debido a la reflexién continua que hacen los
profesores de la institucién sobre su actividad educativa, y también al trabajo de acompanamiento del
investigador mientras se realizaba el trabajo de campo. No es el objetivo de esta investigacién analizar
estas transformaciones institucionales, pero si se requiere reportar que estos cambios se dieron, y por
ende, llamar la atencién sobre la necesidad de hacer investigaciéon pedagégica que devele los procesos de
transformacién del docente (y de la institucién) en el marco de su actividad de enseflanza y los
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e Diferentes algoritmos para la multiplicacién: egipcio, ruso, celosfa (drabe), tradicional;

e Relaciones multiplicativas: doble de..., la mitad de... (i/dem, cuddruple de..., cuarta
parte de...; 6ctuple de..., octava parte de...; etc.); triple de..., la tercera parte de...
(idem, séxtuple de..., la sexta parte de...; 9 veces..., la novena parte de...; etc.), entre

otras;
e Problemas multiplicativos: cuarta proporcional y proporcionalidad directa;
e Tablas de multiplicar.

Estas lineas tematicas, que se desarrollan paralelamente a lo largo del afio lectivo,
presentan de hecho cuestiones interesantes en lo que tiene que ver con los primeros
aprendizajes de la multiplicacién. En primer lugar, la aproximacién a las relaciones
multiplicativas pone en simultaneo parejas de razones (relaciones parte-todo) de la forma
n-veces de... y n-ésima parte de..., y esto permite trabajar al tiempo tanto con las relaciones
directas como con las inversas, relacionando la razén n-veces (razones en las que la cantidad
mayor es un nimero exacto de veces la cantidad menor) con la razén n-ésima parte de
(cuando la cantidad menor es una parte alicuota de la mayor). Dicho de otra manera, la
multiplicacién se aprende en simultdneo con la divisién.

Ademds, estas parejas de razones son organizadas a través de familias de cantidades
que conservan la regularidad de que al ser ordenadas de mayor a menor, cada pareja de
cantidades consecutivas es una de otra el doble de..., o la mitad de.. ; el triple de..., o el tercio

de...; etc. Esta regularidad en las cantidades genera entonces familias de parejas de razones

de la forma 2" veces...% parte de...; o de la forma 3n veces..., % parte de...; etc. Las

regularidades que se identifican entre estas familias de cantidades y de parejas de razones
son utilizadas como una estrategia para el aprendizaje de las tablas de multiplicar, de tal
forma que éste sea resultado de la aplicacién sucesiva de relaciones entre nimeros
(razones). Esta apuesta por las familias de razones, como se vera en el capitulo siguiente,
es fundamental para los primeros aprendizajes de los ntimeros racionales.

Ademds, el estudio de estas familias de razones es la base para el trabajo con las
multiplicaciones; asi por ejemplo, multiplicar por 2 tiene como base la razén doble de...,

multiplicar por 3, la razén triple de..., y asi sucesivamente. De esta manera la institucién

mecanismos y posibilidades para dicho cambio.
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busca una base conceptual para la multiplicacién a partir de la nocién de razén y, como se
vera mas adelante, esta apuesta institucional da una forma especifica a la actividad
matemadtica que desarrollan los estudiantes.

En cuanto a las formas de realizar los calculos, es interesante que no se presente un
método Unico de cédlculo para efectuar multiplicaciones (de hecho se estudian diferentes
tipos de algoritmos para hacer la multiplicacién, tales como el egipcio, ruso, etc.) lo que
entrega a los estudiantes diferentes posibilidades de accién al resolver los problemas que
les proponen las tareas. Ademas, esta parte dedicada al calculo busca favorecer de manera
sistematica el uso de multiplicaciones ya conocidas para calcular nuevas multiplicaciones,
haciendo uso de las relaciones de dobles, triples, mitades, tercios, etc. Se echa de menos,
eso si, que no se haga explicito el uso de la calculadora como otra forma de realizar los
calculos cuando se requiere hacer una multiplicacién.

Finalmente se plantean los problemas multiplicativos como si fueran problemas de
proporcionalidad simple directa. Este trabajo se introdujo a través de una adaptacién de la
propuesta de los minicomputadores de Papy?'® que realizaron los profesores de la
institucién: a los niflos se les presenta una tabla con cuatro casillas, donde se dan tres
valores (el valor de la primera posicién es uno), y se debe encontrar un cuarto valor
desconocido. Dos a dos las cantidades son de la misma naturaleza y se organizan en la tabla
de tal forma cada pareja ocupa una columna diferente. Esqueméticamente esto les permite

trabajar situaciones de la forma

1 —
n — 7
para la multiplicacién, o de la forma
1 — ? I > a
n —> nXa ? = nxa

para el caso de la divisién. El trabajo se desarrolla de manera tal que en ocasiones se

da la representacién grafica, para que el estudiante elabore el enunciado verbal del

210 Una especie de abaco plano, con cuatro casillas, disefiado por Georges Papy en los afios 50, usado para el
aprendizaje de la numeracién y el cdlculo numérico (fundamentalmente en el sistema binario). La
adaptacion realizada en la institucién se orienté hacia la representacién de las cuatro cantidades
implicadas en una situacién multiplicativa de isomorfismo de medidas, sin tomar en consideracién los
cambios de unidad que implicaban los valores posicionales de cada casilla en la propuesta original de
Papy. En el sentido estricto de la palabra, al no considerar el valor posicional de las casillas se deja de
lado la propuesta original, y por tanto, bien podria dérsele otro nombre a esta adaptacién, pero aqui
conservamos ese nombre en tanto era el que se le daba en la institucién.
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problema y realice el calculo respectivo, o dado el enunciado verbal, el estudiante debe
realizar la representacién grafica y solucionar el problema.?!! De lo dicho anteriormente
no es dificil inferir la influencia del trabajo de Vergnaud sobre las estructuras
multiplicativas (y de Duval sobre las representaciones semiéticas) en esta forma de
organizacién institucional del trabajo de los escolares.

Puede decirse que esta forma de organizar el estudio de las relaciones multiplicativas
tiene un fundamento epistemoldégico interesante, pues, de un lado, pone la idea de razén
como base para la construcciéon de tales tipos de relaciones (ver capitulo anterior, en
especial la secciéon 4.2) y, de otro, organiza los procesos de estudio de la multiplicacién y la
divisién como parte del campo conceptual de las estructuras multiplicativas (ver capitulo
1). De esta manera el estudio de ciertos objetos de conocimiento tales como la razén, el
nimero racional, la proporcién y la proporcionalidad se realiza siguiendo una linea que
toma como base la linealidad, y no tanto una teorfa explicita de las razones y proporciones.
Ademds, las operaciones multiplicacién y divisién son estudiadas en contextos que las
muestran una como inversa de la otra, y separando los aspectos relativos al calculo de los
que son propios de las relaciones multiplicativas de base, presentes en los objetos de
conocimiento antes enunciados.

Adicionalmente, se ponen en juego diferentes formas de representacion (verbal, grafica,
simbdlica —fraccién y notacién decimal) y se favorece el desarrollo de diferentes tipos de
técnicas de cédlculo (diferentes algoritmos, uso de relaciones numéricas, memorizacién de
hechos numéricos), lo que genera entonces ambientes ricos para la actividad matematica de
los alumnos en donde se favorecen la busqueda de regularidades, la formulacién y

validacién de hipdtesis, la comparacién de procedimientos, etc.

5.8 Sobre las tareas propuestas a los estudiantes

Cémo se expresé antes (ver seccién 3.2), las tareas son un dispositivo para orientar las
acciones intencionadas de maestros y estudiantes (orientacién hacia el objeto de estudio) a
través del acto educativo. Las tareas son, desde el punto de vista de la actividad del maestro,
uno de los resultados visibles de su actividad, y como tales reflejan los supuestos

institucionales (epistemoldgicos, cognitivos, diddcticos) en relacién con la ensefianza y el

211 Ver por ejemplo, en el anexo 6, las tareas sobre formulacién de problemas multiplicativos.
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aprendizaje de las matematicas. De otro lado, las tareas son los escenarios sobre los cuales
se desarrolla la actividad matemética de los estudiantes y cumplen la funcién de orientar
tal actividad. Es en estos escenarios de actuacion del estudiante, a propésito de la tarea, que
emerge la situacion: 1a situacién no es entonces un a-priorz a la actividad del estudiante, sino
un emergente de la accién del estudiante, en la cadena de inter-acciones con otros
estudiantes y con el profesor (a partir de la tarea) y al realizar su actividad matematica en
el marco de las condiciones institucionales del sistema de practicas matematicas al que esté
adscrito. En otras palabras, la situacion es la manera como un estudiante o grupo de
estudiantes actualiza en un aquf y en un ahora (momento histérico especifico) su actividad
matemdtica en el marco de las condiciones institucionales (medios culturales a su
disposicién) para su accién y en relacién con los problemas que debe resolver al enfrentar
la tarea propuesta por el maestro.2!2

Es importante expresar que en el lenguaje usado en la institucién, las tareas eran
llamadas “situaciones”, o “situaciones problema”, siguiendo la propuesta de Obando y
Minera (2003). Para evitar confusiones en la redaccién de este capitulo y el siguiente,
cuando la palabra “situacion” se use en el sentido institucional, como sinénimo de tarea, se
realizara la aclaracién respectiva. Cuando no se haga ninguna aclaracién las expresiones

evento o_fendmeno, tarea'y situacién, son utilizadas en el sentido conceptual aqui propuesto.

5.8.1 Objeto/motivo de las tareas: aprender sobre la multiplicacién

Como se expresé en el capitulo 2, en toda tarea escolar, al menos al momento de
iniciarla, el objeto/motivo que explicita la tarea, y que orienta de manera inmediata la
actividad de los estudiantes, no solo no es coincidente con el objeto/motivo educativo de la
misma,?'® sino que este objeto/motivo educativo de la tarea es oculto a él. Un punto
tfundamental de la actividad (de maestros y estudiantes) en el aula de clase es hacer emerger
este objeto/motivo de la tarea en la actividad del estudiante, hacer que sea visible y que
oriente las acciones de estos en el aula de clase.

Esta dualidad en el objeto/motivo de la tarea, lejos de ser un elemento problematico

212 Nétese que no se entiende situacion ni el en el sentido de la sitwacion diddctica (Brousseau, 1998), ni en el
sentido de situacién-problema como se presenta en los lineamientos curriculares de matematicas
(Ministerio de Educacién Nacional, 1998).

213 Davidov (1988), citando a Elkonin, expresa que la actividad de estudio en la edad escolar tiene como
contenido los conocimientos tedricos. En otro aparte dice: “los conocimientos tedricos, constituyendo el
contenido de la actividad de estudio, son simultdneamente su necesidad.” (p. 178).
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en el proceso de aprendizaje es por el contrario lo que genera su posibilidad: el
objeto/motivo explicito de la tarea, al generar un espacio en el que el estudiante organiza
sus acciones, también genera un espacio compartido entre estudiantes y profesores, espacio
en el cual el objeto/motivo educativo se va constituyendo como objeto/motivo explicito en
la actividad matematica del estudiante. Es en este sentido que la tarea permite la
emergencia de una szfuacién a partir de la cual se genera el aprendizaje matematico.

Asf entonces, el juego fue el objeto/motivo explicito de las cuatro tareas?'* que orienté
la actividad de los estudiantes.?!® El juego, en tanto conjunto de reglas que organizan y
orientan la accién de los estudiantes en el tiempo y el espacio, en funcién de unos medios
para tal accién, y en relacién con otros sujetos (compafieros del juego y profesores), genera
situaciones con una alta capacidad para propiciar espacios compartidos entre estudiantes y
profesores a partir de los cuales se constituyen aprendizajes sobre la multiplicacién. Por su
parte, el aprendizaje de la multiplicacién entendida como isomorfismo de medida
(Vergnaud, 1988, 1991, 1994, 2009), fue el objeto/motivo educativo de las tareas y por
tanto, estas buscaban el reconocimiento de las formas de correlacién entre las cantidades
de los dos sistemas de cantidades involucrados en el evento o fenémeno sobre el que ellas
se edifican (Bryant & Nunes, 2009; Mamede & Nunes, 2008; Nunes & Bryant, 2008; Park
& Nunes, 2001).

Para buscar el acercamiento entre los dos objetos/motivo de las tareas, éstas organizan
el proceso de estudio de los estudiantes en tres momentos:2!6

Un primer momento, en el que se realiza el juego propuesto en la tarea, donde los
estudiantes consignan en unas hojas de registro las jugadas realizadas y efectGian los
célculos necesarios para determinar el ganador del juego. Esta parte de las tareas buscan
en los estudiantes una primera aproximacién a los problemas tipicos multiplicativos a partir
del isomorfismo de medida al tratar con situaciones que implican coordinar la covariacién
de dos cantidades, al manipular las cantidades representadas en los elementos fisicos del
juego (las fichas, los tableros de juego, etc.) y al organizar una serie de acciones orientadas

a realizar las cuentas necesarias para llevar los registros de las jugadas y para definir el

214 Kl juego de la canasta, el juego de los bolos, el juego del tiro al blanco, y el juego de las canicas (Ver
Anexo 6 - Tareas Grado 3).

215 Davidov (1988) plantea que para los nifios en edad escolar, la actividad educativa tiene en el juego una
importante fuente que organiza las acciones del nifio en el aula de clase, entre tanto el juego es el principal
canalizador de la actividad del individuo en la edad infantil.

216 Ver las hojas de trabajo de las tareas en el Anexo 6 - Tareas Grado 3.
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ganador del juego.

En un segundo momento, llamado de reflexién, los estudiantes resuelven una serie de
cuestiones sobre eventos posibles del juego realizado, los cuales se presentaban a partir de
tablas con valores faltantes, enunciados verbales, u otro tipo de representaciones grafico-
simbdlicas. Estas tareas de reflexién amplian la complejidad de los problemas que deben
resolver los estudiantes (al tratar con cantidades més grandes), los enfrenta a nuevos
problemas (planteando eventos con otro tipo de relacién entre las cantidades) o incluso, les
presenta los problemas de forma diferente. La figura 16 es un ejemplo de ello, tomado del
juego de la canasta. Cada tabla permite consignar la cantidad de fichas y los puntajes de las
fichas segtn la seccién de la canasta en que han cafdo. Cada fila representa un evento
posible.?!” Los eventos son hipotéticos, pues en el juego real lo médximo que se puede
obtener es 10 fichas en un determinado color, pero ahora la cantidad de fichas se puede
extender tanto como se quiera. La figura 29 (seccién 5.4.2.2) muestra otro ejemplo de este
tipo de tareas de retflexiéon, en donde se completan los valores faltantes en una tabla con

eventos hipotéticos sobre el juego.

Responde las siguientes preguntas:

= aCudl estralegio usaste para completar los puntos obtenidos en la seccion azul del primer registro? Y
2Cudl estrategia usaste para complelar los punios oblenidos en la seccion amarilla del segundo
registro?

= Sifuese el caso de un registro de mas liros, como se presenta a continuacion, sque estrategia usarias?

S, - —— REESNS . N T
= __SECCION ROJA N SECCION AMARILLA SECCION AZUL
|_Nomero de fichas | Punios Oblenidos __Numero de fichas | Puntos Oblenidos i Nomero de fichas | Punos Oblenidos
| ' -~

-1 2 I 2 e ) 3 1%

4 3L | 9 E
— Y - - B e A —
2 R 8 U L 27 | A4
B T S I 6 j2o |
(_\. - r it —
20 V[ s | @58/ [ 7453 |
| o6 | € | T 78 [ Tas
5 | | o 272 LT /4 hasd |

Figura 16. Ejemplo de tarea de reflexion
Archivo de imagen Compilado_2_varios_estudiantes_pagina_1

Otro tipo de tareas de retlexién se puede ver en la figura 17 en donde se propone al
estudiante el trabajo sobre diferentes posibilidades de representacién de un mismo
problema. Este tipo de tareas también permite refinar ciertos aspectos de la notaciéon
matemadtica, las técnicas utilizadas por los alumnos, y el lenguaje matematico usado en el

aula de clase.

217 N6tese como en la tabla que corresponde con la seccién amarilla, el profesor puso una marca de correcto
sobre la tabla, pasando por alto los dos errores al calcular los valores correspondientes a 16 y 32 fichas.
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Finalmente, un SITUACION M 0 REPRESENTACION ECUACION RESPUESTA
momento de isEcc\c’:N Azu'L-) 12 nmosi 7. 12 = Z
SECCIGN AZUL R 84 =
. . . . g Nimero de Puntas ! _ =
institucionalizacién?'® del ageros | ovtenos T1-12=z
- <1 | |
saber en estudio, en el que
Cada acierfo en la s
los alumnos exponen sus [wemsmszme ]| zona aml comes- T=48+12
bai lizad SECCION AZUL ponde a 12 puntos, x=4
trabajos realizados (Sus |[emoa] e || 2CUGNTOs cciertos T
J ( Mo | onm || e icieron en la - 12=48
. seccion azul si se
procedlmlentos, Sus obtuvo 48 puntos2
estrategias, etc.) y

Figura 17. Ejemplo de tarea de reflexion sobre diferentes tipos de representacion.
conjuntamente con la

clase discuten y toman las conclusiones pertinentes con el trabajo realizado. Como se vera
mas adelante, cada momento de la tarea tiene funciones muy especificas en la organizacién
de los procesos de estudio de los estudiantes, y abre posibilidades distintas para su actividad

matemaética de los estudiantes.

5.8.2 Acciones: finalidad objetiva de la accién

Las tareas se organizan de manera tal que cada una favorece situaciones en las que las

cantidades se correlacionan a partir de familias de relaciones. Asi por ejemplo, en la tarea

del juego de la canasta (o de los bolos), se trabaja con relaciones de la forma 2n (idem 2%1 ),

mientras que en la tarea del juego del tiro al blanco se tienen relaciones de la forma 3z

(idem %), y en la tarea de las canicas se trata con relaciones de la forma 5n (idem é )- En

cuanto a las correspondencias, se favorecieron correspondencias de uno a varios (es decir,
por cada unidad en uno de los sistemas de cantidades, se tienen varias unidades en el otro)
en las tareas del juego de la canasta, de los bolos o del tiro al blanco, y de varios a varios
en la tarea del juego de las canicas (es decir, varias unidades en uno de los sistema de
cantidades, se corresponden con varias unidades en el otro). Como se expresé antes, con
esta forma de organizacién de las tareas se busca poner las razones enteras y sus inversas
en la base de la conceptualizaciéon de la multiplicacién, y promover conceptualizaciones de

la multiplicacién en relacién con las nociones fundamentales de la linealidad, y en

218 Institucionalizacion es el proceso por medio del cual una forma de hacer y de saber particular se convierte
en forma de hacer y de saber socialmente compartida. Es la posibilidad que se brinda para que esas formas
de accién (individuales o de pequenos grupos) sean objeto de discusién y reflexién para la totalidad de la
clase y, por ende, se conviertan en saber socialmente compartido (al menos para ese grupo de alumnos en
particular). Para detalles ver capitulo 2, en particular la seccién 2.4
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particular, con la proporcionalidad directa (el capitulo 4 muestra evidencias sobre el valor
epistemolégico de una propuesta en este sentido, donde las razones y la linealidad son uno
de los pilares en la constitucién de las nociones modernas de niimero, y para el tratamiento
matematico de los problemas tipicos de intercambio de bienes y servicios en ausencia de la

nocién moderna de funcién).

5.8.8 Las operaciones: posibilidades objetivas de la accién

Estas tareas buscaban promover tanto los procedimientos tipo escalar (basados en los
razonamientos por analogia) como los de tipo funcional (basados en los razonamientos
analiticos). De esta manera, el concepto de razén esta presente en este proceso inicial de
aprendizaje de la multiplicacién, pues la base de estas dos formas de razonamiento esta en
el reconocimiento de ciertas relaciones (por cociente) entre cantidades, relaciones que son
invariantes en un fenémeno dado. Las cantidades involucradas en los eventos tratados en
las tareas son de naturaleza discreta, por lo que en lo fundamental, las razones presentes,
como ya se dijo, son razones enteras y sus reciprocas. La forma de presentacién de las tareas
promueve el uso de diferentes representaciones gratico-simbélicas y por ende se favorecen
diferentes posibilidades instrumentales a partir de esta diversidad semidtica.

Asf pues, en el marco institucional anteriormente propuesto, se despliega la actividad
matematica de los alumnos (del grado 8° de la Educacién Basica Primaria) cuando estudian
la multiplicacién. En lo que sigue se analiza con detalle las operaciones (condiciones para
la accién) que permiten ciertos procesos de objetivacién sobre la multiplicacién. Este
analisis tiene como finalidad discutir las caracteristicas especificas de la practica
matematica de dichos estudiantes. No se trata de una evaluacién de la efectividad de la
propuesta pedagégica de la institucién, sino de buscar elementos que permitan brindar una
mejor comprensiéon de la manera como los estudiantes aprenden sobre los objetos de

conocimiento en estudio.

5.4 En el camino de lo multiplicativo: objetivacion de un saber

5.4.1 Percepcién de la variacién: un proceso natural

Al inicio del afio escolar del aflo 2008-2009, se entregé a los estudiantes, en una hoja

impresa, una tarea que presentaba unos eventos hipotéticos a partir de una serie de
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enunciados verbales (algunos de los cuales estaban acompafiados con informacién
organizada en una tabla, u otra forma de representacién grafico-simbélica), y se les pedia
que resolvieran los interrogantes planteados en relacién con dichos eventos.

Uno de los eventos fue el siguiente:

Situacion (tarea) 3: Andrés pagé $120 por 8 dulces iguales. ;Cuanto NUMERO DE
pagard por tres dulces? DULCES PRECIO
Respuesta: 2
3
Ahora teniendo en cuenta los datos del problema anterior, completa la 7
siguiente tabla: 5
¢Coémo encontraste el precio de 8 dulces? 3 120
¢Coémo encontraste el precio de 10 dulces? T

En esencia, todos los procedimientos que se muestran a continuacién (de la figura 18 a
la figura 21) evidencian que los estudiantes pueden percibir alguna forma de covariacién
entre las dos cantidades involucradas en el evento. Pero como se podré ver, no todos las
tormas de correlacién establecidas permiten llevar a cabo procedimientos apropiados en el
tratamiento de la tarea.

Asf por ejemplo, la figura 18 es representativa de un tipo de procedimiento en el que
las dos cantidades se correlacionan en funcién del nimero de casillas que se deben
completar con los precios de los dulces, para este caso, cuatro. Asf entonces, contar de 2 en
2 (desde el 120 hacia atrds) permite tener una distribucién regular de los valores de los

dulces de acuerdo con el ntimero de casillas que hay que llenar.?!* E1 2 como base para el

NUMERO

| bE buices PRECIO conteo seguramente
! 2 H .
s i ¢Cémo encontraste el precio de 3 dulces? \ proviene del hecho que las
. 4 TG Q O 1..3 % s endp i,)‘]'n_ Urras, . .
6 148 casillas  contiguas a la
8 $ 120
ECENNE 572 cantidad 8 dulces tienen dos
Figura 18. Respuesta situacion (tarea) 3 del taller inicial. unidades méis o dos unidades

Archivo de imagen Diagnostico_3_ABC, p. 20.
menos.

La figura 20 presenta otro procedimiento, que si bien se parece al anterior, tiene la
diferencia de que el conteo se basa en suponer un valor hipotético para cada dulce, y se
realiza un conteo iterado de este valor hipotético tantas veces como cantidad de casillas

vacias hay por llenar, y ademas, se busca que la distribucién de valores haga coincidir a la

219 En procedimientos similares los estudiantes contaron de uno en uno, desde 115, poniendo los valores de
cada casilla como una secuencia de nimeros naturales, o restando 8 al 120 y distribuyendo los valores
entre 112 y 120 en las casillas vacias de la tabla.
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cantidad de 8 dulces el valor de NUMERO c 1| | <Cémo encontraste el precio de 3 dulces?
| EEgchEs FRECIO 80 ehcontie o respoesta S Oﬁdg pox
Z | . e \
$ 120. Nétese que el valor de $ _2 -@Z'CL que  Prmero e, gue AErOr (uano

. i ggj i - N o
40 asignado a los 2 dulces daa | ¢ D vatio 1 dolce § anpece A SoMmoy - S0

e s (175 R0 some 77 Ty fueqo sute 0 Y
entender que para esta casilla se |-—°2— 180 || e A0 <l rS0HAdG
) ) Figura 20. Respuesta situacion (tarea) 3 del taller inicial.
tomé en consideracién que el Archivo de imagen Diagnostico_3_ABC, p. 27.

valor de 2 dulces es el doble del valor supuesto para un dulce, pero a partir de ahi se asumié
que una casilla més era una dulce mas, y no se consideré que el valor escrito en cada casilla
de la primera columna es la cantidad de dulces al cual se le debia calcular el precio.

Se puede decir que la actividad de los estudiantes en estos procedimientos esta centrada
en uno de los sistemas de cantidad, el precio de los dulces, mientras que el otro sistema de
cantidades (la cantidad de dulces) permanece oculto, o al menos es sustituido por otro que
es méas evidente: la cantidad de casillas que debe llenarse. La tabla en la que se presenta la
tarea a los estudiantes determina el tipo de analisis relacional que hacen: (1) hay dos
columnas, una de la cuales se debe llenar con valores que se deben calcular, a saber, el precio
de una cierta cantidad de dulces; (2) se asume que cada casilla vacia es un dulce més en la
cantidad total de dulces, y por lo tanto, (8) para hallar el valor en dicha casilla, se agrega
al valor en la casilla anterior, el valor de un dulce mas. N6tese entonces que el instrumento
usado para presentar la informacién determina la manera como se analizan las relaciones
entre las cantidades. Esta forma de “ver” las relaciones entre las cantidades define unos
procedimientos que no permiten asignar el valor correcto a cada cantidad de dulces, pues
se basan en un criterio de distribucién espacial de la escritura de las cantidades en la hoja
de trabajo: la cantidad de casillas vacias en la segunda columna de la tabla se usan para
hacer una distribucién regular de una serie de valores de tal forma que el 120 fuera

coherente con esta secuencia de valores, y se asume que cada casilla es un dulce més en la

cuenta. —
NUMERO
P _ ;
En las figuras 20 y 21 se muestra DE DULCES RECIO . .@;D
otro tipo de procedimiento el cual fija el 2 ; % | 50
3 ) i
valor hipotético para un dulce 4 S0 | | € \Iﬂr
iderand lor debe ser tal & k4 12
considerando que ese valor debe ser ta B 8 $ 120 | 13 It
que 8 veces el mismo dé como resultado 10 IS8 | C Bk
5 16
$ 120. Esta forma de proceder se ve con .
claridad en los calculos que acompafian Figura 19. Respuesta situacion 3 del taller inicial.

Archivo de imagen Diagnostico_8_ABC_Pdgina_01
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la tabla en la figura 19: se sumé 8 veces 12, y como no dio 120, se repitié el proceso ahora
con 15. Deigual forma se ve en la explicacién verbal en la figura 21 en donde explicitamente

se dice que se ha sumado 15 hasta completar 120.

Por su parte la explicaciéon verbal |~ Nomero |
| BE DULCES PRECIO ||| ¢Cémo encontraste el precio de 3 dulces?
que acompafia la tabla de la figura 22 es | 2 Zp | }/ﬂ i J:, Lovitand s
diferente, pues se basa en tomar el valor 4 55 bthe 144 e, 45 oD
| 6 e . = =
de 120 para calcular el valor de un 8 $120 M oo 120
10 55

dulce, haciendo reducciones sucesivas
Figura 21. Respuesta situacion (tarea) 3 del taller inicial.

por la mitad, tanto del precio, como de Archivo de imagen Diagnostico_3_ABC, p. 09.

la cantidad de dulces, siguiendo una forma de razonamiento por analogfa (ver secciéon 5.5).
Sin embargo, en estos tres casos, el error con los valores asignados a 6 y a 10 dulces

hacen notar que en algiin momento del proceso se pierde de vista que el valor escrito en

cada casilla de la columna de la izquierda es la base para el calculo del precio de dicha

cantidad de dulces (si es que alguna vez se tuvo en cuenta), para tomar como criterio que

de una casilla a otra se aumenta 15 (como sucedia con las tres primeras casillas).

Como se puede observar en las selecciones presentadas, los procedimientos de los

T NUMERO | estudiantes muestran cierta
DE DULCES i ¢Cémo encontraste el precio de 3 dulces? I .
— 32 30 || Lo mkad . . sensibilidad para percibir en un
3 | 49 | AUISES \a e, e | .
4 " 6o || dyl g de © 30 H¢ determinado evento el proceso
6 =5 ||| " o L
8 " $ 120 | de  covariacion entre las
10 135 ) )
cantidades de los dos sistemas

Figura 22. Respuesta situacion (tarea) 3 del taller inicial.
Archivo de imagen Diagnostico_3_ABC, p. 27. de cantidades involucrados en el

evento, pero el criterio o regularidad usado para definir tal proceso de covariacién no les
permite la descripcién precisa de lo que realmente sucede en el evento.

De estos procedimientos también se evidencia que los valores faltantes en la columna
precio no se fijan de cualquier manera, sino que se hace a partir de un principio que tiene
al menos dos momentos: uno, que fija el valor de un dulce (tomar como referencia que el
valor de 8 dulces es $ 120), y otro, que permite hacer copias sucesivas de ese valor, tantas
veces como dulces se tenga (lo que implica interpretar el valor escrito en cada una de las
casillas de la columna de la izquierda). N6tese que en los casos mostrados el criterio
escogido para una u ambas partes del proceso no es apropiado, bien porque no se toma como

referencia la pareja de valores 8 a 120, bien porque los precios son asignados siguiendo un

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 169



Doctorado Interinstitucional en Educacion

criterio de organizacién espacial (cantidad de casillas vacfas que se deben llenar) sin tomar
en consideracién el valor correspondiente a la casilla “cantidad de dulces”. Esto es, los
estudiantes mas que centrar la atencién en el proceso de variacién de las cantidades en
ambos sistemas, analizan la variacién en cada sistema como dependiendo de su distribucién
espacial en la tabla, y trasladan relaciones en uno de los procesos como regla para controlar
el proceso de variacién en el otro sistema.

Al inicio del afio lectivo 2009, al igual que en el caso del aflo 2008, se propuso a los
estudiantes una serie de tareas escritas (enunciados de problemas), pero a diferencia del afo
2008 no se present6 la tarea de la tabla de valores (descrita antes), con el fin dar libertad a
los estudiantes para desarrollar sus propios procedimientos.??° Dos de las tareas propuestas
fueron:

Situacién (tarea) 1: Ana y Jaime est4n jugando a los bolos, y por cada bolo que derriben, ganan dos puntos. En
el juego, cada uno realizé tres lanzamientos. Ana, derribé en el primer lanzamiento 2 bolos, en el segundo 4
bolos, y en el tltimo 6 bolos. Jaime derribé en el primer lanzamiento 3 bolos, en el segundo lanzamiento 5 bolos,
y en el dltimo 8 bolos. ;Cudntos puntos obtuvo Ana en cada uno de los lanzamientos? iCuédntos puntos obtuvo
Jaime en cada uno de los lanzamientos? ;Quién gand el juego?

Situacién (tarea) 2: Juanita ha comprado 4 bananas??! para regalar a algunos de sus amigos, y pagé 200 pesos.
Ella quiere saber cudnto dinero necesitarfa para regalar de una banana a cada uno de sus 20 compafieros de
clase. (Cémo le ayudarias a Juanita a realizar las cuentas?

—rr—— o

i por
ng tuvo €n €l primer lanzo mfeto S0t 2 e el
*"9“‘4047 ) el U"T‘/nlnn & en

A continuacién se muestran algunas b

respuestas de los estudiantes a estas dos
010/ da doce PUntos

Y Jaime 4o en el prf -
. . C 2 0 €eh € Nmee lnzdm%nla = on
tareas, en donde se evidencian hechos |estngo 5 v 2 ¢ -fi(-:,rm,‘ ':”“"W: N £f
. : , . . WNtos €1 4ol “OEB Qe en tofal da 1
similares a los descritos en paginas anteriores. Nl i

Desde el punto de vista de la Comprensi(’)n Figura 23. Respuesta situacion (tarea) 1 del taller inicial.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 08.
de la correspondencia de las cantidades en los
dos sistemas de cantidades, los procedimientos de la figura 23 y la figura 24 son idénticos
pues solo toman en consideracién los bolos derribados, asumiendo que la cantidad de bolos

derribados es la cantidad de puntos (como en el juego tradicional de bolos, donde cada bolo

220 En las reuniones del drea de matematicas se habia analizado que poner la tabla para ser llenada podria
predisponer a los estudiantes al uso de un instrumento, por demds no era usual para ellos pues en el
trabajo hasta el grado segundo no se hace uso de este tipo de instrumentos, y que por ende, las soluciones
presentadas por ellos podria estar influenciadas por su falta de familiaridad con dichas formas de
organizar la informacién.

221 La palabra “banana” usada en esta tarea no tiene el sentido con el que usualmente se le conoce (fruto
comestible de forma alargaday de color amarillo, que también se conoce como “banano” o “platano”), sino
que refiere a un dulce pequeno de forma ovalada y envuelto en una cubierta de plastico para su proteccién.
Por facilidad para el lector, donde sea posible se usara la palabra “dulce” y no “banana” como se usaba
textualmente en las tareas, pero donde no sea posible, deberd entenderse “banana” como “dulce” y no en
sentido usual del término.

170 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

derribado equivale a un punto).

La figura 24 muestra un hecho

Azmt{ P ‘ Ja_.mr . .
"3 +% iy interesante, pues el estudiante usa la palabra
o 3 L)
2z a1 « »
| oles” y no bolos (como en el futbol, donde
Rf'_uhu(‘;{’tL . g y ( ’
¥ ol caand o 5 Lamc .~
VRS YL 50 Ll uoe fﬂ"ﬁtﬂ;’f“ i \ cada gol anotado es como si fuera un punto
Larande  gAe <t de Ana,

Figura 24. Respuesta situacion (larea) 1 del taller inicial. Obtenldo)' Esto muestra la convergencia en el

Archivo de i Grado_3_2009_Periodo-1, p. 14. : : -
rervo de imagen Grado_5_2009_Fertodo-1, p aula de diferentes tipos de conocimiento que

dan forma integral de los procesos de razonamiento de los estudiantes. Es mds, podria
decirse que en esa interaccién entre los problemas propuestos en la tarea y el conocimiento
que tiene el estudiante producto de su experiencia personal, es donde emerge una situacién
en la cual los problemas tienen un contexto para ser pensados, pero esa situacién no

necesariamente es equivalente a la del evento propuesto en la tarea.???

En ambos casos se evidencia lo expresado ; 2
P A TR 8 SR
anteriormente: o bien se fija la atencién solo aps s
A8 “WBe 1, Beo
., . . Y 8e x'pe Mt 8o §e
en la variacién de una de las cantidades, o bien T Th Ugs. TO TS
Jes pse P50
el criterio para definir la regularidad del [_=-¢ =25 7 5 7
50 800 8
a8 T L. coo Peses pak
.., . IO cced ! » s
proceso de covariaciéon de las dos cantidades ‘?;m?‘;:“ = 2 Bowrmnas 4

ﬁja una regla que si bien es coherente con la Figura 25. Respuesta situacion (tarea) 2 del taller inicial.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 47.
variacion en una de las cantidades, no
correlaciona correctamente esta variaciéon con la variacién en la otra cantidad.
En el caso de la figura 25, se repite uno a uno el valor 50 (que corresponde al valor de
un dulce), hasta completar 20 veces ese valor, sumando acumulativamente cada vez que se
repite. De manera explicita se estd tomando en consideracién el proceso de variacién en

uno solo de los dos sistemas de cantidades y la cantidad de veces que se suma el 50 es el

control de la cantidad de dulces

. . 0 ~osesitex 4L 00
acumulados, el cual permanece implicito Gl 1S D TEEE
(por eso la suma repetida de un valor es un slolaln) o000 OOLL
2O 200 i
procedimiento exitoso, aunque poco i o000

7 O

econémico). El procedimiento tiene

Figura 26. Respuesta situacion (tarea) 2 del taller inicial.

1mp1101t0 un - mecansmo - que oculta Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 40.

222 Esta idea del lugar del conocimiento cotidiano en las formas de razonamiento de los estudiantes fue
ampliamente analizado en una de las tesis de maestria realizadas bajo la tutela de la investigacién
reportada en esta tesis. Para detalles ver Sanchez Ordofiez (2011), en especial la seccién 4.7.
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parcialmente uno de los procesos de suma iterada implicada en la situacién. En la seccién
siguiente se mostrard el valor epistémico de la coordinacién de este doble conteo.

Por su parte, de la figura 26 a la figura 28 se muestran procedimientos a partir de los
cuales se puede afirmar plena conciencia del proceso de covariacién entre los dos sistemas

de cantidades, pues se explicita que por cada vez que se repita la cantidad 4 dulces, se repite

En estg recuadro puedes escril lodastu ntgs, hu]m\?r dimientos, que requieras.... 1a Cantidad $ QOO. LO ue Cambia es la manera
{,OO?J "\bt4 j;o 'f %%g m TEOU(ﬂ.riQ q
fo?f. 1060 \m“ C"m como se controla este doble proceso de

Co‘m?af\ﬁmﬁ- L . . -
v variacién (las implicaciones de estas formas de

Figura 27. Respuesta situacion (tarea) 2 del taller inicial.

Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 05. control serdn analizadas en la SlgUIente

seccion). Esto implica conciencia de la relacién
cada cuatro dulces se corresponden con doscientos pesos. Tener conciencia de este tipo de
relaciones, como se vera en las secciones siguientes, es clave para la comprensiéon de una
idea de razén, y para el uso instrumental de esta idea de razén en la comprensién de los
conceptos propios de la multiplicacién. Es mds, estos altimos casos muestran el valor
instrumental de las formas de representacién tanto de las cantidades, como de sus procesos
de variacién (lo cual también sera analizado con detalle més adelante) en tanto que son

elementos fundamentales en la objetivacién de los aprendizajes sobre la multiplicacién.

Asf entonces, las tareas iniciales propuestas 0 ;
4 amnanas gl oy,

700 mas
en los dos afios lectivos, si bien diferentes, | ma& sciiqpn 9O 0 mas ¢
Sor 12
muestran coincidencias: los estudiantes perciben |b, 600 ahoz Fiene 2
qmaan s iy k.

con cierto grado de naturalidad los procesos de r Jfffa/; R0 O ANNa Nas

. . . . NRIN<" P
variacién de cantidades en un solo sistema de s corblary

. . L o OO0 D =< ’
cantidades, e incluso, en situaciones que implican M SRS 1000

la variacién conjunta de dos sistemas. Sin Figura 28. Respuesta situacion (tarea) 2 taller inicial.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 15.

embargo, las formas de control de esos procesos

de variacién no siempre les permiten correlacionar de forma correcta la covariaciéon

presente en todo tipo de tarea multiplicativa. Un analisis de las técnicas e instrumentos que

permiten la coordinacién de estos dos procesos de variacion es el objeto de las secciones

siguientes.

5.4.2 Principio fundamental: Coordinacién de un doble conteo

Como se mostré en la seccién anterior, la precepcién de la covariacidon entre cantidades
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es un fenémeno con cierto nivel de naturalidad en las practicas matematicas de los
estudiantes, pero también se mostré que los criterios usados por los estudiantes para
modelar esta correlacién, si bien son validos en el marco de las regularidades que visualizan,
no se corresponden con las formas de correlacién que efectivamente se presentan en el
evento o fenémeno que sirve como base para el disefio de la tarea. La pregunta que surge
es céomo los estudiantes logran comprender esos procesos de covariacién entre las
cantidades involucradas en la tarea, y por esta via, como logran comprender la

multiplicacién. Esta indagacién es el tema de lo que sigue.

5.4.2.1 “Ver” la razén y la coordinacion del doble conteo

Como se mostré en la seccién anterior, algunos estudiantes realizaron procedimientos
incorrectos (desde el punto de vista de la solucién de la tarea por parte de un experto), pero
estos procedimientos incorrectos dan pistas sobre lo que estdn comprendiendo en relacién
con la situacién: si bien es cierto que en cada tarea se identifican tanto los dos sistemas de
cantidades como los procesos de cambio en las cantidades de dichos sistemas, y se intuye
que estos dos procesos de cambio estdn correlacionados, también lo es que la forma como
se comprende esta correlacién de los dos procesos de cambio se orienta, o esté ligada, a la
forma de presentacién de la tarea (por ejemplo, la organizacién espacial de las tablas) y no
necesariamente a la relaciéon estructural entre las cantidades involucradas en la tarea. El
siguiente didlogo muestra a un estudiante con dificultades en la situacién (tarea) 2, y cémo
a través de la interaccién con el profesor logra encontrar una salida, la cual se da
precisamente en el momento que logra visualizar la coordinacién de los dos procesos de
variacién implicados en el evento descrito por la tarea (las convenciones utilizadas para la
transcripcién de los didlogos presentados en este capitulo y el siguiente se pueden consultar

en el anexo 1).

Didlogo 1. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_09_22_10_14

22:48

e Mire yo ya la hi:ce, pero ella me dice que no::
22:49 p y como la hizo antes
22:51 e: e:h. doscientos mas cincuenta
22:54 p cuantas bananas llevaria ahi
22:57 e e:::

22:59 el: tres

22:59 e: no::

23:01 el: cinco, mas cinco

23:02 p: pues esa seria una manera contando de cinco en cinco
23:06 e: como asi
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58
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28
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46
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el:

el:
el:

el:

el:

el:

el:

el:

el:

el:

® T

T eV T

como asi de cinco en cinco

veinte veces cinco

cinco bananas son doscientos pesos

si. —- no::o cua::tro

ah perdon, cuatro son doscientos pesos --- siga

veinticinco, treinta, treintaicinco, cuarenta, cuarentaicinco

no, eso es mejor de a dos

no mira. cua. cuatro bananas son doscientos pesos.

cinco, diez, quince, veinte, hasta veinte y de veinte, AH! Veinte mas cincuenta
um:.uc

ah yo sé, ay! Yo se

que

sumamos. el to. todo. veinte veces doscientos. asi veinte bananas es doscientos
de dobnde sali6 este veinte por doscientos

ja ja. no se::. veinte por dosciento::s

y porque veinte por doscientos

porque ella le va a comprar a su compafiera. —- aca:: uno es un veinte
entonces cuantas bananas necesita comprar

cuatrocientos

no::. cuantas bananas?

veinte

veinte bananas y cuanto cuesta cada banana

doscientos ( ( responden varios nifios al mismo tiempo) )

no: cada banana no cuesta doscientos, ahi dice >que por cuatro bananas< pagé
doscientos

Melisa lo estaba haciendo mal

por cuatro bananas pag6 doscientos

como asi:: esa es la parte que no entiendo

ella compré cuatro bananas y cuatro bananas le costaron doscientos pesos

( (discuten entre ellos y se piden ayuda) )

cuatro bananas. por doscien::tos

um.ju

cuento. espera. cuento. veinte. cierto, y entonces los cuento por cuatro. o sea
grupitos de cuatro mientras da cuanto es

hagalo, pero no borre esto que tiene ahi, hagalo a ver que le da.

entonces cuanta plata necesita

suma todo esto:: y ahi da el total y ya

ajal

es cuatrocientos, quinientos, seiscientos, setecientos, ochocientos, novecientos A:::
yal

Ante el procedimiento del estudiante en el que suma el 200 y el 50 (entrada 22:51) el

profesor pregunta por cudntas bananas completarfan al sumar esos dos valores. La

expresiéon de duda (entrada 22:57) y la respuesta equivocada de tres bananas (entrada

22:59), y su posterior correccién por parte de una compafiera al valor de cinco, permite
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iniciar un didlogo entre profesor y estudiante donde el profesor le llama la atencién sobre
la naturaleza de las dos cantidades con las que estd trabajando (entrada 23:21) haciendo
énfasis en que cuatro bananas son $ 200 (aunque inicialmente se equivoca pues habla de
cinco bananas). Sin embargo, este primer intento no es comprendido por el estudiante, pues
cuando el profesor intenta entregarle la responsabilidad de seguir con los calculos, cuenta
de cinco en cinco a partir de 25 (entrada 23:30), mientras que el profesor insiste en la
relacion de 4 a 200. El estudiante a corrige el punto de inicio del conteo iniciando entonces
desde cinco hasta llegar a 20, para luego intentar el 20 mas el 50. Esto evidencia que el
estudiante no ha logrado diferenciar la naturaleza de los dos tipos de cantidades, ni
comprender el proceso de coordinacién de las repeticiones que se dan al interior de cada
uno de los dos sistemas de cantidades.

Desde la entrada 23:56 a la entrada 24:46 se presenta otro didlogo entre profesor y
estudiante que también evidencia esta misma falta de comprensién del papel que juega la
relacién que pone en correspondencia las cantidades de los dos sistemas involucrados. En
este caso se asume que el 200 debe ser repetido 20 veces (20 es el ntimero de bananas, y
200 el valor de cuatro bananas). Las interacciones profesor-estudiantes mostradas en este
fragmento ponen en evidencia que no es claro para los estudiantes por qué decidieron
repetir 20 veces el 200, pues no se tiene precisiéon sobre cudntas bananas se deben comprar
(entradas 24:39 y 24:42) ni del precio de una banana, y se asume que una banana cuesta $
200 (entrada 24:45).

El final de este episodio nos muestra la feliz resolucién de esta situacidn: los estudiantes
logran comprender que deben repetir el cuatro tantas veces como sea necesario para llegar
al 20 y, que por cada vez que se repita el cuatro se debe repetir el 200. Por lo tanto, como
el cuatro se repite cinco veces, entonces el 200 también se debe repetir cinco veces. Esto se
logra a partir del momento en el que uno de los estudiantes reconoce la relacién “cuatro
bananas por $ 200” (entrada 25:29), y verbaliza “cuento en este caso 20, cierto, y entonces
los cuento por cuatro, o sea grupitos de cuatro mientras da cuidnto es”. Este momento es
crucial pues permite objetivar en una expresién verbal la relaciéon entre las cantidades de
los dos sistemas de cantidades (cuatro bananas por $200), y a partir de esta relacién objetivada
se pueden separar y coordinar los dos procesos de conteo, uno en cada sistema de cantidades:
se repite la cantidad 4 tantas veces como sea necesario para llegar a la cantidad 20, y esa

misma cantidad de veces se debe repetir el 200 para encontrar el valor de las 20 bananas
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(entradas 26:49 y 26:54).

El siguiente episodio es similar al anterior, pero nos deja ver con mas pausa cémo es

que la estudiante logra comprender los dos procesos de variacién, en tanto las diferentes

intervenciones del profesor van centrando la atencién del estudiante en las cantidades

involucradas, asf como en la correlacion que rige su proceso de variacion.

36:
36:
36:
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37:
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40:
40:

06
o7
"

21
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35
38
39
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16
34

16
18

46
47
58
59
02
04

Tewvwew e
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Didlogo 2. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_09_22_10_14

es que no se si multiplicar, sumar o restar.

a ver empecemos. qué es lo que tienen que hace::r Juanita

Juanita apenas compré cuatro bananitas para regalarle a algunos amigos y cuando
ahi::

doscientos pesos

ella quiere saber cuanto dinero necesitara para regalar una banana a cada uno de
sus amigos

entonces cuantas bananas realmente necesitara Camila

a:h necesita:: veinte

necesita veinte bananas. y ella necesita saber cuanto dinero necesitaria para comprar
las veinte bananas. y entonces. ella que.que tiene. ella. estos doscientos pesos
por cuantas bananas fueron?

estos fue, po:r cuatro bananas

cuatro bananas, entonces para completar veinte bananas que tiene que hacer

se, se::: suma?

tiene que comprar mas bananas?

si

cuantas mas

( Cuna larga espera mientras la estudiante piensa) )

dieciséis, diecisiete, dieciocho, diecinueve, veinte

necesita: -- dieciséis?

aja. necesita dieciséis bananas mas y cuanto le costaran esa dieciséis bananas
mas, si tu sabes que cuatro valen doscientos

si cuatro valen doscientos, mas uno, trescientos.

NO. cuatro bananas valen doscientos

( Cotra pausa larga) )

con cuatro bananas mas ya serian cuatrocientos

exactamente, con cuatro bananas mé&s serian cuatrocientos, perfecto. --- cuantas
bananas llevarias aqui en total? --- cuantas bananas llevas hasta ahora?
ahora llevo:: - ocho

llevas ocho bananas y llevas cuatrocientos pesos

a:h (mas cinco)

y por qué cinco

mas otras cuatro

mas otras cuatro, porque tu sabes cuanto valen doscientos pero no sabes todavia
cuanto valen cinco. mas otras cuatro
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40:14 e: cuatrocientos y dos ((no es audible) )

40:16 p:  serian seiscientos, mas otras cuatro ya serian seiscientos
40:22 e: y ahora tiene doce bananas

40:23 p: y ahora tiene doce bananas

40:48 p: ..mas

( Cotra pausa larga) )

40:49 e: mas cuatro bananas
40:55 p: ahi vas bien, muy bien, ahorita vengo

El profesor inicia solicitando al estudiante una lectura del enunciado verbal que
presenta el problema (entrada 36:07), para luego, en la entrada 386:35 y 36:39, preguntar
por la cantidad de bananas que se tienen que conseguir, y por la cantidad de bananas que
se pueden comprar con $ 200. De esta manera llama la atencién sobre la naturaleza de las
cantidades involucradas.

En la entrada 86:58 pregunta al estudiante qué se tiene que hacer para completar las
20 bananas, y él responde con el cdlculo de la cantidad de bananas que le falta conseguir a
Juanita, a saber, 16 bananas mas (entradas 37:47 y 88:02). Si bien esto es cierto, con esta
idea no es facil encontrar la cantidad de dinero que necesita para comprar las 20 bananas.
Al final de esta entrada, la expresién del profesor “si ti sabes que cuatro valen 200" es
tfundamental en el cambio de estrategia de la estudiante: en la entrada 38:16, la estudiante
intenta tomar como punto de partida esa relacién de “cuatro a 2007, agregando de una en
una (al cuatro), pero al 200 le suma 100, duda, y regresa nuevamente a parafrasear la
relacién “cuatro 2007, y ante esto el profesor, enuncia nuevamente la relacién “cuatro
bananas valen 200”. En este momento opera un cambio en la estrategia desarrollada por la
estudiante: “con cuatro bananas més ya serian 400” (entrada 39:16) lo que evidencia que ha
comprendido el papel que juega dicha relacién en el proceso de solucién del problema. Esto
es ratificado por el profesor que parafrasea lo dicho por la estudiante, y termina con una
pregunta que pone la atencién sobre la cantidad de bananas acumuladas “;cudntas bananas
llevas hasta ahora?”. Ante esta pregunta la estudiante responde “ahora llevo ocho”, y el
profesor (parafraseando al estudiante) enuncia los totales parciales “llevas ocho bananas y
llevas $ 400”. Luego de una pequefia vacilacién, la estudiante retoma la linea argumental
agregando otras cuatro bananas (entrada 40:02), y agregando $ 200 al total de dinero
(entradas 40:14 y 40:16). Todo esto es reafirmado por el enunciado del profesor en la
entrada 40:16, en donde afirma que ya se tendrian entonces $ 600 en dinero, y la estudiante

responde que se tienen ahora 12 bananas (entrada 40:22). El procedimiento continta de
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esta manera.

Antes de continuar con el tema de la coordinacién del doble conteo, es necesario llamar
la atencién, desde el punto de vista discursivo, sobre el papel que juegan las intervenciones
del profesor en la manera como el estudiante va configurando su accién y en la forma cémo
va fijando su atencién en elementos claves de la situacién: hasta la entrada 37:16 cuestiona,
interroga al estudiante; en la entrada 38:03 hace una afirmacién; en la entrada 38:34 enuncia
una negacién; de la entrada 39:16 en adelante parafrasea al estudiante. Cada uno de esos
posicionamientos del profesor genera también diferentes posicionamientos en los
estudiantes (centrar la atencién sobre las cantidades relevantes para la descripcién de
evento; fijar la atencién sobre los cambios en estas cantidades; comprender la relacién
(razén) que gobierna el cambio en las cantidades; direccionar los procedimientos que se van
realizando; ganar confianza en que se ha tomado el camino correcto, etc.) que van dando
torma a la accién de éstos tltimos.

En suma, lo anterior muestra varios elementos claves en la comprensién de la
multiplicacién: (1) diferenciar la naturaleza de cada uno de los sistemas de cantidades, (2)
identificar que de acuerdo con las condiciones del evento que da origen a la tarea, al interior
de cada sistema de cantidades hay un movimiento en los valores que pueden tomar las
cantidades y, finalmente, (38) que ese movimiento de los valores de las cantidades esta
gobernado por una condicién, para este caso, la razén 4 bananas son 200 pesos, a este nivel,
objetivada a partir de una expresién verbal. En ambos casos, la tarea se resuelve
tavorablemente por la comprensién de esta razén, y por la coordinacién del doble conteo
que se desencadena a partir de dicha razén, lo que garantiza dos cosas: una, cada que haya
un cambio en una cantidad hay un cambio en la otra, y dos, el cambio se coordina a partir
de unaregularidad (cada que se agreguen cuatro bananas a la cantidad de bananas, se deben
agregar $200 a la cantidad total de dinero).???

En los casos analizados, el control de uno de los sumandos estd soportado sobre algtn
medio (fisicamente en las fichas usadas en el juego, en los dibujos, en las grafias escritas en
las hojas de trabajo, etc.), y puede ser de uno en varios (cuando la relacién inicial es del
tipo: por cada unidad en uno de los sistema hay z unidades en el otro sistema) o de varios

a varios (cuando la relacién es del tipo: por cada m unidades en uno de los sistema, hay =

223 Situaciones similares se pueden ver, por ejemplo, en los archivos de audio (anexo 2) 2009_11_17 (1),
episodio 8, 0 2009_09_22_10_14, episodios 3 y 4.

178 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

unidades en el otro). Este proceso de control de la cantidad de veces que se repite la
cantidad unidad en uno de los sistemas (los puntos por cada ficha, el valor de una banana,
los puntos por bolo, etc.) se oculta tras las representaciones fisicas de las cantidades y de
las acciones fisicas de los estudiantes con dichas representaciones y, entonces, se da la
impresién que s6lo se estuviera trabajando sobre una sola suma iterada (la de los puntos,
los precios, etc.), pero en realidad hay dos procesos de sumas iteradas que se coordinan
entre si: la suma de uno en uno (doces, cuatros, cincos) en un sistema de cantidades (la
cantidad de fichas, la cantidad de bananas) se coordina con la suma de dos en dos, de cinco
en cinco, etc., en el otro sistema de cantidades (el total de puntos, el precio total, etc.). Este
ocultamiento de uno de los dos procesos de conteo sucede en la mayoria de las situaciones
multiplicativas a las que cldsicamente se enfrenta el estudiante en el aula de clase, y por
ende, pareciese que la multiplicacién fuese solamente una suma iterada, la que van de 7 en
n, pues cuantas veces esté z en la suma como sumando, es la cantidad de veces que se ha
sumado el uno en el otro sistema de cantidades.

g e e

La 1mportan cia y necesidad de las siguientes son Ios fables de registro de doe jugadores, pere per descuize de uno de ellas
las he mojodo de juge v algunos numeros se han bomodo. Avuda o completar los dates para
aslablecer el gonador de este juego,

ese doble conteo se muestra con SCCIOH AT 5 2 e |srccuﬁumu + d puwms i!E;!CIQNm_Amu -:;.....4 SECEHON VERDE 3 5.‘...,,—| |
. . SECCION AZUL | SECCIGN ROJA | SECCIGN AMARILLA | SECCIBN VERDE
7 TURNG [ gmers [Hitriers da N unet ] Womero Funic
tuerza en los dos didlogos anteriores, o T— |a§§m,~ mas e | uier | N | Furos Lm ] | (e
1 &1l 1 4 0 =) | £ {
32 e a7 | @ ] - Tl A S =
en donde los dos procesos de conteo {L SRR T 5o e
A ., . Total puntes gonados 24
refieren a la iteracién de unidades ' SECCION ATUL_| SECCIGN ROJA | SECCION AMARILLA [SECCIONVERDE] — |
i TURNS simma e | pusas | imaco dn] purior | i el Puntos e e i
, . Lok I-Elua__ Ikm-_ | ‘Otfenidos | du fichas| Obleniios
multiples, y por ende, el control y la 9/ LTy TRSiaE o TTam 7 10 e
| il B 0 4 =) ab | d [, e == 1m
. ., . I ~ = = —=
coordinacién de las sumas parciales 2 187 8 | e (o
Total punios 4= -

cada vez que se hace una iteracién Figura 29. Ejemplo de tabla en una tarea de reflexion.
(como ya se ha mostrado) es fundamental para el desarrollo del proceso multiplicativo

implicado en este tipo de situaciones.

5.4.2.2 Iconicidad y objetivacion de las unidades de conteo

En una de las tareas derivadas del juego de la canasta los estudiantes debian completar
los valores faltantes en unas tablas en las que se presentaba informacién incompleta sobre
estados posibles del juego. Para cada tabla se sabia el color de la seccién de la canasta a la
cual pertenecfan los valores consignados en ella (y por ende el puntaje que daba cada ficha
en dicha seccién) y se daba, o bien la cantidad de fichas obtenidas en dicha seccién de la

canasta, y se debfa encontrar el puntaje correspondiente a dicha cantidad de fichas, o bien
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didlogos analizados a continuacién se ‘.,l"“:'\:‘\‘\."bo st &
My >

L . T >3

refieren a ejercicios de este tipo y nos Hitm 90 £

' 4o

muestran  procedimientos en donde =
. ., Figura 30. Respuesta a tarea de reflexion, juego de la canasta.
diferentes formas de representacion Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p 19.
icénica permiten el control del doble conteo.
A pesar de lo elemental que parecen ser los procedimientos mostrados, implican una
complejidad que se pone en evidencia en la manera como se realiza la representacién de las

cantidades. Por ejemplo, en la figura 30: lo que se ha representado con cada grupo de rayas

horizontales no es el valor de cada ficha segtn el color, sino la cantidad de fichas que han

T T .. cafdo en un determinado color, y la

qu!r et

cantidad de veces que estd repetido cada
grupo representa el valor de cada ficha
segin el color en la canasta. Esta
representacion ha cambiado la forma de
la relacién entre las cantidades y, al

parecer, no se trata de un fenémeno

aislado, pues como se verd mas adelante,

se presenté en el trabajo de los

Figura 31. Respuesta a tarea de reflexion, juego de la canasta. estudiantes con otras tareas, que en
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 20.
general  implicaban  tratar  con
cantidades grandes, lo que permite pensar que esta inversién estd motivada por una especie
de economia en el procesamiento: es més ficil tratar con un nimero menor de grupos, asi
cada grupo tenga muchos elementos.
En los procedimientos mostrados en las figuras 81 y 32 la iconicidad de la
representacion coincide con la forma de relacién entre las cantidades: cada grupo representa
una ficha en un determinado color, y la cantidad de rayas en el grupo el valor de cada ficha.

Es importante resaltar entonces que estas formas de representacién estian objetivando la

relacion una ficha, puntos por esta ficha (al representar el valor de la ficha con un grupo de
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rayas verticales), y por ende, la repeticién de n de tales grupos objetivan la cantidad de
fichas y la cantidad de puntos se objetiva en el conteo del total de las rayas dibujadas.

En particular, es de notar cémo en los procedimientos mostrados en la figura 32 si bien
se representan los valores de las fichas con rayas horizontales, y hay tantos grupos como
fichas en un determinado color, hay un apoyo en la representacién numérica para
determinar el total de puntos obtenidos sumando tantas veces el valor de la ficha, como
tichas en un determinado color. El recurso de las representaciones simbélicas ahora ofrece
otras posibilidades para la accién de los estudiantes.

Esto muestra un aspecto fundamental para la comprensiéon de las situaciones
multiplicativas: se ponen en correspondencia dos procesos de variacién de tal forma que
una cantidad se repite tantas veces como unidades hay en otra cantidad (al menos en estas
situaciones donde las cantidades son discretas). Esta forma de comprender las relaciones
multiplicativas es la que estd en el libro VII de los elementos de Euclides (ver seccién 4.3

capitulo anterior), y nos muestra que la interpretacién tradicional de la multiplicacién como

& cscrbir todas las .,db‘jmqv, s tos que
il t l? 023 1.%25 “‘.“‘“'"llu
\/ =z 8 8 15 !q

ReSpuerac s

i
RVEOT' N 4 veces 2 secion

L) (] en 4olen
\ eh. 8,

—— : -
2 W eshmalegicq fue ONYENdo 30 5 enS

QDeEMPRlo: 3 yeses S5 HITY nqur vy
el 10 4oyl e s .

Figura 32. (Izquierda) respuesta tarea de reflexion, juego de la canasta. (Derecha) respuesta situacion (tarea) 1 taller inicial.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p 20. 1 Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 43.

abreviaciéon de una sola suma de sumandos iguales no deja ver el trasfondo conceptual que
da soporte a la multiplicacién como objeto de conocimiento, a saber, la razén entre dos
cantidades y la coordinacién de los dos procesos de conteos correlacionados por dicha
razon.

Asi pues, la puesta en correspondencia de los dos procesos de variacién, por lo visto

hasta el momento, y por tratarse de cantidades discretas, se puede referir como la

coordinacién de dos procesos de conteo. Pero ( !,,\,.J..,\\-»..B(‘ 0 que conggar e
. . . . ) oy ~
coordinar dichos procesos de conteo implica ﬁ,ﬁ,“\,j“i HH} 42
\
que para cada uno de los sistemas de L W

cantidades se 1dentifique una cantidad que se Figura 33. Respuesta situacion (tarea) 4 del taller inicial.
Archivo de imagen Diagnostico_3_ABC, p. 4.
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repite —unidad para contar—, y que se coordine la repeticién de ambas unidades. Esta
identificacién de las dos unidades de conteo y su repeticion se evidencia con mas fuerza en
los procedimientos analizados a continuacién.

La figura 33 (respuesta a la situacién (tarea) 4)??* muestra una representacion icénica
a partir de la cual el/la estudiante logra coordinar los dos conteos implicados en la tarea:
por cada dos rayas verticales cruzadas por una horizontal, hay tres rayas verticales
igualmente cruzadas por una horizontal, lo cual representa la relacién (razén) “por cada dos
videos que Mateo compre, la mamd le regala tres’. La conciencia de esta forma objetivada de la
relacién se evidencia con el 2 y el 8 que aparecen escritos al lado del dibujo. La repeticién
de esta estructura cinco veces, objetiva el proceso de variacién conjunto de ambas
cantidades. Obsérvese entonces cémo esta representacion icénica objetiva tanto la razén
como el procedimiento para controlar la variacién conjunta de ambas cantidades. Situacién
similar se evidencia también en la figura 26, en donde los cuatro circulos encima del niimero
200 representan los cuatro dulces, y el 200, el valor de tal cantidad de dulces, y la repeticion
de dicha estructura modela el proceso de variacién conjunto de ambas cantidades.

El siguiente didlogo entre el profesor y un alumno muestra que la comprensién
necesaria en la coordinacién de estos dos procesos de conteo pasa por varios momentos, y

que la representacién icénica de las cantidades es una estrategia fundamental para lograrlo.

Didlogo 3. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_09_30_10_10_Grado 3 juego canasta

723:37 P: a ver, y como hacias esto-asi-cada-que.
23:40 A: cuatro - cuatro por - por ocho
23:44 P: 'y cémo lo haces
( (pausa) )
23:48 A: multiplicando
23:48 P: um:ju:
23:50 A: pero primero necesito es: su:mar para. para poder.
23:55 P: que sumas, que sumarias
( (se escuchan otras voces) )
23:57 A: o:cho, - ma:s cuatro
24:01 P: ocho mas cuatro?
24:03 A: ocho - ocho veces cuatro,
( (se escuchan otras voces) )
24:07 P: cuantas fichas son?

24:07 A:  °cuatro®

22+ g situacién (tarea) 4 se presenté en el trabajo inicial con los estudiantes del grado 38 y era la siguiente:

Situacion 4: Mateo quiere tener 20 videojuegos y su mamaé le propuso un trato. Cada vez que Mateo compre
dos videojuegos con sus ahorros, la mama le va a regalar tres videojuegos. ;Cuantos videojuegos tendra
que comprar Mateo y cuantos tendrd que darle su mamé?
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10
13
15

27
29
31

36
37
49
41
41
43

52

o1
04
06

20

28
30
37
38

44
45
48
49
50

25
26

> >0

T3>0 >

>

> >

>>02302>02>202>

cuatro

entonces aqui cada ficha cuanto vale

va:len::, vale ocho

si quieres haz un dibujito ahi para veas como - cuatro fichas -dibuje las cuatro
fichas

( (pausa) )

cuanto vale cada ficha

valen - ocho

um:ju: ( (wun fragmento inaudible por parte del estudiante, donde parece contar) )
um:ju:

cada una vale ocho

entonces que es lo que vas a suma-a-sumar

a sumar las fichas

um:hu: ( ( negativamente) )

el total de cada una

exactamente, - eso, entonces como haces esa cuenta. ((voz inaudible del
estudiante) ) a:.ja:=

=0 multiplicacion, mas facil ( (voz de otro estudiante) )

pero como él todavia no se las sabe todas las multiplicaciones de memoria entonces
se las estd apenas apreaniendo

( (voz inaudible del estudiante) )

ocho mas ocho (entonces me) queda dieciséis

ah:ja: correcto

daria - (espérate) - “°dieciséis® - entonces - daria dieciocho - entonces mas
otro daria

no, dieciséis mas ocho cuanto da?

( (voces de otros estudiantes mientras el estudiante cuenta de uno en uno))
VEINTE, da veinte - ( (voces de otros estudiantes)) ya los sume to::dos
um:hu: ( ( negativamente) ) ( (voces de otros estudiantes) )

lah:j TMAS OCHO!

mas ocho, estabas sumando era cuatro no mas=

=eso es lo que le estaba diciendo a él ( (voz de otro estudiante) )
VEINTICUATRO

veinticuatro, ya cuantos-cuantas veces has sumado el ocho

(tres)

tres

veinticuatro - mas ocho - °cuatro mas cuatro® - =

=le puedo ayudar, pero no decirle la respuesta - ( (/e pregunta un estudiante al
profesor) )=

=cuatro mas ocho - °cuatro mas ocho - cuatro mas ocho® -

treinta y dos.

Um:ju: ( ( afirmativamente) )

Las entradas 23:37 a 24:03 muestran que para el estudiante no es muy claro el sentido

de la multiplicacién que le permite calcular el total de puntos de las cuatro fichas (en la
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zona que da 8 puntos por ficha). La entrada 23:48 da la impresién de que el estudiante
comprendié que debe realizar una multiplicacién, sin embargo, las entradas 23:50 y 23:57,
muestran que no es asi, pues se asume la acumulacién de las dos cantidades (el de fichas, y
el del total de puntos) como si fuera un proceso aditivo (quizds pensando en que la
multiplicacién es una suma abreviada). Esto lo lleva a proponer que debe sumar el total de
tichas con el ocho (los puntos que da cada ficha). As{, a pesar de reconocer los dos sistemas
de cantidad, y el movimiento de cambio en cada uno de ellos, no hay conciencia de que se
trata de dos procesos acumulativos distintos que se deben coordinar uno con el otro. La
repeticion del profesor, que parafrasea la operacion que dijo tenfa que realizar, y en un tono
interrogativo (entrada 24:01), de alguna manera pone en duda lo que el estudiante habfa
enunciado anteriormente, y esto le lleva a rectificar afirmando “ocho veces cuatro” (entrada
24:03).

Las entradas 24:07 a 24:13 muestran una intervencién del profesor intentando asegurar
que el estudiante tenga claro cudl es la relacién que coordina los dos procesos de variacién
de las cantidades en ambos sistemas de cantidades: cantidad de fichas y cantidad de puntos.

<

Los dos momentos donde el profesor pregunta “;cuantas fichas son?” (entrada 24:07) y
luego, “entonces, ¢aqui cada ficha cuanto vale?” (entrada 24:10) van centrando la atencién
del estudiante en la razén una ficha ocho puntos. La intervencién del profesor en la que
sugiere realizar una representacién gréfica de las fichas (entrada 24:15) introduce una
técnica que busca ayudar al estudiante con un procedimiento que le permita coordinar los
dos procesos de variacién: en la gréfica se tienen representadas las cantidades de uno de los
dos sistemas de cantidades, y con la interrogacién “jcuédnto vale cada ficha?” (entrada 24:27)
continua centrando la atencién del estudiante en la razén una ficha ocho puntos. La respuesta
del estudiante muestra que hasta el momento va distinguiendo las cantidades y la razén
que gobierna el cambio en dichas cantidades. La confrontacién que el profesor realiza en la
entrada 24:37 busca ahora fijar la atencién en las cantidades del otro sistema de cantidades,
pero a la vez, pretende confrontar al estudiante con el procedimiento que habia enunciado
en la entrada 23:50, en donde habfa expresado que debfa realizar una suma. La respuesta
del estudiante “sumar las fichas” (entrada 24:49), y la exclamacién del profesor que
desaprueba lo dicho (entrada 24:41), hacen que el estudiante centre su mirada en las

cantidades del otro sistema de cantidades: el total de puntos. En el resto del didlogo se

muestra una serie de interacciones entre el profesor y el estudiante sobre los
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procedimientos que adelanta para realizar el cdlculo del total de puntos correspondiente a
las cuatro fichas. Inicia sumando 8 mas 8, sin que muestra ninguna dificultad, y luego al
pretender sumar otras 8 unidades maés, tiene dificultad, no tanto porque no pueda sumar 16
mas 8, sino porque solo suma 4, quizas pensando en las cuatro fichas, y no tanto en los 8
puntos de una ficha mas. La negacién del profesor (entrada 25:30) es clave en la correccién
del estudiante, pero sobre todo, en la toma de conciencia de qué tiene que repetir, lo que se
evidencia en la expresion en tono fuerte y de asombro: “Ah, es ocho”. Esa expresién, y el
que en la siguiente etapa de la suma ya no presentara dificultades, es evidencia clara de la
objetivacion por parte del estudiante de la razén que gobierna el cambio coordinado entre la
cantidad de fichas y de puntos y del procedimiento que le permite realizar la coordinacién
de los dos procesos de cambio. Esta objetivacién estd mediada por unas formas de
representacién icénica y por el uso de los nimeros para realizar las cuentas necesarias (con
el apoyo de las representaciones icénicas) que le permiten “ver” (las cantidades y la razén
entre ellas), 22° “controlar” (hasta donde debe contar) y “coordinar” (cuantos puntos para
tantas fichas) los dos procesos de conteo iterado, y por supuesto, por las interacciones con
el profesor que permiten en los estudiantes ciertas formas de posicionamiento (identificar
aciertos y equivocaciones, cambios en las estrategias de trabajo, comprensién de relaciones,
etc.) frente a su actividad.

Esta coordinacién de los dos procesos de conteo a partir de representaciones iconicas
y simbdlicas, que objetivan las cantidades y el control de la variacién de las cantidades en
cada uno de los sistemas de
cantidades, al igual que la relacién Qe obYovo 21/Un -}.705. 6 3

&
(razén) que permite coordinar los Jori me DJDJ(WO 52 —'bs“[I‘tff"'\"{'g“ < Oy 4 T
‘E\ que 9ano fue Jume, I'f

dos procesos de variaciéon se puede

ver igualmente en las siguientes %
L, A
imagenes tomadas de los cuadernos ~ 1L
Figura 34. Respuesta situacion (tarea 1) del taller inicial.
de trabajo de los estudiantes. Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 39.

225 Las cantidades de ambos sistemas se pueden representar de manera fisica o simbélica, pero la relacién
(razén) entre las cantidades correspondientes es una inferencia que emerge de la situacién. Inicialmente
cuando el estudiante dice que debe sumar ocho (puntos) mas cuatro (fichas) lo hace porque él ve esas dos
cantidades y, ademds, intuye que las debe sumar (quizds porque la situacién alude a procesos de
acumulacién de cantidades), pero ese conocimiento no le permite desarrollar un procedimiento exitoso.
Las intervenciones del profesor centran su atencién en las cantidades, de unlado, y en la forma de relacién
entre ellas, de otro lado. Esto le permite entonces un cambio de foco en los procedimientos realizados,
llegando finalmente a una solucién exitosa de la tarea.
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La figura 84 (respuesta a la situacién (tarea 1)) muestra una representacién icénica de
los bolos derribados (cada raya vertical significa un bolo de derribado) y encima de cada
bolo el total de puntos acumulados en un conteo sucesivo de dos en dos desde el primer
bolo derribado (primera raya de la izquierda). La representacién icénica de los bolos
permite controlar el proceso de variacién en el sistema de cantidades definido por la
cantidad de bolos derribados, y los nimeros puestos encima de cada bolo permiten
controlar la variacién en el sistema de la cantidad de puntos. La operacién “mds dos” que se
evidencia en la secuencia de los ntimeros escritos encima de cada raya (bolo), objetiva la
razén un bolo dos puntos: por cada nueva raya (bolo), se agregan dos puntos al puntaje

acumulado con la raya (bolo) anterior.

T F T VG W TEECTY Jard

La figura 35 muestra un caso similar P A
Y‘wa- ‘YYYY\'Y‘ ooOJj-».-

2510 m p[
. ﬁ??

a los anteriores en donde la
representacion icénica de los bolos
(dibujado en wunos casos como una
botella, y otras como un circulo
pequeiio) ayuda en el control de la

cantidad de bolos derribados, y la razén

cantidad de puntos por cada bolo derribado Figura 85. Respuesta tarea reflexion, juego de bolos.

L. Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 30.
es representada explicitamente con un

ndmero en el interior del dibujo de cada bolo (el nueve en interior de los bolos con forma
de botella), o implicitamente en las agrupaciones de dos bolos que son puestos en
correspondencia con el puntaje total que les corresponde (dos circulos unidos con una V al
nimero 10 en un caso, o al 12 en otro caso). La suma de estas parejas de valores permite
calcular el puntaje total obtenido.

En estos casos hay una combinacién entre representaciones icénicas, acompafiadas de
representaciones simboélicas (uso de ntiimeros), que permiten llevar el control de los dos

procesos de variacién acumulativa (el dibujo icénico para los objetos fisicos: los bolos, y los

S numeros para las cantidades: el puntaje
5> Mates W a tener Que comptar _ _
=9 Video TUe9cs Y ST mang total y la relacién que asigna a cada bolo un
S\e va oligr wmpras 12 determinado valor). Estas formas de

~~

W)

representacién combinada permiten a los

Figura 86. Respuesta situacion (tarea) 4 del taller inicial. estudiantes una ObjetivaCién de las
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p 16.
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cantidades en cada sistema, de la relaciéon entre dichas cantidades, y de los procedimientos
para llevar a cabo el control y coordinacién de los dos procesos de conteo que permiten
resolver el problema. Esto les entrega capacidades operatorias para controlar los dos
procesos de acumulacién, y por ende, de la correlaciéon entre la cantidad de bolos con la
cantidad de puntos que les corresponde.

En los procedimientos mostrados en la figura 36 o en la figura 37, el uso de los nimeros
para la representacion de las relaciones entre las cantidades, y por ende, para controlar su
proceso de variacion, abre la posibilidad de nuevos procedimientos y, en consecuencia, un
nuevo nivel de objetivacién de la razén que regula el proceso de variaciéon de las cantidades
involucradas en la tarea. Asi, en ambos casos, los nimeros 2 y 3 puestos uno al lado del
otro (figura 36), o uno debajo del otro y encerrados en un circulo (figura 37, derecha), son
una forma de representar la relaciéon entre las dos cantidades (2 videos juegos comprados
por Mateo, tres video juegos comprados por la mama), y la cantidad de veces que esta pareja
de nimeros se repite es una manera de controlar los dos procesos de variacién hasta
completar la cantidad total de videojuegos que se requiere (20 videojuegos).

Algo similar se

puede ver en la | 4 &l

No\( 3 \'lfrg gt (Ovaproy © )Ut(‘_lsoc t%
3

tigura 27 (al final b “:1:\\‘9& NSV MM ome e e w Qrqaot i
de la seccién 5.4.1), fcl_,
TigC
en donde cada vez L Mot Figura 87. Respuestas situacion (tarea) 4 del taller inicial.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 2 (derecha) y p. 6 (centro e
que se suma un 200 izquierda).

(el valor de cuatro dulces) al total acumulado (y en la parte superior) se van poniendo los
ntmeros 8, 12, 16 y 20, los cuales representan el total de dulces que se van acumulando con
cada $ 200 agregado. Este doble conteo es posible gracias a la objetivacién de la relacién

que regula el proceso de variacién de las dos cantidades: cuatro bananas son 200 pesos.

5.4.2.8 Representaciones numéricas 'y coordinacion de un doble conteo

En los casos en que los estudiantes representaron las relaciones entre las cantidades, y
por ende, el proceso de variacién a partir de nameros naturales, se evidenciaron
procedimientos que muestran mayor conciencia y control tanto de la razén que relaciona
las dos cantidades, como del proceso de variacién de ambas cantidades.

Los tres procedimientos mostrados en la figura 38, si bien presentan pequefas

diferencias (no despreciables por cierto) tiene algo en comin: se basan en sumar la misma
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cantidad, tantas veces como fichas en un determinado color (en el juego de la canasta) o
bolos derribados (en el juego de los bolos). Como se mencioné anteriormente, la cantidad
de veces que se repite el sumando ocho, o el sumando cuatro, estd controlando la cantidad
de fichas (bolos) cuyo valor es ocho, o cuyo valor es cuatro, y el nimero cuatro o el niimero
ocho, representan el valor de puntos por cada ficha (bolo). Esto es, detras del valor cuatro
puntos, o el valor ocho puntos, aparentemente ntimeros absolutos, se esconden dos razones

que expresan la razén “puntos por cada ficha”.

a¢ 1216 g};r.c,,?g -

/q
fzgsz
46

Figura 38. Respuesta tarea de reflexion, juego de la canasta (superior e izquierda) y juego de los bolos (derecha).
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, pp. 17 (arriba), 18 (derecha) y 25 (izquierda).

El total de puntos se obtiene de dos maneras diferentes, bien a partir de un conteo
sucesivo de cuatro en cuatro (como es el caso del fragmento de la parte superior) o bien
sumando por los medios convencionales (los otros dos fragmentos). En cualquiera de los
casos se tiene control de los dos procesos de acumulacién: el de la cantidad de fichas (bolos),
y el del puntaje total obtenido. No debe confundirse este procedimiento con el de la suma
abreviada como interpretacién de la multiplicacién, pues en este caso, si bien un mismo
nimero se suma una cierta cantidad de veces, se tienen dos sumas iteradas que coordinan
los procesos de variacion de las cantidades en los dos sistemas de cantidades (cantidad de

tichas, o cantidad de bolos y la cantidad de puntos obtenidos) a partir de la razén que
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expresa la cantidad de puntos que otorga cada ficha (bolo).

Los dos procedimientos de la figura 39 ratifican lo dicho en los parrafos anteriores
sobre el control de los dos procesos de conteo, y por ende, de la variacién de las dos
cantidades. Sélo restarfa llamar la atencién sobre la manera como se calcula cinco veces 80
en el caso del fragmento de la izquierda, pues al sumar dos veces 160, se tiene conciencia

de que se llevan cuatro veces el 80, y s6lo resta sumar a dicho total un 80 maés.

E__!S niB 5 5 740
610 1§ 20 25 20 ¥ seff

Figura 39. Respuesta tarea de reflexion, juego de la canasta.
Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 65 (derecha), 54 (izquierda).

Para el caso del fragmento de la derecha, se ve un intento de relacionar la
multiplicacién con los dos procesos de conteo, uno que va sucesivamente calculando el total
acumulado, y otro en el que se controla las veces que se repite una determinada cantidad.
Esta forma de controlar los dos procesos de conteo se ve con més fuerza en el fragmento
mostrado en la figura 40, en donde emulando una tabla horizontal se organizan tanto la

cantidad de veces que se repite una determinada cantidad, como el total acumulado en

T,
b A A TR
9

dichas repeticiones.

Asi  entonces, lo que estos

procedimientos nos muestran es cémo las

diferentes formas de representaciéon

{6 AT (il Gl

AR

B N T T T S O O O T e Y B

utilizadas por los estudiantes les permiten

objetivar varios elementos claves en la

construccion de las relaciones Figura 40. Respuesta tarea de reflexion, juego de la canasta.

R . . . Archivo de imagen Grado_3_2009_Periodo-1, p. 67
multiplicativas  implicadas en  las

diferentes situaciones:

1. En primer lugar, diferenciar los dos sistemas de cantidad cuyo proceso de variaciéon
estd correlacionado a partir de una cierta relacién (la razén de puntos obtenidos a
las fichas o bolos derribados), y en segundo lugar, objetivar la relacién (razén) que
pone en correspondencia las cantidades en uno de los sistemas con las cantidades

del otro sistema.
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2. A partir de lo anterior, coordinar los dos procesos de conteo, lo que a su vez implica:

a. Identificar la unidad de conteo que se repite en cada uno de los dos sistemas

de cantidades.

b. Dada una cantidad 4 en uno de los sistemas de cantidades, repetir la unidad
de conteo en el otro sistema de cantidades tantas veces como esta cantidad

A contenga la unidad de conteo de su sistema de cantidades.

3. Y finalmente, obtener el resultado a partir, bien de conteos sucesivos, o a partir de
la suma de una misma cantidad un cierto nimero de veces, o a través de una

multiplicacién.

Estos tres elementos muestran que la multiplicacién como la abreviacién de una suma
iterada de un mismo sumando es una interpretacién que simplifica al extremo la
complejidad subyacente a la comprensién de la multiplicacién, pues de un lado, en una
situacién multiplicativa intervienen dos sistemas de cantidades (y no uno como darfa a
entender la suma iterada?? de un solo sumando) que se correlacionan a partir de una razén
constante, y de otro, es necesario poner en correspondencia dos procesos de conteo iterado.
Es decir, en la multiplicacién no hay uno, sino dos procesos de conteo iterado que se

correlacionan uno al otro.

5.4.8 Multiplicar: la nocién de razén en el centro

Las diferentes tareas propuestas a los estudiantes les permitieron constituir (de manera
empirica) un conocimiento sobre la multiplicacién. Los juegos brindaban una forma de
tratar con situaciones que implicaban poner en relacidn cantidades pertenecientes a dos
sistemas de cantidades diferentes, y ademas, la acumulacién sucesiva de fichas, canicas, bolos,
etc., les permitia ver el comportamiento de la acumulacién de los puntajes respectivos.

Asf por ejemplo, en el juego del tiro al blanco, los estudiantes para calcular la cantidad
de puntos obtenidos por las fichas en cada una de las franjas de color, tienen la posibilidad

de tocarlas, moverlas, reorganizarlas, al tiempo que van contando de tres en tres, de seis

226 Fn la suma iterada al estilo de Peano también concurren dos sistemas de cantidades; 1o que sucede es que
se le oculta al estudiante (y probablemente a la mayoria de los matematicos) que el cardinal z que se
repite pertenece a un sistema de cantidades (la numerosidad de un conjunto de elementos discretos
coexistentes en el espacio-tiempo) diferente del sistema al cual pertenece el nimero de veces m que se
repite ese cardinal # (la iteracién acumulada de acciones sucesivas en el continuo temporal). Tomado de
conversacién personal con el profesor Carlos Eduardo Vasco.
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en seis, etc. Acciones como tocar las fichas, moverlas de un lado a otro, mientras se hace el
conteo, son claves para ir comprendiendo la naturaleza de los dos tipos de sistemas de
cantidades que se involucran en la tarea, al igual que el papel de la regla de correspondencia
(la razén) que permite poner en relacién las cantidades de cada sistema, para el caso de este
juego, el valor de cada ficha segtin el color (ver, en el anexo 2, archivo de video Grado 3 tiro
al blanco, especialmente episodios 3 y 4).

Esta experimentacion fisica con las fichas, los bolos, o con las representaciones icénicas
de las cantidades era favorecida por los tipos de problema que se proponen a partir de las
condiciones delimitadas por los juegos: correspondencias 1 a 7 (n<10), conteos iterados
menores a 10, etc. Por el contrario, las tareas basadas en estados hipotéticos de los juegos
permitieron ampliar considerablemente los rangos numéricos y la complejidad de las
relaciones, lo que generdé la necesidad de formas de representacién més elaboradas que, al
ampliar la capacidad operatoria con las cantidades, permitieron procedimientos mas
sofisticados. Este conjunto de acciones igualmente permiti6 la objetivacién de una nocién
de razén como aquel objeto que les permitia una comprensién de la correlacién entre las
cantidades, y ademds, que les otorgaba cierta capacidad operatoria sobre dicha correlaciéon.
De esta manera los estudiantes pudieron tratar empiricamente con los procesos de conteo
necesarios en las situaciones multiplicativas, y la objetivacién de un conocimiento empirico
sobre las leyes de comportamiento que gobiernan la covariacién presente en estas
situaciones.

Asf entonces, el trabajo realizado sobre el aprendizaje de la multiplicacién fija la
atencion de los estudiantes sobre los siguientes elementos. Primero, en la cantidad de fichas
de un lado, y en la cantidad de puntos de otro, lo que permite diferenciar claramente los
dos sistemas de cantidades sobre los cuales se trabaja. Segundo, la razén “cantidad de
puntos por cada ficha”,??” que permite poner en correspondencia cantidades de un sistema
con las cantidades del otro. Y finalmente, el puntaje asignado a cada ficha (segin las
caracteristicas del juego), que se repite tantas veces como fichas obtenidas, y que es lo que

permite establecer la correspondencia entre la cantidad de fichas y puntaje total por esas

227 En el sentido estricto de la palabra, no se tiene evidencia de que los estudiantes hayan llegado a este nivel
de formulacién de la razén entre fichas y puntos, pero como se ha mostrado ampliamente hasta el
momento, este tipo de razén fue utilizada bajo otras formas de objetivacién. Esto muestra que la idea de
razén en estos estudiantes atin requiere ms elaboracién, pero también es necesario reconocer que estos
estudiantes estdn experimentando su primer contacto con el estudio formal de lo multiplicativo.
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fichas. Esta regla de correspondencia es una forma de objetividad de la razén que funciona
como una especie de operador que, aplicado sobre la cantidad de fichas, produce el puntaje
total.

La regla de correspondencia da paso a la idea de razén, en virtud de las tareas
propuestas que exigen analizar el comportamiento del conjunto de parejas de valores
obtenidos en una determinada seccién del juego. Un ejemplo de ello se puede ver en el
siguiente fragmento de didlogo entre profesora y alumno, completando los valores que
corresponden a la quinta fila de la tercera tabla de la figura 16, a saber, calcular cudnto

puntaje se corresponde con la cantidad de 243 fichas:

Didlogo 4. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_10_07_10_15

726:18 A: aqui tiene que dar ciento y algo, cierto?
26:23 P: mas
26:27 A: (entonces) tiene que dar doscientos algo porque, porque:: ocho mas ocho mas

ocho tiene que dar - si, ocho y ocho so::n: dicisé::is, mas otro-mas otro—-mas
otros ocho - doscientos cuarenta y tres.
26:43 P: vy el doble?=

A: =hay:| ((una expresion de euforia) )=
P: =porque ya sabemos que de aqui a aqui es el doble ( (refiiendo a los valores
de la segunda columna que implica calcular el doble de 243))
26:48 A: ya. el doble tiene que ser, - entonces el doble de dos es cuatro, - el doble de

cuatro es ocho, - el doble de tres es seis, - entonce::s, — ya, huy::! ( (expresion
de jubilo) )

En la entrada 26:43 protfesora recuerda que los valores de una de las casillas en la fila
son el doble de los valores de la otra casilla en la misma fila, y el estudiante procede de
acuerdo con ello: calcula el doble de 243. De repetir el dos tantas veces como fichas (por
supuesto, en este caso, repetir 243 veces el dos es tarea casi imposible) se ha dado paso al
“doble de...”, en lo que se evidencia una idea mas clara de la razén tanto como relator (pone
en relacién una cantidad con otra que es su doble) como operador, pues si se aplica a una
de las cantidades permite obtener aquella con la que se relaciona. Si se compara este tipo
de procedimientos con los analizados en la seccién anterior, en donde la razén era usada
como criterio para coordinar los procesos de sumas iteradas, se ve entonces que por el tipo
de cantidades involucradas, y por los instrumentos de representacién usados, las tablas, se
da lugar a otro tipo de procedimientos en donde la regla de correspondencia abre el camino
a formas de accién de otra naturaleza: una idea de razén entre cantidades que ahora es una

constante que aplicada sobre cualquier cantidad del primer sistema de cantidades, permite
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obtener su cantidad correspondiente en el otro sistema de cantidades.??® Ese valor

instrumental de la tabla y el cardcter operatorio cristalizado en la nocién de razén se puede

ver en el siguiente didlogo, en donde se reflexiona sobre la tabla de la izquierda de la figura

16.

Didlogo 5. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_10_07_11_89

79:50 P: (que quiere decir) que aqui haya un uno y aqui un cuatro.

9:54 A: que:::n, una-una ficha y gand cuatro puntos

10:00 P: gand cuatro puntos, muy bien, entonces si se encestara dos fichas

10:04 A: si encestara dos fichas ( ( murmullo no audible) )

10:07 P: por qué ocho

10:09 A: porque:: - uno es cuatro?

10:14 P: vy el siguiente ( (refiniéndose al puntaje de las tres fichas) )

10:16 A: da:: da:: eh:: catorce

10:20 P: catorce? por qué catorce

10:24 A:  ( (poco audible) ) eh::: porque ocho mas cuatro, doce!

10:29 P: Ah::! Doce - y aqui ((sedalando la celda donde ests escrita la cantidad de 6
fichas) )

10:34 A:  ((no es audible) )

10:40 P: Por qué veinticuatro

10:42 A:  ((no es audible))

10:50 P: 'y ahora si las que dice la profesora - si esta tabla siguiera llegariamos al
veinticuatro, veinticuatro fichas, cuantos puntos darian esas veinticuatro fichas ( (/a
profesora a adicionado un par de filas a la tabla dada inicialmente, con el fin de
proponer un ejercicio con el cual confrontar la estrategia de solucion empleada por
los nifios) )

11:04 A: ( (se oyen expresiones de asombro y risas)) hay si me corchaste - cuarenta y
ocho?

11:18 P: Cuéanto?

11:18 A: cuarenta y ocho

11:20 P: u:m, por qué cuarenta y ocho

11:22 A: no se, ((expresiones no audibles mientras hace cuentas mentalmente) ) ochenta::::
no - -

11:57 A: ochenta o noventa.

11:59 P: y por qué piensas que es por ahi entre ochenta y noventa, a ver

12:04 A: porque seis mas seis es doce=

P: =si::=
A: =doce mas doce es veinticuatro=
P: =ah:ja:!
12:12 A: seria cuatro veces=
P: =cuatro veces que=

En el archivo de audio 2009_11_17(1) (anexo 2), fundamentalmente los episodios 1, 8 y 4, se pueden ver
situaciones similares en donde el estudio de las tablas de valores, y el tener que tratar con ntmeros
grandes, permite el desarrollo de otras estrategias de calculo, las cuales ya dan una idea de comprensién
de la regla de correspondencia como una razén constante.
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A: =cuatro veces veinticuatro=
P: =cuatro veces veinticuatro ( ( afirmando) )
12:18 A: veinticuatro méas veinticuatro es cuarenta y ocho. cuarenta y ocho mas veinticuatro::
es setenta y dos no?
12:26 P: cuarenta y ocho mas veinticuatro=
A: =setenta y dos=
P: =ah:ja: - mas otros veinticuatro
12:35 A: noventa y seis ( ( expresiones de alegria) )
12:38 P: si ve que si sabe

En las entradas 9:50 a 10:00 se ve la exploracién realizada por el investigador sobre la
comprensién de los elementos claves de la informacién consignada en la tabla: qué tipo de
cantidades se escriben en cada casilla de una fila, y la razén que relaciona ambas cantidades.
De la entrada 10:04 a 10:42 se van completando los valores faltantes en la tabla, lo que
muestra que efectivamente hay comprensién por parte del estudiante de las cantidades, sus
relaciones, y sobre todo, claridad en un procedimiento para calcular la cantidad de puntos
a partir de la cantidad de fichas. En la entrada 10:50 se introduce la reflexién central:
calcular la cantidad de puntos que se corresponden a 24 fichas. Este tipo de situaciones no
son posibles en el momento de realizar el juego, pues el mdximo ntimero de fichas que se
usa es 10. El didlogo que se sucede entre las entradas 12:04 y 12:12 es crucial: el estudiante,
al decir “seis y seis son doce” y luego “doce y doce veinticuatro” esta comprendiendo que
entre el 6 y el 24 hay una relacién: 24 es cuatro veces el 6, o que el 6 estd contenido cuatro
veces en el 24. Luego al decir “cuatro veces veinticuatro” esté trasladando esa relacién a las
cantidades de puntos: no se sabe cuantos puntos son las 24 fichas, pero si se sabe que esa
cantidad de puntos debe ser 4 veces 24

La tabla posibilita entonces reflexiones sobre situaciones que en los juegos reales no
son posibles, y esas reflexiones sobre eventos hipotéticos movilizan nuevos procedimientos.
En la seccién 5.6 (este capitulo) se analizan con detalle estos procedimientos, pero por el
momento se puede llamar la atencién sobre la manera como se ve la emergencia de una
cierta nocién de proporcionalidad directa entre las cantidades de los dos sistemas de
cantidades, nocién que se abre paso a partir de esta primera objetivacién de la razén como
una constante que permite poner en correspondencia ya no solo parejas de cantidades, sino
tamilias de cantidades. Dicho de otra manera, en esta forma de comprender la multiplicacién
las situaciones que emergen de los juegos tienen en el fondo una idea de proporcionalidad

directa.
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5.4.4 Dividir: diferentes aproximaciones

Como se expresd en secciones anteriores, las tareas propuestas a los estudiantes al
tiempo que permitfan procesos de estudio sobre la multiplicaciéon lo hacfan con la divisién
y, en cierta forma, el conocimiento adquirido sobre la una apoyaba las conceptualizaciones
que se iban requiriendo en la otra. De esta manera, la nocién de razén, clave en la
comprension de las tareas que implicaban multiplicar, es igualmente una idea clave en la
comprensiéon de aquellas en donde se debe realizar una divisién; o conocimientos sobre
hechos multiplicativos son la base para los procedimientos necesarios al realizar una
divisién. El siguiente didlogo evidencia que esta dualidad entrega medios instrumentales
para la acciéon de los estudiantes, permitiendo aprendizajes sobre lo multiplicativo de

manera integral.

Didlogo 6. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_03_17_10_14

70:06 e: cuatrocientos dividido dos=
p:  =cuatrocie::ntos? =
e: =es el ejemplo que tu diste
0:10 p: es el ejemplo que yo di. listo. cuanto da cuatrocientos dividido dos
0:14 e: doscientos
0:16 p: por qué?
0:16 e: porque la mitad de dos
0:20 p: porque la mitad de cuatrocientos es doscientos y como. °y como lo compruebo
que si estad bien®
0:27 e: doscientos. doscientos por dos es igual a cuatrocientos
0:33 p: porque doscientos por dos es igual a cuatrocientos
0:35 p: de eso se trataba la tarea. qué otro numero sali6 en la tarea, a ver
0:39 e: treinta dividido seis
0:41 e2: da cinco
0:42 p: treinta - Jdividido seis
0:49 e: cinco cinco=
=esperen un momentito, cuando yo veo esto treinta dividido seis eso que quiere
decir
0:53 e: la mit. la mit.
0:54 e2: la mitad de. de lo que (yo tengo)
1:00 p: sesenta lo voy a dividir
1:02 e3: la mitad de la mitad de la mitad
1:09 p: estoy hablando con ella ahora te doy la palabra
1:10 e: lo voy a descomponer?
1:11 p: lo voy a descomponer? como lo voy a. qué serd que hago con este treinta cuando
me dicen - >treinta dividido seis, que hago yo aqui<
1:23 e: que el treinta lo divido en seis partes
1:24 p: A:h!l que el treinta lo divido en seis partes. - como tienen que ser esas partes.

-- no!, como tienen que ser, iguales, una mas grandes, unas mas chicas, por
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que yo.

1:35 e: ahi

1:36 e: tienen que ser iguales

1:37 p: y por qué te dio cinco Christian

1:47 e: porque lo comprobé

1:48 p: usted lo comprobé diciendo que cinco por seis es treinta, pero porque le dio
cinco?

( Cuna pausa larga mientras espera la respuesta del estudiante, hasta que otro
compafiero responde) )

2:09 e2: porque-porque lo hicimos en la tabla el cinco

2:13 p: a:h, usaste aqui la tabla del cinco?

2:14 e2: no: no pues. en la de::. - ehm::. - cinco: po:r sei:s. porque la hicimos en la
tabla del cinco, entonces - cinco

2:22 p: a::h, porque encontrarste un numero que multiplicado por 6 diera el cinco=

e2 =aija=
p: =pero en realidad como yo estoy dividiendo como serd que yo hago esto? - como
estoy repartiendo en seis partes

2:36 e: teacher es que vea, yo lo. como ya tiene el resultado pues yo lo puse, no?. -
entonces yo para estar seguro hice el por qué y entonces lo multipliqué a ver si
me daba el nimero y como me dio ese nimero ese era

2:49 p: como me dio ese numero en la tabla descubri que ese era. pero primero cémo
lo pensé? o sea como pensé que ese (era)

2:53 haciendo la tabla

2:54 no, sin hacer la tabla primero

3:03 e2: busque un numero en la tabla del seis que me diera treinta

3:05 p: busque un numero en la tabla del seis que me diera treinta. cudl era el otro
ndmero ?

3:09 e3: yo iba restando

3:12 p: él iba restando, como?

3:14 e3: el nimero a la mitad tres veces

3:18 p: a la mitad tres veces, como? a ver

3:20 e3: digamos treinta, quince y y y

3:23 p: la mitad de treinta es quince

3:24 e3: a::h, no no no no

3:26 p: ah, no me sirve

3:30 e4: vea - vea como. - solo. - la tabla del seis que nosotros practicamos llega hasta
el diez. - entonces (y se sabe que el diez es sesenta), seis por diez es sesenta
entonces la mitad de sesenta seria treinta y la mitad de diez es cinco

3:50 p: a::h!l, el miro eso, el miro que. en la tabla del seis él tiene el ultimo que dice
- seis por diez sesenta y a este sesenta le sacod la mitad para que diera este
treinta y entonces vio que la mitad de diez era cinco, esa es otra estrategia que
él se invento.

4:12 e2: teacher eso es como yo le di:je, yo. yo primero halle el resultado -- y después
si multipliqué, bue.bueno , yo vi en la tabla del seis a ver qué numero me daba
treinta, entonces yo puse cinco y para estar bien seguro que si me daba la
respuesta pues lo multipliqué, cinco por seis y me dio treinta
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4:36 p:  multiplico, cinco por seis y le dio treinta, muy bien, cudl otra division habia

4:41 e: cuarenta dividido ocho

4:43 p:  cuarenta dividido ocho

4:46 e2: la segunda si esta bien

4:47 e3: cinco ( (varios estudiantes responden lo mismo) )

4:51 p: nos dio cinco pero vamos a ver como, quien creo alguna estrategia diferente para
buscar ese cinco, a ver
( (pausa larga esperando la respuesta de los alumnos) )

5:1 e5: digamos yo. yo primero busco el resultado - y miro a ver si esta bien. sumando
este.=

p: =pero como buscas el resultado

5:22 e5: digamos llego. y-y tengo que:. - un: num.-un: numero (que por este ocho) me
de cuarenta, hago es,

5:30 p: un numero (que por este ocho) me de cuarenta
( Cuna pausa mientras se dirige a otros estudiantes) )

5:46 p: usted qué esta haciendo?, No pero es que estamos en esta de cuarenta dividido
ocho

5:52 e4: vea, cuarenta dividido ocho, entonces seria ocho — dieciséis - y asi va por los
numeros hasta que da cuarenta

6:06 p: a::h, a este ocho le va sumando ocho, otro ocho otro ocho hasta llegar a cuarenta

En la primera parte del episodio (desde 0:06 hasta 0:33) se muestra un didlogo entre
profesora y alumnos en el que se relaciona 400+2 con calcular la mitad del dividendo. Este
célculo de la mitad se corrobora con la multiplicacién 200+2. La importancia de este
episodio radica en que la operacién dividir por dos se relaciona con la razén la mitad de, y a
su vez, el nimero que es la mitad de algo, se verifica que efectivamente lo sea multiplicando
dicho ntimero por dos, y si es correcto, el resultado debe ser el nimero inicial al que se le
calcul6 la mitad. La divisién por dos se relaciona con la razén mitad de... y dicha razén se
calcula con base en la razén doble de... o lo que es lo mismo, con la multiplicacién por 2.
Notese entonces la cadena de conexiones que se establecen: (dividir por n)-(razén n-ésima
parte de...)-(razén n-veces...)-(multiplicar por z). Por supuesto, atin hay un camino muy

largo que recorrer hasta que la operacién dividir por 7z (+») sea identificada con la

1

multiplicacién por la fraccidon n-ésima (x— ), pero el que la divisién por 2 se ponga en relaciéon
n

con larazén mitad de..., y como se mostrard mas adelante, el uso de esta razén para calcular
otras divisiones es un punto de partida importante.
Desde la entrada 1:10 a 1:36, se introduce un significado para la divisién de un ntimero:

el nimero que se divide se debe repartir en partes iguales, y el nimero por el que se divide
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indica la cantidad de partes iguales que se deben obtener. Esta reflexiéon sobre la divisién
como una reparticiéon en partes iguales estuvo precedida (entrada 0:35 a 0:54) de un ejercicio
propuesto por el profesor (30 dividido 6) que no pudo ser interpretado a partir de encontrar
“mitades de...”. Se diferencia esta manera de ver la divisién entonces, de la anterior, por el
hecho de que ahora la divisién es interpretada en el marco de una accién fisica que significa
repartir en partes iguales, mientras que en el caso anterior, la divisién era comprendida en
términos de una nocién aritmética: la razén wun medio, la cual cumple una funcién como
operador. Esto también muestra que una cosa son las acciones sobre las cantidades fisicas
(partir, repartir, etc.), y otra las acciones con las operaciones aritméticas sobre cantidades
numéricas, una vez que las cantidades fisicas son representadas por alguna forma de
simbolizacién matematica. Las acciones sobre las cantidades fisicas se transforman en
operaciones sobre las cantidades numéricas, una vez que las primeras son matematizadas a
partir de las segundas.

Desde la entrada 1:37 a 2:22 se muestra otra manera de encontrar el resultado de la
divisién 30 dividido 6: el cociente es el nimero que multiplicado por 6 da 30, y este nimero
se busca entonces en las tablas de multiplicar (bien sea que se sepan de memoria, o que se
tengan copiadas en el cuaderno). En la entrada 1:48 el profesor insiste en que el estudiante
dé una explicacién del por qué la tabla de multiplicar le permite encontrar el resultado de
una divisién sin lograr una explicacién satisfactoria, a juzgar por la insistencia del profesor
en pedir una justificacion de este procedimiento (entradas 2:49 y 2:54). Ante esta solicitud
los estudiantes seguian parafraseando de distintas maneras la misma explicacién: porque
usamos la tabla de multiplicar (entradas 2:36, 2:53 y 3:03). En la entrada 8:09 un estudiante
expresa “yo iba restando” (entrada 3:09), lo que llama la atencién del profesor y le pregunta
cémo hace laresta (entrada 3:12), y el estudiante responde “el niimero a la mitad tres veces”
(entrada 38:14). De nuevo el profesor cuestiona sobre cémo se hizo para obtener la mitad
tres veces (entrada 3:18), lo que lleva al estudiante a expresar “la mitad de 30, 15 y y y”
(entrada 3:20). Este balbuceo repetido con la letra “y” se refiere precisamente a que el
estudiante cae en cuenta que el 15 no tienen mitad exacta, y que por lo tanto no puede sacar
la mitad tres veces seguidas como pensaba, lo que se ratifica en la entrada 3:26 cuando

expresa que ese procedimiento no le sirve.?%?

229 Nétese que este procedimiento de sacar la mitad tres veces seguidas a un nimero, pensando que sea
manera se divide dicho nimero entre seis es equivocado, pues esa composicién de mitades produce es una
divisién por 8. El profesor no llama la atencién sobre este hecho, y al parecer acepta que la equivocacién

198 Gilberto Obando Zapata



Universidad del Valle, Universidad Distrital, Universidad Pedagégica Nacional

En este punto, otro estudiante (entrada 3:30) encuentra una manera de usar la tabla
para encontrar el resultado de 30 dividido seis a partir de encontrar mitades, el cual se basa
en un razonamiento por analogfa (ver seccién siguiente), en tanto que en la tabla del 6 el
ntmero 10 se correlaciona con el nimero 60, y por lo tanto, la mitad de 60 es 30, y la mitad
de 10 es 5, es decir 30 se correlaciona con 5.

Desde la entrada 4:51 hasta la 6:06 se evidencia otra manera de calcular el resultado de
la divisién, ahora para el caso 40 dividido 8. Sumar repetidamente el divisor hasta completar

el dividendo, y las veces que se repite el divisor, es el resultado de la divisién.
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Figura 41. Procedimientos para la division. /
Archivos de imagen Grado_3_Estudiante_2_pagina_6 (arriba) \J
y Compilado_varios_estudiantes_pagina_2 (derecha) |

Noétese que en este fragmento se evidencian al menos tres aproximaciones distintas a
la divisién: como reparticién en partes iguales (que alude fundamentalmente a la accién
tisica sobre las cantidades involucradas en un determinado evento), como composicién de
razones (para el caso mostrado hasta el momento, calcular la mitad de la mitad), y como
repeticién aditiva del divisor hasta completar el dividendo.

La composicién de la razén mitad de... tue una estrategia ampliamente utilizada en el
trabajo de aula para calcular divisiones por 2, por 4, por 8, etc., y en general, divisiones en
donde el divisor era de la forma 2”. En general, la composicién de razones es una manera
de tratar con la divisién, tomando como punto de partida el dividendo, pero tiene sus
limitaciones, como por ejemplo, cuando el dividendo no es divisible por el divisor, o cuando
el dividendo es una cantidad grande (imagen de la derecha figura 41).2°¢ En el caso
mostrado en el didlogo anterior, el intento del estudiante por usar la composiciéon de las

mitades no es exitoso, entre otras cosas, porque el divisor 6 no es una potencia exacta de 2,

en el procedimiento es porque la mitad de 15 no es un nimero entero.

230 No se cuenta con evidencia de que este tipo de dificultades se hayan estudiado sistemdticamente en la
clase, con el 4nimo de buscar una mejor comprensién de la composicién (multiplicativa) de las mitades
por parte de los estudiantes.
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y ademds, por que efectia una composicién aditiva de las razones mitad de.... Es decir, el
estudiante pensaba que componer tres veces la razén un medio de... lleva a una divisién por
6, y no a una divisién por 8, como si se evidencia en la imagen de la izquierda de la figura
441‘231

El didlogo 7 evidencia otro episodio en el que la estrategia de componer mitades no

puede ser usado como método para calcular el resultado de una divisién dada.??

Didlogo 7. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_03_17_10_14

15:20

p cual falta?
15:21 e veintiocho dividido siete
15:23 p: veintiocho - dividido siete, y ahi que seria
15:39 p aqui se podria buscar la mitad veintiocho
15:41 e si
15:43 e2: no llega, teacher
15:45 p: no llega al resultado porque siete veces es impar

( (hablan varios nifios en tono muy bajo y no son audibles sus argumentos) )

16:53 p: pongan cuidado lo que hizo Nicolds aqui. el trabajé también por la del siete y

sumo siete. y vio que cuatro veces ya llegé a veintiocho
( (continua con voces mdltiples de los estudiantes que no son audibles) )

Al final de este didlogo (al igual que en el final del didlogo 6) se evidencia otro
procedimiento usado para encontrar el resultado de una divisién, el cual se basa en la
relacién que se establece entre multiplicar y dividir: si en la multiplicacién, uno de los
factores se repite tantas veces como unidades hay en el otro, entonces en la divisiéon, basta
con repetir el divisor tantas veces como sea necesario hasta completar el dividendo. Las
veces que se repite el divisor es el cociente (el valor del factor desconocido). En el sentido
estricto de la palabra se transforma la divisién en una multiplicacién.2%*

Este tipo de procedimientos es frecuente entre los estudiantes, y seguramente esta

251 Si bien no se presentan con detalle en este documento, es importante mencionar en este punto que el
trabajo con la composicién de dobles presenté dificultades para los estudiantes, entre otras cosas, por una
interpretacién aditiva de la composicién, y por la dificultad para calcular el doble o la mitad de ntimeros
grandes. Estas dificultades se pueden ver, por ejemplo, en las transcripciones de los archivos de audio
(anexo 2): 2008_10_28_10_08 (entradas 9:37 a 11:35 o 15:35 a 16:52), 2008_10_07_10_15
(fundamentalmente, episodio 2), 2008_10_21_10_27 (episodios 1y 2), 2008_10_07_10_56 (episodios 3 y
4), 2008_12_02_10_11 (episodios 2 y 3) y 2008_10_08_10_10 (episodios 2 y 3). Sin embargo, una vez
superadas las dificultades, la composicion de dobles (mitades) entreg6 a los estudiantes una buena
comprensién de la multiplicacion y la divisién.

252 Habrfa que destacar, al menos en la evidencia recogida, que no se profundiza mucho en estas limitaciones
de la composicién de razones como método para encontrar el resultado de una divisién. Tampoco se tiene
evidencia del uso de esta composicién de razones entre razones de diferente naturaleza, por ejemplo,
mitades con terceras partes.

253 El episodio 3 de este mismo audio presenta otras situaciones similares a las ya descritas.
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tavorecido por el hecho de que las tareas a las cuales se enfrentan tienen como referencia
los juegos realizados (el de la canasta, el de los bolos etc.). Esta referencia a los juegos les
ha proporcionado un contexto en el que han constituido la idea de que el nimero de fichas
por el valor de las fichas da como resultado el total de puntos, lo cual se ha hecho de
diferentes maneras, pero especialmente, iterando aditivamente el valor de una ficha tantas
veces como fichas se tenga. Por lo tanto en las situaciones de divisién ellos conocen el total
de puntos, y bien el valor de cada ficha, para averiguar la cantidad de fichas que producen
el puntaje total, o bien la cantidad de fichas que producen dicho puntaje, y se debe averiguar
el valor de cada ficha. Dado entonces que han aprendido que repetir el valor de cada ficha
una cierta cantidad de veces (segun el valor de cada ficha) produce el puntaje total, entonces
este procedimiento de la composicién aditiva tiene sentido para ellos si se mira el contexto
desde el cual estdn pensando los problemas que tienen que resolver. Sin embargo, como se
expresé en parrafos anteriores, esta forma de proceder con la divisién tiene sus limitaciones
pues solo funciona para el caso de divisiones exactas, o incluso, como se vera a continuacién,

en ciertos tipos de situaciones, no se admite esta interpretacién para el divisor y el cociente.

Didlogo 8. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_11_03

70:01,9 P: y tres helados?

0:03,0 A1: valen doce mil

0:04,5 P: si tres helados valen doce mil, seis helados valen?

0:07,1 Al:  (veinticuatro) =

0:08,0 P: =y por qué veinticTuatro mil?

0:09,4 Al: porque: - eh - doce mas doce da veinticuatro

0:12,7 P: 'y por qué sabes que es doce mas doce?

0:14,9 A: porque el doble de tres es seis

0:17,7 P: ah:: el doble de tres es seis, entonces el doble de doce es veinticuatro. bueno
y acA - 2 helados?

0:24,2 A: (vale doce mi:l) —-- pero hay que saber el precio de los tarros de helado

0:29,1 P: por eso! - y entonces cuanto vale cada tarro de helado? ( (pausa) ) que tendrias
que hacer?

0:43,5 A: una:: - una: multiplicacion? =

0:44,1 P: =qué multiplicacion? -

0:47 A:  (tre::s, tre:::s) ((no es audible el resto) )

0:51,0 P: tienes tres helados, tres tarros de helado digamos, y esos tres tarros de helado
valen doce mil pesos, entonces - ahora estas pensando es en el valor de cada
tarro?

1:01,2 A:  si

1:02,8 P: entonces para hallar el valor de cada tarro que tienes que hacer con esos doce
mil ?
1:06,4 A: dividirlos? =
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Al:

Al:

Al:

Al:

Al:

=dividirlos - y entre cuanto?

e::entre tre::s?=

=y por qué entre?

porque:: tres dan do::ce, doce menos tres da::

dibuja aqui los tres tarros ( ( pausa mientras dibuja) )

ay !

no importa! cualquier cosa ahi que: se parezca a los tarros -- y tres tarros --
entonces cuanto deberd costar cada uno para que el valor total sea doce mil?
ochomi::1?

mire haber si es ocho mil --

( (el profesor se dinige a otro estudiante con el cual habia hablado antes y le
estaba preguntando algo) )

jvale CUATRO MIL!

por qué cuatro mil?

(haber porque) yo ahi dividi

cémo dividio ?

eh:

dividi6 o sumé?

eh, resté

como resto?

tres menos tres menos tres menos tres

y por qué resto de a tres? eso es lo que no entiendo

((risas) )

estos son helados - y estos son pesos, - entonces estas ( (pausa) ) cuanto
cuesta cada tarro de helado?

cuatro mil=

=por qué cuatro mil? - si es cuatro mil pero lo que quiero que me digas es por
qué cuatro mil, qué estas pensando que te dio cuatro mil

porque vea -- porque yo iba restando y luego luego los volvi a su. luego lo.
luego los sumé otra ve:z y si daban

y cémo los sumé?

tre::s. — entonces tres mas tres. - tres
cuanto da?
doce

tres mas tres mas tres no da doce, tres mas tres mas tres no da nueve

cuatro mas cuatro mas cuatro

cuatro mas cuatro mas cuatro da doce, exactamente, entonces dos tarros valen
( (una pausa esperando la respuesta del alumno) ) ocho mil -- y 7 tarros?
veintiocho

por qué veintiocho?

( (el profesor pasa a otro grupo de trabajo) )

En este episodio se evidencian dos tareas, la primera en la que se hace el calculo del

valor de 12 helados, sabiendo que tres helados valen $ 12.000, y la otra, donde a partir de

los mismos datos se debe calcular el valor de un solo helado. Para el caso, interesa la
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segunda en donde se debe calcular el valor de un helado, puesto que implica encontrar un
ntmero que repetido tres veces dé 12.000. En la entrada 0:43 y 0:47, ése parece ser el caso,
pues el estudiante estd pensando en que debe hacer una multiplicaciéon: debe multiplicar 3
por un valor que desconoce. La intervencién del profesor en la entrada 0:51 y 1:01 lo hace
cambiar de estrategia, y ahora piensa entonces en una divisién. Sin embargo, ante el
cuestionamiento cuando se le solicita una explicacién se evidencia que no tiene claridad
acerca de por qué tiene que hacer dicha divisiéon. Es interesante la justificacién que da el
estudiante en la entrada 1:19, pues muestra que intenta trabajar con el 3 (tres helados), algo
asf como buscando cudntas veces repetir el 3 para llegar al 12. En la entrada 1:04 el profesor
sugiere realizar un dibujo buscando que el estudiante comprenda la naturaleza distinta de
las dos cantidades involucradas, y por ende, que comprenda que repitiendo 3 (helados) no
se puede llegar a $ 12.000. Una vez realizado el dibujo uno de los estudiantes del grupo
sugiere que el valor de cada helado es 8000 y el profesor pide que se compruebe si
efectivamente 3 veces el 8.000 da 12.000.

A partir de la entrada 2:21 se presenta una situacién similar con otro grupo de trabajo.
De nuevo en la entrada 2:34 se evidencia un intento de elaborar un procedimiento a partir
del 8 (como en el caso anterior), y el profesor llama la atencién en que el 3 son los helados,
y el 12.000 se corresponde con el costo de esos 3 helados. El resto del didlogo muestra lo
que efectivamente realiz6 el estudiante: primero sumo iteradamente con el 3, pero como 3
veces 3 no da 12, entonces ensaya con el 4, llegando al 12 esperado.?3*

Notese entonces que este tipo de situaciones, en donde dividendo y divisor son de
naturaleza distinta, repetir una cierta cantidad de veces el uno no completa el otro, obliga
a un procedimiento basado en suponer un falso valor para el cociente, el cual, si repetido
tantas veces como unidades tiene el divisor no da el dividendo, entonces se busca otro falso
valor, mayor a menor segtn el caso, hasta que se encuentre el nimero correcto.

Como se puede ver de lo mostrado hasta el momento, se esta frente a otro tipo de
problema de divisién: se conoce el valor total, y la cantidad de objetos que producen ese
valor total, pero no se sabe el valor de cada objeto. En este tipo de problemas la composicién
aditiva sigue siendo efectiva, pero los estudiantes se ven abocados a realizar el proceso
varias veces, puesto que saben que deben averiguar por un nimero que repetido una cierta

cantidad de veces arroje un resultado determinado, y para averiguarlo, se supone un valor

254 Situacién similar se evidencia en los restantes episodios de este archivo de audio (ver anexo 2).
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hipotético para el mismo, se repite dicho ntmero tantas veces como unidades en el
dividendo, y si no da el resultado esperado, se repite el proceso nuevamente ajustando el
“falso valor” de acuerdo con el resultado obtenido.

Si bien no se tiene evidencia empirica sobre los mecanismos de control que ponen en
juego los estudiantes para definir un nuevo falso valor una vez que han verificado que el
actual no funciona correctamente (y pareciera més bien un proceso compensatorio en donde
si el valor obtenido con la repeticién de este falso valor es menor o mayor que el valor
esperado, entonces se aumenta o disminuye el valor actual una cantidad que se considere
razonable, y se repite el proceso), si se puede afirmar su valor epistémico. Esto, en primer
lugar, porque pone divisién y multiplicacién en un mismo plano y, por ende, facilita los
célculos necesarios cuando se tiene que realizar una divisién. En segundo lugar, por su
valor como técnica en diferentes momentos de la historia, incluso cuando atin no se habian
desarrollado las técnicas modernas del calculo algebraico. El capitulo anterior (seccién 4.4)
muestra que este método del falso valor fue una técnica usada en diferentes culturas para
solucionar este tipo de problemas (y en general para la solucién de ecuaciones de primer
grado con una incégnita), e igualmente arroja luces sobre posibles maneras de organizar
un trabajo mas sistematico sobre las formas de control que requiere este tipo de técnicas
aritméticas, las cuales se basan en la razén de la diferencia entre el valor esperado y el
obtenido de la repeticién del falso valor a la cantidad de veces que se debe repetir este falso
valor. Este es un camino que debera ser explorado en trabajos futuros.

Finalmente resta decir que esta forma de ver la divisién, que de alguna manera es
entendida como el cdlculo de una cuarta proporcional en la proporcién a:1::¢:b (de donde

¢ =axb), cuya cantidad desconocida o bien es @ o bien es b, muestra no solo la divisién en
sucesidon conceptual natural con la multiplicacién, sino que permite extender entonces la
técnicas de cdlculo aprendidas sobre la multiplicacién a los calculos de divisiones. Esto
también muestra que la coordinacién de dos sumas iteradas es mas natural como técnica
para hacer cdlculos con divisiones que la forma tradicional como se ensefia en la escuela a
partir de técnicas basadas en restas sucesivas.?*®> Ademds, como se puede ver en la seccién

4.3 (capitulo anterior), esta forma de interpretar la divisién en linea conceptual con la

235 Es importante insistir en la relaciéon de la multiplicacién con la coordinacién de las dos sumas iteradas, a
partir de la cual se ponen en correspondencia los procesos de variaciéon de dos cantidades, pues en la
aproximacién tradicional solo se presenta una suma iterada y la otra se deja implicita, como si no
existiera.
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multiplicacién, y a partir de la proporcién antes descrita, estuvo presente desde la
antigiiedad hasta épocas muy recientes, y quizas el énfasis actual en la escuela de estudiar
los algoritmos basados en el sistema de numeracién decimal, profundizan en la contusién
ya enunciada por Newton en pleno siglo XVII: se confunde el concepto de multiplicaciéon
con las técnicas para calcular una multiplicacién. Dicho de otra forma, la proporcién
enunciada al inicio de este parrafo es la base conceptual para comprender lo multiplicativo,
y dependiendo de cudl de estas cantidades sea la inc6gnita cuyo valor queremos averiguar,
se debe hacer una multiplicacién o una divisién, y cémo hacer ese procedimiento, es otro
problema diferente.

En lo mostrado hasta el momento se han visto en detalle una primera aproximacién de
los estudiantes a la multiplicacién basada en la coordinacién de dos conteos iterados a partir
de la razén constante que pone en correspondencia la variacion de las cantidades
involucradas en el problema.

En las secciones siguientes se analizan de manera mas sistematica otros procedimientos
que, si bien tienen como base la coordinacién de la covariacién entre las dos cantidades, se
separan del doble conteo pues se fundamentan en conocimientos sobre la linealidad
(constituidos empiricamente), y por ende, muestran de manera més decidida los vinculos

entre la multiplicacién y la proporcionalidad directa.

5.5 Razonamientos por analogia

Los razonamientos por analogia se identifican como los més frecuentes en el trabajo de
los estudiantes. Se encuentran soportando diferentes tipos de procedimientos, con recurso
a diferentes formas de expresién y representacion. En esencia se basan en que la relacién
entre dos o mds cantidades en uno de los sistemas de cantidades, se trasladada de forma
anéloga a las cantidades correspondientes en el otro sistema de cantidades. Como se verd a
continuacidn, los procedimientos basados en esta forma de razonamiento estdn en la base

de las comprensiones logradas por los alumnos sobre lo multiplicativo.

5.5.1 La conservacién de la razén

Las dos imédgenes de la figura 42, muestran lo realizado por dos estudiantes ante un

tipo de tarea similar, y por demads tipica en el trabajo escolar (aunque no lo es la forma como
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se presenta la tarea): se refiere un fenémeno o evento que involucra cuatro cantidades, dos
de un tipo, otras dos de otro tipo, de las cuales tres son valores conocidos (por supuesto,
dos de las cantidades conocidas son de la misma naturaleza), y se debe calcular el cuarto
valor desconocido. Las cantidades de uno de los sistemas de cantidades se correlacionan
linealmente con las cantidades en el otro sistema de cantidades, y por lo tanto, en este tipo
de tareas se presentan problemas donde se debe calcular una cuarta proporcional.?36

Si bien hay diferencias importantes en la forma de presentacién de las respuestas (pues
mientras en una se expresa la solucién y su explicacién en forma retérica, en la otra se hace
con trazos sobre la imagen y la operacién aritmética escrita al lado) ambos procedimientos
se fundamentan en un razonamiento similar: de las cuatro cantidades, sobre las dos
conocidas, y de la misma naturaleza, se establece la razén que las vincula, y luego esa razén
es aplicada a la cantidad conocida en el otro sistema para determinar el valor de la cantidad

desconocida.

OSG el nurep Jc dules 6 lq hig e 0’0(9((7 ntonges

Me. die 12 y @ el vewlh, e 13w enfoees  fmben

1200 1.200
’ -2 le hze of doble y ™ din 3400

. ® Figura 42. Ejemplo de procedimiento por analogia
Archivo de imagen Compilado_varios_estudiantes_pagina_07
(arriba) y Grado_3_Estudiante_1_Pagina_07 (Izquierda)

Cuatro dulces valen 1200 pesos, cada uno vale la misma
cantidad zcuanto se paga por 12 dulces?

Enlaimagen de laizquierda, el circulo sobre el dibujo de los cuatro dulces en el cuadro
superior izquierdo, y los tres dibujados en el cuadro inferior izquierdo, agrupando los
dulces en grupos de 4, y luego, la multiplicacién escrita en simbologia de la aritmética al
lado derecho, indican que se ha identificado una relacién entre las cantidades de cada
columna: los tres circulos sobre los dibujos de la parte inferior izquierda indican que la
cantidad 4 dulces esta contenida 8 veces en la cantidad 12 dulces, y que por tanto, la
cantidad 1200 se debe repetir 3 veces, o multiplicar por 3, para conocer el precio de los 12
dulces.

Por su parte, la frase de la imagen de la derecha que explica cémo se calculé el valor

256 Este tipo de problemas se conocen en la literatura especializada como “missing-value problems” (problemas
de valor desconocido), pero al menos en el espafiol, éste no es un nombre apropiado, pues en general
cualquier problema aritmético, sea o no multiplicativo, tienen un valor desconocido. Para discriminar de
mejor manera el tipo de problema al que refiere la tarea es mejor llamarlos “problemas de cuarta
proporcional”.
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de 12 dulces, sabiendo que 6 cuestan 1800, da cuenta de un analisis similar: se establece que
la relacién entre el 12 y el 6 es que el uno es el doble del otro, por lo tanto, la cantidad de
dinero que se corresponde con los 12 dulces es el doble del que se corresponde con los 6
dulces, o lo que es lo mismo, al duplicar 1800 se obtiene el valor de 12 dulces. Es importante
destacar en este punto que la relacién “ser el doble” que existe entre el 6 y el 12, que permite
calcular la cantidad 12 al duplicar la cantidad 6, se traslada por analogfa al otro par de
cantidades, lo que permite inferir que la tercera cantidad conocida y la cuarta conocida
estdn en la misma relacién de una ser doble de la otra, y por lo tanto, duplicar esta tercera
cantidad, permite calcular el valor de la cuarta cantidad desconocida.

Nétese que la razon que relaciona las dos cantidades conocidas del mismo sistema de
cantidades (cantidades homogéneas) es también desconocida, y la forma de presentaciéon de
la tarea no explicita ni la existencia de dicha cantidad, ni que sea una cantidad que deba ser
calculada. Determinar la existencia de dicha razén (con base en la pareja de cantidades
conocidas de la misma naturaleza), calcularla y asignarle una funcién (como relator y como
operador) con respecto a este par de cantidades conocidas y, trasladar dichas funciones al
otro par de cantidades (una conocida y otra desconocida), no solo es fundamental para
organizar una estrategia de solucién, sino que son un conjunto de inferencias que se debe
hacer sobre la base de otros tipos de conocimiento, incluso no matematicos.2%7?

Dicho de otra manera, los problemas en donde se debe calcular la cuarta proporcional
entre otras tres cantidades, o simplemente, problemas de regla de tres,?*® no implican
cuatro cantidades sino cinco, tres de las cuales son conocidas (dos de ellas en un mismo
sistema de cantidades), y dos son desconocidas: la cantidad por la cual se pregunta
explicitamente en el evento que da origen al problema (la cuarta proporcional) y la razén
que relaciona parejas de cantidades. Esta razén, o bien es la constante de proporcionalidad
—ver seccién 5.6 (mas adelante), o bien pone en relacién las dos parejas de cantidades del
mismo sistema de cantidades. En este segundo caso, para calcular la cuarta proporcional

desconocida se debe inferir que esta razén es la misma para las dos parejas de cantidades

257 Es posible que este reconocimiento se dé a partir de lo que el estudiante sabe sobre el comportamiento
de situaciones cotidianas como la compra y venta de productos, en donde cada producto tiene su precio.
Este conocimiento podria denominarse como una especie de ley social que caracteriza el fenémeno. En
una de las tesis de maestria (Sdnchez Ordofiez, 2011) realizada en el marco del desarrollo de esta tesis,
se analiza con detalle este conocimiento social en el tratamiento de lo que hacen los estudiantes al
enfrentar tareas de reparto proporcional.

238 En el contexto escolar colombiano, los problemas con este tipo de caracteristicas son conocidos como
“problemas de regla de tres simple directa”, o simplemente “problemas de regla de tres”.
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(de la misma naturaleza). Luego, con base en las dos cantidades conocidas, se calcula el
valor de dicha razén (en este punto del procedimiento, la razén cumple una funcién de
relator con respecto a las cantidades conocidas sobre las que se calcula, pero a la vez,
también cumple una funcién como operador, como se puede ver en las imagenes de la figura
42). Luego, dado que en la otra pareja de cantidades (una de las cuales es desconocida), las
dos cantidades estdn en la misma razén (las dos parejas de cantidades estan en proporcion),
entonces las funciones de la razén como relator y como operador se trasladan por analogfa
a este segundo par de cantidades, y por ende, al estar ambas cantidades en la misma relacién
(la razén como relator) si se aplica la razén sobre la tercera cantidad conocida se puede
calcular el valor de la cuarta cantidad desconocida (la razén como operador). Esta razén no
se menciona explicitamente en el problema como cantidad desconocida que deba ser
calculada, y como se mencioné antes, sino se infiere su existencia, ni su papel como relator
(relaciones entre) u operador (acciones sobre) con respecto a las cantidades involucradas
en la situacién, ni el movimiento por analogia de las relaciones y operaciones desde un par
de cantidades al otro, la comprensién del procedimiento que se realiza puede ser limitada.2%®

Es mas, detrds de esta forma de proceder en la solucién de los problemas
multiplicativos esta la constitucién empirica de ciertos conocimientos que son la base para
los primeros aprendizajes sobre las proporciones: se asume (a partir de algin principio o
ley) que dos parejas de cantidades estdn en la misma razén (en el sentido griego, estan en
analogia), y por lo tanto, una vez establecida la razén entre uno de los dos pares de
cantidades (lo que define la funcién como relator u operador de esta razén sobre dichas
cantidades), se traslada por analogfa esta razén al otro par de cantidades (y por ende, en
analogifa, también se traslada sobre este segundo par las dos funciones de la razén). Este
movimiento, que desde un par de cantidades traslada en analogfa la razén y sus funciones
al otro par de cantidades, es lo que permite calcular el valor de la cuarta cantidad

desconocida (la cuarta proporcional) a partir de la tercera cantidad conocida.?* Esta

259 Esto es lo que puede suceder con el método de la “regla de tres simpe directa”, que por la forma como es
presentado para su estudio en los contextos escolares, enfrenta este tipo de problemas sin hacer explicita
la necesidad de calcular esta razén, y por ende, sin analizar su funcién entre las cantidades involucradas
en el problema (y quizds en esto reside su eficacia como método de cdlculo). Al hacer esto, la escuela
esconde el fundamento conceptual que permite la comprensién de su funcionamiento en este tipo de
tareas. (Ver la seccién 4.4.2 para una descripcién detallada del contexto histérico y el valor epistémico
de esta técnica de cédlculo, y la seccién 1.3.2.2 para una mirada critica de como se desarrolla la enseflanza
de la proporcionalidad en contextos escolares).

240 Notese que si se entiende la proporcién entre cuatro cantidades a partir de estas ideas (identidad en las
razones, movimiento de las relaciones entre, y las operaciones sobre, las cantidades), se puede entender
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proporcién igualmente esté en la base de la comprensién de la linealidad que caracteriza la
covariacién de cantidades que se correlacionan a partir de una proporcionalidad directa,
que es el caso de las situaciones que enfrentan estos estudiantes en su proceso de estudio

de la multiplicacién.

5.5.2 La conservacién de la suma

Los razonamientos por ; Y,
: ! S : liee <on e i J @ Ui Tip
z . M4 | f A
analogfa tienen otra version, ya |y, o | vescllady de 40y 6 gue @ o ¢ e 120
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Figura 43. Ejemplo de procedimiento por analogia.
Archivo de imagen Compilado_varios_estudiantes_pagina_7

cantidades homogéneas, sino en la conservacién de la relacién aditiva entre trios de

medida relativa entre parejas de

cantidades que se corresponden. Como se puede leer en la expresién del estudiante
mostrada en la figura 43, el 16 (dulces) se corresponde con una cantidad desconocida (el
valor de esos 16 dulces), y se conoce que 10 dulces cuestan $ 3000 y que 6 dulces cuestan
$ 1800, luego entonces, como 16 es la suma de 6 y 10, entonces el valor de 16 dulces se
calcula sumando los valores $3.000 y $1.800 que se corresponden respectivamente con el
precio de con 10 y 6 dulces. Situacién similar, en una expresiéon un poco més formal, se
puede ver en la figura 44, en donde se calcula la multiplicacién de 15 por 3, a partir de los

resultados de dos multiplicaciones ya conocidas: 10 por 8 y 5 por 3.

Esta forma de razonamiento por L 11  ENERFE WA _
Cntonees Sahedne Qlel 10V =18 bastamas |
Teshiy e \O) ¥E1CT0 N Be CAR ) €23

\D3 U

analogifa es similar a la descrita en la seccién

T 'S SRS e
Y| SUVURUER [VOR | L TE
' {41

anterior, pues traslada la relacién entre |1 ETLITT
LIRS PO G,

Y0 | Que. DX EF1E

cantidades de un mismo sistema a las . . o .
Figura 44. Ejemplo de procedimiento por analogia.

cantidades correspondientes en el otro Archivo Compilado_varios_estudiantes_pagina_14

sistema. Sin embargo difiere de la anterior en que lo que se traslada es la relacién parte
todo (relacién aditiva) entre ternas de cantidades: en un mismo sistema de cantidades se
identifican tres cantidades, dos de las cuales se componen aditivamente para completar la
tercera, y esa misma relacién parte todo se traslada por analogia a la terna de cantidades

que se les corresponden en el otro sistema de cantidades. Si alguna de estas seis cantidades

s »

porque es mds apropiado el nombre griego “analogia’, que la traduccién latina “proportio”, de donde deriva
nuestro nombre actual “proporcion”, para este tipo de relaciones cuaternarias entre cantidades. Es mas, la
definicién moderna, que expresa la proporcién en términos de la igualdad entre el producto de
antecedentes y el producto de consecuentes, oculta totalmente estos movimientos por analogia entre los
dos pares de razones que estan en proporcion.
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es desconocida, conocidas las otras cinco, esta puede ser calculada.

Los siguientes dos didlogos muestran algunas aproximaciones de los estudiantes, a

partir de los juegos, a este tipo de procedimientos. *!

8:17

Didlogo 9. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_25_10_3%

E: Teacher pero yo me pregunto algo, como-como-cémo hizo para—para—para—parar

no sé como decir

8:25 P: cémo hizo para encontrar que

8:28 E: pues-pues es que hay muchos numeros ahi.-y-como sumarlos si? pero cémo-
como.

8:34 P: cémo Valentina descubrio que este, que este, que este, era el que necesitaba?

8:39 P: Valentina, que cémo tu descubriste que sumar estos dos te servia para encontrar
el de este
((no se oye la respuesta de la estudiante) )

8:55 P: porque ella ya sabia que cinco por tres daba quince pero por qué otra forma
habra para descubrir, qué si yo sumo estos dos me da este resultado
( (se oyen voces de los estudiantes pidiendo responder) )

9:15 E3: porque tres mas dos me da cinco

9:17 P: a:h ella lo descubri6 porque busc6é aqui unos numeros que sumados me dieran
este. - cierto.

9:24 P: entonces por qué otros dos numeros sumados me dan cinco aqui::.

9:28 E3: cuatro mas uno

9:30 P: cuatro mas uno ( (afirmando la respuesta del alumno) )

9:32 P: y cuatro mas uno también me servird para el resultado?

9:35 E3: Sl::

9:36 P: por qué?

9:37 E3: porque doce mas tres da quince

9:40 P: porque doce mas tres también da quince. muy bien.

Didlogo 10. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_25_10_34

711:03 P:  Qué hiciste con esa del cuatro

11:05 E: haciéndolo

11:06 P: como? cémo?

11:09 P: contaste otra vez todo?

11:10 E: no.

11:11 P: entonces como contaste?

11:12 E: ocho, nueve y sume los dos

11:14 P: a:h, a este nueve le sumoé dos

11:18 P: y entonces como hacer para las del.del siete

11:22 E: entonce:s seria tre:s - cuatro, cinco, seis. voy a. voy a sumar el doce de mas
de nueve

11:27 P: y por qué sumando el doce mas el nueve le da la multiplicacién por siete

11:31 E: porque cuatro mas tre:s. me da siete. y con estos dos numeros. ahi me estaria:

dando. me estaria dando el siete

241 Situaciones similares se pueden ver en los episodios 4, 6, 8 y 9 del archivo de audio 2008_11_25_10_34
(anexo 2) o en los tres episodios del archivo de audio 2008_11_25_11_39 (anexo 2)
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y, este, que multiplicacion es esta de aqui

cual

0 sea, el numero que pones aqui es el resultado de que multiplicaciéon
aqui tiene que ser veintiuno

aja: !, veintiuno, y esa es la multiplicacion de que numeros. - el resultado de
multiplicar que numeros

ah?

este veintiuno es el resultado multiplicar que numeros

el cuatro y el tres

u:m-u:c ( ( negacion por parte del profesor) )

el siete?

por qué numero estas multiplicando?

por el siete

el siete, con quien estas multiplicando?

por ftres

siete por qué?

siete por tres

siete por tres

este es el resultado multiplicar que

cuatro por tres

cuatro por tres, y este es el resultado multiplicar

nueve por ftres

no, nueve por tres, no

ah, no

este nueve es el resultado multiplicar

tres por tres,

tres por tres, y este doce es el resultado de multiplicar - cuatro por tres
y aqui da cuarenta y cinco, no?

por qué da cuarenta y cinco

porque aqui siete mas siete me da catorce, o sea que duplico dos veces este me
da catorce aqui me daria cuarenta y dos y le sumé tres y me daria cuarenta y
cinco

0 sea, que cuarenta y cinco es el resultado de multiplicar que

quince por tres

quince por tres

El didlogo 9, muestra una situacién interesante, en relacién con la constitucién

empirica de este tipo de reglas: la inquietud inicial del estudiante es cémo saber qué

nimeros sumar para obtener el resultado de la multiplicacién 5x3 (entrada 8:17), es mds,

coémo tener seguridad, con tantos nimeros a disposicién, que se han escogido los ntimeros

correctos (entrada 8:28). Partir de un hecho conocido es la clave para poder estar seguro
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que el procedimiento funciona: la explicacién brindada por otro estudiante, unida a la que
le brinda el profesor, le ayudan a tener confianza en el funcionamiento de este
procedimiento: en este caso, se parte de que se conoce 5x3=15, y se deben buscar en la
tabla del tres dos nimeros que sumados den 5, y de la suma de los resultados de la
multiplicaciéon de esos dos ntimeros por tres se obtiene el resultado de la multiplicacién
5x3, y eso es lo que se verifica entre las entradas 9:24 y 9:40, en donde se buscan otras
parejas de numeros cuya suma sea 5, y por lo tanto la suma de los resultados de las
multiplicaciones de esos niimeros por 3, da el resultado de5x3.

Por su parte, el didlogo 10, muestra otro momento importante del proceso: tomar
conciencia de qué nimeros son los que se multiplican y cuyo resultado sea la suma de los
dos resultados parciales. Obsérvese como para el estudiante es claro que debe sumar 12y
9 (resultados de las multiplicaciones de 4x3 y 3x3), pues busca el resultado de la
multiplicacién 7x3,y 4+3 da 7 (entradas 11:08 a 11:31). Sin embargo, ante la pregunta del
profesor sobre la multiplicacién cuyo resultado es 21 (entradas 11:41 a 12:00), muestra que
no se tiene plena conciencia sobre el significado de ese 21, como resultado de la
multiplicacién 7x3 (la expresién de duda del estudiante en la entrada 12:00 es prueba de
ello). Nétese entonces cémo hay conciencia de que el 21 es el resultado de las
multiplicaciones del 3 por el 4 y por el 3 (entrada 12:05), pero atin no se ha vinculado con
la multiplicacién del 3 con el 7. La negacién del profesor (entrada 12:07) y el didlogo
posterior, afirman en el estudiante este significado. Ese tipo de conciencia se ve en la parte
tinal del didlogo (entradas 12:40 a 13:03), en donde el estudiante calcula el resultado de
multiplicar 15x3, a partir de duplicar el resultado de 7x3 y sumarle 3 (el resultado de 1x3
), en tanto 15 es el doble de 7 més 1, y ante la pregunta del profesor sobre que multiplicacién
tiene como resultado el 45, se responde sin ninguna duda 15x3.242

Dado que este tipo de procedimientos se justifican empiricamente, entonces
conocimientos sobre la multiplicacién, como los mostrados en este didlogo, son
tfundamentales para tomar confianza en el funcionamiento del mismo: qué cantidades sumar
en uno de los dos sistemas, y luego, con base en esto, qué cantidades sumar en el otro
sistema. Esta relacién por analogfa de la composicién aditiva entre ternas de cantidades

correspondientes, al igual que la conservaciéon de la razén descrita en la seccién anterior,

242 Evidencias similares se puede ver en el los archivos de audio 2009_11_17(1) episodio 2, 6 y 8 (anexo 2).
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son elementos fundamentales en la comprensién de la linealidad que correlaciona las
cantidades involucradas en este tipo de situaciones propiciadas a partir de los juegos.

En suma, en estas dos tltimas secciones se muestran dos formas del razonamiento por
analogifa que son conceptos fundamentales en la comprensién de la linealidad, los cuales,
por supuesto aun distan mucho de sus versiones formales en una teorfa de la funcién lineal,
pero que por el momento cumplen una funcién importante al otorgar a los estudiantes
nuevos instrumentos con los cuales calcular de forma mas eficiente las multiplicaciones que
deben realizar, y por ende, brindarles nuevas comprensiones al respecto. Las nuevas
comprensiones sobre lo multiplicativo, si bien elaboradas sobre la base de la coordinaciéon
de dos sumas iteradas, ahora constituyen un nuevo conocimiento (empirico) que sintetiza
esta coordinacién de sumas iteradas en nuevos procedimientos (la conservacién de la razén
o la conservacién de la suma) y, por ende, se da paso a nuevas formas de hacer sobre la base

de la proporcién entre parejas de razones.

5.6 Los razonamientos analfticos: en el camino de la constante
de proporcionalidad

Como se puede ver en las secciones anteriores, el trabajo de los estudiantes tuvo un
tuerte apoyo en los procedimientos basados en razonamientos por analogia, los cuales se
basan mds en el uso y comprensién de ciertos tipos de proporciones que se establecen entre
parejas de cantidades homogéneas. Pero los razonamientos por analogfa no fueron los
Unicos utilizados por los estudiantes, pues, aunque no con tanta fuerza, las practicas
matematicas de los estudiantes mostraron el uso de procedimientos soportados en la
comparacién de parejas de cantidades heterogéneas a través de la razén entre ellas.
Llamaremos analiticos a los razonamientos detras de estos procedimientos, en tanto se

fundamentan en la relacién funcional entre las parejas de cantidades heterogéneas.
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Los razonamientos
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d 1 Figura 45. Ejemplo de tabla de registro juega de la canasta.
se comprenden as Archivo Grado_3_Estudiante_3_pagina_1
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relaciones entre las cantidades involucradas en la tarea y, a su vez, exigen de otras formas
de accién ahora ligadas a la comparacién de cantidades heterogéneas y al uso de
instrumentos que permiten la comparacién no sélo de parejas de cantidades, sino de familias
de parejas de cantidades. Uno de esos instrumentos fueron las tablas de valores en donde
se consignaban los resultados de los juegos, usadas posteriormente para las actividades de
reflexiéon. El uso instrumental de las tablas no es ficil ni inmediato, y requiere de
aprendizajes: qué cantidades se ponen en las casillas de cada fila y por qué son esas
cantidades y no otras, y sobre todo, qué relacién hay entre las cantidades de una de las
columnas con respecto a las cantidades en la otra columna.

El siguiente didlogo muestra un episodio donde el profesor presenta una tarea en la
que los estudiantes deben llenar una tabla (ver figura 45) con valores consignados al

momento de realizar el juego de la canasta.

Didlogo 11. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_22_10_14

711:53 p: este cuadrito es el que vamos a pegar en el cuaderno:: pero en ese cuadritor
vamos a pasar eso que usted tiene en su registro. —- (lo van a traducir al a
traducir al idioma de este cuadrito). - ya les voy a decir que dice el cuadrito,
listo?

12:12 p: tabla de registro, seccién azul, cuanto valia?

12:13 e: dos ( (responden en coro los estudiantes) )

12.14 p:  seccion roja

12.15 e: cuatro ( (responden en coro los estudiantes) )

12:17 p: amarilla

12:18 e: ocho ( (responden en coro los estudiantes) )

12:19 p: verde

12:20 e: cinco ( (responden en coro los estudiantes) )

12:21 p: entonces aqui estan los turnos: el uno, el dos, el tres y el cuatro. ese es el
suyo, el juego que usted hizo

12:33 p: listo, en la azul, cuantas fichas le cayeron, cuantos puntos son. en la roja cuantas
fichas le cayeron, cuantos puntos son. en la amarilla, en la verde, y luego cuantos
puntos llevan en total en ese turno. En el primer turno cuanto sacd, en el segundo
turno, en el tercero y luego el total del turno. Resulta que hay un amiguito que
no tiene cuantas fichas sacé en la seccion azul pero sabe que sacé aqui seis
puntos. Entonces cuantas fichas seran?

13:09 e: do::s, eh no. - en el rojo?

13:12 p: no: en el azul, aqui dice puntos y saco 6 puntos, cuantas fichas serian?

13:20 e: tre::s

13:20 p: tres::s, por qué?

13:22 e: por::que. - porque sei::s. ah ya, son dos, cuatro, sei::s

13:29 p: dos, cuatro, sei::s

13.31 e: porque es tres veces dos

13.32 p: porque son tres veces dos, muy bien. y si hay un amiguito que no tiene cuantos
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13:52
13:53
13:54
13:59
13:58
14:05

TeRv TR

puntos tiene en la seccion roja pero sabe que tiene tres fichas rojas. tres fichas
rojas cuantos puntos seran?

doce, doce ( (responden varios nifios a la vez))

do::ce por qué?

porque cada. cada. cada roja va:le cuatro

a.ja, muy bien, entonces va a ser facil llenar este cuadrito con ese registro

Si

quien ya tenga lleno el cuadrito ahi mismo me entrega ese que tiene porque ese
es la que va a pegar en el cuaderno, listo

Obsérvese que el profesor inicia recuperando los valores de las fichas segin la seccién

de la canasta en la que pueden caer (entradas 12:12 a 12:20). Luego explica que significan

los valores que se ponen en cada fila de la tabla: cada fila de la tabla representa las

cantidades sacadas en un turno del juego (entradas 12:21y 12:33). Y luego, da dos ejemplos

de como llenar la tabla con eventos posibles. En los ejemplos, el profesor enfatiza en la

relacién entre las fichas y los puntos: tres fichas en la seccién azul, son seis puntos por que

son tres veces el 2 (entradas 11:31 y 11:32) o 3 fichas en la seccién roja son 12 puntos,

porque cada ficha roja son cuatro puntos (entradas 13:54 y 13:59).

El siguiente didlogo muestra que el uso de las tablas, y sobre todo, el razonamiento

sobre las tablas no es ni facil ni inmediato, y por tanto debe ser objeto de estudio por parte

de los estudiantes.

:00
:06
:08
112
:15
:21
122
:25
126

o OOy OO OO O O

909202020

Didlogo 12. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_10_07_11_39
qué numeros van aqui?

como asi que uno mas uno da cuatro?

no: no ahi no dice que uno mas uno da cuatro, qué quiere decir esto

( (poco audible) ) no es que-es que-es-la-la-el puntaje de una ficha

Ah:ja:: que hay una ficha ( (continua poco audible) )

entonces como pongo aca

aqui, cuantas fichas irian aqui

para completar cuatro?

no, no, no aqui vamos a poner los-las fichas que sacamos ( ( sefalando la primera
celda de la primera columna)) y aqui vamos a poner los puntajes - ( (sefalando
la primera celda de la segunda columna) ) que -mire los nimeros que estan aqui.
Qué numero de fichas irian aqui ( (serialando la segunda celda de la primera
columna) )

dos=

=do:s ( (afirmando) ), y aqui ( (serala la tercera celda) )

tres, cuatro, cinco, seis ( ( contando los valores de la primera columna) )

( Chay un corto didlogo poco audible) )

entonces si tienes dos fichas cuantos puntos obtendrias

( Chay un corto didglogo poco audible) )
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7:02 A (como tengo dos) yo cuento de uno en uno

7:05 P: entonces-entonces aqui cuantos puntos serian

7:10 P: haber tu tienes una ficha roja, y una ficha roja cuatro puntos - dos fichas rojas
entonces cuantos puntos dan?

7:23 A: ocho

7:24 P: porque sabes que es ocho

7:28 A: porque aqui:: uno da cuatro, entonces aqui da cuatro, cuatro, entonces dos més
dos seria cuatro ( ( continua poco audible) )

7:45 P: y aqui - si tienes tres fichas cuantos puntos serian?

7:50 A: si-si—aca son, ( (no audible) ) son tres - son doce

7:56 P: y porque sabes que son doce

7:59 A: porque es el doble del doble, ahi dice el titulo, doble del doble es cuatro.

8:03 P: pero el doble de quién?

8:06 A: del tres, dice, el doble del doble, el doble de tres da seis, y el-el doble de seis

da doce

La pregunta del estudiante en la entrada 6:01 muestra que no tiene claridad sobre el
sentido de las cantidades que ocupan las casillas de cada fila en la tabla. La negacién del
profesor obliga a recuperar, a partir del juego, el sentido para la cantidad en cada fila, pero
el balbuceo del estudiante en la entrada 6:12 muestra que no se tiene plena conciencia del
diferente significado de cada cantidad, lo que se confirma en la entrada 6:25, donde el
estudiante afirma que en la segunda casilla de la primera fila se pone la cantidad de fichas
para completar cuatro (dado que en la primera fila se puso 1, una ficha). Las explicaciones
del profesor en la entrada 6:26 muestran al estudiante que la cantidad en cada casilla tiene
un significado muy preciso (en funcién del juego realizado): la negacién acompafiada de una
explicacién de lo que se debe poner en cada fila es una ayuda importante para la
comprensiéon del estudiante. A partir de ahi, se ve entonces que el estudiante logra
comprender la naturaleza diferente de las cantidades que se ponen en cada fila de la tabla.

La parte final del didlogo muestra otro elemento importante del uso instrumental de
las tablas: en este caso, se usa la composicién de razones doble del doble... como expresién
de la relaciéon que existe entre las dos cantidades de una fila (para cada fila, la cantidad en
la casilla de la derecha es el doble del doble de la cantidad en la casilla de la izquierda). Asi
pues, se identifica la razén doble del doble como un relator entre las cantidades de la primera
columna y las de la segunda. Ademas, para hallar la cantidad que se corresponde con cada
cantidad en la columna de la derecha, el operador doble del doble es aplicado sobre dicha
cantidad. N6tese entonces que ahora el doble del doble es una especie de operador (entradas

7:45 a 8:06) que se aplica sobre la cantidad 3 fichas para obtener la cantidad 12 puntos,
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calculando el doble de 3, y luego el doble de 6.

Desde el punto de vista de la comprensién de la operacién realizada, en esta manera de
usar la composicién doble del doble, aplicado sobre la cantidad fichas para obtener la cantidad
de puntos, se deja un vacio conceptual importante pues no se hace un trabajo para mostrar
que este operador hace algo mas que permitir el cdlculo de la cantidad de puntos que se
corresponden con cierta cantidad de fichas: en el sentido estricto de la palabra, al aplicarlo
a la cantidad de fichas, las transforma en la cantidad de puntos. Esta transformacién se da
en tanto este operador, a diferencia de los usados en los procedimientos basados en
razonamientos por analogia, tiene unas unidades, a saber, “puntos por cada ficha”. Y este
analisis de la razén en este sentido de transformador de una cantidad en otra no se realiza.
Dicho de otra manera, se ve que para el estudiante es claro que cada ficha son cuatro puntos,
que organizados los datos en la tabla, la composicién de razones doble del doble le permite
encontrar los valores faltantes en la tabla, pero no se hace el analisis dimensional que
permita ver que esa razén doble del doble, que estd en el lugar de la multiplicacién por 4,
encarna en realidad la razén cuatro puntos por cada ficha, lo cual es significativamente
diferente de una ficha vale cuatro puntos, que es el nivel inicial en el que se pone la
comprension del estudiante de la relacién entre la cantidades de cada columna. Al expresar
la relacién entre las cantidades de cada columna como “una ficha da cuatro puntos”
mantiene separadas las dos cantidades, y efectivamente es una invitacién a repetir la
cantidad 4, tantas veces como la cantidad de fichas. La expresién, o mejor atn, la razén
cuatro puntos por cada ficha, expresa una nueva cantidad, que funge como un transformador
que aplicado a la cantidad de fichas produce la cantidad de puntos.2*

Asf en el trabajo en clase no se haya profundizado en las implicaciones de este tipo de
procedimientos, es importante hacer notar el cambio en la funcién que cumple la razén con
respecto a las cantidades sobre las que se aplica. La razén ya no aplica sobre un par
particular de cantidades (homogéneas), sino a parejas de valores seleccionadas de entre dos
tamilias de cantidades, y en este sentido, la razén o bien es un correlator, es decir, pone en
correspondencia biunivoca cantidades de una familia con cantidades de la otra (por ejemplo,
cuando se dice que todas las parejas de cantidades de la tabla del dos, son una el doble de

la otra), o bien es un transformador, es decir, aplicada sobre cantidades de una familia las

243 Esta ausencia en el trabajo de aula no significa que lo realizado sea equivocado, sino que, como se ha
manifestado en otros momentos, estos estudiantes apenas estdn iniciando el estudio de lo multiplicativo,
y por ende, aiin les queda un largo camino por recorrer.
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transforma en las cantidades de la otra familia con las cuales se corresponden. Se puede
decir que la razén es ahora una especie de funcién que correlaciona familias de cantidades
(es decir, pone en correspondencia biunfvoca cantidades de una tamilia con cantidades de
otra), o transforma cantidades en una de las familias en cantidades en la otra. Es en este
sentido que este tipo de procedimiento se llaman “analiticos’, en contraposicién a los
estudiados antes que llamamos “por analogia”, pues recurren al uso de la razén como una
funcién que relaciona u opera sobre familias de cantidades (tal como ya se habia propuesto
en la renovacién curricular de 1984 al hablar de los sistemas algebraicos-analiticos).

La parte final del didlogo 5, como ya se analizd, es un buen ejemplo del cambio de foco
que requieren los procedimientos mediados por razonamientos analiticos pues de repetir
24 veces el valor 4 (24 fichas cada una de valor cuatro puntos) se pasa a calcular 4 veces 24,
que implica asumir el cuatro ya no como la cantidad que se debe repetir segtn la cantidad
de fichas, sino como una cantidad que aplicada a la cantidad total de fichas produce la
cantidad de puntos. Esto es, el cuatro ya es en esencia una constante de proporcionalidad
que no solo transforma la cantidad sobre la que se aplica (haciéndola mas grande o més
chica) sino que cambia su naturaleza (de cantidad de fichas, se transforma en cantidad de
puntos). Desafortunadamente, como se dijo antes, esta idea de constante de
proporcionalidad, no se exploté de manera sistemética en el trabajo propuesto en el aula de
clase, lo que no implica negar la importancia de lo realizado.

Otro elemento importante para ver la razén como constante de proporcionalidad,
identificado en algunos momentos de la préctica matemética de los alumnos (pero
igualmente poco explotada en el trabajo en el aula de clase), se dio en las tareas en las que
se debfan resolver problemas que implicaban calcular el valor de la unidad. Asf por ejemplo,
en una tarea en donde se consignaban en una tabla los precios respectivos para diferentes
cantidades de helados, y donde se suministraba el valor correspondiente, por ejemplo, a 5
helados (a saber, $ 15.000), para que se calculara el valor de otras cantidades de helados
(por ejemplo, 2, 3, 10 y 15), los estudiantes calculaban el valor de un helado ($ 8.000) y
luego usaban ese valor para calcular los precios de las otras cantidades.?** Este hubiera sido
un buen escenario para profundizar sobre la conceptualizacién de la razén como constante

de proporcionalidad, pues la organizacién de la informacién en forma de tabla se prestaba

24 En otros momentos esta misma tarea se present6 con otros productos y sus precios, o refiriendo helados
y sus precios, se suministraban valores diferentes.
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para ver el papel del 8.000 como una razén que transforma cantidades de una de las
columnas en las cantidades correspondiente de la otra, pero para ello era necesario

proponer una mirada de esta cantidad no como $3.000 pesos (que es el sentido que al parecer

pesos
pastel

dan los estudiantes), para verlo como la razén de cambio “$3.000 por cada pastel” (3000

), y en este tipo de anélisis no se profundiza en el trabajo de aula de clase. Estas tareas eran
habituales en el trabajo de clase, pero en ningin caso se tiene evidencia de que se haya
profundizado la idea de la razén como constante de proporcionalidad, a pesar de las
tacilidades que para ello brindaba la forma de presentacién de la tarea.

Finalmente, otro escenario del trabajo de aula en el que se presentaron oportunidades
de pensar la razén como constante de proporcionalidad fue en los momentos en los que se
hacia el estudio de las tablas de multiplicar (para detalles del proceso de estudio de las
tablas de multiplicar ver la seccién 5.7), pues como se puede ver en el didlogo 13, en el
estudio de las tablas de multiplicar a partir de los registros de los juegos, es necesario un
cambio en la mirada de los datos consignados en las tablas y en los procedimientos para
calcular las multiplicaciones que se deben efectuar: de procedimientos basados en
razonamientos por analogfa (centrados en las conservacién de razones entre parejas de
cantidades homogéneas) a procedimientos basados en razonamientos analiticos que
correlacionan parejas de cantidades heterogéneas (una de cada sistema de cantidades) a
partir de una misma razén. El estudio de las tablas de multiplicacién muestra entonces un
uso sistemdtico de las razones enteras para apoyar el trabajo de aprendizaje de la
multiplicacién, y para el desarrollo de ciertas técnicas de cdlculo necesarias en las
multiplicaciones que se deben realizar de acuerdo con las tareas tratadas en clase. Pero
como en los casos anteriores, en general no se encontré evidencia del analisis dimensional
necesario en este tipo de procedimientos, y por lo tanto, no se profundizé en el nuevo
caracter de la relacién n puntos por cada ficha cuando esta pasa de significar “repetir la
cantidad »n, tantas veces como fichas se tengan” a un nuevo sentido en el que dicha cantidad
n se multiplica con la cantidad x de fichas para producir el puntaje que se corresponden con
dicha cantidad de fichas, pues en el primer caso, la cantidad z no tiene unidades, mientras
que el segundo caso si tiene unidades. En el primer caso 7z es un operador adimensional que
agranda o achica una cantidad para producir otra cantidad de la misma naturaleza
(procedimientos basados en razonamientos por analogfa). En el segundo caso n es una

cantidad con unidades que opera como un transformador lineal que al aplicarse sobre una
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cantidad la transforma en otra de naturaleza distinta.

A pesar de lo mucho que se ha dicho hasta el momento de lo que no se realizé, y que
no puede hablarse de unas précticas matematicas en donde la razén efectivamente fuera
comprendida como una constante de proporcionalidad, es importante resaltar que con los
procedimientos basados en razonamientos por analogia o analiticos, se muestra la
constitucién empirica de una serie de conceptos que serdn la base para la formalizacién en
grados posteriores de teoremas importantes sobre la linealidad. Ademds, para el caso de los
procedimientos basados en razonamientos analiticos, el uso instrumental de las tablas abre
posibilidades de comprender la razén como una constante de proporcionalidad que permite

correlacionar las familias de parejas de cantidades correspondientes.

5.7 Las tablas de multiplicar: familias de razones y
razonamientos por analogfa

El estudio de las tablas de multiplicar tiene un lugar importante en esta institucién, sin
embargo no se hace de la manera como clédsicamente se han estudiado en la escuela: como
un conjunto de hechos numéricos que deben se aprendidos de memoria. Asi por ejemplo,
para estudiar la tabla de multiplicar por un ntimero cualquiera, digamos hasta el 10, se
inicia estudiando las regularidades numéricas que ofrecen las tareas de los juegos, sobre
todo las sistematizaciones que se han realizado a partir de las tablas de registro, lo que
permite el estudio de familias de multiplicaciones organizadas a partir de las familias de
razones.

El siguiente didlogo, muestra un episodio en el que se estudia la tabla del 2 a partir de

lo realizado en el juego de la canasta.

7 Didlogo 18. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_09_30_Grado 3 juego de la canasta )

30:22 P: >vamos a pensar nuevamente en la situacion<, nena YA por favor ( ( dirigiéndose
a una estudiante que la interrumpia) ) - >en que el puntaje era dos - en que
seccion del juego valia dos puntos<

30:34 A:  ((voces de varios estudiantes)) en el azul

30:36 P: en el azul, o sea que >si una persona le salieron seis fichas en el azul entonces
°cudl es el resultado’< levantando la mano
( (voces poco audibles de los estudiantes) )

30:55 P: doce -

30:56 P: >si otra persona le salieron cuatro fichas en el azul< cuanto eran

31:01 A: ocho, ocho ( (varias voces de estudiantes) )

31:02 P: vyo sefalo ((una pausa mientras sefala un alumno) )
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o:cho::=

=ocho, muy bien

por qué sabe que es ocho

(porque vea) dos, cuatro, seis, ocho

A::h porque ella cuenta dos, cuatro, seis, ocho

No:: yo le digo por qué, porque.=

=espera un momentico ( (se oyen voces de varios estudiantes) )

Si >a una persona le salieron die:s< - en esa seccidon cuantos puntos da

( (varias voces) ) veinte, veinte, serian veinte

serian veinte, por qué

( (varias voces se superponen)) porque multiplique,

multiplicé que

e::h dos por diez

>do:s por die:s< - bien - osea que en este cajoncito es la tabla del que

( (varias voces) ) del do::s

es la tabla del dos

>la ta:bla del dos - cuando se acaba< hasta donde llega

( (varios estudiantes) ) hasta el die::s, donde dice, hasta el doce

>hasta el do::ce< ( (voces de varios estudiantes hablando al tiempo) ) preguntando
y levantando la mano

veinte

hasta el veinte?

( (dialogo entre alumnos y maestros poco audible) )

hasta el treintai:nueve ( (voces poco audibles) ) quien piensa otra co:sa

hasta el infinito

( (varias voces de estudiantes poco audibles) )

( (el mismo estudiante) ) HASTA EL INFINITO Y MAS ALLA

( (varias voces de estudiantes poco audibles) )

a ver Nicolas que dice

hasta el niumero que uno quiera, porque uno puede ( (no se entiende el resto de
la frase) )

como asi que hasta el nimero que uno quiera

HASTA EL INFINITO Y MAS ALLA:

hasta el infinito y mas alla, - por que - por qué,

porque—porque uno puede multiplicar - dos por un millén

>uno puede multiplicar dos por un millon< - y cuanto dara

( (varias voces)) dos millones

dos millones por qué::?

( (voces poco audibles) )

ESCUCHEN LO QUE ELLA ME ESTA DICIENDO cuando uno estd multiplicando
qué?

( (no es audible el dialogo entre profesor y la estudiante) )

tienes que contar dos veces cinco

( (voces poco audibles que hacen dificil seguir el didlogo entre estudiantes y
maestro) )

cuando tengo numeros grandes, cémo seria la manera mas facil de encontrar
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resultados.
((no es audible lo gue dicen los estudiantes pues se superpone varias voces) )
34:38 A: si es la tabla del dos, es el doble de ( )
34:41 P: EL DO::BLE el doble que querrd decir
( (varias voces de estudiantes poco audibles) )
34:54 P: el doble entonces quiere decir que
34:56

>

que:-por lo menos-por: lo menos el dos-el dos-por lo menos e:h - e::h - pues
por lo menos usted nos pone a sumar dos mas diez - entonces uno sabe que
es veinte, sabe porque.

35:13 P: dos mas diez es veinte ( ( afirmativamente) )

35:15 A:  NO:: ((varios estudiantes al tiempo) )

35:16 P: dos mas diez

35:17 A: ah no, no perddén, no perdén dos por diez

35:20 P: dos por diez se sabe que es veinte, por qué
35:23 A: porque uno le-uno le suma-uno le suma, al total otro-otro=
35:28 P: =otro igual ( (completando la frase del estudiante) )
35:30 A: porque repite el diez

35:31 P: porque repite el qué?

35:32 A: el diez

35:33 P:  bueno

Este episodio, en lo fundamental, toma como punto de partida una de las relaciones que
se pueden trabajar a partir del juego de la canasta: por cada ficha en la zona de color azul
se obtienen dos puntos. Como se mostro6 en secciones anteriores, estos juegos facilitan una
comprensiéon de las relaciones multiplicativas a partir de la coordinacién de dos conteos
iterados (el valor de cada ficha se repite tantas veces como fichas obtenidas) pero las
intervenciones del profesor buscan centrar la atencién de los estudiantes en la relacion ser
el doble de. .. que existe entre la cantidad de fichas en la zona azul de la canasta, y el puntaje
total, buscando que los estudiantes logren llegar a algin tipo de generalizacién que les
permita calcular de manera directa la cantidad de puntos que se corresponden a una
cantidad de fichas dada, sin que tengan que recurrir al conteo de dos en dos. Es decir, busca
que los estudiantes desarrollen algin tipo de técnica que les permita centrarse en un
procedimiento mds de tipo analitico, y que los lleve a dejar de lado los procedimientos por
analogifa. Con ello, ademds, busca que este tipo de generalizacién se relacione con las tablas
de multiplicar, las cuales son objeto de estudio importante en la matemética escolar.

En la entrada 30:22 el profesor busca centrar la atencién en la relacién que pone en
correspondencia las cantidades de los dos sistemas al preguntar por la seccién de la canasta

en la cual las fichas que cayeran allf tenfan un valor de dos puntos cada una (la seccién de
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color azul de la canasta). Luego inicia una serie de preguntas con eventos que se hubieran
podido presentar en el juego de la canasta (entradas 30:36 y 30:56), y en la misma medida
pide explicaciones del porqué a esas cantidades de fichas les corresponden tales puntajes
(entradas 831:10 y 31:39). En el primer caso, el estudiante responde que sumando de dos en
dos, lo cual es puesto en duda por otro estudiante (entrada 31:22), el cual a su vez pide que
le dejen presentar su propia explicacién. El profesor realiza una pregunta similar, pero
ahora indagando por la cantidad de puntos que se corresponden con 10 fichas en la zona de
color azul (entrada 381:29), y varios estudiantes responden 20, y ante la solicitud del
profesor por una explicacién responden que han multiplicado 2x10 (entrada 31:40). Esta
respuesta es aprovechada por el profesor para introducir la relacién de los procedimientos
que han venido realizando con la tabla del dos (el parafraseo del profesor en la entrada
31:46, y la pregunta por la tabla sobre la estdn trabajando son claves en este momento del
trabajo).

Desde la entrada 31:58 hasta la entrada 33:01, el profesor interpela a los estudiantes
sobre la extensiéon que puede tener la tabla del dos, esto con el fin de que los estudiantes
pudiesen ver que se trata de un procedimiento generalizado que se puede aplicar para
cualquier cantidad: dada una cierta cantidad de fichas (caidas en la zona de color azul de la
canasta), para conocer el puntaje asociado a esa cantidad de fichas hay que multiplicar por
dos. Las respuestas de los estudiantes ponen en evidencia que efectivamente han captado
que la tabla del dos se puede extender hasta el nimero que se quiera.?*> Lo que sucede de
la entrada 33:06 en adelante es interesante, pues a partir del ejemplo dado de que se puede
multiplicar 2 por un millén, y de la respuesta y explicacién del estudiante, el profesor
parafrasea una expresion de un estudiante que explica que para calcular el doble de un
ntmero se debe contar el nimero dos veces (entradas 383:14 a 34:38). En la entrada 34:41
el profesor pronuncia la palabra “doble” con mucha tuerza y prolongando la letra ‘0’, lo que
hacen notar a los estudiantes la importancia de esta nueva operacion el doble de.... De ahi
en adelante las intervenciones del profesor buscan que los estudiantes ganen claridad sobre

el sentido de la relacién “doble de...” y por ende del procedimiento para calcular el doble

245 La expresién de un estudiante en la entrada 32:49, en un tono de voz muy alto “hasta el infinito y mas
alld”, si bien es tomada de una pelicula animada de Disney, es muy reveladora de la manera como estan
comprendiendo la extensién de la tabla del dos, aunque no sobra decir, que el sentido de infinito para
estos estudiantes es el de cantidades muy grandes, como por ejemplo, del orden de los millones, como se
evidencia en el ejemplo que propone un estudiante en la entrada 32:56

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 2923



Doctorado Interinstitucional en Educacion

de cualquier nimero. La equivocacién del estudiante en la entrada 85:13, quien expresa que
“2 + 10 es 207, y la negacién del profesor con un “no” fuerte y de pronunciacién alargada,
invita a rectificar el procedimiento para pasar al 10 + 10 (entrada 35:16), hasta llegar a la
expresién del estudiante en la linea 35:23 en donde se expresa la regla: para calcular el
doble de un nimero, a ese nimero se le suma otra vez el mismo ndmero.

A lo largo de todo el proceso visto en este didlogo entre maestro y alumnos, se
evidencia un cambio del enfoque sobre el cual se centran los procedimientos para el calculo
del puntaje obtenido de acuerdo con la cantidad de fichas que caen en una determinada zona
de la canasta: de un procedimiento basado en razonamientos por analogia (repeticién del
valor de cada ficha), a un procedimiento analitico basado en reconocer el valor de cada ficha
como un factor multiplicante (una constante de proporcionalidad) que aplicado sobre la
cantidad de fichas, produce la cantidad de puntos. Esto es, el factor multiplicante, la razén
constante que aplicada sobre una determinada cantidad de fichas produce el puntaje que
corresponde sobre dicha cantidad de fichas, ahora se comporta como un relator (pone en
relaciéon dos familias de cantidades) o como un transformador (aplicado sobre una cantidad
en una de las familias, permite conocer la cantidad correspondiente en la otra familia). Por
lo tanto, dicha razén forma parte de una funcién que correlaciona elementos de una familia
de cantidades con elementos de otra familia, pero a la vez, transforma elementos de una de
ellas en elementos de la otra. Cémo se expresé al final de la seccién anterior, es en este
sentido que se refiere a estos procedimientos como analiticos, pues el papel de la razén
sobre las cantidades es el de una funcién que pone en correlacién cantidades entre dos
sistemas de cantidades, o transforma cantidades en uno de ellos en cantidades en el otro.

Si bien el didlogo anterior trabaja s6lo sobre el calculo de dobles, esta misma estrategia

es utilizada para otras formas de relacién entre cantidades tales como triples de, cuddruples

de, quintuples de, etc., relacionando cada uno Mothelicahvas
L

de estos casos con la tabla del tres, la tabla del

BAVAMSA 4L

@ L Hy =
Shande ogifplicancs o B SEmos 7
. . . oUSCunao \:l?,(' e 1)
cuatro, la tabla del cinco, y asf sucesivamente, | td | HAoN At o A A A
m:?:‘ZC*”‘“Lr_ * T‘ S
TN 5o 28 Sanaazszacoizas
Figura 46. Ejemplo de composicion de razones.
Fragmento tomado del archivo de imagen
Compilado_varios_estudiantes_pagina_12

y ademds utilizando la composicién de las

razones mas simples para realizar cdlculos con
las razones mas complejas.
Asf por ejemplo, las multiplicaciones por dos se estudian a partir de la razén el doble

de..., por cuatro a partir de la composicion de razones doble del doble de... o de la razén que
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le es equivalente cuddruple de..., por ocho a partir de la composicién de razones doble del
doble del doble... o doble del cuddruple de... o de la razén que le es equivalente dctuple de.. .,
etc. 216 De manera similar se hace para la multiplicacién por tres, por seis, y por nueve (ver
tigura 49). Luego se hace para los otros niimeros faltantes, por cinco, por diez y por siete.
En todos los casos la idea es apoyarse en los resultados de multiplicaciones ya conocidas, y
en las razones entre los factores de esas multiplicaciones conocidas y aquellas cuyo
resultado se necesita conocer, como se puede ver en la figura 46 y la figura 47

La imagen en la figura 47 es una / El cudiédple \

buena muestra de este uso sistemdtico [_ )
Fl c.ual»u@}e Qe. L udneto | @8 =y

de nociones relativas a las razones para :
nuMero 4 yeces,

el estudio de las tablas. En la parte [{ ., Aol ~onlo <o 2 cthaeruple dellaumers.

superior del escrito se ven diferentes |5\ cuadiude fe guede aocanliae buscacds
7 ~1h \7 i~ Cleot ) NS o = ‘."\g;_('r'p C—ZI‘
maneras de encontrar la razén HATED N e 3t o e Sem0de,

dehle (del ddblel

"o L X : i 1
l(il’/t\ *-\p\\cm P_'z b =5 20canyac (_2'\ oAk f &
! ndonere.

, . Figura 47. Ejemplo de composicion de razones.
el nimero), lo que permite de manera Fragmento tomado del archivo de imagen

cuddruple de... bien a partir de

componer otras razones (doble del doble

de...) o bien directamente (cuatro veces

inmediata relacionar un tipo de razén (el cuddruple de...) con la operacién multiplicacién, en
particular, con la tabla de multiplicar por el cuatro. La figura 46 muestra situaciones
similares para otros tipos de razones y tablas de multiplicar.

La figura 48 o la figura 49 por su parte muestran un elemento un tanto diferente,
aunque implicito, de la razén: antes de aplicar la razén doble a los valores de la tabla del 3,
para obtener los valores de la tabla del 6, el estudiante debe identificar qué tipo de relacién
hay entre el 38 y 6. Es decir, antes de usar la razén como operador, debe verla como una

especie de relator que le permite establecer

N P \
oot am el doblk

oS lle AN AT la relacién entre las cantidades 3 y 6. En

todos estos casos la razon esté siendo usada

como un operador que se aplica sobre

— —

cantidades, y esa accién de usar la razén

Figura 48. Ejemplo de composicion de razones
Fragmento tomado del archivo de imagen
Compilado_varios_estudiantes_pagina_11

como operador se relaciona con la

operacién aritmética de multiplicar

246 Ver por ejemplo, el archivo de audio 2010_02_01_10_53, en especial el primer episodio.
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Esta forma de estudiar las tablas de multiplicar es importante pues pone el centro de
atencién en la razon el doble de... utilizandola como un operador que permite encontrar el
resultado de multiplicaciones que no conocemos a partir de los resultados de aquellas que
si conocemos. De hecho, esto se basa también en una forma de razonamiento por analogfa,
en el que sien una multiplicacién se duplica uno de los factores, entonces también se duplica

el resultado. Es decir, dado a@-b=c¢ conocido, para calcular el valor a-d, si d=2b entonces

a-d=72c. Esto implica en primer lugar, una comprensién de la razén como un relator que

permite establecer la razén entre las cantidades by d (la razén de b a d), y luego como

operador, para calcular el resultado del producto a-d duplicando el valor de la cantidad c.
La figura 49 muestra que en el estudio de las tablas de multiplicar también se usaron
los procedimientos fundamentados en razonamientos por analogia basados en la

conservaciéon de la suma: si zx=x+y, entonces f(z)=f(z)+ f(y), como se puede

evidenciar en los arcos trazados en rojo uniendo el 8 y el 9 y uniendo el 4 y el 5, en la
primera columna de la izquierda, y los arcos similares trazados uniendo el 9 con el 27,y 12
con el 15, en la columna que le sigue. Estos arcos significan, por ejemplo, que como la suma
de 4y 5 da 9, y la multiplicacién por 38 de estos dos nimeros da 12 y 15 respectivamente,
entonces la multiplicacién de 9 por 3 da la suma de 12 con 15, es decir, 27.

A pesar de la importancia que reviste esta forma de estudiar las tablas de multiplicar,

como se mostré en la seccién anterior, se deja un vacio importante: en una tabla de

multiplicar el valor por el que se multiplican

cada uno de los numeros de la tabla es una

constante de proporcionalidad, y al poner el *j_ ILENS
énfasis en los métodos particulares para calcular SELAE Q\)_*
e , 52 T¢ 1
el valor de una multiplicaciéon especifica, no se TR T g
: EL 4
profundiza en el estudio de ese x2, x3, etc., - SEL B EEric B
como un invariante funcional que aplicado sobre »_A_“:i I I SR l ’%(’ INA
i . R -k i P | (J.)‘{
unas cantidades (1, 2, 3, 4,...), produce otras |t=—== s et et i
"y )‘7.‘ ] ] ‘;- [ .| a.i‘f\ t"-“i
cantidades, a saber, los productos.?*” N e ; METLY t¢‘”U ]

Obsérvese ademads, que la forma como se . ) )
Figura 49. Fragmento tomado del archivo de imagen

Compilado_varios_estudiantes_pagina_15

247 El episodio 2, del archivo de audio 2008_08_10_10 (ver anexo 2) entradas 13:28 a 16:18, muestran
situaciones similares en donde no se explota el cardcter analitico del estudio de la tabla de multiplicar
como un todo (énfasis en los procedimientos basados en razonamientos por analogia).
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escriben las tablas de multiplicar en tablas de dos columnas (ver figura 49), en una de las
cuales se escriben los valores que puede tomar uno de los factores, y en la otra los resultados
de la multiplicacién de cada uno de los ntimeros de la primera columna por un tnico factor
(escrito en el encabezado de la tabla), serfa una buena oportunidad para reflexionar sobre
el paso de las formas de calcular las parejas de valores particulares de cada fila, a la tabla
como un todo donde el factor que define la tabla en estudio es una constante de
proporcionalidad, y del papel de ese factor como transformador de las cantidades de la

primera columna en cantidades de la segunda columna.
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6 Fracciones y Nimeros racionales: prdcticas de medicion en
estudiantes de grado 4

6.1 Sobre las situaciones propuestas

En el grado 4 se inicia de manera formal el estudio de los ntimeros racionales a través
de un trabajo sistemdtico con las fracciones, sus relaciones de equivalencia y de orden, y la
adicién. Similar a como pasaba con el estudio de la multiplicacién en el grado 3, el estudio
de las fracciones no se hace de la manera como usualmente se presenta en las instituciones
escolares colombianas (al igual que en los libros de texto) a partir de actividades centradas
en partir y contar, identificando la fraccién como el nombre de una parte, nombrando el
simbolo que representa la fraccién como dos ntmeros separados por una raya (vinculo),
uno de los cuales representa la cantidad de partes en que se divide la unidad, y el otro
representa la cantidad de partes tomadas de esa unidad.?*® Por el contrario, en esta
institucién, como se mostrara a continuacién, la base para el estudio de los ntmeros

racionales es la medicion.

6.1.1 Objeto/motivo de la tarea: estudiar los niimeros racionales

Coémo se ha expresado en capitulos anteriores, toda tarea educativa plantea una doble
finalidad objetiva (objeto/motivo de la actividad)
e Laprimera es una finalidad objetiva explicita, orientando la actividad de los estudiantes
hacia un evento o fenémeno, para el caso, la comparacién de la capacidad de diferentes
vasos desechables, 1a comparacién del drea de las diferentes piezas de un rompecabezas

tipo tangram, o la compararciéon el largo de unas cintas de cartulina. Esto es, dado un

248 Una descripcidn detallada de las problematicas asociadas a esta forma de presentacién del proceso estudio
de las fracciones en edad escolar se puede leer en Obando (1999, 2003, 2005).
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conjunto de objetos?* sobre el cual se ha realizado una determinada atribucién de
cantidad (una Magnitud), entonces las acciones de los estudiantes se orientaron a medir
la cantidad de magnitud atribuida en cada objeto, tomando como unidad de medida la
cantidad de magnitud atribuida en cualquiera de los otros objetos del conjunto. A partir
de los resultados de estas mediciones (medidas relativas) se les plantearon diferentes
problemas, por lo general, en la forma de enunciados verbales escritos, y para el caso
de la tareas sobre medidas de cantidades de longitud, en la forma de un juego de

competencia realizado por parejas.

e La segunda finalidad es hacia un objeto de estudio especifico:2°° primeros aprendizajes
de los ntimeros racionales a partir de la medida de cantidades, la comparacién de las
relaciones parte-todo entre dichas cantidades y de la representacién de las medidas en
la forma de notacién fraccionaria. Las relaciones parte-todo plantean una base a partir
de la cual los estudiantes pueden comparar parejas de cantidades de magnitud y
establecer la razén entre ellas, la cual puede ser representada por un nimero entero o
una fraccién dependiendo de si las dos cantidades de magnitud comparadas son una un
multiplo entero de veces la otra o no. Esto genera un contexto para pensar el nimero
racional fundamentado en la razén entre cantidades y de una forma de notacién

especifica para las razones, la notacién en forma de fraccion.

Asf entonces, el proceso de estudio de las fracciones (como iniciacién al estudio de los
nimeros racionales) tiene como base los procesos de medicién, y se apoya fuertemente en
la nocién de razén y de las operaciones multiplicativas estudiadas en el grado 3°. De esta
manera, las diferentes tareas presentan un énfasis marcado en la Magnitud sobre la cual se
estd realizando el proceso de medicién, y la comparaciéon cuantitativa entre dos cantidades,
de esa magnitud, una de las cuales es tomada como unidad. Este énfasis se evidencia en el
tipo de preguntas formuladas en cada tarea (ver figura 50). Los tipos de magnitudes sobre
los cuales se organizaron las tareas fueron el Volumen, el Area y la Longitud. Nétese el

énfasis en las magnitudes continuas, y el orden en que fueron propuestas en las distintas

249 Por ejemplo, vasos desechables para el caso de las tareas de medicién de volimenes, las figuras de un
Tangram, para el caso de las tareas de medicién de dreas, y unas cintas de cartulina, para el caso de las
tareas de medicién de longitudes

250 Como se expresé anteriormente, esta orientacién objetiva de la accién del estudiantes hacia el objeto de
conocimiento, no es explicita para él, precisamente una parte fundamental de la labor del maestro en el
aula de clase es hacer que este objeto/motivo sea también aquello oriente la accién de los estudiantes en
su actividad escolar.
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tareas: primero el trabajo con los volimenes, después el trabajo con las dreas, y finalmente
el trabajo con las longitudes. 2!

La medida de cantidades se  geeynpa PARTE (TRaBAIO EN GRUPO)

presenta como una alternativa © Ahora respondan las preguntas que se plantean a continuacion;

a. Cinco veces la longitud C, écudnto de la longitud B completan? éDe la
: . < longitud A cudnto completarian?
eficiente para la conceptualizaciéon

b. iCuanto de la longitud C se completa con sels veces la longitud D? {Con

de los numeros racionales, pues las mismas seis longitudes D cuanto de la longitud B se completa? ¢Y de la
longitud A cuanto se completa?
como se Puede ver en el CapltUIO c. Con 18 veces la longitud D, icudnto se completa de la longitud C?,
. éCuanto se completa de la longitud B? y (cuanto se completa de la
cuatro, el tratamiento de las longitud A?

Magnitudes y sus medidas fue Figura 50. Ejemplo de preguntas en una tarea de medida de longitudes

tundamental en el desarrollo del concepto moderno de ntimero real, y en particular del
concepto de numero racional. Adicionalmente, como lo manifiesta (Davidov, 1988),
organizar el estudio de los nimeros a lo largo de la Educacién Basica a partir de las
Magnitudes es una manera eficiente que evita a los estudiantes aprender ciertos aspectos
del nimero en un momento determinado del proceso, para luego tener que olvidarlos y
poder asi dar paso al aprendizaje de otros.??

Con el fin de que este conocimiento sobre las razones y las fracciones se constituya en
el objeto/motivo explicito de la actividad de los estudiantes, como se puede ver en la seccién
que sigue, en el curso del proceso de estudio propuesto en el aula de clase, las tareas estan
organizadas en diferentes momentos: un primer momento en el que se realizan las medidas
relativas entre parejas de cantidades de magnitud (establecer las relaciones —razones—
basicas entre dichas parejas de cantidades, y luego, a partir de estas relaciones bésicas, un

segundo momento en el que las tareas les proponen a los estudiantes problemas mas

251 Esta manera de usar los diferentes tipos de Magnitudes para organizar procesos de estudio sobre los
racionales contrasta con algunas propuestas que se encuentran en la literatura especializada en las que
se propone iniciar por el estudio de Magnitudes lineales, en particular la recta numérica (ver por ejemplo,
Adjiage, 1999). La diferencia estd en que en esta propuesta el objetivo es una conceptualizacién de las
fracciones a partir de la comprensién de las relaciones parte-todo, y no tanto la formalizacién del ndmero
racional como sistema numérico. Por eso iniciar el estudio de las cantidades no enteras a partir de los
voltimenes ofrece un contexto facilmente accesible a los estudiantes, a partir del cual comprender las
relaciones parte-todo, en particular, cuando se trata de medir cantidades en las que la unidad de medida
es mas grande que la cantidad que se quiere medir.

252 Davidov expresa, por ejemplo, que la ensehanza del nimero natural en la escuela elemental se basa
exclusivamente sobre las colecciones discretas, y por tanto los estudiantes aprenden ciertas cuestiones
sobre los nimeros que no pueden ser generalizables a aquellas situaciones que involucran Magnitudes
continuas, como por ejemplo, que la multiplicacién siempre agranda o que la divisién siempre achica. Por
el contrario, uningreso al estudio de los niimeros a través de las Magnitudes plantea de entrada el estudio
simultdneo de las cantidades enteras y de las cantidades no enteras, y por lo tanto los aprendizajes
logrados tienen el suficiente grado de generalidad como para ser propiedades generalizadas de los
nameros.
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complejos a partir de situaciones de medicién hipotéticas.

6.1.2 Acciones: organizacion de la actividad del estudiante

En las tareas de medicién de volimenes los estudiantes recibfan 4 vasos desechables (4

onzas, 2 onzas, 1 onza y media onza),?*® cuyas capacidades, comparadas dos a dos en

tamarfios consecutivos entre si, estaban en relacién de un medio de... o el doble de.... Se les

pedia que marcaran los vasos con las letras A, B, Cy D, de mayor a menor respectivamente,

y

(capacidad)?’* de cada vaso,

que midieran el volumen » Uliizando las antericres convenciones deberas responder  a las siguientes
preguntas. No olvides que debes escribir las juslificaciones de las
respuastas.

a. Elvolumen del vaso B, zcudntas veces cabe en el volumen del vaso A2

b. a2Cudntas veces estd contenido e! volumen del vaso B en el volumen

tomando otro vaso cualquiera del vaso A2

como unidad de medida. Como

registro de la tarea debfan

El volumen del vaso B, jcudanto es del volumen del vaso A2

sCuanto es, ael volumen del voso B, el volumen del vaso C?

El volumen del vaso B, scuantas veces contiene al volumen del vaso C2
zCuanlo del volumen del vaso C, es el volumen del vaso D?

El volumen del vaso D, cuantas veces esta contenido en el volumen del

YT oo0

o -

responder en su cuaderno unas vaso €2

preguntas sobre las relaciones El volumen del Vaso B cabe _ = veces en el volumen del vaso A
Elvolumen del Vaso Aes _Dob'€  del volumen del vaso B

métricas entre unos vasos y El volumen del Vaso C cabe 2 veces en el volumen del vaso B
El volumen del Vaso B es__’__-‘AL_._4_ ___ del volumen del vaso D

otros (13 ﬁgura 51 es un El volumen del Vaso D cabe 2 veces en el volumen del vaso C
ElvolumendelVasoCes __ po©'€ del volumen del vaso D

ejemplo de las preguntas que

debian responder).

Figura 51. Ejemplos de preguntas en una tarea de medicion de voliimenes.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_+_estudiante_2 (p 2)

Posteriormente se les proponfan tareas en las que, con base en estas relaciones iniciales,

debifan resolver problemas mas complejos: relaciones no enteras, medir la capacidad de

recipientes mas grandes, etc., utilizar otros contextos, como por ejemplo, preparar una

253

La capacidad de los vasos en onzas viene como marca de fibrica en la parte inferior de los mismos, y en
el enunciado inicial de la tarea se presentaba por escrito. Como se vera mas adelante, algunos estudiantes
se dieron cuenta de este hecho, y lo usaron en la solucién de las tareas propuestas, pero otros no.

En este punto es importante resaltar que la tarea trata de manera ambigua las magnitudes Volumen y
Capacidad, al punto que los confunde, y si bien en las acciones de comparacién del contenido de dos vasos,
o en las preguntas que se les formulan de manera escrita, se habla explicitamente del volumen de los
vasos, en el sentido estricto de la palabra lo que se compara, lo que se mide, es la capacidad de los mismos
y no su volumen. Esto implica que desde el punto de vista del estudio de las magnitudes (Volumen o
Capacidad), si bien la tarea puede generar en los estudiantes errores al aprender sobre sobre éstas, estos
posibles problemas no seran estudiados en el analisis de las précticas de los estudiantes, y por lo tanto,
en estas tareas solo se analizard lo relativo a los procesos de objetivacién de la nocién de razén y de
ndmero racional, coherente con el objetivo de la tesis. En adelante, cuando se hable de estas tareas, se
usard la palabra “volumen” para referir la cantidad de magnitud sobre la que trabajan los estudiantes, en
tanto esa era la palabra usada en la institucién (con la salvedad del uso ambiguo que se le ha dado en las
clases), y para efectos de claridad en los andlisis, donde sea necesario, se sustituira la palabra “volumen”
por la palabra “capacidad”. Igualmente en donde se presente el punto de vista del investigador se usard
la palabra “capacidad”, en tanto no se preste para confusiones, o se esté referenciando de manera explicita
aspectos del trabajo realizado en clase.
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receta. El paquete completo de las tareas sobre medicién de volimenes se puede ver en el
“Anexo 7 — Tareas grado cuarto”, archivo “Jugando con arena 2.

El grupo de tareas sobre la medida de cantidades de 4rea?*® tomaba como punto de
partida un rompecabezas geométrico (un cuadrado dividido en 7 piezas), y un Tangram
clasico de 7 piezas. De manera similar a como se procedié con las tareas de medicién de
capacidades, primero se mide la cantidad de 4rea de las cada una de las piezas tomando la
cantidad de drea de otra cualquiera como unidad de medida, y los resultados se consignan
en el cuaderno y se respondiendo algunas preguntas que indagan por este proceso de
medicién. Posterior a estas tareas de medicién, se proponen otras que plantean problemas
mas dificiles, a partir, por ejemplo, de relaciones mas complejas entre las cantidades de area
con las que tienen que tratar (las tareas sobre las banderas), o proponiendo otros temas de
reflexiéon (equivalencia entre fracciones o sumas de fracciones homogéneas).?5

Si bien la cantidad de area de las fichas de ambos rompecabezas estd en relacién (razén)
doble de... o mitad de... (como en el caso anterior de la medida de capacidades), este conjunto
de fichas ofrece la ventaja de ampliar el rango posible de las relaciones sobre las que se
puede trabajar (se pueden tener relaciones hasta “32 veces” o “32-avos”). Ademads, la
diferencia en la forma de las figuras permite centrar la reflexién en el area de cada una (la
cual es independiente de la forma de la figura), y en la relacién (razén) entre la cantidad de
area de un par de fichas dadas. Todo esto favorece no solo la comparacién cuantitativa de
las areas de las figuras, sino que también permiten una conceptualizacién del drea como
independiente de la forma de la superficie y del ntimero que se le asigne en un proceso de
medicién.

Finalmente, el grupo de tareas sobre la medida de longitudes,?°” de manera similar a

255 Las tareas sobre medida de cantidades area se pueden ver en el “Anexo 7— Tareas grado cuarto”, archivos
“Rompecabezas geométricos”, “El Tangram y las dreas”, “Fracciones y Banderas” y “fracciones y areas-
Bandera de Colombia”.

256 Es importante resaltar que en este conjunto de tareas, similar a las tareas de los volimenes, hay cierto
nivel de confusién entre el Area y la Superficie, pues en ciertos momentos las tareas dicen “comparar las
superficies” o “medir las superficies”, y en otras “comparar dreas”, o “calcular dreas”. Esto se puede prestar
para confusiones en la conceptualizacién que los estudiantes puedan lograr del Area o la Superficie, pero
de la misma manera que en el caso de las tareas sobre volimenes, el andlisis de las practicas de los
estudiantes con estas tareas no buscard analizar estos posibles problemas en la conceptualizacién, sino
mostrar sus objetivaciones sobre las razones y los niimeros racionales. Dado que la expresién mas usual
en este grupo de tareas fue “drea” entonces, cuando en este documento se refiera a estas tareas se usard
la palabra “4rea”, y salvo que se preste para confusiones en el andlisis, se usara la palabra “superficie”.

257 El conjunto de tareas sobre la medida de longitudes pueden ser consultadas en el “Anexo 7 - tareas grado
47 archivos “fracciones y longitud”, “el juego de las equivalencias” y “misceldnea de juego de
equivalencias2”.

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 233



Doctorado Interinstitucional en Educacion

0

Figura 52. Imagen que ilustra el juego de
las equivalencias.
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las tareas anteriores, inicia un trabajo en el que se utilizan cuatro cintas de papel, y se
realiza el proceso de medicién del largo de cada una de ellas utilizando como unidad de
medida el largo de otra de las cintas. En este caso los largos de las cintas son tales que la
de mayor longitud es tres veces la que le sigue en longitud, y ésta a su vez es el doble de la
longitud de la méds pequefia. Como en las otras tareas, después de la medicién fisica de los
largos de las diferentes cintas de papel, y de consignar en el cuaderno las relaciones bésicas
entre las medidas de las mismas, se da paso a otras tareas donde se proponia a los
estudiantes resolver problemas mas complejos, pero conservando estas cintas de papel
como la referencia (ver figura 50 para un ejemplo de tales tareas).

Otra tarea central en el trabajo con longitudes es el llamado juego de las
equivalencias;?’® en esencia es una tabla sobre la cual se han dibujado siete segmentos de 2
unidades de longitud, cada uno de los cuales esta dividido en fracciones de unidad (medios
en la primera, tercios en la segunda, cuartos en la tercera, quintos en la siguiente, sextos
en la otra, y décimos y veinteavos en las dos tltimas) y un par de dados, uno marcado con
los nimeros del 1 al 6, y el otro marcado con las palabras medios, tercios, cuartos, quintos,
sextos y décimos (ver figura 52). Uno de los dos dados nombra una determinada fraccién
(medios, tercios, cuartos, quintos, sextos y décimos), mientras que el otro determina las
veces que se repite la fraccién nombrada. E1 dado que nombra la fracciéon es el denominador,
mientras que el otro, el que cuenta la cantidad de veces que se repite la fraccién nombrada,
determina el numerador de la misma.2%°

El juego tiene tres variantes, cada una definida al cambiar las reglas con que se juega:
en la primera variante, la cantidad marcada en los dados se corre por la pista que estd
dividida en la fraccion determinada por estos;2?% en la segunda variante, la cantidad marcada

en los dados se corre por una pista diferente a la de la fraccién marcada por los dados;?6! y

258 Este juego, con algunas adaptaciones, es tomado de Obando (1999) quien, a su vez, realiza una adaptacién
de un juego propuesto en el articulo “El archipiélago Fraccionario” en Vasco (1994a). Una descripcién
detallada del juego y las posibilidades en el proceso de aprendizaje que ofrece puede leerse en Obando,
Vanegas y Vasquez (2006), especificamente en la unidad 3.

259 Nétese la diferencia que hay en esta forma de comprender la fraccién con la que usualmente se tiene en
la escuela, en donde numerador y denominador se definen a partir de las acciones de dividir la unidad en
una determinada cantidad de partes (denominador), y contar cuantas partes se toman de esas en que se
ha dividido la unidad (numerador), pero a su vez, la similitud con la manera como se nombraban y
comprendian las fracciones en las matemadticas de la edad media (ver capitulo 4)

260 Por ejemplo, si los dados marcan tres cuatros, esta cantidad se corre con la ficha que esté en la pista de
los cuartos.

261 Por ejemplo, si los dados marcan dos quintos, esta cantidad se corre con una ficha diferente a la que esta
en la pista de los quintos, que puede ser, por ejemplo, la ficha en la pista de los décimos o en la pista de
los veinteavos.
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en la tercera variante, la cantidad marcada por los dados debe ser recorrida en dos pistas
diferentes. Las jugadas realizadas a lo largo de una partida se registran en unas tablas (un
ejemplo de ellas se puede ver en la figura 71), lo que permite recuperarlas como instrumento
de analisis de las discusiones plenarias en el aula de clase. Estas tres variantes del juego (y
las tablas de registro tomadas al realizar el juego) permiten un estudio sistematico de la
equivalencia entre fracciones, de la suma entre fracciones homogéneas, y un inicio de

estudio de la suma entre fracciones heterogéneas.

6.1.8 Operaciones: condiciones para la accidn

Por el énfasis en los procesos de medicién, la nocién de razén se pone entonces en el
centro del estudio de las cantidades no enteras. Esto se logra tomando las razones dobles,
triples, cuddruples, etc., (entre cantidades en donde la cantidad mayor es un multiplo entero
de veces la menor) como base para estudiar las razones reciprocas entre dichas cantidades,
es decir, aquellas en las que la menor es una fraccién unitaria de la mayor.2? Eso es, dadas
dos cantidades, la razén n-veces de la cantidad mayor a la menor (razén de la mayor a la

menor) es la base para comprender la razén (reciproca) de la cantidad menor a la mayor,

esto es, la razén n-ésima parte de... De esta manera, al introducir la notacién % para

representar simbdélicamente la razén n-észma parte de... se logra un sentido muy especifico
para la escritura fraccionaria de cantidades a partir de los procesos de medicién de
cantidades. Ademads, a partir de las fracciones unitarias se procede al estudio de las

fracciones no unitarias como la adicién de dichas fracciones; esto es, las fracciones de la

forma  son comprendidas como 1+1+...41, 0 simplemente como m — vecesL.?%* N6tese que
n -

el numerador de la fraccién, mas que ser un cardinal que cuenta partes de un todo, es una
especie de operador que actia multiplicativamente sobre una razén n-ésima.

Conservando entonces la estructura general descrita anteriormente, en el primer
conjunto de tareas sobre la medida de volimenes se trabaja sobre parejas de razones de la

torma doble-medio, cuddruple-cuarta parte de..., 6ctuple-octava parte de..., etc., desde

donde se pretende conceptualizar las cantidades de la forma zi a partir de la cantidad

262 Nétese la similitud entre esta aproximacién al estudio de las razones y las fracciones y la manera como
eran comprendidas razones y fracciones en el contexto matematico griego (ver capitulo 4 para detalles).
263 Para detalles sobre esta manera de comprender las fracciones ver Obando (2003).
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reciproca 2”. Igualmente, este conjunto de tareas propone el trabajo con cantidades de la

torma %, entendidas desde la repeticién aditiva de las fracciones unitarias de la forma ZL

El conjunto de tareas sobre medida de dreas conserva una estructura similar en la
tamilia de razones y de fracciones que se trabajan, pero ampliando el rango de las mismas.
Ademas, por las facilidades que ofrece la comparacién de cantidades de 4rea, estas tareas se
aprovechan para introducir unas primeras nociones sobre la equivalencia entre fracciones,
y sobre la adicién de fracciones homogéneas.

Las tareas sobre medidas de longitudes, conservando la misma estructura antes
descrita, introducen de manera sistematica reflexiones sobre parejas de cantidades de

1

longitud que estén en relaciones de la forma 3n y =~

, lo que permite ampliar el trabajo a

una nueva familia de razones, a saber, tercios, sextos, novenos, etc. Igualmente, con este
conjunto de tareas se introduce un estudio sistematico de la equivalencia entre fracciones
y de la suma entre fracciones homogéneas y heterogéneas. Es importante notar que este
conjunto de tareas sobre las medidas de longitudes, en tanto recuperan algunas similitudes
con la recta numérica, generan un contexto gréfico en el cual las fracciones pueden ser
vistas como puntos sobre dicha recta, y las comparaciones gréficas brindan un contexto
para la comprensién de la equivalencia de fracciones. Igualmente este contexto de
representaciéon en segmentos de recta, semejando la recta numérica, también es importante
para la comprensién de la suma entre fracciones homogéneas en primera instancia, y
combinando con lo dicho antes sobre la equivalencia entre fracciones, también genera un
contexto a partir del cual comprender la suma de fracciones heterogéneas.

Asi, pues en el contexto general de las tareas antes descritas, los estudiantes del grado
4 despliegan su actividad matemdtica orientada a los primeros aprendizajes de los nimeros
racionales a partir de procesos de medicién de diferentes tipos de Magnitudes, lo cual pone,
entonces, las razones en el centro del proceso de conceptualizacién de las fracciones, y por
ende, las razones son puestas como la puerta de entrada al estudio de los racionales (al lado
de la notacién fraccionaria para los racionales). Los contextos de medicién, las
representaciones graficas y simbélicas que las tareas proponen a los estudiantes, y el
estudio sistemdatico de las relaciones de orden y de equivalencia, y de las operaciones
aditivas, son el contexto desde donde los estudiantes organizan las acciones y operaciones

que orientan su actividad matematica. A continuacion se presenta una descripcién detallada
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de las précticas matemadticas de este grupo de estudiantes.26*

6.2 Dos tensiones fundamentales: medir y comparar

Como se expresd en la seccidon anterior, al presentar la breve resefia de las tareas, los
procesos de medicién de distintas cantidades de una misma magnitud, como la Longitud,
el Area o la Capacidad fueron la base para iniciar el proceso de estudio de los nimeros
racionales en su forma de notacién fraccionaria. En general, siempre se traté de medidas
relativas,?%> pues no habfa una cantidad de esa magnitud que se fijara previamente como
unidad de medida (a la cual se le asignarfa el valor de uno) y con respecto a la cual medir
las demaés y, por lo tanto, dado un par de cantidades de esa misma magnitud, cualquiera de
las dos podfa ser tomada como unidad de medida para medir la otra. Esto implicaba
entonces dos procesos fundamentales de medida: medir la cantidad mayor utilizando la
menor como unidad de medida, o a la inversa, medir la cantidad menor utilizando la mayor
como unidad de medida. Por la manera como fueron seleccionadas las Magnitudes y las
cantidades de magnitud en cada una de las tareas, al menos en las tareas de medicién de
capacidades y de dreas, las cantidades mayores eran un miultiplo entero de veces las
cantidades menores; esto con el fin de facilitar los procesos de medicién y la comprensién
de la razén n-ésima parte (o simplemente, razén n-ésima) a partir de la razén n-veces (que
hemos llamado “razdn entera”). Sin embargo, como se vera a continuacién, el transito de la
razén n-veces (que cuantifica por medio de un ntmero entero de veces la relaciéon de la
cantidad mayor a la cantidad menor, o el operador directo que opera sobre la cantidad
menor para producir a la mayor), a la razén n-ésima (que cuantifica con el inverso o
reciproco de un entero la relacién de la cantidad menor a la cantidad mayor, o el operador
inverso o reciproco del anterior, que aplicado sobre la cantidad mayor produce la menor),
s1 bien fue una fuente de tensién constante en la actividad matematica de los estudiantes,
también fue un factor clave en las comprensiones logradas.

El entero relator n o el operador “n-veces” se representd siempre por escrito con un

« g9

numeral indo-ardbigo decimal (en base diez) especifico como “27, “38”, “4”, etc. (aunque a

veces se usaron las palabras “doble”, “triple”, cuddruple”, etc.), que en este texto se escribe

26+ Las tareas pueden ser consultados en el “Anexo 7 - Tareas Grado 4”.
265 Para una discusién detallada sobre la medida de cantidades ver la seccién 5.1, capitulo 5.
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genéricamente “n” o “n-veces’, y que se lee aqui “ene veces”, aunque no se leyé6 asf a los

nifos, mientras que el relator inverso o reciproco se representé por escrito con un numeral

traccional especifico %, %, % etc. (aunque a veces se usaron las palabras “medio” o
“mitad”, “tercio” o “tercera parte de”, “cuarto” o “cuarta parte de”, etc.), que en este texto

se escribe genéricamente como “n-ésimo” o “«lr y que se lee aqui “un enésimo”, aunque no
n

se ley6 asf a los nifios.

6.2.1 Medir con la mayor: tension entre la razén n-veces y la razén n-
ésima
La imagen mostrada en la figura 53 (en donde se debfan consignar los resultados de
medir la capacidad de cada uno de los vasos nombrados en la primera columna, tomando

como unidad de medida la capacidad de cada uno de los vasos nombrados en el encabezado

de las  siguientes columnas),

" VASOC | VAsOD 7
el coadsop®| ol ociopl
6Tl dobieTel cuadiupk

e ote

evidencia un primer punto de anclaje

de esta tensién: la relaciéon entera (o

vasoo [0l SN 1

de multiplicidad) tiende a ocultar la

Figura 58. Ejemplo de respuestas en tareas de medida de volimenes.
relacion n-ésima parte de..., algo asi  Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_estudiante_1 (p. 3)
como si se asumiera que siempre la cantidad menor mide a la mayor. Esta imagen muestra
que las relaciones “ser el doble de...”, o “la mitad de...”, entre las capacidades de los vasos
Ay B, By Co Cy D, estan bien identificadas (seguramente porque las relaciones de “ser
el doble de”, o “la mitad de” han sido ampliamente trabajadas en otros momentos de la
actividad escolar). Pero en las relaciones mas complejas, por ejemplo entre las capacidades
de los vasos A 'y C, D y B, o A y D, la relacién entera dominé todo el proceso,
independientemente de si la cantidad tomada como unidad de medida fuera menor o mayor
que la cantidad que se queria medir.

Esta misma tension se evidencia en la respuesta dada por un estudiante al resolver una
de las tareas propuestas sobre longitudes (ver figura 54), en donde, por ejemplo, las
respuestas 3 y 5 son dadas respectivamente a las preguntas “;cudnto es, de la longitud B,
la longitud C?” y “cuanto de la longitud C, es la longitud D”. Nétese entonces cémo en
ambos casos se estd pidiendo que la cantidad de magnitud menor sea medida tomando como

unidad de medida la cantidad de magnitud mayor, pero la respuesta es dada en términos

del proceso de medicién opuesto: la cantidad menor mide a la cantidad mayor. La expresién
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Figura 54. Ejemplo de respuesta en tarea sobre medicion de longitudes.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_1 p.23

El siguiente episodio?%¢

(didlogo 14y didlogo 15) entre profesor y estudiante es ilustrativo de la situacién enunciada

en los parrafos anteriores, y a la vez muestra un principio de resolucién en esta tension.

Didlogo 14. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_09_03

5:36

6:21

6:46

6:49
6:50

mira lo que:—- mira la pregunta anterior, la pregunta anterior era, el volumen del

vaso C cuantas veces esta contenido en el volumen del vaso A. o sea te

pregunta:ron por este pequefiito cuantas veces cabe aqui. ahora te estan preguntando
- te estdn preguntando - el volumen del vaso C cuanto es del volumen del vaso
A.o sea un solo vaso C. - o dicho de otra manera. si tienes un vaso A y vas
a llenar el.mir.mira:- mira que la primera pregunta era tienes el vaso C y vas a
vaso A --cuantas veces cabe? - ahora te estan diciendo.

llenar el la pregunta

"

es al contrario. con un vaso A. ((se oye /a voz del estudiante diciendo "el
doble::") ) cuanto del vaso A necesitas para llenar un vaso C

un cuarto=

=y porque un cuarto ( (pausa)) mira Tcua::troT veces - necesitas cuatro vasos
de estos para llenar este. ahora la pregunta es al

( (serialando el vaso A)). - obviamente este es mas grande o sea no se

revés con uno de estos

necesita un vaso completo, se necesita menos del vaso, la pregunta es cuanto
menos o sea cuanto de este vaso ( (serdalando el vaso A))
la mitad? =

=la mitad? y porque la mitad?

la mitad seria e:ste ( (serdalando el vaso B))

la mitad seria este ( (sedalando el vaso B) ) correcto. —-- entonces para llenar
este ( (seralando el vaso C)) cuanto de este vaso ( (sefalando el vaso A))

necesitas

266 Este episodio entre profesor-estudiante, por cuestiones técnicas, quedé separado en dos grabaciones

diferentes, y por eso se presenta separado en dos didlogos.
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6:57 A: (tre:s)

7:04 P: para llenar. - si fuéramos a llenar. o sea si fuera con este ( (seralando el vaso
C) ), cuanto de este ( (sedalando el vaso A)) vaso necesitamos para llenar este

7:10 A: la mitad=

P: =la mitad. de este ( (serfalando el vaso B) ) seria solo la mitad y ya me habias
dicho que este de aqui ( ( sefdalando el vaso C) ) era la mitad de este ( (serdalando
el vaso B)) si o sea que para llenar este ( (sedalando el vaso C)) necesitamos
la mitad de este ( (serdalando el vaso B)). entonces cuanto de todo este
( (serialando el vaso A) ) necesitamos para llenar uno de estos ( (sedalando e/
vaso C))

7:29 A: do::s=

P =Um.hu

Didlogo 15. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_09_11

0:01 A: cuatro veces?

0:02 P: sil este ((sedalando el vaso C)) cabe cuatro veces en este ( (serdalando el
vaso A)) totalmente de acuerdo. De esas cuatro partes que hay aqui ((en e/
vaso A) ), cuantas necesitamos para llenar este? ( (sedalando el vaso C))

( (pausa) )

0:11 A: (nada::)

0:12 P: nada?=

A: =(nada)

0:14 P: si::: si se necesita algo. o sea si yo vaseo?® aqui algo. algo vaseo aca. o sea.
yo tengo el vaso lleno ((e/ vaso A)), cuando vaseo el vaso aqui: ((en e/
vaso C) ), cuantos - me quedan aqui ((en e vaso A))?-- o sea aqui ((en
el vaso A)) me queda algo y vacié algo aqui ((en el vaso C)), esa es la
pregunta que me estan haciendo, eso que yo estoy vaciando, cuanto es de todo
el vaso, es la mitad o menos de la mitad?

0:36 A: (menos de la mitad)=

P: =es menos de la mitad. por qué es menos de la mitad?
( (poco audible la respuesta del estudiante) )

0:44 P: claro!, porque con este ( (sedalando el vaso A)) seria la mitad y este
( (seralando el vaso C)) es el mas pequefio. pero qué tanto entonces es esa:-
qué tanto menos:- o sea
( (pausa) )

1:00 P: ahorita miramos

La extensa intervencién del profesor en la entrada 5:36 estd intentando mostrar la

diferencia entre las dos preguntas que aparecen en la tarea: una de ellas, que ya habia sido

respondida por el estudiante, indaga por la relacién de multiplicidad que hay entre el

volumen del vaso A y el volumen del vaso C (a saber, el volumen del vaso A es cuatro veces

el volumen del vaso C), y la otra, a la que se enfrenta en este momento, estd centrada en la

267 Nota del autor. Esta expresion es de uso coloquial y refiere a la accién de pasar el contenido de un
recipiente a otro.
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relacién reciproca; es decir, cuanto del volumen del vaso A es el volumen del vaso C. Si bien
en la entrada 6:21 el estudiante responde “un cuarto”, y parece dar a entender que ha
comprendido la situacién, con la interpelacién del profesor pidiendo una explicacién, y la
respuesta del estudiante en tono interrogativo (entrada 6:46) que denota duda, muestra que
no hay tal comprensién. La conversacién suscitada entre las entradas 6:46 y 6:50 muestra
que el estudiante comprende cuando entre dos cantidades una es la mitad de la otra. Pero
en este caso debe realizar la composicion multiplicativa de dos mitades (el volumen del vaso
C es la mitad del volumen del vaso B, y este a su vez es la mitad del volumen del vaso A),
y esa composicién es la que no comprende en el momento, como se evidencia en la entrada
6:49 0 7:10. Después de la explicacién dada por el profesor en la entrada las 7:10, una nueva
respuesta en la entrada las 7:29, y la inmediata negacién del profesor, el estudiante enuncia
en un tono interrogativo (denotando duda en la respuesta) “:cuatro veces?” (entrada 0:01
de la segunda parte del didlogo). En este momento el profesor responde afirmativamente y
parafrasea la respuesta, para luego preguntar por la relacién en el otro sentido, obteniendo
una respuesta un tanto sorprendente por parte del estudiante: “nada” (entrada 0:11). Esto
es afirmado en la siguiente entrada cuando el profesor parafrasea lo dicho por el estudiante
y en tono interrogativo, obteniendo la misma respuesta del estudiante. Esta respuesta del
estudiante es clave, pues ese “nada” en realidad significa que no necesita un vaso completo,
pero como en los casos a los que seguramente estd acostumbrado, en donde las cantidades
menores miden a las mayores, el resultado es uno o méas de uno, entonces como en esta
situacién no alcanza a ser uno, pues no es nada, es cero.

Sigue entonces una extensa intervencién del profesor (entrada 0:14) en la cual, a partir
de evocar el proceso fisico de llenar unos vasos con los otros, intenta mostrar que cuando
la cantidad tomada como unidad de medida es mayor que la cantidad que se quiere medir,
si bien no se necesita la unidad completa, se requiere una cierta cantidad de esta unidad, y
que la pregunta es, entonces, cudnta cantidad de esa unidad de medida se necesita para
completar la cantidad de volumen que se quiere medir. Después de esta explicacién, en la
entrada 0:36 el estudiante estima que necesita menos de la mitad del volumen del vaso A
para llenar completamente el vaso C, en tanto el volumen del vaso C es menor que el del
vaso B, y el volumen del vaso B es la mitad del volumen del vaso A.

A pesar de que no se logra que el estudiante llegue a una respuesta correcta, la

estimacién prenumérica de una relacién para esta medida (menos de la mitad), como se vera
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mas adelante, es un elemento clave en la comprensién de este tipo de relaciones entre
cantidades (relacion n-észma) en donde la cantidad mayor es la unidad de medida para medir
a la menor. Otro elemento importante que resalta este didlogo es la comprensién de que en
este tipo de situaciones opera un cambio en la unidad de medida en el proceso de medicién:
de medir la cantidad mayor tomando como unidad de medida la menor, a medir la cantidad
menor tomando como unidad de medida la cantidad mayor.

Situacién similar se puede identificar, por ejemplo, en la transcripcién del archivo de
audio 2008_11_18_09_03_Grado_4-Fracciones-Volumenes (ver Anexo 3) en donde ante la
pregunta de cuanto se llena del volumen del vaso A con el volumen de un vaso C, en primera
instancia el estudiante responde “uno” (entrada 3:10), seguramente pensando en que el
contenido de un vaso C cabe totalmente en el vaso A (aunque no lo llena por completo),
algo asi como si el volumen del vaso C siguiera siendo la unidad de medida. Como en el
caso anterior, con la referencia a los casos en los que el volumen de un vaso determinado
es la mitad de otro vaso (por ejemplo lo vasos A y B) se logra hacer evidente el cambio en
la unidad de medida.

El didlogo 16 muestra cémo el profesor busca que los estudiantes comprendan el
cambio en la unidad de medida cuando se mide la cantidad menor con la mayor; este cambio
es la base para poder pasar de la razén n-veces a la razén n-ésima. Como puede verse a lo
largo de todo el didlogo, la relacién de multiplicidad entre un volumen mayor y uno menor
es la base para la comprensién de la relacién n-ésima parte de... del menor al mayor, y lo
que sucede entre las entradas 1:27 y 1:43 muestra que para que lo uno pueda ser la base
para comprender lo otro, es fundamental “ver” el cambio en la unidad de medida: de indagar
por cuantas veces la cantidad menor se necesitan para completar (llenar) la cantidad mayor,
se pasa a preguntarse “cudnto de la cantidad mayor completa (llena) la cantidad menor”, y
la explicacién del profesor en la entrada 1:50 recurre a la accién fisica de llenar los vasos,
mostrando que en un caso el vaso se llena con el pequeiio, pero que en el otro, es el vaso
grande el que se usa para llenar el pequefio (el resto del didlogo usa esta idea para
preguntarse quién llena a quién, o con cuédnto se llena). Ademas, la explicacién dada por el
profesor a los estudiantes en la entrada 1:50 1lama la atencién sobre otro hecho importante,
ya no en funcién de la relacién entre las cantidades y el estatus de unidad de medida de una
u otra, sino en funcién de la forma como se redactan las preguntas a través de las cuales se

presenta la tarea: los enunciados de las preguntas a través de los cuales se pide a los
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estudiantes realizar un tipo u otro de comparacién cambian continuamente su estructura
gramatical, de tal manera que, por ejemplo, en unas ocasiones el enunciado en s mismo es
una sola pregunta, y en otras se compone de varias afirmaciones y termina con un enunciado
en forma de pregunta; si en un momento se pregunta por cuantas veces contiene la cantidad
mayor a la cantidad menor, en otro se pregunta por cudntas veces la cantidad menor es
contenida en la cantidad mayor, etc. Asi podria entenderse el énfasis en las dos
explicaciones dadas por el profesor en las entradas 1:50 y 2:36 para llamar la atencién sobre
la necesidad de leer con cuidado cada enunciado (y la confesién final en la entrada 2: 43 de
que “aveces ... laredaccién no es buena”), de tal forma que se pueda determinar qué cantidad
se estd usando como unidad de medida, y qué cantidad es la que estd siendo medida (para
el caso de este didlogo, en el que se trata de voliimenes, qué vaso se usa para llenar otro

vaso, y qué vaso es el que debe ser llenado).

Didlogo 16. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_09_11

71:08 A: cuanto es el volumen del vaso B es. e. en el volumen del vaso D?

1:13 P: cuanto del vaso B es el volumen del vaso D?, es una pregunta similar a la
anterior

1:21 A2: o sea. con cua:nto lleno. con con cuanto lleno. con cuanto tengo

( (poco audible) )

1:26 P: por ahi es la idea

1:27 A: con cuantos de estos lleno este

1:29 P: aja::: - no! no, no, no la pregunta no es cuantas de esta llena esta, sino

1:36 A: cuanto:-

1:37 P: cuanto del volumen del vaso B es el volumen del vaso D y vas a llenar

1:43 A2: con cuanto de este ( (sedalando el vaso B)) lleno este? ( (seralando el vaso
D))

1:44 P: con cuanto de este ( (sefalando el vaso B) ) se llena?

1:46 A: un cuarto

1:48 P: es similar al anterior=

A:  =A: yal

1:50 P: ojo que es que ahi la. las. la redaccion de las preguntas hace que sean, mu::y
parecidas. entonces ahi tienen que (leer). leer muy bien para saber quién van a
llenar con quién. si llenan el vaso grande con el pequefio. o si es con el vaso
grande -- llenar el pequefio o con el vaso pequefio llenar el grande, son las dos

2:14 A2: por ejemplo si este ( (sedalando el vaso B)) se llena en este ( (sefalando el
vaso C)) es la mitad, digo

2:18 P: si fuera este. si con este ( (serdalando el vaso B)) fuéramos a llenar este
( (serialando el vaso C)), solo necesitamos la mitad. - pero si con este
( (seralando el vaso C)) vamos a llenar este ( (sedalando el vaso B))

2:25 A2: necesitamos dos= ((a/ mismo tiempo el ofro estudiante dice uno) )

P: =necesitamos dos=

A: =ahj sij dos=
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P: =necesitamos dos. si con este ( (sedalando el vaso D)) vamos a llenar este
( ( serialando el vaso B) )
2:31 ( ): necesitamos cuatro= ( (a/ tiempo responden los dos estudiantes) )
P: =necesitamos cuatro. pero si con este ( (sedalando el vaso B)) vamos a llenar
este ( (sedalando el vaso D))
2:35 A2: un cuarto
2:36 P: necesitamos la cuarta parte. el asunto es que que tienen que leer muy bien las
preguntas
2:41 A: si fuéramos a llenar este ( (sedalando el vaso D)) necesitamos un octavo
( (seralando el vaso A))
2:43 P: necesitamos un octavo correcto, esta muy bien. entonces cual es el asunto, eso

esta bien entendido por ustedes, el

redactadas,

Las respuestas que se ven en
las figuras 54 y 55 evidencian
igualmente esta dificultad con la
redaccién de las preguntas (por
ejemplo las respuestas 2, 4 y 6 en
la figura 55), pero ademds, por la
los estudiantes

manera Ccomo

redactan las respuestas se
evidencia la importancia de variar
la estructura sintactica de la
pregunta (de esa forma, sin variar
la estructura de las relaciones

entre las cantidades, el enunciado

hace la misma pregunta de una

a veces —-—

asunto es que cuando estan las preguntas
la redaccion no es buena.

(CEEERS

o/@Ee

l. tl volumen del V50 %, cab® 2 weces en e,} ugSox
2.Los veces que estoy conteniendo el Wh{en del vogo B
@b fl volumen del waso P o5 de 2 weces.

Y

'3,Cl velumen del vaso B, es 2 veces el volumen del wso

()

4Eel volumen del vaso B, Contiene la mitad del velumen
del vase C. ‘

8.Glvelumen del vase B, es el doble del voso C*\
G.%) yelymen dol vaso D, centiene la mitad del vaso
C.

Figura 55. Ejemplo de respuesta en tareas sobre medicion de voliimenes.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_+._Estudiante_2 p.2

manera distinta), para evitar respuestas estereotipadas al formato de la pregunta, y por

ende, obligar al estudiante a preguntarse por cual es la cantidad que se toma como

referencia (unidad) y cudl la cantidad que debe ser medida.

De lo mostrado se puede entonces concluir que, dadas dos cantidades, una de las cuales

es un multiplo entero de veces la otra, para los estudiantes es relativamente facil

comprender dicha relaciéon de multiplicidad si se establece a través de un proceso en el que

la cantidad menor mide a la mayor. Sin embargo, establecer ahora la medida de la cantidad

menor, tomando como referencia la cantidad mayor, es un proceso que no es fécil de
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comprender por los estudiantes, en primer lugar, porque lo que se hace visible a sus ojos es
la relacién de multiplicidad de la mayor con respecto a la menor, y en segundo lugar, aunque
puedan visualizar que la cantidad menor ocupa una cierta cantidad de la mayor, cuantificar
cudnto es esta cantidad con respecto a la mayor termina siendo ocultado por la relacién
entera, expresada en la cantidad de veces que la cantidad menor es contenida en la mayor.
Aunque suena obvio, s6lo cuando se comprende el cambio en la unidad de medida se logra
establecer la cuantificaciéon de la cantidad menor, tomando la mayor como unidad de
medida. Dicho de otra forma, la razén n-veces entre las dos cantidades, domina a la razén
n-éstma entre ellas, y en tanto no se comprenda el cambio en la unidad de medida que opera
desde cuando se establece la relacién de la mayor con respecto a la menor, a cuando se
determina la relacién de la menor a la mayor, no es posible comprender la relaciéon n-ésima
a partir de dicha razén entera. Sin embargo, como se mostrard en la seccién 6.3.2, esta
dualidad entre la razén n-veces y la razén n-ésima fue fundamental para generar una base

tirme en la comprensién de un sentido para la segunda a partir de la primera.

6.2.2 Comparar cantidades: tension entre la percepciéon numérica y
prenumérica de la razén

El otro elemento de tensién importante en este proceso de medicién de cantidades,
como ya fue brevemente esbozado en péarrafos anteriores, tiene que ver con la percepcién
prenumérica de la relacién entre las dos cantidades propuestas cuando la mayor se usa como
unidad de medida para medir la menor. Es decir, es claro que los estudiantes logran con
tacilidad una percepcién numérica de la relacién entre dos cantidades cuando una cantidad
mayor es medida exactamente con una cantidad menor, lo que se expresa, bien a través de
una razén (el doble de, el triple de, etc.) o bien a través de un numero (2, 3, 4, etc.),
generalmente acompaniado de “veces”. Sin embargo, cuando se trata de la medicién en el
sentido inverso, es decir, la mayor tomada como unidad de medida para medir la menor,
hay un momento inicial en que dicha relacién, o mejor atn dicha razén, es percibida de
torma prenumérica, lo que se evidencia en expresiones como “més de la mitad”, “menos de
la mitad”, “como tres veces”, etc. Evidencias de este tipo se encuentran, por ejemplo, en el
didlogo 15, entrada 0:36 a 0:44, en el didlogo 17, entradas 5:14 a 5:19, en donde las
expresiones de los estudiantes refieren que estdn midiendo el volumen del vaso pequeiio
tomando como unidad de medida el volumen del vaso grande, lo cual es un indicador de

que el estudiante esta centrando la mirada en la relacién parte-todo de la cantidad menor a
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la mayor, pero al mismo tiempo indica que el estudiante no logra comprender cémo
establecer dicha cuantificacién en el sentido contrario, pero sf establece un estimativo de la
misma. Esta percepcién prenumérica de la razén toma como base las razones que ya estan
plenamente identificadas por los estudiantes como por ejemplo la razén “un medio de...”
(como se puede ver en el didlogo 20, desde la entrada 13:38 hasta la entrada 13:43), en

»

donde la relacién “mitad de...” es la base para estimar la relacién “un cuarto de...”

estimando inicialmente que se trata de menos de la mitad.

) Didlogo 17. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_09_11 )
4:13 P: si vas a llenar este vaso con este ( (seralando el vaso C) ), cuanto del contenido
de este vaso ( (sefalando el vaso B) ) necesitas?

4:20 A: si voy a llenar este: ( (seralando el vaso B))
4:22 P: no! vas a llenar e:ste ( (seralando el vaso C)) - usando este ( (seralando el
vaso B) )=
A: =a.ja=
P: =cuanto de todo el vaso necesitas - ( (pausa) ) - un momentico, hagadmoslo
entonces al revés, cuantos de este ( (seralando el vaso C) ) necesitas para llenar
este ( (seralando el vaso B)) -- ese ya lo habian hecho, necesitas dos:: -
este lo llenas con dos, entonces - uno de estos ( (sedalando el vaso C)),
cuanto del contenido de aqui ( (sedalando el vaso B) ) necesitas para llenar
este? ( ( sefalando el vaso C) )
4:48 A: uno
4:49 P: no necesitas todo el vaso, necesitas un medio del vaso
4:54 A: la mitad=
P: =la mitad, por qué la mitad?
4:57 A: porque::: este ( (serdalando el vaso C)) es dos ( )
4:58 P: a.ja claro, entonces para llenar este ( ( sefalando el vaso C)) necesitas solo la
mitad de este ( (serdalando el vaso B) ). - ahora este, cuantas veces cabe aqui?
( ( seralando el vaso D))
5:07 A: cuatro
5:08 P: entonces para llenar este de aqui ( ( sedalando el vaso D) ), cuanto del contenido
total necesitas? ( ( sefalando el vaso B) )
5:14 A: m::
5:15 P: la mitad, mas de la mitad, menos de la mitad
5:17 A: mas de la mitad=
5:18 A2: menos, menos
5:19 P: menos de la mitad, y como qué tanto?
( (pausa) )
5:28 A: un cuarto?
5:29 P: vy, por qué un cuarto?
5:33 A: pues porque necesitamos cuatro veces este para llenar este ( (serdalando el vaso
B))
5:40 P: a.ja, si
5:42 A: un cuarto?
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5:43 P: si

5:45 A: y como escribimos un cuarto?

5:46 P: hay varias maneras, lo puedes escribir en palabras, <un cuarto>
5:51 A: ah:::

5:53 P: esa es una manera, si

Asi entonces, esta percepciéon cuantitativa prenumérica de la relacién (razén) entre dos
cantidades, que también habfa sido identificada en el andlisis realizado sobre las practicas
matematicas de los estudiantes del grado 3 para el caso de las razones enteras, surge ahora
nuevamente como un factor importante en la comprensién de las razones no enteras entre
cantidades en el caso de que se tome la mayor como unidad.

Ademds, y como se analizara a continuacién, si bien los didlogos anteriores muestran
que la comprensién de la razén entera entre dos cantidades puede ser vista en un cierto
momento del proceso como un obstaculo para comprender la razén n-ésima; en todo caso,

la razén n-veces es la base para comprender la razén n-ésima parte de. ...

6.8 Cuantificar la razén: nombrar, representar, operar con las
fracciones

6.8.1 La fraccién como parte: un obstdculo diddctico

En la tarea de medicién de 4reas, en donde utilizaron el rompecabezas geométrico, el
profesor dicté las preguntas que se muestran en la figura 56, que en esencia contienen una

manera tipica (al menos en el sistema educativo colombiano) de realizar preguntas a los

eflexionernss (on o tangram
L& Qoe Pc\r“e de Bes AT .
2iQue pocte & Besc? :
3.6Que parfe de Aes EP
4.éQue jatte de B es EP

8.C0uc parte de FesE? ¢

6.t Que parke de © esD? c
3.i0ue porte de) condeado tofal es BP :

8,iGue parte de wadro tetal es @ P

9, sQw garte de cuadrg dotal EF E 0

Figura 56. Ejemplo de preguntas en tares sobre medicion de dreas.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_2 p.20
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estudiantes cuando se quiere que establezcan la relacién n-észma entre dos cantidades.

Las respuestas dadas por un estudiante (ver figura 57) ponen en evidencia una
problematica en la comprensién de la relacién n-ésima entre las cantidades comparadas, lo
cual indudablemente se debe a lo que estas preguntas refieren. Nétese que de la segunda
pregunta a la quinta, donde las relaciones son de 1 a 2, y donde es facil establecer cudntas
veces se debe repetir una ficha de menor tamafio para completar la otra (es mas: que la
repeticiéon de la ficha menor cubre totalmente la ficha mayor), todas las respuestas son
dadas en términos de la relacién de multiplicidad de la menor con respecto a la mayor, y
con expresiones que aluden a la relacién espacial entre las fichas. Esto se ve con mas fuerza
en las ultimas tres respuestas, donde se responde especificamente por el lugar que ocupa la
ficha en relacién al cuadrado formado por todas las fichas.

Noétese entonces como las Resp;esfas
respuestas dadas son totalmente | | o mted & A % lo porte B,

coherentes con la forma como se %€l doble & Cel lapacke B,

3.6l okle de E es la parft A,

4.€l cuadrople d& € e fo parfe B.

refieren a un proceso de medicién, g €| dddg de F &5 la gore €.

tampoco refieren a las cantidades ©-@ € cvalro vees dvidide de D.

7.Lo parte del wedrado wtal d&e B &5 o esgeina
derecha ¢ apribe..

comparacion. (b) La expresion “qué g | o parle del wodnde {ofal de B s Jo esgiing iagquitda de

realizaron las preguntas: (a) No

sobre las cuales se estad pidiendo la

. afribe.
parte de...” alude més bien a una 0.lo pode &kl cwadm tafol de € &5 la esquan itguiarda de
ubicacién espacial de la parte con ooy,

Figura 57. Ejemplo de respuesta en tarea sobre medicion de dreas.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_2 p.20.

necesariamente a una cuantificacién de la relacién (razén) entre ambas. (c) Ademas, las

respecto al todo, 'y no

letras en mayuscula utilizadas en cada una de las preguntas, méds que aludir a la cantidad
de area de cada una de las piezas del rompecabezas, se refieren mas bien al nombre de cada
ticha como pieza.

El siguiente didlogo (tomado de una de las tareas sobre las banderas) muestra que esta
idea de la fraccién como parte es un obstdculo para la comprension de la razén n-ésima que
relaciona dos cantidades, pero a su vez, indica una salida fundamentada en la comprensién

de los procesos de medicién tomando la cantidad mayor como unidad de medida.?%®

268 Como se puede ver en el capitulo 4 (matematicas en la antigua China o India), otra salida es determinar
cudntas veces contiene la cantidad menor a la mayor (dividir la cantidad mayor entre la menor), y la
cantidad que sobra (el residuo), se expresa como unarazén de la cantidad menor a mayor (fraccién propia),
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Didlogo 18. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_01_19_08_34 )
qué fraccion de la bandera de Chile esta coloreada de rojo, qué es lo que me
preguntan ?

profe pero no ((no es entendible) )

qué es lo que nos pregu:ntan?, es que
cuando yo digo qué fraccién de la
bandera de Chile esta coloreada de
color rojo ( ("es /a de abajo” responde
el estudiante) ) si, yo sé que es este
pedazo de aca abajo es rojo pero que

es lo que nos preguntan
pero pro:. Figura 58. Bandera de Chile

si, yo sé que este pedazo de aca es rojo, cierto? cierto? entonces si a mi me
dicen, <QUE FRACCION de la bande:ra>? a qué se refiere esta pregunta?

qué parte?

qué parte de la bandera. y si yo digo que esta parte de aca abajo es la roja,
entonces qué parte de la bandera esta coloreada?

la. la de abajo. la ultima ( (varios estudiantes al tiempo) )

qué parte de la bandera es?=

=cuanto es? esto que esta coloreado, cuanto es de toda la bandera?

ah::: 1|

mirela bien, es esta parte de aca abajo

la mitad

la mitad=

=la mitad

por qué es la mitad?

por qué es la mitad?

AH::: porque:- porque:- porque

a: mire:— mire. - haga de cuenta que. es. esto es blanco no. ah!: no:- no:-
mentiras esto es mas gordo que éste, éste es mas chiquito

no:: no se fije en eso ahorita que si es mas=

=es por eso, porque mire éste ( ) hace parte de este ( (sedalando la parte
de rojo con respecto al resto de la bandera) )- y como es la mi. mitad. es. es.
( ( "es la mitad” dice otro estudiante)) es la mitad. ésta es la mitad de éste
de todo el. de todo

de toda la bandera=

=y como sabe que es la mitad?

cémo uno hace para saber que ésta roja es la mitad?

pues porque:: esto hace como una separacion ( (refiiendo la separacion entre la
franja de color rojo y las otras dos franjas de colores) )

si, pero:: como hago yo para saber. por ejemplo, si yo cojo esta hoja y la doblo
por aqui: ( (doblando la hoja en dos partes) ), aqui la doble por la mitad?

no:

., . m L. .
lo que se expresaba en una notacién mixta de la forma a + — No se encontr6 evidencia de esta forma de
n

aproximacién en las préacticas matematicas de los estudiantes de este grado.
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1:43 P2: por qué no?

1:44 A: porque estd muy baji:to

1:46 A2: porque NO ESTA EN PARTES IGUALES
1:48 P: porque no estd en partes iguales

1:49 A: u.ja

Al inicio los estudiantes manifiestan no entender la pregunta que se les esta haciendo:
“¢qué fraccién de la bandera esta coloreada de rojo?” En la entrada 0:11 el profesor repite
la pregunta, al tiempo que uno de los estudiantes dice que es la parte de abajo de la bandera,
lo que el profesor (entrada 0:23) intenta aclarar preguntando a los estudiantes qué
entienden cuando se les pregunta “qué fracciéon...” (pronunciando esta parte de la frase en
un tono més alto de lo normal). Uno de los estudiantes parafrasea lo dicho por el profesor
(entrada 0:35), lo cual es atirmado por ¢l (entrada 0:36) y reiterado al preguntar “qué parte
de la bandera estd coloreada...”, obteniendo por respuesta, al mismo tiempo por los dos
estudiantes: “la de abajo, la Gltima”. N6tese que la respuesta dada por los estudiantes es
correcta, pues la pregunta alude a la relacién espacial de la franja de color rojo en la
bandera, con respecto a toda la bandera, pero el profesor rechaza esta respuesta (lo que se
evidencia al insistir en la pregunta por la parte, sin respuesta por parte de los estudiantes),
pues lo que tiene en mente es la cuantificacién de la relaciéon entre la cantidad de 4rea
coloreada de rojo con respecto a la cantidad de 4rea total de la bandera. En ese momento
se da una intervencién del investigador, preguntando a los estudiantes cuanto es lo que
estd coloreado de rojo de toda la bandera,?®® y la exclamaciéon “Ah...!I” de los estudiantes
muestra que han comprendido, lo que se ratifica en el cambio de respuesta “la mitad”.27°
Cuando se hace referencia al “cuanto es...” en vez de a “qué parte es...”, la respuesta
muestra un cambio de foco desde la organizacién espacial de las partes con respecto a la

bandera, a la cuantificaciéon de la relacién entre la cantidades.

269 Nétese que la intervencién del investigador tiene dos partes, una primera en la que solo pregunta
“scudnto es?” y la otra en la que expresa su pregunta de manera mas amplia, mostrando qué partes de la
bandera son las que se deben comparar: “esto... ¢cudnto es de toda la bandera?”. Este cambio es el
enunciado fue fundamental en la comprensiéon de la situacién por parte de los estudiantes, pues la
pregunta inicial del investigador era ambigua y dejaba implicita las cantidades que se debia comparar.
Sin embargo, la expresion “cuanto es de la bandera” puede todavia referirse al pedazo rojo y al dibujo de
la bandera y la respuesta “la mitad” puede seguirse refiriendo a la mitad fisica, aunque la palabra “cuanto”
no necesariamente implica que el nifio que responde ha tomado conciencia que hay una cantidad de cierta
Magnitud en juego.

270 En este mismo archivo de audio se pueden ver otros momentos similares (ver Anexo 38), en donde muestra
la misma interpretacién de la pregunta por “la parte” como una referencia a la localizacién de la franja
con respecto a la bandera.
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En el resto del didlogo se pide a los estudiantes que expliquen por qué es la mitad, y a
partir de lo expresado por ellos se ve que la idea de parte sigue produciendo interferencia,
en tanto la referencia inmediata es a la cantidad de partes (entrada 1:30, refiriendo que la
franja de color rojo ocupa una parte de la bandera y los otros dos colores la otra parte),
asumiendo la parte como una regién del espacio visual, y por ende, sin considerar de manera
explicita la congruencia entre ellas. De ahf en adelante el profesor presenta un ejemplo a
los estudiantes en el que divide una hoja en cuatro partes, todas desiguales, para intentar
mostrar que es necesaria la igualdad en las partes. La parte final de este didlogo (no
presentado aqui, pero que puede ser consultado en el Anexo 3) muestra que la referencia a
las partes, incluso contando la cantidad de partes en que se ha dividido la unidad, y
considerando que las partes sean iguales, no es suficiente para comprender la razén n-ésima
entre la parte y el todo: es necesaria la conciencia de la igualdad en la medida de las partes,
medida con respecto a una determinada cantidad de magnitud, y por ende, de un proceso
de medicién.?7!

De lo dicho anteriormente se evidencian dos hechos significativos: primero, pensar la
relacién no entera entre un par de cantidades en términos de partes es un obstéculo para la
comprension de la cuantificacién de la relacién métrica que estd efectivamente detréds del
proceso de establecer la razén entre dos cantidades, cuando la mayor se toma como unidad
para medir a la menor. Segundo, se evidencia que una referencia explicita al “cudnto es” una
cantidad con respecto a la otra es una mejor manera de preguntar por la cuantificacién de
la razén que expresa la relacién métrica entre ambas cantidades. Sin embargo, si esta
pregunta por la cuantificacion no esta enfocada en el proceso de medicién de cantidades de
una magnitud explicitamente resaltada, sino en el conteo de las partes en que se divide la
unidad, de nuevo se pierde el foco sobre el proceso de medicién asi se haga referencia
explicita a la necesidad de la igualdad de las partes. Lo anterior en tanto al poner el acento
en el proceso de conteo no se hace referencia explicita a la Magnitud sobre la cual se realiza

el proceso de medicién, y por lo tanto, no hay claridad acerca de cudl es el criterio para

271 Es importante resaltar que esta forma de referir las partes es suficiente para resolver muchos de los
problemas que los nifios enfrentan en su vida cotidiana, en donde por ejemplo, distribuir equitativamente
una porciéon de comida entre varios, es una actividad que se hace “a 0jo”, con base en la comparacién
espacial de las partes. Lo fundamental es que se vean “como iguales” de acuerdo a cierto criterio espacial
de forma y tamafio que centra la atencién en un proceso de medicién (no numérico). Pero ademds, en las
actividades précticas de la vida cotidiana, la mitad también alude a referencias espaciales, como por
ejemplo, “el de la mitad” o “el centro del campo”, en donde la referencia no es a una medida, ni a una
divisién de las partes, ni mucho menos a la congruencia de las mismas.
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definir laigualdad en las partes. Esto es, es necesaria la referencia a la medicién de la parte
como cantidad de alguna magnitud con el todo como unidad para poder cuantificar la
relacion n-ésima parte de... de la parte con el todo. Cuando la “parte” o la relacién “parte-
todo” son introducidas en el aula de clase sin una nocién explicita de la medida de
Magnitudes y cantidades se genera un obstaculo didéctico para el estudio de la razones no
enteras, pues solo queda el recurso de partir la unidad en partes iguales (igualdad en forma,
en tanto no hay posibilidad de medir, que no es lo mismo que igualdad en la medida con

respecto a una cierta cantidad de magnitud) y tomar una de esas partes como la fraccién !

=

. Asi, la relacién n-ésima parte de... que cuantifica la razén de la parte al todo se confunde
con el operador que parte la unidad en n-partes iguales (operador fisico), y no se identifica
con el operador que produce una cantidad n-veces mas pequefia de la cantidad unidad
(operador matematico), o como se verd a continuacién, que produce una cantidad que por
ser contenida n-veces en la cantidad unidad es la n-ésima parte de la cantidad unidad. Ademads,
al no hacer explicita la Magnitud sobre la que se deben realizar las mediciones y posterior
comparacién de cantidades de tal magnitud, las referencias a las condiciones espacio-
temporales de la parte y el todo, y el conocimiento cotidiano sobre la particiéon de objetos
tisico se constituye en el Gnico recurso del alumno tanto para comunicarse con el profesor,
como para resolver el problema que se le presenta, y ese conocimiento, resistente al cambio,

opera ahora como una forma de obstédculo epistemolégico.

6.8.2 Composiciéon de razones y razones enteras definen la razén n-ésima

Didlogo 19. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_08_16

70:01 P: sil parate y hablamos. - entonces. para llenar el vaso B:. - cuanto del contenidor
del vaso A necesita?
0:08 A: la mita:d=
P: =por qué?
0:10 A: porque el vaso B:. - >se necesitan dos para llenar el A<?=
P: =u.ju::
0:16 A: entonces, la mitad es un. un vaso B y la otra mitad (es un vaso B)
0:19 P: correcto y entonces a ver por ejemplo aqui en este caso del vaso. - del vaso
c?
0:25 A: es el. la mitad de la mitad
0:27 P: la mitad de la mitad. o sea cuanto del contenido del vaso A requerias para llenar
el vaso C?
0:32 A: era la mi.-tad. - de la mitad?
0:37 P: o sea:
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0:39 A: digamos la mitad del vaso B=
P: =si=
A: =(entre) la mitad. estoy sacando la mitad del vaso B. y la mitad del vaso B es
el vaso C. - asi
0:48 P: y hay otra manera de decirlo? para no decir la mitad de la mitad?
0:54 A: um::: no sé
0:58 P: bueno dejémoslo por ahora asi. pero hay una manera de decirlo més. més

facilmente. - cuantos vasos C necesitas para el A? — o sea del vaso C necesitas: -
( ) no C...

1:11 A: necesito cuatro
1:12 P: cuatro vasos para llenar el vaso A
1:16 A: pero aqui coloco la mitad=

P:

=si::

Entre las entradas 0:01 y 0:16 se evidencia cémo la relacién “ser la mitad de” es
comprendida con base en la relacién “ser el doble”. Esto es, porque se sabe que para llenar
el vaso A se necesitan dos vasos B (entrada 0:10), entonces se tiene la certeza de que para
llenar el vaso B, se necesita la mitad del contenido del vaso A.272 El estudiante no estd
totalmente convencido de saber cuantos vasos B se necesitan para llenar un vaso A, y esto
se evidencia en la disminucién del ritmo de enunciacién cuando pronuncia su respuesta en
forma interrogativa, pero la afirmacién del profesor le da la seguridad que requiere para
decir afirmativamente, en la entrada 0:16, que cada una de las dos mitades del vaso A se
llena con un vaso B. Nétese como esta tltima entrada muestra que el estudiante comprende
que un vaso A (como unidad) estd compuesto por dos mitades, y que cada una de esas
mitades es equivalente al contenido del vaso B.

Desde la entrada 0:25 hasta la entrada 0:48 se inicia otro didlogo en el que se indaga
por una forma equivalente para la relacién “la mitad de la mitad”. En la entrada 0:25 se ve
que el estudiante tiene claro que el contenido de un vaso C es la mitad de la mitad del
contenido de un vaso A (esto seguramente mediado por el hecho de que conoce que el
contenido del vaso B es la mitad del contenido del vaso A, y el contenido del vaso C es la
mitad del contenido de un vaso B). Luego, en la entrada 0:27 el profesor pregunta cuinto
del contenido del vaso A serd entonces el contenido de un vaso B (esta buscando que el

estudiante vea que “la mitad de la mitad’ es equivalente a “la cuarta parte de”), pero el

272 Este didlogo es ilustrativo de las confusiones entre volumen y capacidad anotadas al inicio de este
capitulo. Nétese como algunas veces se habla del contenido de un vaso, otras veces del volumen de un
vaso, y otras veces se menciona el nombre del vaso (por ejemplo “vaso D”) para referir ambiguamente a
la capacidad o al volumen.
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estudiante responde con una forma interrogativa que denota duda (entrada 0:32). Ante la
expresiéon del profesor “o sea” (en un contexto de enunciacién que exige una explicacién),
el estudiante solo reafirma la relacién que hay entre el contenido del vaso Cy el vaso B, a
saber, que el contenido del vaso C es la mitad del contenido del vaso B. Ante la insistencia
del profesor (entrada 0:48) por otra forma de expresar dicha relacion, el estudiante responde
que no sabe. Es de notar que en esta Gltima forma de interrogar al estudiante, el profesor
pregunta por otra manera de expresar la relacién “mitad de la mitad”, y no profundiza por
la relacién cuantitativa entre el volumen del vaso C y el volumen del vaso A. Quizas esta
insistencia del profesor en la bisqueda de una expresién nominal para decir lo mismo, y no
en la busqueda de la relaciéon cuantitativa entre los volimenes de los dos vasos, es lo que
impide que el estudiante logre lo que el profesor quiere que haga.

El siguiente didlogo muestra una situacién similar, pero en este caso se presenta por
parte del profesor una orientacién mas hacia indagar por la relacién cuantitativa entre la

parte y el todo, logrando que los estudiantes comprendan por qué “la mitad de la mitad” es

lo mismo que “la cuarta parte de”.

) Didlogo 20. Fragmento tomado del archivo de audio 2008_11_18_08_16
13:08 P: cudl? ésta?
13:09 Al: si

13:10 P: cuanto del volumen del vaso B? cual es mas grande?
13:13 (): el B
13:14 P: entonces le estan preguntando, cuanto del volumen de B se llena: - se llena con
el volumen de D?
13:20 Al: o sea:: cuantas veces D cabe en B?
13:22 P: esa era la otra pregunta
13:24 A2: si esa seria ésta ( (serdalando la pregunta anterior) )
13:25 P: aqui le estan preguntando: si solo echas un vaso D -- en B, cuanto se llena?
13:32 Al: ah:::
13:33 P: no te estan preguntando [cuanto necesitas] para llenar B, sino,
Al: [es la mitad]

P: la mitad?
13:37 Al: no

13:38 P: o menos de la mitad? [miremos a ver aqui los dibujos] que tenemos=
13:39 Al: [menos de la mitad]
13:41 Al: 'y si menos de la mitad=

13:42 P: =por qué?

13:43 Al: porque si éste es menor que é:ste - éste es menor que éste ( (seralando los
dibujos de los vasos C y D))

13:52 P: y: como cuanto- éste cuan:- cuan:- cuanto de éste llenas con éste? ( (seralando
el Cyel B))

o
A
Cu
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Al:

Al:

():

Al:

Al:

Al:
A2:
Al:
A2:

Al:

Al:

A2:

Al:

O)

Al:

Al:

la mitad

la mitad

y éste ((sedalando el D)) seria la cuarta parte. un cuarto. un cuarto. seria un
cuarto

seria un cuarto

y por qué un cuarto?

porque quedaria un poquito mas abajo de la mitad. Si:: este ( (sedalando el D))
llena la mitad ( ) ((voces))

sil es un cuarto. estamos de acuerdo. pero vamos a buscar la razéon de por qué.
si: - éste es la mitad de éste ( (refirendo el D con respecto al C)), o no?
Si

entonces, si éste lo hechas aqui, hasta donde llegaria? ( (echar un vaso D en
un vaso B))

hasta: - hasta: -

aqui, si hasta:- aqui

por ejemplo:.. como hasta por aqui= ( (sefalando un nivel abajo de la mitad del
vaso) )

=aja:: cuantos de éstos caben aqui?

cuantos de éstos caben aqui?

ujums=

(=cabe uno - dos - tres-)

cuan:- cuantos de éstos caben aca?

(cuatro)

caben cuatro veces entonces uno so6lo -- es la cuarta parte —-- porque con cuatro
de éstos llenas uno de éstos ( (refirendo los vasos D y B)). o sea esas dos
relaciones estan siempre alli - una con la otra, eso:- es lo que tienen que tener
en cuenta siempre - este cabe cuatro veces aqui!l uno sélo entonces seria solo
la cuarta parte, o como dijeron tus amigas la mitad de la mitad

te:acher

si:— si:— entienden por qué la mitad de la mitad?

Si

por qué?

( (los dos estudiantes responden a la vez)) porque:— porque cabe cuatro veces
en éste y solamente una cabe la cuarta parte

no!, pero ellas dijeron la mitad de la mitad

mm

lo que dijeron estd bien, pero ellas dijeron la mitad de la mitad; si - porque es
que mira éste es la mitad de éste ((sedalando D y C)), y éste es la mitad
de éste ( (seralando C y B)), entonces éste de aqui seria ( (sedalando B))
dos veces de la mitad=

=claro! seria dos veces la mitad

Hasta la entrada 13:43, se evidencian situaciones similares a las descritas en la seccién

anterior: fijar la atencién en la pregunta, identificar quién mide a quién, percepcién
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cuantitativa prenumérica de la relacién. A partir de la entrada 13:52 la reflexién se centra
en las relaciones cuantitativas entre el volumen de los dos vasos, tomando el volumen del
vaso mayor como unidad de medida. Primero se comparan los vasos B y C, llegando a la
conclusiéon de que el vaso C llena la mitad del vaso B. Luego (entrada 14:03) uno de los
estudiantes afirma que el vaso D serfa la cuarta parte del vaso B. Es importante notar en
esta entrada el uso de dos expresiones, que a simple vista parecen ser idénticas, pero que
en realidad expresan dos formas distintas de comprender la relacién entre los vasos B y D:
cuando dice “la cuarta parte de...” estd expresando la relacién entre los volimenes de los
vasos, a partir de una razén que es expresada como el relator entre esas dos cantidades,
pero al afirmar “un cuarto” (en dos ocasiones, y de manera inmediata), ya hay una expresién
que cuantifica la razén a partir de una fracciéon. En la entrada 14:08 aparece de nuevo la
percepcién cuantitativa prenumérica de la razén entre los volimenes de los vasos B y D,
tomando como referencia la mitad del vaso B, lo que le permite al alumno afirmar que con
el contenido del vaso D se llena menos de la mitad del vaso B. Desde la entrada 14:21 hasta
la entrada 14:43, se presenta un didlogo en el que los estudiantes, con la ayuda de las
preguntas del profesor, y de los dibujos de los vasos (y de sus relaciones representadas en
dichos dibujos) que tienen en los cuadernos, llegan a la conclusiéon de que el contenido del
vaso D es la cuarta parte del contenido del vaso B, porque con cuatro veces el contenido
del vaso D se llena el vaso B. Eso se evidencia en la respuesta dada por los dos estudiantes
en la entrada 15:15 “porque cabe cuatro veces en éste y solamente una cabe la cuarta
parte”.27

La siguientes figuras muestran las respuestas de los estudiantes a diferentes tareas en
las que se evidencia que el estudio de las parejas de razones n-veces y n-ésima se definen
mutuamente, y que la una es la base para la comprensién de la otra (lo que no significa que
sea ficil para los estudiantes comprender una de las formas de relacién entre las cantidades

a partir de la otra, como se evidencié en la seccién anterior).

273 En este punto es necesario regresar nuevamente al tratamiento ambiguo que desde este conjunto de
tareas se hace de las magnitudes volumen y capacidad, pues como se puede ver en diferentes momentos
de este didlogo, los estudiantes, y en las orientaciones del profesor, més que referirse al volumen de los
vasos, se refieren al contenido de los vasos (aunque en esta parte del trabajo es un contenido imaginario),
contenido que se pueden pasar de un vaso a otro. En estas formas de enunciacién sobre los vasos y su
contenido, se pueden identificar ideas mas cercanas a una nocién de capacidad que de volumen. A pesar
de esto, como se enunci6 al inicio de este capitulo, en tanto no se presten para confusiones en los anélisis,
se seguird utilizando la palabra “volumen” no tanto porque se asuma que los estudiantes estdn
comprendiendo que es la magnitud Volumen, sino porque era la utilizada en la tareas propuestas a los
estudiantes.
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La figura 59 muestra un

3 lVASO A vasos | vasoc | vasop |
elemento recurrente en todas las o 0 WS LQ mbad Crodrple Octava Pactke
wos | 2 | La witad lla cuartn parte
tareas: pedir que a la vez se midiera 1 [o2 | 4 leamited |
vason | 8 . | 2 S | i
tanto la cantidad menor con la . A i
Figura 59. Ejemplo de respuesta en tarea sobre medicion de voliimenes.
mayor como la mayor con la menor. Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_4 p.4.

De esta manera, se tenfan las dos parejas de razones (de la mayor a la menor y de la menor
a la mayor) al mismo tiempo, y la razén n-veces entre las dos cantidades era la base para
comprender larazén n-ésima. Notese, ademds, como en esta tabla, el estudiante usa niimeros
naturales para representar la razéon (medida) de la cantidad mayor a la menor, mientras que
en el caso de las mediciones reciprocas (de la cantidad menor a la mayor) la razén que
expresa la medida es presentada a partir de una expresién en donde la razén es un relator
entre las cantidades, mds que una expresién numérica para la medida.

Por el contrario, las respuestas mostradas en las dos iméagenes de la figura 60
evidencian una manera diferente de expresar la razén de una cantidad que es medida con
una cantidad mayor que ella. En este caso se trata de respuestas a las tareas de longitudes,

que como se resenné anteriormente, fueron el tercer grupo de tareas trabajadas en clase. En

estos casos, expresiones como “la longitud C es un% de la longitud A” o “la longitud A es

un doceavo de D” muestra unas

s 2 7 R'&JDU?\“‘QS
formas de expresién numérica

para la razén. Eso se se evidencia @Iq p H‘%/C Btal Conisida, e, LECEL i o

) ) \ongitt A, )
en las palabras “...es un...” que VLR ANy ORC B A G T T R
denotan la asignacién de un valor Ed Tahd bah 6 | ey i :\,mq de g )ongidwe
numérico a la medida (razén) entre 0 la B dh »?

. Di {
las dos cantidades. Notese [9 ol -ﬁ?g Hre 'D/(L“’L Conseddq ¥ Vel - en 14

entonces cémo la razén n-ésima, /
,

n’r.'iil&'!*“ﬂ\ﬁ G ¢ para Lof\:‘ei\&r a ':»ﬁﬁ‘%u;‘l de N

ue incialmente expresa la L.se
4 P kod O

i ] . =Y ”'\C’l C es wh L de la ona:
relacién entre las dos cantidades Lila brgily ©

2D es 1[; ae .

medidas, da paso a la expresién onghed D Bsh contenda U vewes en B.

. 4. Le
numérica de esa razén, que para el 5 Lo longihg D esta contemida 12 VRERS €0 a.
caso es dada en forma de una cle 10! tod de A es vn docepa~No oe D

fraccion unitaria. Esto en tanto las . . . .
Figura 60. Ejemplos de respuestas en tarea sobre medicion de longitudes.

cantidades que se seleccionan para Fragmentos tomados del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_1 p.23
(arriba) y del archivo de imagen Grado_4._Estudiante_2 p.26 (abajo)
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ser medidas una con la otra guardan una relacién de multiplicidad, la mayor con respecto
a la menor (la menor es contenida un ntiimero exacto de veces en la mayor).

De lo mostrado entonces en este apartado se pueden sacar dos conclusiones
importantes. La primera, que la razén n-veces entre dos cantidades (medida la mayor con la
menor como unidad de medida) es la base para comprender la razén n-ésima (cuando la
menor es medida con la mayor como unidad de medida). Pero ademas, esa razén n-ésima,
en tanto expresiéon de la razén entre las dos cantidades, cuando la mayor es la unidad de
medida, en ocasiones expresa esta medida como una relacién, y en otras, lo hace como una
expresién numérica asignada a la medida. En segundo lugar, que la composicién de razones
es otra fuente de sentido para las razones, en tanto se puede ver como las comparaciones
entre cantidades no necesariamente se realiza entre las partes y la unidad ya que igualmente
se pueden comparar partes entre si. De esta forma, una parte que esta con respecto a otra
parte en una razén n-ésima (por ejemplo, la mitad) y estd al mismo tiempo en una razén m-
ésima de toda la unidad, entonces permite concluir que la otra parte estd en razén una razén
m-n-éstma como toda la unidad (por ejemplo, cuando se comprende que la mitad de la mitad

es la cuarta parte de...).

6.8.8 Nombrar, representar la razén: la palabra cristaliza la accién

4:40 A: como se escribe un cuarto?
4:41 P: ah:. se escribe asi - lo puedes escribir en palabras: un cuarto
4:48 A2: <un::: cua:rto:::>
4:50 P: o lo puedes escribir con un simbolito que es asi=
A2: =uno raya cuatro
4:52 P: esa rayita significa un cuarto
4:54 A: gracias
4:56 P: no pues, la rayita no, el simbolo significa un cuarto

El fragmento anterior (tomado del archivo de audio 2008_11_18_09_03) muestra en la

<

entrada 4:40 una pregunta interesante de uno de los estudiantes “;cémo se escribe un
cuarto?”. En la entrada 4:41 el profesor ofrece una posibilidad: la de escribir en palabras, y
ante esta sugerencia los estudiantes pronuncian la palabra “un cuarto”, mientras la escriben
en el cuaderno, alargando la pronunciaciéon de algunas de las vocales mientras lo hacen. En

la entrada 4:50 se ofrece otra posibilidad: la de usar el simbolo de la notaciéon usual de la

fraccién un cuarto (%), y el estudiante, en el momento de escribir sobre la hoja del cuaderno,
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pronuncia las palabras “uno-raya-cuatro”. En la entrada 4:52 el profesor explica que esta
rayita significa un cuarto, y luego se corrige al darse cuenta de que su expresién es
equivocada, explicando que el simbolo completo significa un cuarto. Una pregunta similar
por parte del estudiante se evidencia en el didlogo 17, a partir de la entrada 5:45, pero en

esta ocasion sé6lo se brinda una sola opcién, escribirlo en palabras.

Como se puede ver, entonces, en / f, .
LeS ractienar Son los Mmenos que nos permi fep
los estudiantes surge la necesidad de | " eserbie parfes o pedatos & olge.

. sy
encontrar distintas formas de expresar e

~ €5 Cun coarko) de hor
esas nuevas cantidades con las que | “J*% V0 & i

. . . Et A . "
estan trabajando, y como lo evidencia 2 (un medio) de aelcar

. . 2
la imagen de la figura 61, también \ T (Tres warfos) del volimen del vaso g, /
existieron esos momentos del trabajo / Tér.r..{jc:, de un fractasarie \

1 ! !_.1: =3 Nymefadsr
en el aula en lOS que se COnSlgHabal’l V., ulo @
€ = Deneminodor

algunas anotaciones, buscando cierto

nivel de institucionalizacién en los |MNomerader:Son las parfes que fomamas o la un:dad.

. Penominodar 1 Parks en que & dwide |y undad,
procesos  realizados.  Los  dos ®

Ejrﬂuando Yo me comi & d& una pigaa enfences
entendemes que o piaaa (unidad) 2 porlr\é en & partes
estudiante, y fueron consignados en la \V\YO m com 4 de ¢06 parte.

fragmentos pertenecen al mismo

misma hoj a, copiando lo que el Figura 61. Ejemplo de definiciones copiadas en el cuaderno.

o Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_2 p.5
profesor estaba escribiendo en el
tablero (acompafado de una serie de explicaciones verbales). Este trabajo en clase se realizé
cuando los estudiantes estaban finalizando el desarrollo del primer grupo de tareas sobre
la medicién de volimenes.

Si se mira con cuidado, esto que se ha consignado en el cuaderno, copiado de lo escrito
en el tablero por el profesor, presenta elementos que no son coherentes con la
fundamentacién que se describié en la seccién 6.1, y que se evidencia en las tareas
propuestas a los estudiantes: de un lado, referir la fraccién como parte de una unidad, y de
otro, descomponer el simbolo que representa la fraccién en dos ntiimeros separados por una
raya, uno de los cuales representa las partes en que se divide la unidad, y el otro la cantidad
de partes en que se divide la unidad. Ademas, la definicién se refiere a la fraccién como

“ntmeros que nos permiten escribir partes o pedazos de algo” y no como una expresién

simbdlica que nos permite expresar la relacién cuantitativa (razén n-ésima) entre la parte y
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el todo, cuando el todo es tomado como unidad de medida. Una idea de la fraccién como
una forma de expresar la relacién cuantitativa entre las dos cantidades es la que se ve en
los dos fragmentos descritos al inicio de esta seccién, cuando los estudiantes preguntan
cémo escribir la relacién entre dos cantidades, que ellos han determinado es un cuarto, pero
con definiciones como estas escritas en el tablero se limitan las posibilidades de la
comprensién de los estudiantes. Como ya se mostré en la seccién 6.3.1, al introducir esta
idea de fraccién se generaron obstaculos importantes en el siguiente grupo de tareas sobre
la medicién de las dreas, obstaculos que cuando se presentaron fueron salvados recuperando

el proceso de medicién subyacente entre las dos cantidades comparadas.?7*

Las imagenes mostradas hasta el momento, y Ao f% ?
los didlogos transcritos, muestran diferentes
formas de nombrar la razén n-ésima entre dos 2D ¢ £ )
cantidades, las cuales evidencian diferentes ’:_' D4 f D
sentidos para esta razén (en relacién con las Led 2D
T

cantidades), pero sobre todo con respecto al

proceso de medicién que estarian nombrando y Figura 62. Ejemplo de respuesta en tarea sobre

medicion de longitudes.
Fragmento tomado del archivo de imagen
Grado_4_Estudiante_4 p.29

cuantificando. Asi, por ejemplo, en la figura 59
(arriba), la tabla en la que se registra la medida
del volumen de cada vaso, tomando como unidad de medida el volumen de cada uno de los
vasos (incluido el mismo), se ve cémo la razén n-ésima es nombrada como “la mitad”,
“cuddruple”, “octava parte” expresiones estas que designan a la razén como un relator (en
el cual la razén participa de esquemas relacionales de la forma ... es el doble de...) que
permite poner en relacién dos cantidades, y para este caso, la razén expresa la medida
relativa de la cantidad menor a la mayor. Este tipo de situaciones fueron normales en el
primer grupo de tareas, y paulatinamente fueron dando paso a otras maneras de nombrar
la razén n-ésima, como se puede ver, por ejemplo, en la figura 62 (respuestas dadas en una
de las tareas sobre mediciéon de longitudes cuya consigna era: “Se desea obtener dos tercios

de la longitud B a partir de las otras longitudes. Encuentra la mayor cantidad de formas

27+ No se puede dejar pasar por alto el error en el ejemplo que se da después de la definicién, pues la expresién
1 . e . . .. .
> (un medio) de aztcar” ni siquiera es apropiada en el lenguaje cotidiano. No sobra decir que todos estos

elementos fueron objeto de analisis detallado en las reuniones de planeacién que realizaban los profesores
de estainstitucién cada semana, después de las cuales (como se puede ver en el resto del trabajo realizado
en el tercer grupo de tareas sobre las longitudes) ya casi no se presentaban este tipo de interpretaciones
de la fraccién como el conteo de partes en que se divide una unidad, sino a partir del proceso de medicién.
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para solucionar tal solucién”),?7® en donde se asigna una expresién simbélica (en la notacién
usual) a la razén n-ésima (nétese que la letra D al lado de la fraccidn, si bien es el nombre
de una de las cintas, aqui también representa el largo de la misma).

En una breve recapitulacién de lo que se ha dicho hasta el momento, se puede decir que
las tareas proponen a los estudiantes un acercamiento al ntimero racional a partir de la
medida relativa entre dos cantidades, esto es, a partir de un proceso de medicién en donde
dadas dos cantidades, una de ellas se toma como unidad de medida para medir la otra. Asf
entonces, dadas dos cantidades, el proceso de medicién se puede realizar de dos maneras:
medir la mayor tomando la menor como unidad de medida, o medir la menor tomando la
mayor como unidad de medida. Dado que las cantidades seleccionadas para estos procesos
de medicién, al menos en las primeras tareas, eran unas multiplos enteros de las otras (la
mayor de la menor), entonces estos dos procesos de medicién quedan expresados, el
primero de ellos por una razén n-veces, y el segundo por una razén n-észma. Lo que mostré
el trabajo realizado por los estudiantes es que inicialmente la razén entera domina la razén
n-éstma, en términos de que ambos procesos de medicién son expresados por la razén n-
veces, pero, cuando se comprende que de un proceso de medicién al otro opera un cambio
en la unidad de medida, la razén n-észma empieza a ser usada para expresar el segundo
proceso de medicién. Pero ademads, en este tltimo caso, la razén n-ésima es comprendida en
términos de la razén n-veces. Esta tensién entre la razén entera y la razén n-ésima, pero a
su vez la posibilidad de que la primera defina la segunda, abre el camino para interpretar
cualquier razén n-ésima (la medida de la cantidad menor tomada la cantidad mayor como
unidad de medida) a partir de la razén n-veces. En este marco, las fracciones unitarias son
introducidas no tanto como una cantidad, como ndmero,2’® sino como una forma de
expresar de manera simbodlica la razén entre dos cantidades, cuando la menor es referida a
la mayor. Hasta este momento, la fraccién es una forma de expresar simbdlicamente la
razoén entre dos cantidades, y la razén, como se ha expresado en otros momentos, méas que
ser una cantidad numérica es un relator o un operador entre las dos cantidades que la

definen.

275 Nétese que en esta forma de realizar la pregunta se confunde la cantidad de longitud de las cintas
utilizadas, con el nombre dado a la cinta. Lo anterior, sin contar con el error de redaccién al finalizar el
enunciado, al expresar “...solucionar tal solucién”.

276 Tampoco como nombres para las partes de un todo, como suele ser usual en los libros de texto
colombianos.
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Como se verd més adelante, solo cuando se empieza a operar con estas expresiones
simbdlicas (relaciones de orden, relaciones de equivalencia, operaciones aditivas) empiezan

a ser tratadas como cantidades numéricas.

6.4 Operar con la fraccion: el estatus numérico de la razén

6.4.1 Fracciones no unitarias: la razén n-ésima como unidad para contar

Las tres 1mdgenes que se

/@ Bas quk 3 [ohedip d}é A [coptichen [B muestran a continuacién muestran
\/Qidu B fRe quc \al m‘*o"’l de onlvago A Bstnl | 6mg Tas tareas que se les proponfan

t anb 8. \ﬁ\@[ E = 1 /| alos estudiantes, ademds de remitir

i

a la comparacién de la parte con el

d@ 2l vy ndnl del \osd € [esia o::mcmdo 11J
Iveces en dos a0 drgs Contios, de % . o
L V 9 . Er medicién, también invitaban a la

/ repeticién de la parte un clerto

nimero de veces, para determinar

todo a partir de un proceso de

Figura 63. Ejemplo de respuesta en tareas sobre medicion de voliimenes.

Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_5 p.12 cudnto del todo se completaba a

través de dicha repeticién. Por ejemplo, en la figura 63 se muestran las respuestas de un
estudiante a las preguntas:?’7 “:La medida del Volumen de dos y medio del vaso A cudntas
medidas de Volumen del vaso B contiene?” y “:Cudntas veces estd contenida la medida de
Volumen del vaso C en dos y tres cuartos del Volumen del vaso A?”?7 La primera
respuesta muestra que la repeticién del vaso B se realiza con la conciencia de que cada vaso
B es la mitad del vaso A, y que por tanto dos vasos B completan un vaso A. De manera
similar, en la segunda respuesta se evidencia cierta comprensién de que el vaso C es la
cuarta parte del vaso A, y que por lo tanto repetir cuatro veces el vaso C completa el vaso
A, y los tres cuartos del vaso A se corresponden con tres vasos C. Es importante llamar la
atencién en la manera como el estudiante hace la representaciéon de los cuatro vasos D

contenidos en un vaso A, ya que més que hacer una referencia al volumen del vaso, solo se

277 El resaltado con letra en negrilla es del texto original en la tarea; obsérvese cémo intenta resaltar las
cantidades sobre las cuales se hace la medicién.

278 La redaccién de esta segunda pregunta presenta una ambigiiedad, pues al decir “...dos y tres cuartos...”
puede dar a entender que se trata de dos preguntas, una indagando por dos vasos A y otra preguntado
por los tres cuartos del vaso A. El estudiante entendi6 que la pregunta era por una sola cantidad, a saber,
“dos veces y tres cuartos”, que era la intencionalidad de la tarea.
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fija en la altura de los dibujos, es decir, la igualdad de las partes, mas que ser igualdad en
el volumen es igualdad en la altura en las franjas. No hay evidencia de una discusién
sistemdtica de esta forma de representacion a partir de los dibujos, y al no problematizarse
en la clase esta forma de representacién de la reparticién del volumen de un vaso en cuatro
partes iguales, queda implicito que esta representacién grafica no coincide con lo que
sucederfa con los vasos en las actividades précticas, en donde por lo general, entre més
altura en el vaso, para tener igual Volumen la franja serfa de menor altura. Desde el punto
de vista de la comprensién de la magnitud Volumen este tipo de implicitos pueden ser
fuente de posibles dificultades en el aprendizaje de los estudiantes, ya no de las razones y
los ntimeros racionales, sino de las Magnitudes y sus medidas.

Por su parte la figura 64, muestra respuestas a las siguientes preguntas “Ires veces el
Volumen del vaso C,...,;Del Volumen del vaso A cuidnto completarfan?” y “:Cudnto del
Volumen del vaso C se completa con seis veces el Volumen del vaso D?”. Estas
respuestas muestran de nuevo la posibilidad que ofrece la razén n-ésima de ser considerada
como una unidad para contar, por supuesto sobre la base del proceso fisico (hipotético) de
poder vaciar el contenido de un vaso en cualquiera de los otros. En este caso, repetir tres
veces un cuarto completa tres cuartos. La segunda respuesta ofrece una posibilidad de
comparacién similar, sélo que ahora dos mitades completan una unidad, y por lo tanto seis
mitades completan 8 unidades. En relacién con esta segunda respuesta se debe llamar la
atencién sobre la forma gramaticalmente incorrecta de la respuesta del estudiante, pues un
vaso D solo completa medio vaso C, y por lo tanto, un vaso D no completa 3 vasos C. Asi
entonces, si bien la frase es gramaticalmente incorrecta, lo que el estudiante queria decir se
corresponde con la respuesta correcta. Sin embargo, no hay evidencia de que se trabajaran
de manera sistemadtica las correcciones de este tipo de errores (se exigia la correccién, o el

profesor escribe la correccién en la hoja de trabajo del estudiante, cuando la respuesta no

es correcta), lo que, en el sentido - — ——

. P CC_I"Y.{N e ian C :EJ.:\\_.L
estricto de la palabra pasa por alto *
-

“ VEICES en gl Ay ’:(_‘ ce 1o ¥ €507

una situacién que debe ser tratadaen | ompletan B o ‘
f |

= 4

el proceso de aprendizaje, pues no I TRy vafoTn (‘ompl&f“. B 7 28 Pl A

. . ey . -~ Py = = 1R = » g 4 A b |

solo hay que pensar bien, sino escribir voldMc AV T VeSid T C |

correctamente eso que se piensa.

| 3

Figura 64. Ejemplo de respuesta en tarea sobre medicion de voliimenes.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_4 p.7
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Noétese entonces que la razén n-ésima que expresa la medida del volumen de un vaso
pequefio cuando es medido tomando el volumen de uno méas grande como unidad, se
comporta como una unidad para contar: se cuentan medios, tercios, cuartos etc. Las
representaciones graficas que se pueden ver en la figura 63 o en la figura 65, en donde la

repeticién del vaso mayor, unido al conocimiento de que n-veces el contenido del vaso cuyo
@ con 7 veces @l volumen del vaso ¢ completmn 3
Nasos y medio del vase B,

volumen es la n-ésima parte de ese
volumen unidad completan el
contenido de dicho vaso, es la clave

para saber cudntos de esos vasos

unidad se completan con una cierta

cantidad de vasos cuyo volumen es la Con 7 veces @l volumen ol vese ¢ s 'mmpfafa
U vaso A y 3 cuartes de otro vaSo A.

Con 2 VaSeS G 2 lena |4 vases 9. PofQue con 2 vases
punto del trabajo no se ha introducido | g < Jieno L voso ¢ y 500 7 vagos < y el doble 8¢

n-éstma parte de... Si bien en este

una referencia explicita a que n-veces siefe es M.

la n-ésima parte de... completa una @Con 40 vosas D s¢ Jenan 5 voses ¢,
Con 10 vases D/se liepan 2 vases B y la mifad de

otee voso B.Con 1 vasos P 2 llenan L Waso & y [a
coarta qu*c de otrte vase A.

unidad (7 vecesL) como se verd més

adelante, estas ideas con el trabajo

sobre el volumen de los vasos fueron Figura 65. Ejemplo de respuesta en tarea sobre medicion de voliimenes.

Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_+_Estudiante_2 p.8

determinante para este tipo de comprensién cuando se introdujo un estudio sistematico de
las operaciones con fracciones.

Asf entonces, estas respuestas encontradas en algunas de las tareas iniciales empiezan

a mostrar un camino para comprender las fracciones no unitarias (es decir aquellas de la

m . 2 . . .
forma <) a partir de usar la razén n-ésima como unidad para contar. Esto permite entonces

1 Sy
ver que - es n-veces i, lo cual se ve con toda su fuerza en el Gltimo grupo de tareas sobre

las medidas de longitudes, como se evidencia en el siguiente didlogo, el cual es tomado del
juego de las equivalencias (para detalles del juego ver seccién 6.1.2), jugando con la primera
regla. En ¢l se ve como la fraccién unitaria es un {tem de conteo, seguramente favorecido
por el hecho de que el juego representa las cantidades en segmentos de lineas semejando
una recta numérica, pero igualmente ayudado por la comprensién que los estudiantes han
logrado al representar la razén n-ésima por una fracciéon, y comprendiendo dicha fraccién

en relacién con la medida entre dos segmentos, a saber el segmento unidad, y el segmento
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que representa la parte.

Didlogo 21. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_01_12_02

1:00

P: sabe qué significa sextos?
1:03 A: e::: seis veces eh. que estd dividido en seis partes iguales?
1:08 P: que estad dividido en seis partes iguales, y cuantas coge?
1:11 A: tres=
P: =tres y cudles de ésas esta dividida en seis T2 2 2 2 2
partes iguales?
1:15 A: m:.: e nE 1
( (pausa) ) -+ 1
1:22 A: ésta de acd — —+
1:23 P: aja uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis
( (contando las divisiones de la pista
sefialada por la estudiante) ), entonces -1 1
cuantas. tu ficha, cuantos de estas
recorreria? B S
1:29 A: e::: uno, dos, tres. ahi. 1 1 1 1 1 1 1
1:31 P: es correcto tres 4
( (pausa) ) B I e R
1:38 P: qué dice? -- dos cuartos - entonces dénde 1 B
recorre usted? - cual serd la que esta 1 1 =
dividida en cuartos?
1:47 A: estal la de ( ) --
1:49 P: ésta de aca, dos cuartos - dos cuartos, — —1
eso es=
A:  =m::: yal .
1:57 P: -siga ol ool ol ol ol ol o=
1:58 A:  bueno
( (pausa) )
2:06 P: cinco cuartos --- cinco cuartos, cual es la que estd dividida en cuartos?
2:13 A: en cuartos? --- ah! en cuartos? - no - uno dos tres, - esta?
2:25 P: ésa es la que esta dividida en cuartos
2:29 A: cinco?
2:30 P: cinco
2:32 A: <uno, dos, tres, cuatro y cinco> (se pasaria)
2:36 P: se pasaria, claro, por qué se pasa porque la unidad son cuatro cuartos, entonces
como le dio cinco, seria la unidad mas un cuarto, mas. su turno
2:50 A: dos quintos
2:52 P: no! uno
2:53 A: ah
2:55 P: un quinto
2:57 A: (uno no. da) - uno dos, tres, cuatro ( (contando las divisiones en una de las
pistas) )
3:00 P: cudl es la que esta dividida en quintos?
3:01 A: ésta
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P: no!

A: ésta

P: ésta de aqui?

A: si

P: no mira, esta esta uno, dos, tres, cua.
A: a esta

P: esa de ahi=

A: =entonces

P: uno

( (pausa mientras lanzan los dados para el siguiente turno) )

recorri6 mas de una unidad o menos de una unidad?
ma:s
mas? por qué?

A: cuatro tercios=

P: =eso es mas de uno o menos de uno

A: um::: - menos de uno

P: cuatro tercios?

A: menos de uno

P: con cuantos tercios completo la unidad

A: um::: con cuatro - con cinco

P: no! en cuantas partes divide la unidad para tener tercios?
A: en tres

P: en tres partes iguales, entonces con cuantas partes completa la unidad?
A: con tres

P: con tres - o sea que esoO es mas 0 menos?

A: mas

P: es mas! - cual es entonces la respuesta?

A: ésta

P: esa de ahi - entonces cuatro tercios

A: acd o acd -- uno, dos, tres, cuatro

P: cuatro tercios, su turno, - tirelo bien ...

A: cuartos

P: cinco cuartos - ( (voces) )

A: entonces es -- cuanto? cinco? - uno, dos, tres cuatro
P:

A:

P:

A:

pista) )

P: no pero mi. no pero ella empezd desde por acad ( ( sedalando el punto inicial de

la ficha) )
A2: si porque estaba aqui (( "a.ja" responde el estudiante) )
P: cinco cuartos son mas de una unidad o menos de una unidad?

>

mas

P: por qué mas?

A2: porque se pasaria de una
P: 'y por qué se pasa de una?

>

porque:: ya seria mas de una unidad
P: pero por qué sabemos?=
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A: =porque ésta es mayor
5:05 P: por qué sabemos que es mas de una unidad? ( ("um::" dice el estudiante) )
5:09 P: con cuantos cuartos completa la unidad? =

A:  =tres
5:12 P: cuatro, con cuatro cuartos completa la unidad y tiene cinco entonces tendria una

unidad mas un pedacito. eso es lo que tienen que hacer

Desde la entrada 1:00 hasta la entrada 1:31, el profesor realiza una serie de
cuestionamientos al estudiante que esta realizando una jugada marcada por los dados: en
este caso debe recorrer tres sextos. Primero pregunta si sabe qué significa “sextos” (entrada
1:00), y el estudiante responde que estd dividido en seis partes iguales. Luego pregunta
cudntas de esas partes se deben recorrer, y el estudiante responde tres. Inmediatamente, el
profesor le pregunta cudl de las pistas esta dividida en seis partes iguales, y después de una
pequena pausa, el estudiante sefiala una de ellas, y el profesor verifica (contando cada una
de las partes) que, efectivamente, esa sea la pista sefialada por el estudiante (entrada 1:23).
Luego pide al estudiante que corra la ficha la cantidad deseada y afirma que se ha realizado
el proceso correctamente (entrada 1:31).279

Obsérvese entonces que, en este momento del trabajo de los estudiantes, las fracciones
como tres sextos (desde la entrada 1:00 hasta la entrada: 31), dos cuartos (desde la entrada
1:38 hasta la entrada 1:58), cinco cuartos (desde la entrada 2:06 hasta la entrada 2:36) y
cuatro tercios (desde la entrada 3:20 a la entrada 4:08) son todas comprendidas a partir del

proceso de tratar la fraccién unitaria respectiva como una unidad para contar, y de esta

~ . ~ m . .
manera, entonces, las fracciones de la forma -, son comprendidas a partir de contar m-

279 Es importante resaltar que cuando los estudiantes jugaron sus primeras partidas con el juego de las
equivalencias, presentaron algunas dificultades con el proceso de contar sobre una recta numérica. Estas
dificultades fueron fundamentalmente ligadas al hecho de que contaban la divisién sobre la que estaba
localizada la ficha como uno, en vez de contar el paso de una divisién en la siguiente como uno. Cuando
la ficha esté en la posicién marcada con el cero (inicio de las pistas), no habfa problema, pues de alguna
manera, contar uno era pasar a la primera divisién. Este problema se presentaba a partir del segundo
movimiento, pues un primer impulso de los estudiantes era contar rayitas, y no el paso de una rayita a
otra, y contaban como “uno” la raya en la que estaba localizada la ficha. Otra dificultad fue que a veces se
corria la ficha hasta la divisién de la pista que representaba la cantidad marcada en los dados, que solo
coincide con la cantidad marcada en los dados cuando la ficha estd en la posicién de la pista marcada con
el cero. Asi, por ejemplo, si los dados marcaban cinco cuartos, y la ficha en la pista de los quintos estaba
en dos quintos, se corria la ficha hasta la divisién de la pista que representa dicha cantidad, lo que
implicaba que la ficha solo recorria tres quintos, y no cinco quintos. Una vez comprendido que el proceso
de conteo era el paso de una de una divisién a otra, es decir que se cuentan con los segmentos en que se
divide cada pista y no con las marcas que separan los diferentes segmentos, el juego se desarrollé con
bastante naturalidad.
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. |
veces la unidad de conteo.

Es importante hacer notar que en este juego de las equivalencias la forma como los
dados expresan las cantidades que deben ser recorridas por las fichas de alguna manera
también alude a este conteo de fracciones unitarias, pues como ya se dijo, uno de los dados
marca uno de los ntimeros del uno al seis, y el otro marca una de las palabras “medios”,
“tercios”, “cuartos”, etc. Por lo tanto, el dado que marca los niimeros esta indicando que la
mitad, la tercera parte, la cuarta parte, etc., debe ser repetida tantas veces como el nimero
entero marcado en dicho dado.

Sin embargo, debe llamarse la atencién en un hecho importante con la tarea: hay un
olvido sistemético de la Magnitud y las cantidades de magnitud sobre las que se hacen las
mediciones y comparaciones. Los dados refieren mas a la notacién de la fraccién que a la
cantidad de longitud en un desplazamiento de la ficha, y el conteo de las divisiones en las
pistas donde las fichas hacen sus recorridos igualmente olvida el proceso de medicién de
cantidades de longitud. Si bien ese olvido de las magnitudes de referencia es esencial en el
paso de las razones al nimero racional, como se verd un poco mds adelante, en este
momento del proceso de aprendizaje de los estudiantes, esta ausencia de la referencia a la
Longitud y la medida de cantidades de longitud se constituye en problematico para los
estudiantes. Aunque también es importante resaltar que, como se puede ver de lo dicho en
esta seccion, esta ausencia de la referencia a la Magnitud y las medidas de cantidades es
necesaria como parte del proceso de constituir ese cardcter de la razén como nimero, y de
dotar de un estatus operatorio a las fracciones usadas para notar las razones entre
cantidades, a pesar de las dificultades que se tuvieron que sortear por el olvido de la
Magnitud y los procesos de medicién de cantidades (como se podra ver en las secciones que

siguen).

6.4.2 Referir a la unidad: fracciones iguales, mayores y menores que la
unidad
Tomar la fraccién unitaria como una unidad para contar también fue importante para

comprender el orden entre las fracciones. De un lado, estaba la posibilidad de mantener el

referente a la unidad, en tanto n-veces la fraccién ,ll completa la unidad, y de otro lado, con

esta referencia a la unidad era posible determinar cudles fracciones eran mayores que la
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unidad (fracciones impropias) y cudles eran menores que la unidad (fracciones propias).25

La entrada 2:32 del didlogo anterior muestra esta referencia a la unidad, pues cuando el

estudiante cuenta la cantidad de % marcada por los dados, al terminar de contar dice “se

z _» : : 4 : 5 7 :
pasarfa”, lo que claramente indica que comprendié que la cantidad 3 es mas que una unidad.

Lo anterior es ratificado por el profesor, quien explica que con cuatro cuartos se completa

. 5 , . , . . . .
la unidad, y que al ser 7, serfa la unidad mas un cuarto. Situacién similar se evidencia de la

entrada 3:20 en adelante, en donde el estudiante debe recorrer %, y el profesor pregunta si

esa cantidad es mas de uno o menos de uno. En la entrada 3:28 el estudiante responde
“menos de uno”, e inmediatamente replica el profesor preguntando cudntos tercios necesita
para completar una unidad. El estudiante dice “con cuatro”, “con cinco” (con una entonacién
que denota indecision), a lo que el profesor replica preguntando por las partes en que se ha
dividido la unidad (entrada 3:37), consiguiendo que el estudiante responde “tres”, y el

profesor enfatiza que son tres partes iguales (entrada 3:42); con esta claridad el estudiante
puede ver que, efectivamente, % es mas que la unidad.

El resto del didlogo muestra otra situacién similar, pero ahora para % Sin embargo,

llama la atencién que el soporte grafico presentado por la tabla del juego, en donde estan

dibujadas las pistas sobre las que se mueven las fichas, genera inicialmente un razonamiento
erréneo por parte del estudiante al responder que % es mas que la unidad. En la entrada

4:42 dice que % es mas que la unidad, porque al recorrer la ficha, ésta pasé del nimero uno,

pero no tuvo en consideraciéon que la ficha ya no estaba en su posicién inicial (el nimero

cero). La respuesta dada es correcta, pero el argumento utilizado no lo es, pues el estudiante

280 Es importante notar que esta forma de comprender las fracciones propias e impropias, incluso refiriendo
las fracciones mayores que la unidad como una expresién mixta, es decir como una expresién de la forma

m o oz . . . n
a+=r, dénde a expresa la cantidad entera de veces que la cantidad menor es contenida en la mayor, Yo

refiere la razén de la cantidad menor con la parte de la cantidad mayor que sobra, es similar a la manera
de nombrar las fracciones que desde la tradicién aritmética griega se extiende hasta la Europa de la edad

: : . ; : . 1 .
media, pues por ejemplo, la razén superparticular era entendida como una razén I+ wveces, o la razén

. p m . . . . 1
superpartiens como una razén 1+; veces, o la razén multiplesuperparticular como la razén at- veces,

etc. Por supuesto los nombres que usamos hoy en dia son diferentes, y por ende, el conjunto de formas
de accién que transportamos con esos nuevos nombres.
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se estd fijando en la posicién que ocupa la ficha en el tablero, y no en la cantidad que
representa el recorrido realizado por ella. En el resto del didlogo el profesor llama la
atencién sobre esta situacidn, e intenta mostrar a los estudiantes que cinco cuartos son mas
que la unidad, porque con cuatro cuartos se completa una unidad, y no porque la posicién
final de la ficha, después de su recorrido, supere la unidad.

Lo narrado en el pérrafo anterior muestra otro de los obstidculos que genera la
estructura fisica del juego, y el énfasis en interpretar las fracciones como partes de la unidad
(olvidando los procesos de medicién), pues lo que se evidencia es una interpretacién de la
unidad como un nombre dado a una marca en las pistas, por tanto, si supera esa marca, ya
tiene una cantidad mayor que la unidad. Lo interesante del caso es que a veces, en las
representaciones de los ntimeros racionales en la recta numérica eso es cierto, pues cada
marca en la recta donde se pone un niimero racional, representa tanto un aspecto dindmico
(la longitud del desplazamiento desde el cero hasta el punto donde esta la marca) y a la vez,
un aspecto estatico, en donde la marca es asumida como una representacién del nimero.
Asi entonces el obstaculo no es en la dualidad de la representacion de los niimeros en rectas
numéricas, sino en la falta de un tratamiento sistemético de esta dualidad, y por ende, es
posible que se dejen vacios en la conceptualizacién que van logrando los estudiantes. Esto
es, si bien la marca en la pista puede representar el ntimero, no se puede olvidar que esta
marca lo representa por que la cantidad de longitud desde le cero hasta esa marca tiene ese
nimero como medida. Por el énfasis del juego en conteo de partes, en momentos, pierde de
vista este elemento de referencia a la medida de la cantidad de longitud de cada segmento
(el segmento entre dos marcas en las pistas, o desde el cero hasta la marca, etc) tomando
otro segmento como unidad de medida (el segmento que va desde el cero hasta la marca
donde estd el numeral 1)

El siguiente didlogo muestra un episodio del juego de las equivalencias, en donde se
evidencia tanto el uso del conteo de la fracciéon unitaria como el apoyo visual que ofrece el

juego para realizar los conteos, y la equivalencia con la unidad.

Didlogo 22. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_01_12_02

6:49 P: cuatro cuartos es mas que una unidad o menos que una unidad.
6:53 A: es que cuatro quintos.
6:55 A2: cua:tro cua:rtos dan aqui:

6:59 A:  si::=
A2: =(es que son cua:tro cua:rtos)
7:00 P: en el dultimo tiro fueron cuatro cuartos. cuatro cuartos es mas de una unidad
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((uno de los estudiantes dice "yo saqué cuatro quintos”)) o menos de una

unidad
7:07 A: <cua.tro cua:rtos - estd bien>
7:11 P: cuatro cuartos qué es, mas de la unidad, menos de la unidad o igual a la unidad.
7:15 A:  (no es lo mismo?)=
P:= qué:
7:17 A: cuatro cuartos - si: es lo mi:smo
7:19 P: es lo mismo que qué
7:21 A: que una unidad=
P: =que una unidad, por qué
7:24 A: porque. — a ver. (usemos una unidad. entonces pongdmosla) entonces seria cuatro
cuartos. entonces si usted la vuelve a unir da cuatro cuartos que es una unidad.
7:36 P: muy bien. si entendid lo que ella dijo.

En las entradas 6:55 y 7:07, el estudiante estd solicitando confirmacién sobre si ha
corrido correctamente la ficha que se mueve por la pista de los cuartos, luego de sacar
cuatro cuartos al tirar los dados. Por su parte, el profesor no confirma ni niega si el
movimiento fue bien o mal realizado, y por el contrario, insiste en la pregunta de si cuatro
cuartos son mas que la unidad o menos que la unidad (entrada 7:00 y 07: 11). En primera
instancia el estudiante manifiesta que no son lo mismo (entrada 7:15), ante la expresién
interrogativa del profesor, enunciada casi de manera inmediata, el estudiante expresa que
la cantidad recorrida son “cuatro cuartos”’, hace una corta pausa, y contintia con una
expresién tonal que manifiesta seguridad en lo que esta respondiendo: “sf, es lo mismo”,
alargando la entonacién de algunas de las vocales. En la entrada 7:19 el profesor reitera la
pregunta, pidiéndole que explicite qué es “ser lo mismo”. El estudiante responde: “que la
unidad”, y el profesor replica pidiendo una explicacién de por qué cuatro cuartos es lo
mismo que una unidad. En la explicacién dada por el estudiante en la entrada 7:24 se
evidencia que el razonamiento construido por él se soporta visualmente en las pistas
numéricas dibujadas en la tabla del juego. Esto en tanto la expresién “usemos una unidad,
entonces pongamosla” muestra como el estudiante recurre a ubicar la unidad de la pista que
estd dividida en los cuartos, y luego, el resto de la frase muestra que comprende el doble
movimiento de dividir la unidad en cuatro partes iguales para producir cuatro cuartos, pero
que su vez, que si se unen los cuatro cuartos se compone nuevamente la unidad. Puede
decirse entonces que el juego de las equivalencias, con sus pistas numéricas divididas en
dos unidades, cada una dividida en una determinada fraccién, y el conjunto de acciones que

se constituyen en el momento de realizar el juego, son un soporte fundamental para los
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razonamientos que los estudiantes van construyendo sobre las fracciones y las acciones que

se pueden realizar con ellas.

===~

weﬁguev&a cS /g Qo( N8 .,(, T
respuestas dada por un estudiante en (qu, ‘&s\tﬂ\ﬁ o e Eya
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representan las fracciones que deben

ser comparadas en unos rectangulos

marcados o franjas (que semejan las Figura 66. Ejemplo de respuesta en tareas del juego de equivalencias.

. L. Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4._Estudiante_4 p.16
cintas o las rectas numéricas con que

se ha trabajado en tareas previas), que podriamos llamar “rectdingulos numéricos”, y la
manera como se realiza el conteo de la fracciéon unitaria en cada uno de los casos. Asi por
ejemplo, en la respuesta marcada con el nimero 4, las dos cintas puestas una al lado de la
otra, de 2 unidades cada una, y una de ellas dividida en tercios y la otra en medios, estdn
representando las pistas del juego. La secuencia de ntimeros del 1 al 6 en el dibujo de la
izquierda y la del 1 al 4 en el dibujo de la derecha representan el conteo de las fracciones
unitarias respectivas, y los recuadros dibujados en los ntimeros 3 y 6, en el dibujo de la
izquierda, 2 y 4, en el dibujo de la derecha, estan indicando las fracciones representadas en
cada uno de los dibujos: seis tercios en el de laizquierda, y cuatro medios en el de la derecha.
De manera similar, en la otra respuesta el alumno representa en una especie de pista
numérica los seis medios, en donde la secuencia de nimeros del 1 al 6 representa el conteo
de la unidad “un medio” y el ntimero uno puesto al frente de cada pareja 1-2, 3-4 y 5-6
(unido a la pareja por una flecha) significa que con cada dos medios se completa una unidad.

Como se puede ver en este tipo de procedimientos, la fraccién unitaria goza de otras

propiedades: ademds de expresar la razén, o medida relativa de la parte con respecto al

Stistemas de pricticas Razones, Proporcion Proporcionalidad 273



Doctorado Interinstitucional en Educacion

todo, es un item de conteo que permite cuantificar la medida relativa entre otras cantidades
que ya no gozan de la relacién de multiplicidad por un entero (fracciones no unitarias). En
particular, la referencia a la unidad a partir de este proceso de conteo se constituye en un
marco potente para la comprensién de dichas fracciones no unitarias.

A pesar de que el juego de las equivalencias permitié un tratamiento mas formal de las

fracciones, sobre todo de esta equivalencia entre la fraccién 7 y la unidad, y que la

estructura del juego permitfa un soporte visual importante para comprender esta
equivalencia, este proceso no fue ni facil ni inmediato, pues del mismo modo que el soporte
visual aportado por el juego ayuda a cierta comprensién sobre las fracciones, ese mismo
soporte visual puede imponer ciertas condiciones a la accién de los estudiantes que también

puede obstaculizar el aprendizaje deseado, como se evidencia en el siguiente episodio.

Didlogo 23. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_02_08_57

7:23

P: cinco tercios
7:24 A: es la unidad= 2 22 2 2 2 2
P: =cémo?
7:25 A: es la unidad 1
7:26 P: es la unidad? cinco tercios? e B .
7:31 A: a:y. uno, dos, tres, - cuatro, cinco 1 B I
7:39 P: mas de la unidad o menos de la unidad?
7:42 A: menos ((casi al mismo tiempo otro
estudiante dice "exactamente la unidad”) ) -1 T
7:43 P: cuantos tercios se necesita para una unidad?
-- si yo le digo que dividi una unidad en N
tercios, en cuantas partes la dividi? ((otro T 1 1 1 .-
estudiante dice "hay cinco liniecitas”) ) - si |
la dividimos en tercios, en cuantas partes la -+ | 1=
dividimos ? - | -
7:58 A: te:rcios:::? -- no se. HE .
8:04 P: eso lo dijeron ahorita
8:06 A: cinco
8:07 P: si la dividimos en cinco, entonces estariamos 1 -
hablando es de quintos - pero no - estamos
hablando de tercios, entonces en cuantos —
dividimos la unidad? ol Lo
8:17 A: en cinco
8:18 P: si la hubiéramos dividido en cinco estariamos hablando de quintos
8:22 A: en tercios
8:24 P: por eso la dividimos fue en tercios. entonces en tercios cuantas partes hay en
una unidad?
8:28 A: cinco
8:29 A:  no! hay tres
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8:31 A2: tres aqui y tres aqui ( (sefalando cada una de las dos unidades que conforman
la pista) )

8:32 P: tres en una y tres en la otra y obtuvo cinco, entonces es mas de la unidad o
menos de la unidad?

8:36 A: mas

8:37 P: mas, cuanto mas?

8:39 A: dos mas

8:40 P: dos mas

Como en los didlogos anteriores, el profesor inicia preguntando si la cantidad marcada

en los dados (%) es mayor o menor que la unidad. Ante la respuesta de un estudiante de que

es la unidad (entrada 7:25), el profesor responde con una expresién interrogativa, y el

estudiante ratifica su respuesta. En la entrada 7:26 se expresa en tono interrogativo en dos

frases: “ges la unidad?” c%p En la entrada 7:31 el estudiante realiza un conteo de cuédntas

divisiones tiene la pista de la tabla que esta dividida en tercios, y pronuncia las palabras del
uno al cinco mientras cuenta. El profesor, en la entrada 7:39, reitera la pregunta, y el
estudiante responde “menos”, y el otro estudiante, casi al mismo tiempo, dice que es
exactamente la unidad. Né6tese entonces cémo, hasta este momento, los estudiantes estaban
asumiendo que la unidad es el segmento completo dibujado en la pista numérica, y que los
tercios son las divisiones que tiene dicha pista, la cual, por supuesto, al ser de 2 U y estar
dividida en tercios, tiene siete rayitas horizontales que marcan la divisién de la pista en seis
tercios. Esta idea de que los tercios son las marcas, y que los alumnos estdn asumiendo toda
la pista como unidad, se ratifica en la siguiente entrada, cuando en el momento en el que el

<

profesor cambia la pregunta por “;cudntos tercios se necesitan para una unidad?”, seguida
de una corta explicacién, uno de los estudiantes dice “hay cinco liniecitas” (en tanto no esta
considerando en su conteo, la raya al inicio de la pista, marcada con el cero, ni la raya al

final de la misma, marcada con el ntimero 2). Las siguientes entradas muestran que los

estudiantes siguen asumiendo que una unidad tiene §guiados por la observacién visual que

estdn haciendo de la pista. En la entrada 8:18 el profesor explica que si la unidad se hubiera
dividido en cinco partes entonces estarfa hablando de quintos y no de tercios (nétese que,
al parecer, el profesor no ha tomado conciencia de que los estudiantes al hablar de cinco se
estdn refiriendo a las cinco marcas —interiores— en la pista de los tercios, y no a dividir la

unidad en cinco partes). En la entrada 8:22 uno de los estudiantes pronuncia “en tercios”
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como para reafirmarse en lo que le estdn preguntando, y en la entrada 8:24 el profesor
ratifica la pregunta y ratifica que se trata de los tercios. En la entrada 8:28 de nuevo uno
de los estudiantes responde “cinco”, enseguida cambia, y dice enfdticamente que hay tres, y
ante esto, el otro estudiante responde “tres aquf y tres aqui” sefialando cada una de las 2
unidades de que estd compuesta la pista. El profesor (entrada 8:32) parafrasea lo dicho por
el estudiante y reafirma la pregunta, a lo que uno de los estudiantes responde “més”, y luego
el profesor ratifica preguntando cuantos més (entrada 8:37), y el estudiante responde “dos
mas”.

Asi entonces, se ve que para los estudiantes aprender la equivalencia de cuéntas
fracciones unitarias componen 1 unidad, o a la inversa, descomponer la unidad en el nimero
de fracciones unitarias que la componen, si bien se muestra potente para la comprensiéon
que ellos puedan lograr de las fracciones, su aprendizaje no es facil ni inmediato, y el
soporte fisico sobre el que se propongan las tareas puede tanto ayudar a la comprensién
como obstaculizarla. Para el fragmento que se acaba de analizar, el obstaculo puede
provenir de la forma de organizacién espacial de las pistas (por ejemplo, la cantidad de
marcas en cada pista, que la fraccién pareciera el nombre para la marca y no la cantidad de
longitud entre marcas, etc.), pero también del hecho de que este juego pone los procesos de
medicién en un segundo plano y acenttia el proceso de contar con una fraccién unitaria
(esto es necesario en este punto del trabajo pues se requiere mayor nivel de formalizacién
sobre las conceptualizaciones alcanzadas en relacién con las fracciones, pero al dejar de
lado la medicién, puede generar dificultades para la comprensién de los estudiantes).

Es importante resaltar que el énfasis que se ha puesto en las fracciones unitarias y en
el conteo de las mismas a partir de interpretar la fraccién como partes de la unidad
(favorecido por el soporte grafico de las pistas dibujadas en el tablero de juego) tiene un
costo en relacion con el trabajo realizado en las tareas previas sobre las dreas y las
capacidades: se deja de lado el énfasis en la medicién de Magnitudes, y la fraccién como la
expresiéon que cuantifica la razén entre dos cantidades. No hay evidencia empfirica en este
momento del trabajo que documento si este olvido es debido a las caracteristicas intrinsecas

del juego que representa partes de la unidad como entidades estaticas,?8! o si por el contario,

281 En donde contar las partes de la unidad es una actividad evidente que hace innecesario el proceso de
medicién, y por ende, donde cada divisién en una pista pareciera estar representando la fracciéon en sf
misma, olvidando que la fraccién expresa la razén entre dos cantidades, a saber, la cantidad de longitud
en la parte, tomada la longitud del segmento 0-1 como unidad de medida
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este olvido es por la forma como se hace el disefio de las preguntas que orientan las tareas
que se proponen a los alumnos y por la manera como se orientan las discusiones entre
maestros y alumnos (o incluso, si es por ambas cosas). Es importante este reconocimiento,
pues si bien el trabajo con el juego de las equivalencias, como se mostrara en las siguientes
secciones, tienen bondades en la comprensién de ciertos aspectos de las fracciones més
tormalizados y unidos a la comprensién de las relaciones de equivalencia y a la operacién
aditiva, este enfoque mostrado en contar partes de la unidad también introduce ciertas

probleméticas que rompen con la linea de trabajo realizado en las primeras tareas.

6.4.83 Fracciones equivalentes

El estudio de las fracciones tuvo en el juego de las equivalencias una fuente importante
para dotar de significado al cambio de una fraccién por otra, pero conservando la misma
cantidad. El siguiente didlogo es tomado de una de las tareas en la que se pedia a los
estudiantes llenar los valores faltantes de una tabla de registro de jugadas hipotéticas en el
juego de las equivalencias, jugado con la segunda regla??. En la primera parte del didlogo

(hasta la entrada 11:20) la tabla proporcionaba la cantidad marcada por los dados, a saber

%, y el resto de casillas estaban vacfas (cantidad recorrida por la ficha, posicién inicial,

posicién final y operacién realizada). Para la segunda parte del didlogo (a partir de la

entrada 11:29), la tabla proporcionaba la posicién inicial de la ficha, a saber%, y la cantidad

recorrida por esta ficha, también %

) Didlogo 24. Fragmento tomado del archivo de audio 2009_03_31_09_14 )
9:06 P: listo, entonces. los dados marcan dos quintos, por donde vas recorrer? - o sea,
esto ( (mostrando la cantidad dos quinfos en la pista respectiva) ) es lo que
deberiamos recorrer, pero no lo vamos a recorrer por aca, lo vamos a recorrer

por doénde?

9:18 P: entonces, cuanto vamos a recorrer?

9:21 A: (recorrer cuatro décimos)

9:22 P: bueno, entonces vamos a recorrer cuatro décimos -- listo! cuatro décimos.
Entonces para recorrer cuatro décimos podemos inventar este valor - entonces,
cual es la posicion inicial ?

9:43 A: um: es cuatro deci. es cero cuartos?

9:45 P: estamos en los décimos- no. puede ser cualquiera, no importa - donde quieres

poner la ficha? - pongamosla aqui -- supongamos que la posiciéon inicial fuera

282 Esta regla decfa que la cantidad marcada por los dados debia ser recorrida en una pista diferente a la de
la fraccién marcada por éstos.
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ésta

entonces seria cuatro

no! aqui en qué posicién inicial estaria

siete décimos?

siete décimos, entonces supongamos que la posicion inicial fuera siete décimos -
-- entonces si la posicion inicial son siete décimos y yo recorro cuatro décimos.
hasta dénde llego? -( (pausa mientras el estudiante corre la ficha) )- y ese
cuanto es?

( (no es audible lo gue dice el estudiante) )

cuanto?

diez décimos=

=diez décimos no!, aqui no son diez décimos ( (se oye e/ murmullo del estudiante
mientras cuenta de nuevo) )

once=

=once décimos -- es la posicion final ( )

( Cuna pausa mientras el estudiante escribe llena los datos faltantes en la tabla) )
igua:l —-- once — décimos

( ( breve pausa mientras el estudiante escribe en el cuaderno) )

Ahora este

ahora éste

la cantidad inicial - aqui esta

no! dos cuartos dice aca=

=ah! si dos cuartos

u.jum::

y=

=y recorri6 dos cuartos

(o sea que uno dos cuartos - aqui)

uno, dos, cuartos. o sea que de aqui pasé hasta aqui. listo entonces ahora la
pregunta es, cudl es la posiciéon final?

dos cuartos?- a:: no! porque lo puedo cambiar

no la posicion final, la ficha se recorri6 dos cuartos. entonces lleg6 hasta aqui,
cual es esta posicion?

cuatro cuartos

cuatro cuartos. la posicién final es cuatro cuartos —-- y ahora si viene la pregunta
clave, cuan:- qué marcaron los dados?

e:: cuatro cuartos?

no=

=entonces dos cuartos=

=no! los dados no marcaron eso, porque acuérdate que yo recorro por una pista
y la pista es la que marca los dados, o sea, los dados marcaron esta misma
cantidad pero la marcaron en otra pista - en cudl? en cual pudo haber sido?
hay varias opciones - como

aqui? - a no! en ésta (aqui: y me daria aqui)

seria todo esto, cuanto es? esto ( ( "tres, tres sextos" responde el estudiante) )
tener esto aqui:: ( (sedalando dos cuartos en la pista de los cuartos)) es lo
mismo que tener esto aca ( (sedalando tres sextos en la pista de los sextos) )
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-—- o0 sea que pudieron haber marcado tres sextos. qué otra opcion pudieron haber
marcado los dados?

13:17 A: ésta?
13:18 P: también pudo haber marcado ésta, cuanto?=
A:  =cinco:: decimos?
13:21 P: hay otra opcién todavia mas -- cual?
13:28 A:  diez=
P: =diez veinteavos ( (al tiempo que el estudiante dice 'veinteavos") ), y aca::
13:33 A: un. - un medio
11:36 P: un medio, o sea que el dado pudo haber marcado cualquiera de éstos
13:40 A: un medio
13:41 P: un medio

En la entrada 9:06, el profesor llama la atencién sobre la cantidad marcada por los

dados (%) y apoyado en la tabla del juego, muestra dicha cantidad en la pista respectiva,
aclarando que en virtud de la regla, esa cantidad no se recorrera en dicha pista, sino que
deberd ser recorrida en otra pista, e interroga al estudiante sobre por qué pista podria
recorrerse dicha cantidad. El estudiante dice que puede recorrer %, y dado que no hay mas
datos en esa fila de la tabla, entonces la posicién inicial de la ficha puede ser cualquier valor
en la pista de los décimos. Después de una breve discusién con el profesor, se acuerda
suponer que la posicién inicial de la ficha sea % (entrada 10:14), y el estudiante hace el

conteo respectivo de los cuatro décimos para saber cudl serfa la posicién final de la ficha.
Este error en el conteo puede tener su causa en las dificultades de los estudiantes, ya
mencionadas antes, cuando realizan el conteo de la cantidad de fichas recorridas con el
apoyo de la tabla del juego: cuentan como uno la raya en la que esté la ficha, por eso cuatro
mds siete da 10. Sin embargo la intervencién del profesor solo corrige la respuesta
equivocada, pero no indaga por las causas de la misma.

De otra parte, en el didlogo que se inicia a partir de la entrada 11:29, en donde se tiene
la posicién inicial de la ficha (%) y la cantidad recorrida por esta (%), se muestra que el apoyo

visual de las pistas en la tabla del juego permite una amplia variedad de posibilidades de

equivalencia para la cantidad % Desde la entrada 11:52 y 12:28 se muestra un corto didlogo

entre profesor y estudiante en el que se evidencia que hay cierta duda acerca de cudl es la

cantidad que debe ser cambiada por otra equivalente (la confusién se agranda en tanto las
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dos cantidades son %) Después de que se aclara que la cantidad que va a ser cambiada es la

cantidad recorrida ya que, en virtud de la regla del juego, la cantidad recorrida por la ficha

debe ser en una fraccién diferente a la fraccién marcada por el dado, con el apoyo de la tabla

el estudiante da la primera posibilidad de respuesta, a saber, % En la entrada 13:18 el

profesor muestra que el dado pudo haber marcado una fraccién en décimos, sefialando la

pista de los décimos, el estudiante responde li En la entrada 13:21 el profesor invita al

estudiante a buscar otras opciones, y el estudiante responde con la cantidad %, lo que es

ratificado por el profesor y casi de manera inmediata muestra la pista de los medios y el
estudiante dice “un medio”.

De estos cortos fragmentos se puede ver cémo la estructura del juego no sélo obliga a
cambiar una fraccién por otra que le sea equivalente, sino que presta un soporte visual para
realizar dicho proceso, en tanto las divisiones en cada una de las pistas hacen que
visualmente se vean a la misma altura las fracciones equivalentes, por ejemplo, a un medio.
De esta manera los estudiantes constituyen una idea de equivalencia entre fracciones como
aquellas que representan la misma cantidad (en este caso, segmentos de igual longitud),
pero que tienen una expresién numérica diferente, y las condiciones del juego, las acciones
que permite y que exige el juego a partir de las distintas reglas, prestan el soporte necesario
para dicha comprensién. Sin embargo, esta forma de comprender la equivalencia hace ver
la fracciéon como expresién para el objeto, (el segmento que es parte de la unidad) y no como
expresién para la razén entre la cantidad de longitud en el segmento que representa la
parte, y la cantidad de longitud en el segmento que representa la unidad (es decir confunde
la cantidad con el objeto); y por lo tanto, la equivalencia entre dos fracciones, es més la
igualdad entre dos objetos, y no la igualdad en la razén entre dos parejas de cantidades,
que podria ser una interpretacién mas apropiada y coherente con el trabajo sobre medidas
de Magnitudes que habfa sido la base de las primeras tareas propuestas a estos grupos de
alumnos.

En cierta forma, esta idea de equivalencia de fracciones como igualdad entre partes se
ve expresada en lo que consignaron los estudiantes, a modo de definicién, copiando lo que
el profesor les habfa escrito en el tablero (figura 67). En esta figura, el primer ejemplo,
semejando los dibujos realizados en las tareas sobre volimenes, se representa la mitad del

contenido de un vaso de diferentes maneras. Sin embargo, por la definicién escrita, y por
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lo dibujado en el cuaderno, el énfasis esta en las partes en que se divide la unidad, y no en

la medida de las dos cantidades representadas en dicho dibujo.

Es de notar algunas :
i / ;Cfac;c.'lrbnes E»%U'WQ’EﬂfeS \

imprecisiones importantes en lo

LA Fro\u.'.anis eguluml:oic‘ls Son ogelle§ Que a pespr de

Yener difecenfe dencminador sgnifican la msmo parte de 1o
(pasando por alto el que la frase |y 4.4

consignado en los  cuadernos

inicia con un “la” en singular). En N 1 e
H2T0 8 “e

primer lugar, la definicién expresa \=Aviwl=

que las fracciones equivalentes

] o ) E.J'e.rr_'.cio:EnwenJr(q 3 Frociones Rguivalentes.
tienen distinto denominador, pero 3-6:2 =34

L. . 8 & 32
que significan la misma parte de la
. . Figura 67. Ejemplo respuestas en tarea sobre medida de volimenes.
unldad’ Sin embargo, se pueden tener Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_2 p.17

fracciones equivalentes con el mismo

denominador (y tendrian el mismo numerador) y se puede tener fracciones con diferente
denominador y no ser equivalentes. La clave estarfa en la expresién “significan la misma
parte”, pero al poner el énfasis en la parte, se ve la equivalencia como si fuera una propiedad
de dicha parte, y no como expresiones diferentes para una misma razén. Ademas, si bien en
el juego de las equivalencias hay un énfasis visual en la igualdad entre las partes que
representan dos fracciones equivalentes (en dos pistas distintas), esta comparaciéon visual
no se utiliza para una reflexién sistematica de que la equivalencia en las dos fracciones es
porque en ambos casos la longitud del segmento que representa la parte y el segmento
unidad estdn en la misma razon.

En segundo lugar, se debe llamar la atencién en que las representaciones graficas de
las fracciones que se han propuesto como fracciones equivalentes identifican la equivalencia
entre fracciones no tanto a partir de la igualdad en las partes (como ya se anoté en el juego
de las equivalencias ) sino con base en unaidea que proviene de las primeras actividades en
las que se realizaban los procesos fisicos de medicién (de hecho los dibujos se parecen a los
vasos usados en las tareas de medicién de volimenes): si una fraccién se divide en partes
mas pequefias, para este caso mitades, se pueden obtener otras fracciones que sean

equivalentes a esta. En este caso, si la mitad se divide en dos, cada una de esas mitades es

un cuarto de la unidad, y % completan un medio; y si los cuartos se dividen en dos mitades,

entonces cada una serd un octavo de la unidad, y cuatro cuartos completarfan un medio; y
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asi sucesivamente.

@Q Escoge dos fracciones de la casilla de CANTIDAD DADOS y busca las qu) Esta 1dea de partlr una fraccwn

sean equivalentes, justificando el porque. 5 PUNTOS

en mitades fue usada de manera

pordue. lg mitad de. UN_terci

y o5 sextos 501 un tercio. /

Y Por eso Jon e%ivale e : largo de todo el proceso, como se
ntes 0\9 )S'Terminaste

puede ver, por ejemplo, en la figura

»_un Sexdo | amplia en diferentes tareas a lo

Figura 68. Ejemplo de respuesta en tarea sobre el juego de equivalencias.

Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_5 p.44 68, en donde la equivalencia entre

dos tercios y dos sextos se justifica a partir de la idea de que el sexto es la mitad de un
tercio, y por lo tanto, dos sextos completan un tercio, o en la figura 69, en donde tres
cuartos se hace equivalente a seis octavos, dividiendo directamente los cuartos en octavos
(el profesor referia este tipo de procedimiento en clase como calcular mentalmente la
fraccién equivalente). Notese entonces que en estos casos, la equivalencia entre fracciones
se realiza sobre la base de buscar otras formas de expresién (otra fraccién) para la misma
razén: diferentes fracciones que son todas “un medio de...”.

Es importante notar que, sin negar la importancia de este juego de las equivalencias en
la comprensién de las fracciones y sus equivalencias (o de la suma como se vera en la seccién
siguiente), por el énfasis en interpretar la fraccién como partes de una unidad, y no como
la expresién para la razén entre dos cantidades, no es seguro que en esta parte del trabajo
los estudiantes estén interpretando que dos fracciones equivalentes son dos expresiones
diferentes para una misma razén o la igualdad en la razén entre dos parejas de cantidades.
Podria decirse que hay un olvido de la razén como soporte conceptual detrds de las

fracciones, y que las fracciones sustituyen a las razones, pero igualmente este olvido puede

generar  complicaciones en el ﬁ Jorh g ndme | Fradnarit | a4pdma | Fniv Ten |®
908 | 1ofi0] 4 nag l‘\.(l_LbM._)“‘_ ‘IJ“A L Tp?rr“.\;_y 18 ,\ 3 “'; }-um.ﬁ

aprendizaje de los estudiantes si este |[1gu0 depopcidn Bhig 0

COPVIRr Q| 195 | pditts | olai| grdnder] on

| Wuyvdiette qge
. . . 195 | WGy | peqcenas |
implica el abandono de la idea de '

B S 3
ejemi| o Pl

razén como el soporte conceptual, y =5 = HEg Bt
| > 8 - 1
. . K __,rj : BN I | =
por el contrario, no es el resultadode | NELE [ | ]
o IHER S =S ANEN  AEEREEEE N
la objetivacién de las razones en \ et ET_—} +75 e i [ S i /

nuevas formas de representacion (1as Figura 69. Ejemplo de suma de fracciones.

. . Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4._Estudiante_1 .17
fracciones) que ahora en virtud de las & & P

operaciones y relaciones que se hacen con ellas alcanzan el estatus de cantidad, y por ende

se muestran como instrumentos mas potentes en la actividad matematica. El capitulo 4
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muestra con gran amplitud cémo las fracciones pasan de ser formas de expresién de las
razones, a representaciones que objetivan la razén en nuevo estatus como cantidad, y
tinalmente, con todo lo anterior, la razén es objetivada en el concepto de ntimero real. Pero
en estos transitos no operé un abandono de la idea de razén, sino un proceso en el que
ciertas ideas de razén quedaban como formas cristalizadas para la accién en las formas de
objetividad posterior, hasta la llegada al nimero real, en donde pareciera que la idea de
razén ha sido olvidada. El gran salto que se da desde las primeras tareas basadas en la
medicién de Magnitudes, a estas basadas en el juego de la equivalencia, en donde el énfasis
es en las partes de la unidad, pareciera romper con estos procesos de objetivacién, pero para
una afirmacién categérica en este sentido serfan necesarios estudios mas detallados de las

practicas matematicas de estos estudiantes.

6.4.4 Suma de fracciones homogéneas

Desde el inicio del trabajo con las tareas sobre medicién de capacidades, los estudiantes
estaban enfrentados a situaciones en las que n-veces el contenido de un vaso (previamente
medido tomando la capacidad de un vaso mayor como unidad de medida) era medido
tomando como unidad el volumen de otro vaso (por lo general el mismo con el que se habia
medido el vaso cuyo contenido era repetido), lo cual se calculaba a partir de la razén inicial
entre la cantidad que se repite y la cantidad tomada como unidad. Asi, son ejemplos de este
tipo de tareas lo mostrado en la figura 63, donde se debfa calcular cudntos vasos C se
completan con 2 veces y medio del volumen del vaso A, o en la figura 64, en donde se debia
determinar cudnto del volumen del vaso A se completa con tres cuartos del volumen del
vaso C, o en la figura 65, en donde se debia calcular cuanto del volumen del vaso A se
completa con siete veces el volumen del vaso C (problemas similares debian responder en
las tareas sobre mediciones de 4reas y de longitudes). Si bien en estos casos no puede
hablarse en sentido estricto de que hay una suma de fracciones, entre otras cosas porque en
ese momento, el trabajo de los estudiantes alin no tiene una representacién en forma de
fraccién para la razén que expresa la medida de la capacidad de un vaso tomando como
unidad medida la capacidad de un vaso mayor, estos procesos acumulativos de cantidad de
area, de cantidad de volumen, o de cantidad de longitud, generan un contexto en el que el
proceso fisico de acumulacién definido en cada uno de los problemas planteados va

mostrando la posibilidad de la repeticién de una razén n-ésima para completar cantidades,
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a veces mayores que la unidad de medida o a veces menores que dicha unidad. Estos
procesos de acumulacién sucesiva en una determinada cantidad, como se ha mostrado en
secciones anteriores, no solo fueron claves en la constitucién de una idea de fraccién no
unitaria, sino que también fueron constituyendo la base para pensar la suma de fracciones
homogéneas, como se puede ver en las respuestas mostradas en las figuras ya mencionadas.

El primer contacto formal con la suma de fracciones se presenté con el tercer grupo de
tareas sobre la medida de longitudes, especialmente a partir del trabajo con el juego de las
equivalencias, entre otras cosas, porque en este momento del trabajo ya hay un uso
sistematico de las fracciones para representar la razén que expresa la medida entre dos
cantidades, y porque las condiciones en las que se realiza el juego permiten pensar la suma
de fracciones a partir del conteo de fracciones unitarias, tal como se indic6 en secciones
anteriores.

El juego de las equivalencias, jugado con la primera regla, % facilitaba el trabajo sobre
la suma de fracciones homogéneas, y para poder tener una reflexién sistemdtica sobre
dichas sumas, las jugadas se registraban en una tabla como la mostrada en la figura 70. En
tablas como esta debfan registrar la cantidad marcada en los dados, la posicién inicial de la
ficha en la pista, la cantidad recorrida por dicha pista al realizar una jugada, la posicién
tinal alcanzada por la ficha después del movimiento, y en una ultima columna debian
registrar la operacién realizada. Como se verd en los dos didlogos siguientes, estas
condiciones del juego, y el registro de las jugadas en la tabla fueron factores claves para

pensar la suma entre fracciones homogéneas.

Didlogo 25. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_15_10_50

79:12 P: un tercio si —— cudl es la de los tercios?, ésta - aja
( (pausa) )

9:29 A: pero es que yo estaba aqui, cierto?

9:31 P: tu estabas aqui exactamente, entonces ya la posicion inicial no es esa, la posicion
inicial es?

9:37 A: tres?

9:38 P: no!. estabas aqui, en cuanto?- en dos tercios, entonces tu posicion inicial es
dos tercios

9:44 A:  m::: yal
( (pausa) )

9:50 P: cuanto corrié?

9:52 A: una=

9:53 P: =uno, un qué?=

285 Correr la cantidad marcada en los dados por la pista que esta dividida en la fraccién que estos marcaron
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9:54 A:  =un tercio=
9:55 P: =un tercio, recorridé un tercio, se recorrio una sola casillita. - y la posicion final?
10:03 A: una unidad=
10:03 P: =una unidad, porque mira son uno, dos, tres tercios una unidad - bueno, entonces
ahora si la operacion, cudl seria la operacion? --- cual seria la operacion?
10:18 A: dos tercios mas un tercio (da una unidad) =
10:21 P: =dos tercios mas un tercio da una unidad - si queda claro por qué? estabas en
dos tercios. y le a:gregaste un tercio mas, entonces al estar en dos tercios y
agregarle un tercio mas. llegas a los tres tercios y tres tercios son una unidad.
10:37 A: (y por qué es una unidad?)
10:38 P: esa es la operacion
( (pausa) )
10:44 P: entonces ahi seria dos tercios
( ( pausa mientras el alumno escribe) )
10:50 P: mas
( (pausa mientras el alumno escribe) )
10:54 P: un tercio, es igual a
( (pausa) )
10:59 A: tengo que sumar esto?
11:01 P: no::! no mira, estabas en dos tercios y le sumaste un tercio y te dio qué?
11:08 A: una unidad=
11:09 P: =te dio una unidad, te dio tres tercios
Didlogo 26. Fragmento tomado del archivo de audio 2010_02_15_10_50
711:32 P: mira. mira. mira lo que va a hacer ella cuatro quintos
( (pausa) )
11:41 P: cuatro quintos, entonces ponle cuidado
( (pausa) )
11:46 P: corri6 cuatro quintos, posicion inicial? estabas aqui=
A: =ah! — tres quintos=
P: =posicidén inicial tres quintos=
A: =uno dos tres
11:58 A: ahora corremos uno (dos tres)
12:02 P: cuanto recorrio? desde aqui hasta alld donde estd su ficha. Cuanto recorrié?
recorrié cuatro, uno, dos, tres, cuatro
12:12 A: ah:: si=
12:13 P: =su ficha es la mora:da no la ve:rde
A:  ((no es audible) )
12:25 P: mira ponme cuidado, posicion final cual fue?
A:  ((no es audible) )
12:36 P: siete. cinco hasta aqui que es la unidad seis y siete. entonces siete quintos. cual
fue la operacién que usted hizo?
12:48 A: ( ) debia recorrer cuatro quintos y me quedaba en siete quintos
12:52 P: entonces ya cuales son los nimeros que va a sumar?
12:55 A: el tres quintos mas cuatro quintos
12:57 P: el tres quintos el. tenia tres quintos - y a esos tres quintos le suma - cuatro
quintos,
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13:05 P: entonces tres quintos que tenia [mas cuatro quintos que ella sumd] cuanto le
dio?=
A [mas cuatro quintos es siete quintos]
13:09 P: =le da siete quintos
13:11 A ah:::
13:13 P ya?

La primera parte del didlogo 25 muestra una situacién que fue recurrente en las
primeras partidas jugadas por los estudiantes: el manejo de la tabla de registros no fue fécil,
lo que hizo necesaria una serie de intervenciones a través de las cuales aprendieran a utilizar
la tabla; es decir, que aprendieran a identificar qué tipo de cantidades iban en las casillas de
cada una de las filas. N6tese, por ejemplo en la entrada 9:37, que el estudiante confunde la
posicién inicial con la posicién final de la ficha (por eso responde tres cuando se le ha
preguntado por la posicién inicial), y las intervenciones del profesor en las entradas 9:38
9:50 se enfocan en que identifique precisamente qué cantidad es posicién inicial, qué
cantidad es posicién final y qué cantidad es la recorrida por las fichas. En la entrada 10:03
el profesor pregunta entonces por la operacién realizada (que debe ser consignada en la
Gltima columna de la tabla), y el estudiante responde “dos tercios mas un tercio”, y luego
en la entrada siguiente resulta una extensa explicacién de por qué sucede esto. A partir de
la entrada 10:37 acompafia al estudiante en el proceso de escribir la operacién realizada en
el cuaderno. Nétese cémo en la entrada 10:59, cuando el estudiante estaba escribiendo en
su hoja de registro la operacion realizada, y al momento de escribir el signo “=" (después
de escribir en notacién de fracciones la suma de dos tercios mas un tercio) deja de escribir
y pregunta: “stengo que sumar esto?” (algo asf como “gy ahora qué hago?”), el profesor lo
remite a lo realizado en la tabla. Esto le permite recuperar la respuesta a partir de las
acciones realizadas en el juego: “mira, estabas en dos tercios y le sumaste un tercio, gy te
dio qué?” (entrada 11:01). El estudiante responde “una unidad”, lo que es parafraseado por
el profesor, y después expresa “tres tercios”.

Por otra parte, en el didlogo 26 se presenta una situacién similar, pero ahora para la

suma %-l' % Aligual que en el caso anterior desde la entrada 11:32 hasta la entrada 12:4:8,

las intervenciones del profesor estan orientadas a que el estudiante tenga claridad del
significado, en relacién con el juego, de cada una de las cantidades involucradas. Luego, a

partir de la entrada 12:52, el profesor inicia el proceso de impulsar a pensar la operacién
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realizada, teniendo como referencia las acciones realizadas en la jugada que se acaba de
hacer. En la entrada 12:52 pregunta por la operaciéon que se debe realizar: “entonces, jcuéles
son los nimeros que va a sumar?” El estudiante responde: “tres quintos mas cuatro
quintos”. En la entrada 12:57 el profesor en esencia parafrasea dicha respuesta, y en la
entrada 13:05 intenta una recapitulacién de lo dicho, recapitulaciéon que casi en simultdneo
es repetida en algunos apartes por el estudiante. La expresién del estudiante en la entrada
13:11 “Ah!” alargando la pronunciacién de la vocal, es sefial de que ha comprendido el
proceso.

La figura 70 muestra una tabla de registro en la que se consignan las primeras jugadas
registradas en un juego completo, realizado con la primera regla. Obsérvese la referencia a

la unidad en diferentes jugadas, la cual tiene varias formas de ser utilizada en este juego:

., ] .
como resultado de contar n-veces la fraccién unitaria 7, en el proceso de mover fisicamente

las fichas en el tablero de juego (cuando la ficha queda en una o dos unidades), o cuando en

. ca ]
los dados uno marca el nimero n y el otro marca la fraccién 7, o como el resultado de la

. ., n
suma de dos fracciones cuyo resultado es una fraccién de la forma 7.
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Figura 70. Ejemplo de tabla de registro en el juego de las equivalencias.

Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4_Estudiante_5 p.38
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La figura 69 muestra coémo los estudiantes consignaban en el cuaderno una especie de
definicién del procedimiento para sumar fracciones, que de alguna manera intentaba

sintetizar algunos de los aspectos trabajados a partir de los juegos.

6.4.5 Suma de fracciones heterogéneas

El juego de las equivalencias, cuando era jugado con la tercera regla (mover la cantidad
marcada por los dados en dos pistas diferentes), generaba un contexto para pensar la suma
entre fracciones heterogéneas, pues, de un lado, para poder mover la cantidad marcada por
los dados en dos pistas, esta cantidad tiene que ser descompuesta en dos fracciones, y al
menos una de ellas tiene que ser de denominador distinto al de la fraccién que expresa la
cantidad originalmente marcada en los dados. Luego, como este par de cantidades deben
cumplir la condicién de que si se vuelven a juntar, deben dar como resultado la cantidad
inicial, entonces, las acciones realizadas con las fichas sobre las diferentes pistas de la tabla
de juego brindan un soporte visual para la transformacion de una de las fracciones en su
equivalente. Esta transformacién genera la posibilidad de sumar las dos cantidades en las
que se descompuso la cantidad inicial. Que el resultado de esta suma sea igual a la cantidad
originalmente marcada en los dados es el mecanismo de control de que el procedimiento ha
sido correctamente realizado. La figura 71 muestra una tabla de registro de una partida
jugada con esta tercera regla, y cémo en las dos tltimas columnas se registran los dos tipos
de operaciones realizadas: en la pentltima, la de las fracciones homogéneas que representan

los movimientos de cada ficha en su pista respectiva, y en la tltima, en donde se verifica

|z o | %6 12/c htPe=Ye Loy Vo i1 2
e % [fs s lgevas bl i
P e | Ha | Y& ety =FYy |y Sih. -

| /2 Y6 |¥e | Yo tHe =% Ya %'W*:T—,]

3 e 1 Ye el etYz% "\ .
/‘3 V3 | Y3 Z/a, Y2+ V3= ¥/3 % +/3= ?5*3"‘ 3

| 2./5 qulo 4i0) %o %0 '}1(07-2/10 TN ‘
12 s s s |9y Vs=Ye |ZotsTYrE=k
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|

|

—

- Yo [Yo Yo (%o + Hozho | o=t %=V
| e [Va 3 Ytz | N
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Figura 71. Ejemplo de tabla de registro en el juego de las equivalencias.
Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4._Estudiante_5 p.38
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que la suma de las dos cantidades en las cuales se descompuso la cantidad inicial marcada
por los dados efectivamente es igual a dicha cantidad inicial.

Como se expresé en sesiones anteriores, el apoyo visual ofrecido por la organizacién
de las pistas en el tablero de juego ofrecia el soporte necesario para que los estudiantes
pudieran realizar las transformaciones necesarias en el desarrollo de una partida de juego.
Este trabajo, en el que se construfa una base intuitiva para pensar la suma de fracciones
homogéneas y heterogéneas, era acompaiiado de los procedimientos mas formales. Dichos
procedimientos, sobre la base de estos trabajos intuitivos, tenfan una base sélida a partir de
la cual dotarlos de significado, y permitian operar con otros tipos de cantidades diferentes

a las tratadas en los juegos, como se puede ver en la figura 72 (parte inferior). Alli el

estudiante, para sumar %‘F %, multiplica numerador y denominador de la primera fraccién

por 7y de la segunda por 3, obteniendo dos fracciones equivalentes a las anteriores, ahora
de igual denominador. Estos métodos mas formales, enseflados por el profesor en el tablero,
son utilizados por los estudiantes en combinacién con los métodos elaborados a partir de
las tareas de medicién (si se quiere menos formales, pero mas intuitivos), lo cual amplia su
capacidad de operar con las fracciones, enriqueciendo el conjunto de sentidos y significados

que los estudiantes tienen para las fracciones.

Es cierto que los estudiantes ain — e

/@ Si esm Ezm pvas‘ len omj L»&{i“
hqy (@ [sextol | y \q lad es (3] ]
SexXtos |y un_rmmo %5 1ol Mitd
7‘/@ Son

tienen muchas cosas que aprender sobre l

las fracciones y sus operaciones, sobre [

todo en el sentido de formalizar y

s | 9/g hgsl los [diod
generalizar ciertos conocimientos que atn L 1 .

pueden ser locales o insuficientes para

enfrentar problemas mas complejos. Pero,

T
{ 4 -
. . Frod 44 = L x 74l 2 »
aun siendo este su primer encuentro con el \K i 3*7 7x 37 2

estudio de las fracciones, deja lecciones Figura 72. Respuesta examen de periodo.

. , L. Fragmento tomado del archivo de imagen Grado_4._Estudiante_5 p.48
importantes sobre cémo las practicas de

medicién son una base fundamental sobre la cual construir una nocién de niimero racional
solida. Nétese como estos estudiantes construyen la base conceptual sobre la nocién de
razén, y utilizan la fraccién como una notacién para expresar la razén, por cierto potente,
en tanto sobre ella se puede constituir un estatus operatorio no presente en las otras formas

de expresion para la razén. Este estatus operatorio del que se dotan esos simbolos les da
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entonces estatus de cantidad. N6tese que cuando los estudiantes entran en esta etapa de
operar con las fracciones, ya no es tan necesaria la referencia explicita a la razén desde la
cual nacieron, y desde donde se constituy6 una base fenomenolégica firme para dotarlas de

sentidos y significados.
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7 Conclusiones?*

Para facilitar la escritura en este capitulo, se usardn las siguientes convenciones para
denotar las cantidades o los sistemas de cantidades. Las letras del abecedario, en mintdsculas
(acompanadas de subindices cuando se requiera) denotardn cantidades pertenecientes a
algn sistema de cantidades, y las letras griegas en mintscula (preferiblemente o, 5y, o, i)
denotardn una razén entre dos cantidades. Las primeras letras del abecedario, en
mayusculas y acompafiadas de unos subindices donde se requieran, se usardn para

representar un sistema de cantidades cualquiera.

7.1 Sobre los conceptos y objetos de conocimiento matemdtico

7.1.1 Sobre la nocién de cantidad

Como se expreso al inicio del capitulo 5, 1a nocién de sistema de cantidades, ampliamente
usada en la descripcién de las practicas matematicas de los estudiantes, da a entender que
sobre una clase de objetos, eventos o fenémenos se ha definido una manera genérica o punto
de vista de atribuir una cantidad a cada uno de ellos, punto de vista que llamamos
Magnitud;**° que en relacién con dicha atribucién se han definido clases de equivalencia
(bajo una cierta relacién de equivalencia); que cada clase de equivalencia define una cantidad
(los objetos del sistema), y que el conjunto de cantidades, estructurado por una determinada

relacién de orden, conforma un sistema ordenado (bajo una determinada relacién de orden).

28¢ Un articulo donde se resumen los principales hallazgos de la tesis, y presentados en este capitulo fue
publicado en junio del 2013, en el Volumen 26 de Las Actas Latinoamericanas de Matematica Educativa
(Obando, Vasco, & Arboleda, 2013).

285 Es importante notar como se dijo en el capitulo 5 (nota al pie de pdgina nimero 201), estamos usando la
“M” en mayuscula para referir de manera genérica al punto de vista que hace la atribucién de cantidad
sobre los objetos, eventos o fenémenos (por ejemplo, la Longitud, el Volumen, etc.), mientras que se usara
en mindscula para referir una cantidad de magnitud especifica en el punto de vista de dicha atribucién de
cantidad (por ejemplo, la cantidad de longitud, la cantidad de volumen, etc.).
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Por simple que esto parezca, el paso de la Magnitud como tipo de atribucién de cantidad
(numérica o no numérica), a la cantidad y sus representaciones (desde las icénicas hasta las
simboélicas) y sus operaciones (basadas en esas representaciones), y de estas a los sistemas
de cantidades, es un proceso lento y complejo. Ello pudo evidenciarse en los estudiantes del
grado 3 en el paso de la percepcién no numérica de la razén entre cantidades hasta la razén
como una expresién numérica, o con los estudiantes del grado 4, en el proceso de
comprensién de las razones no enteras como cantidades a partir de, o en oposicién a, las
razones enteras, o incluso, como se muestra el capitulo 4, en el proceso vivido por la nocién
de razén hasta que dio paso a una concepcién cercana al concepto moderno de ntimero real.

Como se evidencié en los capitulos 5 y 6, el paso de la percepcién no numérica de la
razén a la cuantificacién numérica de las mismas estd mediado por factores como: los

procesos de medicién de cantidades; la percepcién de la relacién de multiplicidad entre

cantidades (...es 0 estd n-vecesen...) y sureciproca (...es o estd 1 -veces en...); la operacién
n

unaria (zr=n-y o y=+-1) ylarelacién de equivalencia (...estar en la misma razén... ); las

tormas de representacién (registros semidticos) de la cantidad; y por la capacidad operatoria
que dichos registros (analiticidad de los registros) brindan a los sujetos que actan
(analiticidad que finalmente permite dotar a las representaciones con el estatus de objetos
cuyas relaciones y operaciones se hacen en lugar de las acciones fisicas sobre las
cantidades). Esto muestra que la comprensién de la razén como cantidad es un proceso de
alta complejidad, que ademas de los factores propiamente epistémicos y representacionales,
involucra la dimensién fenomenolégica del aula en la cual la percepcién de la cantidad se
presenta en unidad sintética con la accién (la cantidad como sintesis a partir de, y que
orienta, la accién). En un nivel superior de complejidad asociado al logos, la razén se instala
en un nuevo sistema (nuevos instrumentos, procedimientos, relaciones, operaciones), a
partir de los problemas que se deben resolver, de los medios de objetivacién y las formas
discursivas que se movilizan en el curso de la accién misma. En lo que sigue esta

complejidad epistémica y representacional es el objeto de analisis.

7.1.2 La nocién de razén identificada en las prdcticas

La nocién de razén fue un pilar fundamental en la organizacién de los procesos de
estudio de los primeros aprendizajes sobre la multiplicacién (en el caso de los estudiantes

del grado 3°), y de los primeros aprendizajes sobre los ntiimeros racionales (en el caso de
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los estudiantes del grado 4°). En el estudio de las préacticas matematicas de los estudiantes
se logra caracterizar de forma general un tipo de ideas sobre la razén, presentes, por
ejemplo, cuando los estudiantes del grado 4° se enfrentaban a las tareas que les exigfan
expresar las medidas relativas entre dos cantidades de volumen, de 4rea o de longitud.
Estas ideas de razén también estuvieron presentes en el proceso de estudio de la
multiplicacién (estudiantes del grado 3°), por ejemplo, en los diferentes procedimientos
para objetivar el proceso de variacién entre dos cantidades, y por ende, para realizar las
multiplicaciones o divisiones que exigian los problemas que tenian que resolver.

Si intentamos formular una aproximacién lo més general posible a la idea de razén
presente en las practicas matemdticas de los estudiantes, se puede decir que dadas dos

cantidades x € A ey € A4, (con Ay A, dos sistemas de cantidades no necesariamente

diferentes), la razén entre las dos cantidades x e y nos permite expresar la relacién por
coclente entre las dos cantidades.?8¢ Si ambas cantidades son de la misma naturaleza, la
razén expresa la medida relativa de una de ellas con respecto a la otra (como por ejemplo
en las tareas propuestas para el inicio del estudio de los niimeros racionales), pero en caso
de que las cantidades x e y sean de naturaleza distinta, la razén expresa la normalizacién?%?
de una de las cantidades con respecto a la otra (como por ejemplo, en la coordinacién de los
procesos de conteo en el aprendizaje de la multiplicacién, cuando la razén era interpretada
como constante de proporcionalidad).

Esta idea de razén en las practicas matematicas de los estudiantes es coherente con
ideas similares de razén identificadas en el estudio histérico-epistemolégico de practicas
matematicas, en donde la razén estuvo presente, incluso sin una palabra explicita para
nombrarla, pero en todo caso, en el marco de eventos o fenémenos en los que se debian
enfrentar procesos de medicién, o el intercambio y distribucién de bienes y servicios. En

todos estos casos, y en relacién con los procedimientos a través de los cuales se resolvian

286 Otro tipo de relacién entre cantidades, como la relacién por diferencia, no fue estudiada en esta
investigacion. Las cantidades que expresan este tipo de relaciones, que entre otras cosas también fueron
llamadas razones en la antigiiedad griega (razones aritméticas) abrirfan el paso hacia al concepto de
negativo o positivo, y serfa un campo de investigacién abierto a trabajos futuros.

287 Con esta expresién queremos dar a entender el caso en que la razén, al establecerse entre dos cantidades
heterogéneas, expresa cudnta cantidad hay en una de ellas, por cada unidad de cantidad presente en la
otra. Si las cantidades son medidas en el marco de un sistema de medidas estandarizadas, entonces se
puede hablar de cudntas unidades hay en una de las cantidades por cada unidad de medida en la otra. Es
el caso, por ejemplo, del precio por unidad de un producto en un supermercado, o de magnitudes fisicas
como la velocidad (distancia por unidad de tiempo) o la aceleracién (cambio en la velocidad por unidad
de tiempo).
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los problemas, se identifica una idea de razén asociada a los procesos de medicién relativa
entre cantidades, o a las tasas de intercambio o distribucién.

A pesar de lo simple de la idea (y de lo evidente que parece hoy en dia en las
matematicas formalizadas) de que las razones se expresen en forma numérica, el trabajo
realizado evidencié que la nocién de razén no siempre estuvo unida a una de nocién de
cantidad (o al menos la cuantificacién expresada en la razén no se hacfa en forma numérica).
Esto en tanto objetivar la razén como cantidad es un proceso que se constituye, que implica
el paso a formas de percepcion de la cantidad, de las relaciones por cociente entre cantidades
al igual que de su representacién, de tal forma que se puedan comparar razones, igualarlas
y operar con ellas (ver por ejemplo, en el capitulo 4, la seccién 4.3; en el capitulo 5, la
seccidon 5.3; o todo el capitulo 6). Obsérvese que en las préacticas mateméticas de estos dos
grupos de estudiantes la precepcién y representacién de las Magnitudes y los procesos de
medicién de sus respectivas cantidades de magnitud no fue problematico. Pero si lo fue la
percepcién de la razén, su funcién con respecto a las cantidades de las cuales emerge, los
procesos de representacién de la misma, y en si, comprender la razén como cantidad.

En una primera precepcién, la razén se objetiva en unas formas de expresién verbal
que cuantifican de manera no numérica la relacién entre las dos cantidades que ésta permite
comparar. Por ejemplo, cuando los estudiantes dicen “es més grande que...”, “es como dos
veces”, “menos de la mitad”, etc. A partir de alli y en funcién de la necesidad de expresar de
manera mas precisa la razén entre las dos cantidades comparadas, se da paso a expresiones
verbales que cuantifican la razén en forma prenumérica. Por ejemplo, al decir...es el doble

de..., ...es la mitad de..., etc. Por iltimo se emplean formas de expresion numérica, como

por ejemplo, “...es % de...”.

Estas formas de objetivacién de la relacién entre dos cantidades van de la mano de unas
acciones (operaciones) sobre las cantidades comparadas, acciones que permiten obtener una
de ellas a partir de la otra. Por ejemplo, cuando se dice que entre dos cantidades x e vy
(homogéneas) se da la relacién “x es el doble dey”, es porque sobre la cantidady se harealizado
una especie de operaciéon (unaria) que la extiende dos veces sobre la cantidad x, y esta
operacién unaria que duplica una cantidad para igualar a la otra se codefine con la relacién
binaria ...es el doble de... Este doble movimiento entre la relaciéon y la operacién permite la
objetivacién de la razén en unas formas de expresién (desde las no numéricas hasta las

numéricas), y otorga a la razén asi objetivada un sentido especifico —la razén expresa la
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medida relativa entre las dos cantidades—y una doble funcién 16gica —la razén como relator
o como operador— con respecto a las cantidades sobre las que se define.

Asf entonces, en la relacion z es el doble de y que relaciona las dos cantidades x e y a partir
de la razén doble, la razén se objetiva bien en la expresién el doble de del esquema relacional
“...el doble de...” o bien en la accién de producir una cantidad a partir de duplicarla otra. En
el primer caso, la razén es un relator con respecto a las dos cantidades comparadas, en el
segundo caso un operador.?® Nétese entonces que a este nivel de objetivacién la razén no
necesita ser un ntmero. Puede ser un sintagma nominal (que expresa la razén en forma
prenumérica) y formar parte de un sintagma relacional binario (“es el doble de”) o de un
sintagma nominal compuesto (“el doble de z”) en donde la accién representada por “el
doble” se aplica sobre la cantidad representada por x. Esta dualidad en las funciones de la
razén con respecto a las cantidades de las cuales expresa su medida relativa es una fuente
de complejidad epistemolégica en la comprensién de este concepto. Como se muestra en los
capitulos 5 y 6, dicha dualidad unida a otros factores de orden representacional, que se
describirdn més adelante, fueron claves en la constitucién de una nocién de razén como
cantidad.

Ademas de lo anterior, dado que la medida relativa entre dos cantidades se puede dar
en dos sentidos, a saber, tomando la cantidad menor como unidad de medida para medir la
cantidad mayor, o tomando la cantidad mayor como unidad de medida para medir la cantidad
menor, entonces, dadas dos cantidades x e y, se pueden definir en sentido estricto dos
razones (que podemos llamar “razones orientadas”, o “dirigidas”), a saber, “la razén de r a
y7, yla“larazén de ya 27, o en términos de la notacién clasica para las razones £:) o y:Z
Es mas, como se evidencié ampliamente en el recorrido histérico-epistemolégico, o en las
practicas de los estudiantes, dado que ambos procesos de medicién son el uno reciproco del
otro, entonces, si una de ellas tiene cierta objetividad, esta razén objetivada se puede usar
para constituir procesos de objetivacién de la otra (la reciprocidad entre estas dos parejas
de razones fue clave en el estudio inicial de los racionales, como se vera més adelante).

No obstante que la reciprocidad permite definir una razén orientada a partir de la otra,

el trabajo con los estudiantes mostré que el transito de una a la otra no es un proceso

288 Estas dos funciones de la razén, como relator o como operador, de alguna forma ya habfan sido
documentadas por el Dr Carlos Vasco, en la documentacién que respaldo el proceso de reforma curricular
adelantado en el pafs en la década de los afios 80. Ver por ejemplo, Vasco (1994a, 19941, 1994g).
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transparente. Asf por ejemplo, la razén entera que compara la cantidad mayor con respecto
a la menor, y que expresa que la cantidad mayor es un nimero exacto de veces la cantidad
menor (relacién de multiplicidad), no solo fue de més fécil percepciéon por los estudiantes,
sino que en un primer momento del proceso dominé y oculté la razén n-ésima (que expresa
ahora la relacién de la cantidad menor a la mayor). Diferenciar los dos procesos de
medicién, identificando en cada caso la cantidad unidad de medida y la cantidad que debe
ser medida, unido a los procesos de percepcién no numérica y numérica de la cantidad antes
descritos, y a la dualidad operador-relator de las funciones de la razén, permitieron a los
estudiantes comprender los dos tipos de razén, pero sobre todo, comprender el papel que
juega la razén entera para dotar de sentido a la razén n-észma: una cantidad es la n-ésima
parte de otra cantidad (la razén como relator) si n-veces dicha cantidad iguala a la otra (la
razén como operador).

Por altimo, es necesario llamar la atencién que lo dicho sobre la razén en los péarrafos
anteriores solo aplica para los casos en los que la razén se define sobre dos cantidades
homogéneas. Hay por lo tanto un campo de indagacién abierto a la exploracién para el caso
en el que la razén se defina sobre cantidades heterogéneas pues la evidencia empirica
recogida aun no es suficiente para sacar conclusiones al respecto, pero si para enunciar
algunas ideas que a manera de hipétesis orienten trabajos futuros.?s* Cé6mo se puede ver en
el capitulo 4 (en especial la seccién 4.3), o en el capitulo 5 (en especial la seccion 5.5), cuando
las cantidades son heterogéneas, la razén entre ellas cumple igualmente dos funciones: una
como correlator, es decir, estableciendo la correspondencia entre dos cantidades
pertenecientes a dos sistemas de cantidades diferentes (o mejor, entre dos familias de
cantidades, como se explicard mas adelante), y otra como transformador, que es el caso en el
que aplicada sobre una de las cantidades la transforma en la cantidad que se le corresponde
en el otro sistema. Esta dualidad en la funcién de la razén (correlator-transformador) abre
entonces preguntas sobre los procesos que permiten su objetivacién, en particular, sobré
como es que los estudiantes logran objetivar la razén como una constante de
proporcionalidad. Cé6mo se verd un poco més adelante, estos procesos implican una nueva

comprensién de la razoén, el recurso a nuevos instrumentos y representaciones (por ejemplo,

289 Es necesario mencionar que las dos tesis de maestria dirigidas en el periodo del desarrollo de la tesis
(Sanchez Ordorfiez, 2011; Torres Jaramillo, 2013), y que se apoyaron en los instrumentos conceptuales y
metodolégicos constituidos en este proceso de investigacion, abordaron este problema de la razén como
constante de proporcionalidad.
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el uso instrumental de las tablas) y, por ende, el paso a las propiedades analiticas de la
funcién lineal que permiten modelar la proporcionalidad directa entre las cantidades
estudiadas. Ademds, como se enuncié6 ampliamente en el capitulo 5, el trabajo con las
razones entre cantidades heterogéneas implica un andlisis dimensional de las unidades de

la razén, y este aspecto, queda igualmente abierto a la investigacién.

7.1.2.1 Proporcion (analogia) entre razones

La proporcién estuvo presente en los procedimientos de los estudiantes para resolver
ciertos tipos de problemas, y en las formas de enunciacién constituidas alrededor de tales
procedimientos, aunque no en la forma de una teorfa explicita de razones y proporciones, e
incluso, sin la palabra técnica “proporcién” para nombrarla. Asi por ejemplo, los estudiantes
del grado 8° realizan los procedimientos basados en razonamientos por analogfa (seccién
5.4 del capitulo 5) se fundamentaron en una idea simple: dados dos sistemas de cantidades
homogéneas, la relacion (razén) entre un par de cantidades (en el primer sistema) es igual a
la razén entre el par de cantidades correspondientes (en el segundo sistema),?*° y por lo
tanto, las funciones de la razén (como operador o como relator) con respecto a uno de los
dos pares de cantidades se pueden trasladar en analogfa al otro par de cantidades. Esta idea
de igualdad en la razén entre los pares de cantidades correspondientes, y de analogfa entre
las funciones de la razén con respecto a cada par de cantidades, en general se presenté bajo
la forma de enunciados del tipo “si la relaciéon entre a y b es n-veces, entonces la relacién
entre ¢ y d también es n-veces” o de la forma “como a es n-veces b, entonces ¢ también es n-
veces d’, estableciendo que la medida relativa entre los dos pares de cantidades es la
misma.?9!

Noétese ademds que la analogfa entre las funciones de la razén con respecto a las

290 Esta idea de la proporcidon como analogia también se identificé en los estudiantes de grado 4 (capitulo 6),
y en el estudio histérico-epistemolégico (capitulo 4).

291 Por supuesto, existen otras formas de enunciados en los que las razones son el sujeto de la enunciacién.
Si estas formas no fueron identificadas en el trabajo de los estudiantes es porque pertenecen a unas esferas
de enunciacién mas formales propia de una teorfa explicita de razones y proporciones. En ese tipo de
enunciados, en forma general se puede afirmar que las razones participan de (se objetivan en) enunciados
tetrddicos (y de segundo orden) cuya forma basica es P(R,(z,).R,(255,)) donde z,y,1,y, son
cantidades (las cuatro pueden estar en el mismo sistema, o dos de ellas en uno y las otras dos en otro), y
larazén R, de x;, a y eslamismaquelarazén R, de x, a y,. Dicho de otra forma un par de cantidades

se compara con otro par de cantidades al poner en identidad las razones definidas entre cada par. La
identidad, la equivalencia, entre las dos razones expresa que la medida relativa entre un par de ellas es la
misma que la medida relativa entre el otro par ({dem para larelativizacién a la unidad si fueran cantidades
heterogéneas).
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cantidades también implica movimiento: la razén primero se establece entre un par de
cantidades, la razén como relator, y luego, esta razén y sus funciones se traslada al otro
par de cantidades con las cuales estdn relacionadas las cantidades del par inicial.??? Este
movimiento desde un par de cantidades hacia el otro par (de los que se asume estdn en la
misma razén) se realiza segin un principio o ley que garantiza la validez de este
movimiento. Este principio se establece empiricamente a partir de las condiciones de las
actividades realizadas (por ejemplo, a partir de los juegos realizados en donde los
estudiantes podian verificar empiricamente que el doble de fichas implicaba el doble de
puntos) o puede inferirse a partir de conocimientos previos (como por ejemplo, el
conocimiento de los hechos multiplicativos sistematizados en las tablas de multiplicar), o
incluso, en la conjuncién de ambos procesos.

No se puede dejar pasar por alto el uso instrumental de esta nocién de proporcién en
los procedimientos de los estudiantes para resolver problemas que exigian calcular una
cuarta proporcional desconocida. En estos problemas (por ejemplo, al determinar el puntaje
de una cierta cantidad de fichas conocido el puntaje de otra cantidad de fichas), los
estudiantes primero definfan la razén entre un par de cantidades conocidas, por lo general
de la misma naturaleza (la razén como relator). Luego, asumiendo que el otro par de
cantidades (una de ellas desconocida) estdn en la misma razén, procedian a aplicar esta
razon sobre la tercera cantidad conocida (la razén como operador) para encontrar el valor
de la cuarta cantidad desconocida. Es en este sentido de la doble funcién como operador o
relator en el que se puede afirmar el cardcter dindmico en la comprensién de la proporcién
entre cuatro cantidades como igualdad en la medida relativa de los dos pares de cantidades
que estdn en la misma razén. Esta igualdad, dependiendo de cudles sean las cantidades
conocidas y las desconocidas, permite poner en juego la doble funcién de la razén (como
relator o como operador), y trasladar por analogia las funciones de la razén desde un par
de cantidades al otro. Este tipo de procedimientos, que aqui llamados procedimientos por
analogfa (ya que, como se ha dicho en lineas anteriores, se basan en una idea de proporciéon
como analogfa en la medida relativa entre dos pares de cantidades, y en las funciones de la

razén como operador o como correlator), han sido ampliamente documentados en las

292 Egta distincién es importante, porque la idea de proporcién moderna, basada en la identidad %:5 siy

solo si a-d=b-c es estdtica: la proporcionalidad aritmética que esta expresa se nos presenta como algo
dado, algo cuya existencia se asume.
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investigaciones realizadas sobre el desarrollo de razonamiento proporcional®®® (ver por
ejemplo, la amplia documentacién que al respecto se referenciada en el capitulo 1, en
especial la seccién 1.2), en particular aquellas que se basan en la nocién del Campo
Conceptual de las Estructuras Multiplicativas, pero en nuestro caso, la nocién de razén
como proporcién, y las funciones de la razén sobre las cantidades (como relator o como
operador) permitieron identificar una serie de mecanismos elementales no solo para realizar
el andlisis relacional entre las cantidades involucradas en el evento en fenémeno estudiado,
sino en los procedimientos necesarios para resolver el problemas propuesto, y los mismos
no han sido documentados antes en investigaciones previas.

Lo dicho en los parrafos anteriores es una buena muestra de la unidad sintética entre
el mundo de las acciones humanas objetivamente orientadas a un fin (percepcién de la
cantidad, tratamiento de la cantidad, préacticas de medicién, reglas de distribucién, etc.) en
relacién con los dispositivos légicos instaurados en las précticas y que permiten la
emergencia de nuevos objetos de conocimiento (objetos, relaciones, operaciones, sistemas,
etc.).

Finalmente, esta idea de proporcién no siempre estuvo presente en el trabajo de los
estudiantes, sino que, en algunos momentos, se identific6 que antes de la proporcién se
percibia la no proporcién, o la “des-proporcién”. Es el caso de elaborar la tarea de bandera
de Colombia (ver anexo 3, archivo de audio 2009_12_04_Grado 4) en donde la seleccién de
las medidas de las bandas hizo que esta quedara mas ancha que larga. Aunque los
estudiantes se manifiestan inconformes con la bandera asf elaborada (pues no se ve como la
bandera usual), no logran definir (tomando como base una bandera usual bien dibujada)
cudl es la razén entre el largo y el ancho (condicién necesaria para poder dibujar dos
banderas, que siendo de tamafos diferentes, conserven la misma proporcién en sus
medidas). Situacién similar se evidencia en otros momentos del trabajo con las banderas,
por ejemplo, en el caso en que la bandera es dividida en tres franjas de distinto color, se
manifiesta que cada una de las franjas no es la tercera parte de la bandera porque una de
ellas es como mas que las deméas. Casos similares se pueden identificar en los aspectos
denotados como la percepcién “cuantitativa no numérica de la cantidad”, en donde hay una
primera percepcién de razén diciendo “es mas que...”, “es menos que...”, “es como...”, etc.,

pues estas expresiones denotan que la razén buscada no es como otra ya conocida, sino

29 Aunque han recibido otros nombres, como por ejemplo, procedimientos escalares
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mayor o menor, pero atin no se logra definir con precisiéon cudl es esa razon.

A pesar de que se podria alegar que es necesaria més evidencia empirica, con lo
analizado de las practicas matematicas de los grados 3 y 4 si se puede afirmar, a manera de
hipétesis para trabajos futuros, la importancia de centrar la mirada de los procesos
escolares no solo en la proporcién sino también en la “desproporcién”, en tanto bajo ciertos
contextos, ésta es incluso la base sobre la cual se puede percibir posteriormente la
proporcién. También es posible afirmar, a manera de hipdtesis, que estudiar la
desproporcién, antes, o en conjuncién con la proporcién, es posible gracias al trabajo
realizado con base en la medida de magnitudes, en donde laidea de proporcién no es estética
(identidad aritmética entre razones) sino dindmica, ligada al movimiento propio de
trasladar por analogfa, desde un par de cantidades en una razén dada a otro par que estan

en la misma razén, las funciones de la razén con respecto a dichos pares de cantidades.

7.1.2.2 Nimeros racionales

El paso de la razén como expresion de la relacién entre dos cantidades, a la razén como
cantidad, o més all4, a la raz6n como ntmero, no fue ni evidente ni inmediato.

Asf se ve en el barrido epistemolégico presentado en el capitulo 4, en donde se muestra
que reconocer la razén como entidad numérica fue un proceso tardio en la historia misma
de las matematicas, que se consolidé gracias a cambios en la forma de la actividad
matemadtica: nuevo concepto de numero, nuevas formas de representacién, nuevos
problemas, nuevas técnicas, etc. El proceso de constitucién de la razén como entidad
numérica, al menos en occidente, estuvo fuertemente unido a su simbolizacién (la fraccién
tue una de ellas), a la constitucién de un campo operatorio en relacién con esas formas de
representacién simbdlica, pero sobre todo, a la posibilidad de asignar el nimero 1 a la
cantidad tomada como referente, es decir, a la posibilidad de realizar mediciones en el
sentido moderno. Esto muestra que hay una nocién de razén en la base de toda la
tenomenologia asociada al concepto mismo de numero (al menos de los numeros
positivos):2%* si las cantidades comparadas son conmensurables, la razén da origen al
nimero racional, pero si no son conmensurables, entonces el ntiimero es el irracional (por

supuesto, con los estudiantes de estos grados solo se trabajé con parejas de cantidades

29% Freudenthal (1983) propone que la fenomenologia asociada al nimero racional esta en las fracciones, pero
de acuerdo a lo expresado hasta el momento, siendo las fracciones una forma de notacién para expresar
la razén, este planteamiento tiene que ser formulado de otra manera, asumiendo la fenomenologfa del
ndmero en general, y el nimero racional en particular, sobre la base de una idea de razén.
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conmensurables).

En las précticas de los estudiantes se identificaron procesos similares: se evidencié que
de las diferentes formas de representacién de la razén, aquellas basadas en representaciones
simbélicas dan mayor capacidad operatoria a los sujetos, y por ende, permiten
objetivaciones de la razén como cantidad. Ademas, al ver la razén como cantidad, al lado
de précticas de medicién de cantidades donde se toma una determinada cantidad como
unidad, se dieron los primeros pasos en la constitucién de la razén como nimero racional,
y para esto fue fundamental la posibilidad de expresarla en términos de la notacién
tfraccionaria.?®?

Las practicas mateméticas de los estudiantes del grado 4 muestran algunos elementos
importantes en ese proceso de constitucién del niimero racional, mediado por ese transito
de la razén como expresién anumérica o prenumérica de la medida relativa entre dos
cantidades, a la razén como cuantificacién numérica de dicha medida relativa (por ejemplo,
en las tareas sobre medicién de volimenes). Esto fue posible gracias al uso de unas formas
de notacién para la razén, para el caso, la notacién en forma de fracciones, que permitieron
a los estudiantes mejores posibilidades de operar con las cantidades representadas en las
razones, y por ende, una comprensién de la razén como cantidad. Serd a través de estas
tormas de notacién que, una vez olvidada la razén desde la cual tuvo su origen (por ejemplo,
en el juego de las equivalencias), las razones dejarén de ser medidas relativas para volverse
cantidades absolutas, y adquieren asf el estatus de ntimeros (por supuesto, como se expresé
antes, estos estudiantes atin tienen un largo camino que recorrer para que pueda hablar de
los ntimeros racionales en toda la extensién de la palabra).

En este largo transito de la percepcién no numérica de la razén a la razén como
ntmero, del cual los estudiantes del grado 4 solamente recorrieron los primeros pasos,
medir fue la base fundamental del proceso:

(1) Se realiza la medida relativa entre parejas de cantidades que estan en relacién de

multiplicidad una de la otra (es decir una de ellas mide exactamente a la otra).

295 En este punto se puede hacer notar un aspecto no trabajado en estas clases: la notacién decimal como
otra forma de expresion de la razén entre dos cantidades, y por ende, del nimero racional. Esto deja
abierto un camino interesante, pues si las fracciones son una forma de notacién para representar las
razones, squé aportes a la comprensién de la razén como nimero conlleva su expresién en notacién
decimal? :Son estos aportes complementarios a los que da la notacién en forma de fraccién, o por el
contrario son excluyentes? ;Podria establecerse la prioridad o primacfa de una forma de notacién sobre
la otra, en términos de la objetivacién de la razén como cantidad y como néimero racional?
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(2) En el proceso de medicién de este par de cantidades, la razén n-veces, y la razén n-
ésima, se codefinen. Asi por ejemplo, la razén doble define la razén mitad, la razén
triple define la razén un tercio, etc.2%¢

(3) La repeticién de m-veces la razén n-ésima permite definir la razén de la forma

2L veces. 27 Es decir, =14 L 4... 4 1
m—sumandos

El estudio de las préacticas de los estudiantes mostré que en la comprensién de la razén
n-éstma fue fundamental el recurso a la razén n-veces. Igualmente mostré que esta razon,
incluso cuando el proceso tendfa a anular a la razén n-ésima, antes que ser un obstaculo
para la comprensién de la razén no entera fue una parte importante del proceso, ya que
obligé a comprender la direccionalidad de la relacién entre las dos cantidades sobre las
cuales se define la razén, y por ende, a fijar la atencién en cudl cantidad es la unidad de
medida, y cudl la cantidad que debe ser medida.

Ese trénsito de una percepcién “cuantitativa no numérica” de la relacién entre dos
cantidades cuantificada por la razén, a la razén como ndmero, fue mediado por las
siguientes modalidades de objetivacion: las diferentes formas de representacién de la razén
(ver por ejemplo, la seccién 4.2 del capitulo 4, la seccién 5.3 del capitulo 5, el capitulo 6, la
seccion 6.3); los procedimientos que permitieron tales formas de representacién (ver la

secciéon 5.4 del capitulo 5, o en el capitulo 6, la seccién 6.3); la comprensién de la razén

como aquello que cuantifica la relacién entre dos cantidades (ver por ejemplo, la seccién 4.3

296 En este punto es importante hacer notar que autores como Steffe (2010b), Confrey et al. (2009), Obando

(20038), Thompson y Saldanha (20038), entre otros, han documentado anteriormente la complementariedad
N . 1 .

entre las fracciones de la forma o -veces y la relacién n-veces, pero en todos estos casos, la
complementariedad se refiere a las fracciones y no a las razones, y ademds, tienen en mente son las
relaciones parte todo, los procesos de equiparticién de las cantidades, y por ende, no es la medida de
cantidades la que orienta la actividad matematica de los estudiantes, sino los procesos de conteo entre
partes.

297

Esta forma de ver la razén —-veces, es un caso particular de un problema més general (no presente en el
n

trabajo de aula realizado con los estudiantes de esta institucién educativa) que consiste establecer la
medida relativa entre un par de cantidades (conmensurables entre si) en donde las dos cantidades no estan
en relacién de multiplicidad una con respecto a la otra. En este caso se debe encontrar una tercera cantidad
que mide exactamente a ambas, y dado que esta tercera cantidad es la n-ésima parte de una de ellas (la
cantidad tomada como unidad de medida), y m-veces esa cantidad n-ésima completa la otra cantidad (la
cantidad que debe ser medida), entonces la razén de la cantidad que se desea medir con respecto a la

. . . m
cantidad que se toma como unidad de medida es -veces.
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del capitulo 4, o la secciéon 6.4 del capitulo 6), o incluso, familias de cantidades que se
relacionan a partir de la misma razén (seccién 4.4 del capitulo 4, o las secciones 5.5 y 5.6
del capitulo 5).

En ese proceso de objetivacién de la razén como cantidad, la emergencia de formas de
expresiéon simbolicas para las razones, que brindan mayor poder operatorio a los
estudiantes, en especial la forma de notaciéon de las fracciones como razén entre dos
cantidades, fue fundamental en la constitucién de ciertas nociones numéricas ligadas a los
nuimeros naturales y a los racionales. Sin embargo se debe reconocer que las practicas
matematicas de los estudiantes solo evidencian unos primeros pasos en la constituciéon de
los ntimeros naturales y racionales como sistemas numéricos.

De las discusiones precedentes emerge entonces otro nivel de complejidad de ese
transito de la razén al nimero racional asociado con la semidtica de las representaciones
usadas, y con la capacidad operatoria (de los individuos) ligada a tales representaciones
semidticas. Esto se ve por ejemplo, en el paso de las representaciones icénicas de la relaciéon
entre dos cantidades a las numéricas (capitulo 4) o en el paso de la representaciéon de la
razén en formas de enunciacién verbal a la representacién de la razén en notacién fraccional
(capitulo 5). En ambos casos los estudiantes no solo dispusieron de formas mas eficientes
para realizar sus cédlculos, sino que constituyeron nuevos niveles de objetivacién en su
conceptualizacién sobre el ntimero.

Antes de terminar esta seccién es necesario hablar de dos aspectos importantes: el
primero es un hallazgo en el trabajo de los estudiantes, y el segundo, un aspecto no
trabajado que, a manera de hipétesis, puede ser un campo importante de indagacién para
ampliar la comprensién de los estudiantes sobre los ntiimeros racionales.

1. El obstaculo que se genera para el aprendizaje de los racionales en su notacién de
tracciones, cuando el proceso de estudio se centra en las relaciones parte todo sin la
referencia especifica a una determinada atribucién de cantidad, como por ejemplo, en
el caso de las actividades de las banderas estudiadas en el grado 4, en donde se pregunta
por las partes y el todo, ignorando que la relacién parte-todo comporta diferentes
formas de atribucién de cantidad, a saber, la cantidad de drea total de una bandera o el
area de las diferentes franjas de color en que ella se divide (dificultades similares
también se evidenciaron en las tareas sobre el juego de la equivalencia). Esta ausencia

de la referencia a la atribucién de cantidad (Magnitud) sobre la cual se establecen las
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razones entre las cantidades que se comparan (para el caso de estas tareas evidenciado
en preguntas como “que parte es...”) hace que los estudiantes usen las referencias
espaciales y temporales (de la relacién entre las partes y el todo) como medio para
comunicarse con el profesor en relacién a las partes sobre las que esta fijando la
atencion.

Esto es, cuando la tarea no explicita la Magnitud sobre la que se centra la atencién, ni
advierte que la razén es entre cantidades en esa Magnitud, por ejemplo, cantidad de
volumen (de objetos o fichas tridimensionales), o cantidad de drea de regiones bien
delimitadas (en figuras dibujadas en un papel, o en fichas u objetos de muy poco grosor),
o cantidad de longitud en segmentos (trazos transversales u objetos tridimensionales
en los que se pueda hacer abstraccién de su anchura y profundidad), etc., entonces a los
estudiantes no les queda més que la referencia a las condiciones espacio-temporales de
la parte y el todo, y a su conocimiento cotidiano sobre la particién de objetos fisicos,
que por lo general, se basa en una percepcién de igualdad en la forma, lo que garantiza
de entrada la igualdad con respecto a la cantidad de magnitud (que ha estado todo el
tiempo implicita en la tarea). Pero esta referencia oculta la medicién y la razén entre
cantidades de magnitud, lo que limita las posibilidades de compresién en los
estudiantes. Es el caso, por ejemplo, de las tareas tipicas que se encuentran en los libros
de texto que presentan figuras geométricas (por lo general regulares) partidas en
partes iguales, en donde la igualdad se da en forma, pues no se hace referencia explicita
a la Magnitud con respecto a la cual se desea establecer la razén entre la parte y el todo
(que para el caso serfa la cantidad de area presente entre una de las partes y la cantidad
de 4rea que hay en el todo), y por supuesto, la igualdad en forma, un aspecto que no es
esencial en la comprensién de la razén entre la parte y el todo, al no hacerse explicita
la Magnitud sobre las que se comparan las cantidades, es la tinica referencia que queda.
Esto lleva entonces a una ausencia de la medicién de cantidades, de la razén entre
cantidades para dar sentido a la notacién en fraccién (y de paso al nimero racional), y
sobre todo, a que la fraccién sea vista como el nombre o propiedad de la parte, y no
como una forma de expresar la razén, de acuerdo a una determinada cantidad de
magnitud, entre una cantidad tomada como parte y otra que es considerada como la
unidad (el todo).

Se puede concluir entonces que esta forma de introducir la ensefianza de los racionales
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en su notacién fraccionaria, a partir de tareas que se centran en las relaciones parte-
todo sin una referencia al punto de vista de una atribucién de cantidad (una Magnitud),
moviliza un obstdculo tanto did4ctico como epistemolégico. Diddctico por que
introduce un proceso de estudio sobre los racionales que deja de lado la atribucién del
punto de vista de una Magnitud, y por ende, no hay proceso de medicién ni establece
razones entre cantidades de magnitud en dicha atribucién de cantidad, lo que lleva a
los estudiantes a fijar la atencién en el objeto, sus partes, la igualdad en forma de las
partes y en las relaciones espacio-temporales entre las partes y el todo. Y es
epistemoldgico porque al centrar la atencién en el objeto y sus partes, ese conocimiento
sobre las particiones de objetos fisicos, sobre las relaciones espacio-temporales entre
objetos y sus partes, es un obstéculo para poder establecer equiparticiones con respecto
a una magnitud. En efecto, la forma, la posicién, el color, etc., por lo general no es lo
esencial, sino que lo esencial estd en los medios que se puedan movilizar para
determinar cudndo hay igualdad en la cantidad de magnitud sobre la cual se hace la
comparacién, incluso a veces en contra de la intuicién generada en aspectos como la
torma, la posicién, etc.

En el trabajo realizado con los estudiantes del grado 4 se hizo un fuerte énfasis en la
notacién en forma de fraccién para representar las razones entre cantidades, pero no
se presentaron tareas orientadas al uso de la notaciéon en numeracién decimal para las
razones. Si bien en esta institucién educativa estos aspectos de la notaciéon decimal para
los ntimeros racionales se estudian en el grado 5° se puede preguntar a manera de
hipétesis, en tanto la numeracién decimal es una forma de notacién al igual que lo es
la notacién en forma de fraccién, por las posibilidades (y también por los obstéculos)
que esta notacién ofrecerfa en la comprensién de las razones entre cantidades y, por
ende, de los nimeros racionales, si en paralelo a la notacién fraccionaria para las
razones se hiciera uso de la notacién en forma de numeracién decimal. Por supuesto
que introducir la notacién en numeracién decimal para los racionales implica un
tratamiento sistematico de las fracciones decimales, pero el hecho de disponer de dos
sistemas de notacién en paralelo para los mismos objetos de estudio, amplia las
posibilidades del campo operatorio de los individuos, muestra bajo qué circunstancias
es mejor o més potente un sistema sobre el otro, y sobre todo, como lo manifiesta

Raymond Duval (2004a), disminuye las posibilidades de confundir el objeto de estudio
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con sus representaciones en un determinado registro de representacion.

7.1.8 Proporcionalidad directa

El proceso de estudio sobre la multiplicacién adelantado por los estudiantes del grado
3 se organizd a partir de tareas que requerfan de la coordinacién del proceso de variacién
de cantidades en dos sistemas de cantidades diferentes (tareas organizadas, por ejemplo, a
partir del juego de los bolos, de la canasta y del tiro al blanco), proceso de variacién regido
por una tasa de variacién constante, a saber, la cantidad de puntos por cada ficha (o en
ocasiones, la cantidad de puntos por 7 fichas). En consecuencia esta iniciacién al estudio de
la multiplicacién fue en esencia una primera aproximacién al estudio de la proporcionalidad
directa.?"

En lineas generales estas tareas tenfan la siguiente estructura. Se disponfa de dos
sistemas de cantidades, a saber, uno a partir del cual se determinaba la cantidad de fichas,
bolos, canicas etc. (que para abreviar, en adelante siempre referiremos como fichas), y el
otro que permitia determinar la cantidad de puntos que se correspondian con una cierta
cantidad de fichas. Cada que el juego se realizaba, se seleccionaban de cada sistema un
conjunto especifico de cantidades, los cuales se ponian en correspondencia uno a uno. Es
decir, de cada sistema de cantidades se selecciona una famailia de cantidades de tal forma que a
cada cantidad en una de las familias se le hacia corresponder una Unica cantidad en la otra,
y cada pareja de estas cantidades estaria representando un evento posible dentro del juego.
Dado que cada pareja de cantidades esta en la misma la razén, “cantidad de puntos por cada
ficha”, entonces la correlacion entre estas dos familias de cantidades es lineal, y por lo tanto,
esta correlacién define, entre las dos familias, una proporcionalidad directa.

En esta forma de comprender la proporcionalidad el punto de partida no es la
proporcién entre parejas de cantidades, a partir de la cual se define una constante de
proporcionalidad, la cual a su vez permite definir la funcién lineal que modela el proceso de
variaciéon de dichas cantidades. Por el contrario, reconociendo que existe una razon
constante que regla el proceso de variacién conjunta de las cantidades en los dos sistemas,

se puede llegar a las proporciones, o a la idea de constante de proporcionalidad, que permite

298 En esto se difiere de la forma usual de organizar el estudio de la multiplicacién en nuestras instituciones
escolares, el cual en esencia se reduce al estudio del algoritmo clasico para efectuar el cédlculo de una
multiplicacién.
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resolver los diferentes problemas que se presentan en relacién con este proceso de variaciéon
conjunta.

Lo que el trabajo puso en evidencia, es que una manera de tratar tales problemas pasa
por identificar una unidad para contar en cada sistema de cantidades, y por coordinar los
dos procesos de conteo de dicha unidad en cada sistema. Simbdlicamente la coordinacién
de este doble conteo se puede expresar como sigue:

1. Definir los dos sistemas de cantidades: sean A4, y A4, los dos sistemas de cantidades.

2. Identificar las dos unidades de conteo en cada sistema de cantidades, y correlacionar
la variacién de las cantidades a partir de dichas unidades de conteo:
a. Sean w ed y u,€d, las dos unidades de conteo, con u,= f(u). Las
situaciones multiplicativas més simples son aquellas en las que % =1 y tanto
%, como u, son nuimeros naturales (como en los casos presentados en los
juegos de puntajes).
b. La correlacién de la variacién entre cantidades de los sistemas de cantidades
implica: Vae 4,,a=n-u, b€ 4,,b =n-u, tal que f(a) =b. O dicho de otra
torma: n-u, en A implica n-u, en A,.
3. En la correspondencia que a la cantidad #n-% en A, le asocia la cantidad 7n-u, en
A, , esté la coordinaciéon de los dos procesos de conteo descritos anteriormente, y
las representaciones icénicas o las simbdlicas, o la combinacién de ambas (como se
analiz6 ampliamente en el capitulo 5), brinda a los estudiantes los medios para
objetivar tanto las unidades de conteo, como la relacién entre ambas, y por ende, la
comprensién de la covariacién entre las cantidades en los sistemas de cantidades.
Esto evidencia entonces que la comprension de las situaciones multiplicativas de
proporcionalidad directa requiere: identificar los dos sistemas de cantidad que se
correlacionan; identificar las dos unidades de conteo, una en cada sistema de cantidades
implicado en la situacién; objetivar la razén que gobierna el proceso de covariacién de
ambas cantidades (definida como una razén entre las unidades de conteo) y definir un
procedimiento que permita controlar y coordinar los dos procesos de variacién de ambas
cantidades. En este sentido, los llamados building-up/building-down, descritos en trabajos
previos (Kaput & West, 1994; Nabors, 2003; Pantziarra & Pitta-Pantazi, 2005) no son una

manifestacién de razonamiento pre-proporcional, o precursores del razonamiento
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proporcional propiamente dicho, sino por el contrario, una genuina manifestacién de
razonamiento proporcional en situaciones multiplicativas de isomorfismo de medida, en
donde los dos sistemas de cantidades que se correlacionan en la situacién son de naturaleza
discreta, y la coordinacién de los dos procesos de conteo implicados en la situacién, y por
supuesto, las diferentes formas de representarlos, constituyen procesos de objetivacién
necesarios para su comprension.

Adicionalmente, esta coordinacién de los dos procesos de conteo permite una
comprensién de los procesos multiplicativos que trasciende las limitaciones de la
interpretacién usual de la multiplicacién como una suma de sumandos iguales, mostrando
que lo que se coordina son dos procesos de variacién de cantidades en dos sistemas de
cantidades diferentes, y que por lo tanto, detrds de la multiplicacién esta una
proporcionalidad entre dos sistemas de cantidades, y no la abreviacién de una suma de
sumandos iguales.

A pesar de lo importante que fue identificar la coordinacién del doble conteo como un
dispositivo que permitié “ver” la covariacidén entre cantidades, comprender la razén que
gobierna este proceso de covariacién, y dotar de un sentido y una funcién a la razén (con
respecto a las cantidades que permite comparar), es necesario llamar la atencién sobre otro
camino para la comprension de la proporcionalidad directa que apenas si quedé esbozado
en las practicas matematicas de los estudiantes, aunque plenamente identificado en el
desarrollo histérico epistemolégico trazado en el capitulo 4. Se trata de la comprensién de
la razén que gobierna la covariacién entre los dos sistemas de cantidades como constante de
proporcionalidad. El punto es que la coordinacién del doble conteo fue clave en la
comprension de los procedimientos basados en razonamientos por analogia, en donde dadas
cuatro cantidades en proporcién (analogia), se relacionan dos a dos a partir de la misma
razon, pero al cambiar de cantidades, cambia la razén que las relaciona. Estas razones se
establecen entre cantidades homogéneas, y dependen de las cantidades seleccionadas. “Ver”
la razén como constante de proporcionalidad implica una mirada distinta de la razén con
respecto a las cantidades de los dos sistemas de cantidades, pues ahora esta se establece entre
pares de cantidades heterogéneas (una en cada sistema de cantidades) y es independiente
de la pareja de cantidades sobre la cuales se define.

De esta manera larazén correlaciona dos familias de cantidades cuyas cantidades estdn

en correspondencia uno a uno segun esta razén (la razén como correlator) y, por ende, al
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aplicar la razén sobre una cantidad en una de las familias se obtiene la cantidad
correspondiente en la otra familia de cantidades (la razén como transformador). De esta
manera, la razén como constante de proporcionalidad favorece la mirada analitica de
tuncién lineal que modela la proporcionalidad directa existente entre las cantidades
presentes en este tipo de situaciones.

El desarrollo histérico-epistemolégico presentado en el capitulo 4 muestra que es
posible un estudio sistemdatico de la proporcionalidad directa sin el recurso a una teoria
explicita de las razones y las proporciones, como en el caso de las matematicas babilonias,
en donde los problemas que tenfan que ver con tasas de intercambio, distribucién de bienes
y servicios (en general, problemas de proporcionalidad directa) se trataban a partir del
conocimiento de la linealidad que gobierna este tipo de situaciones, lo que les permitia saber
que si se conocia la razén que regla la tasa de intercambio o transformacién de una cantidad
en otra, entonces, dada una de las cantidades se puede obtener la otra a partir de una
multiplicacién o una divisién, segin el caso (si & es larazén que gobierna la transformacién
o intercambio de cantidades del sistema 4, en cantidades del sistema 4,, entonces dadas

)
a, €A ya,eAd, 0a=a-a, 0a=-"=).
a

En las practicas de los estudiantes del grado 38 se dieron algunos esbozos de este tipo
de tratamiento, pero como se explic6 en su momento, estos no fueron explotados lo
suficiente para ver su poder en la comprensién de la razén como constante de
proporcionalidad. Sin embargo se puede plantear, a manera de hipdtesis para trabajos
tuturos, que los procesos de estudio centrados en aspectos como los que se describen a
continuacién pueden otorgar elementos de base importantes para comprender la razén
como constantes de proporcionalidad:

e el estudio de las tablas de multiplicar (como se ha realizado en el grado 3, a
partir del anélisis de regularidades familias de cantidades numéricas),

e larazén como transformador (como en los casos donde el valor de cada ficha se
aplica a la cantidad de fichas para obtener el puntaje correspondiente a dicha
cantidad de fichas),

e el andlisis dimensional de las cantidades que se multiplican o dividen (anélisis
no realizado en el trabajo de las clases estudiadas), o en situaciones de compra-

venta o intercambio de productos, bienes o servicios en donde el precio por
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unidad es la razén constante (constante de proporcionalidad) que correlaciona
cantidades de un sistema de cantidades con cantidades de otro sistema.2%

Lo anterior ademas plantea la hip6tesis de que no hay una linea de continuidad entre
los procedimientos por analogfa en relacién con los procedimientos analiticos, sino més
bien que son caminos paralelos que se encuentran en la medida que se consolidan los
conceptos propios de la linealidad (caracteristicos de la funcién lineal que modela una
situacién de proporcionalidad directa) que estdn en la base de los procedimientos analiticos
ya descritos, y en una teorfa explicita de razones y proporciones, lo cual esta en la base de
los razonamientos por analogia. Sobre este aspecto es necesario mas investigacién empirica,
pero lo realizado hasta el momento hace pensar que puede ser un camino productivo en la

comprension de la proporcionalidad en contextos escolares.

7.2 Posibles campos abiertos de investigacion

En algunos apartes de lo discutido en las pédginas previas de este capitulo se han
presentado aspectos que pueden formular campos abiertos a futuras investigaciones. Estos
campos abiertos derivan o bien de aspectos que no fueron objeto de estudio en las practicas
matematicas de los estudiantes (lo que no debe interpretarse como deficiencia en los
procesos de estudio que esta instituciéon propone a sus estudiantes), o bien desde un ejercicio
de proyeccién de los resultados obtenidos. A continuacién se amplian algunos de ellos, o se

discuten otros campos probleméticos aun no discutidos.

7.2.1 Sobre el estudio de las Magnitudes

Como se enuncié en su momento, tanto en el capitulo 5 como en el 6, la medida de
cantidades estuvo en la base de las tareas que se proponia a los estudiantes. Sin embargo,
como también se mencion6 en su momento, las tareas como tal, sobre todo las que se
proponian en el grado 4°, no hacian un tratamiento cuidadoso de las Magnitudes para las
que pedfa medir y comparar ciertas cantidades. Esto plantea entonces al menos dos
lecciones importantes para trabajos futuros. Una, relacionada con el concepto de mismo de

Magnitud que pueden llegar a aprender los estudiantes (ver por el archivo de audio

299 Este tipo de situaciones no fueron estudiadas con los alumnos de los grados reportados en este tesis, pero
si se realizaron unas exploraciones preliminares en este sentido en las dos tesis de maestria ya
mencionadas y que fueron dirigidas mientras se realizaba el estudio principal aqui reportado.
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2009_05_19_10_52, en el anexo 3, en donde se detecta este problema), y otra, en relacién
con el aprendizaje de los nimeros racionales (esta segunda leccién, relacionada con la
necesidad de centrar el estudio de los racionales y sus formas de notacién en las Magnitudes
y las medidas de cantidades de magnitud ya fue documentada ampliamente en secciones
anteriores, y por tanto, en lo que sigue se desarrolla el otro aspecto relacionado con el
aprendizaje de las Magnitudes).

Sobre el estudio de las Magnitudes, si bien esta investigacién no documenté que nivel
de comprensién lograron los estudiantes en relacién a las magnitudes Longitud, Area,
Volumen, es indudable que los estudiantes debieron aprender algo sobre ellas. Como se
mostré en su momento, es posible que el tratamiento no cuidadoso y sistematico que a
través de las tareas se dio a las Magnitudes generara en los estudiantes aprendizajes no
apropiados sobre las mismas. Asi entonces, es necesario tener cuidado con el disefio de las
tareas para que, sin abandonar la intencién de iniciar el estudio de los niimeros racionales,
no se dé pie a que los estudiantes constituyan conocimientos sobre las Magnitudes y las
mediciones de cantidades de magnitud que después sean obsticulos para estudios
posteriores. Un ejemplo de ello puede ser el caso en donde la razén se establece entre
cantidades heterogéneas, y se usa como el operador que transforma una de las cantidades
en la otra (como en el caso de las tablas de multiplicar, en donde la razén doble permitia
calcular el valor de puntos a partir de la cantidad de fichas), y el analisis se centra en la
accién de larazén (como si fuera un ntimero sin unidades) sobre las cantidades (igualmente
consideradas como ntmeros sin unidades). Esto facilita que los estudiantes de estas edades
puedan realizar los cdlculos necesarios, pero de otra parte, no deja ver el problema central
que se estd resolviendo: una razén, al ser aplicada sobre una cantidad, la transforma en otra
cantidad de naturaleza distinta. La pregunta que queda abierta es entonces sobre cémo
introducir, desde estos grados, el estudio de estos procesos de transformacién, mostrando
que las cantidades no son solo ntimeros sino que también estdn acompafiadas de unas
unidades, y que estas unidades toman parte de los calculos para poder explicar las
transformaciones que operan en la naturaleza de las cantidades cuando estas se multiplican

o dividen entre sf.

7.2.2 Sobre la constante de proporcionalidad y los procedimientos
analiticos

Como se puede ver en los anélisis presentados, el lugar de la razén y sus funciones con
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respecto a las cantidades qued6 suficientemente documentado en el caso de los
procedimientos basados en razonamientos por analogfa, al igual que el papel de las
diferentes formas de representacién de las cantidades y sus relaciones que, al lado de estos
procedimientos, permitieron conceptualizaciones importantes en relacién con las razones
y las proporciones, la multiplicacién, y los nimeros (fundamentalmente naturales y
racionales). Pero en relacién con la proporcionalidad, la razén como constante de
proporcionalidad, y por ende, los procedimientos analiticos, el camino apenas si qued6
esbozado.

El trabajo realizado con los estudiantes mostré caminos posibles para lograr la
comprensién de la razén como constante de proporcionalidad, relacionados por supuesto,
con las funciones de la razén como correlator o como transformador (la razén como una
funcién que correlaciona cantidades en dos sistemas de cantidades o que transforma
cantidades de uno de los sistemas en cantidades en el otro). Se evidencié que el uso de tablas
de valores que organizan las parejas de valores que se corresponden pueden ser un
instrumento Util para alcanzar la comprensién de estas dos funciones de la razén con
respecto a las cantidades, pero este es un proceso que implica, incluso, aprender a usar las
tablas en si mismas. Muy unido al problema del uso de las tablas de valores estuvo el estudio
de las tablas de multiplicar, que también se mostré como otro camino posible en el estudio
de las funciones de la razén como correlator o como transformador. Otro camino que
igualmente se mostré con posibilidades para profundizar en el estudio de la razén y sus
tunciones como correlator y transformador fue el que se trazé con las situaciones de compra
venta de productos, en donde el precio por unidad se constituye como una razén constante
que permite transformar, bien cantidad de producto en dinero, o a la inversa, una cierta
cantidad de dinero en una determinada cantidad de producto.

Sin embargo, el estudio solo logré mostrar que los caminos delineados en el parrafo
anterior pueden ser promisorios en la comprensién de la razén como constante de
proporcionalidad, y por ende se hace necesaria més investigacién empirica que logre
mostrar con detalle como es que la funciones de la razén como correlator y como
transformador permiten la constitucién de una nocién de constante de proporcionalidad (si
es que lo permiten) y por ende, de la constitucién de una nocién clara sobre los procesos de
linealidad detras de la proporcionalidad directa que modela este tipo de situaciones. El

estudio epistemolégico presentado en el capitulo 4 muestra que es posible tener nociones
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claras sobre la linealidad sin el recurso a una teorfa explicita de razones y proporciones, y
lo expresado en el parrafo anterior muestra que es posible tener en la escuela este tipo de
apuestas en los procesos de estudio de la proporcionalidad directa, pero es necesario
profundizar en las condiciones que permiten objetivar la razén como constante de

proporcionalidad a partir de procesos de estudio de este tipo.

7.2.8 Sobre los tipos de problemas multiplicativos elementales

Como se dijo en el capitulo 1, muchas de las investigaciones que se han realizado en
los ultimos afos sobre el desarrollo del razonamiento proporcional han elaborado
propuestas de categorizacién de los tipos de problemas que se proponen a los estudiantes
en la escuela, y que estarfan en la base de los aprendizajes necesarios para el desarrollo del
razonamiento proporcional. En dicho capitulo se expresaba que estas formas de tipificacién
de los problemas eran objeto de miultiples criticas pues los criterios para tales
clasificaciones mezclaban los aspectos mateméticos de las razones, las proporciones y la
proporcionalidad, con los aspectos relacionales de las cantidades implicadas en los
problemas, o incluso, con las caracteristicas del fenémeno fisico sobre el cual trata el
problema.

Si bien el andlisis de las préacticas de aula de los estudiantes no muestra evidencia
suficiente para que se puedan proponer tipologias alternas a estas que ya se conocen en la
literatura especializada, los hallazgos realizados, y resumidos en las secciones anteriores,
permiten proponer algunos elementos que pueden servir de base para futuras
investigaciones que profundicen y decanten lo relativo a estas tipologias. Asf entonces, las
ideas que se expondrdn a continuacién son mdas bien hipétesis de trabajo futuro que
conclusiones derivadas del trabajo investigativo que soporta esta tesis, pero por supuesto,
proyectan los hallazgos en escenarios posibles.

En las secciones iniciales de este capitulo se hablé de las funciones de la razén con
respecto a las cantidades sobre las cuales ella se define. En total se habl6 de cuatro
tunciones: como relator y operador, cuando la razén se define sobre cantidades homogéneas,
y como correlator o transformador, cuando la razén se define sobre tamilias de cantidades,
por lo general heterogéneas. También se mostré que estas funciones son fundamentales
para los procedimientos basados en razonamientos por analogia o en razonamientos

analiticos. Sin embargo, el trabajo no permitié profundizar més en estas cuatro funciones
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de la razén con respecto a las cantidades, y quedan entones abiertas reflexiones en torno a
elementos como los siguientes: json estas las Gnicas funciones de la razén con respecto a
las cantidades?, o Jexistirdn otras funciones, y que caracteristicas tendrian?

Hasta el momento se puede postular que estas relaciones son las mas elementales que
estarfan en la base de la comprension de las relaciones multiplicativas en situaciones de
proporcionalidad directa (que en otros contextos se han llamado situaciones de isomorfismo
de medidas), pero cabe la pregunta, gson efectivamente estas y no otras las relaciones
elementales de base en los procesos de aprendizaje de lo relativo a la proporcionalidad
directa?

Es mas, suponiendo que la anterior hipétesis fuera cierta, se podrian anticipar posibles
reorganizaciones en las tipologias de los problemas, por las siguientes consideraciones:

e No tendria sentido decir que existen tipos de problemas de razén o de ntimero racional,
pues de un lado, y como se pudo evidenciar en el trabajo realizado con los estudiantes
de estos dos grados de la Educacién Bésica, una idea de razén esta presente en todos
los problemas que impliquen la covariacién lineal de dos cantidades, y de otro lado,
fracciones, numeracién decimal, porcentajes, en tanto formas de notacién para las
razones entre cantidades, igualmente hacen que los niimeros racionales estén presentes
en cualquier tipo de situacién. Asi entonces, cualquier situacién de covariacién
directamente proporcional implica el tratamiento de las razones, y por ende, del
ntmero racional en sus diferentes formas de notacién, y del cociente o la multiplicacién
de diferentes cantidades.

¢ De manera similar a lo anterior, tampoco serfa pertinente decir que existen tipos de
situaciones de medida o de cociente pues siempre que se trate con una razén, esta tiene
detrds de sf un proceso de medicién de cantidades, y una comparacién por cociente de
las medidas de estas cantidades. Y ademads, en virtud de las funciones de la razén con
respecto a las cantidades, y del problema que se tenga que resolver, serd necesaria una
divisién o una multiplicacién.

e Como consecuencia de lo anterior, se puede proponer que al hablar de situaciones de
tasas, ratas, densidad, concentracién, los nombres remiten a las caracteristicas fisicas
del fenémeno que se estudia, y no a las relaciones y operaciones entre las cantidades
involucradas. Asi por ejemplo, en una situacién de densidad de poblacién, las diferentes

tunciones de la razén interactian continuamente para resolver los problemas que se
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pueden presentar: al determinar la densidad de poblacién en una determinada regién,
se calcula una razén que funge como correlator; si luego se pide calcular la cantidad de
poblacién en una determinada superficie, o la superficie requerida por una determinada
cantidad de poblacién, la razén funge ahora como transformador, pero al proceder de
esta manera se asume la invarianza de la razén que expresa la densidad de poblacién,
independientemente de la cantidad de superficie o de poblacién considerada (la razén
debe ser considerada como una constante de proporcionalidad, y la situacién es en
esencia una situacién de transformacién lineal). De manera similar pasaria con los otros
tipos de situaciones.

Asf entonces, las funciones de la razén con respecto a las cantidades (relator-operador,
transformador-correlator) no solo estidn presentes en cualquier problema que implique la
variacién directamente proporcional entre dos (o mas) cantidades, sino que se intercambian
de una a otra funcién dependiendo de los problemas que se deban resolver. Por supuesto
esta afirmaciéon debe ser sometida a mds investigacién empirica que permita verificar si
efectivamente con estas cuatro funciones de la razén con respecto a las cantidades se agotan
los problemas elementales multiplicativos en situaciones en donde dos cantidades se
correlacionan a partir de una covariacién directamente proporcional. Confirmar esta
hipétesis podria dar aportes importantes a la comprensién de los problemas asociados con
la ensefianza o el aprendizaje de razones, proporciones y proporcionalidad en los contextos

escolares.

7.2.4 Sobre la proporcionalidad inversa

En el contexto de las practicas matematicas de los alumnos de tercero y cuarto
reportadas en esta tesis no se realiz6 un proceso de estudio de situaciones donde las
cantidades se correlacionaran a partir de una proporcionalidad inversa (ni tampoco de
proporcionalidades compuestas). Si desde los hallazgos de esta tesis (los principios
invariantes, las correspondencias lineales, los tipos de problemas elementales) se quisieran
proyectar algunos elementos que orienten el estudio sobre otros tipos de proporcionalidad,
en particular, sobre la variacién inversamente proporcional, se podrian proponer las
siguientes problemaéticas:

1. En primer lugar, las situaciones en las que dan origen a una proporcionalidad inversa

no relacionan dos cantidades a partir de una funcién lineal, sino que relaciona tres
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cantidades, una de las cuales covaria bilinealmente con respecto a las otras dos. Esto

es, en la proporcionalidad directa, las dos cantidades se relacionan a partir de una

relacién funcional de la forma y= f(z)=a-z, con a la constante de proporcionalidad

(la cantidad y covaria linealmente con respecto a x), mientras que en las situaciones de

proporcionalidad inversa la relacién funcional entre las tres cantidades es de la forma
z=f(x,y):a~x-y. En este caso la cantidad z tiene una covariacién bilineal con

respecto a las cantidades x e y (la cantidad z es directamente proporcional al producto
de las cantidades x e 3, o lo que es lo mismo, es lineal con respecto a cada una de las
cantidades z e y), y si la cantidad z se hace constante, entonces las cantidades x e y
tienen una covariacién inversamente proporcional. Un caso tipico de covariacion
bilineal se puede presentar al estudiar el Area de un rectangulo como una funcién que
depende las longitudes de sus lados (en este caso @ =1), y si el area del rectdngulo se
fija en un valor determinado, entonces las longitudes de los dos lados se correlacionan
de manera inversamente proporcional.

2. De lo dicho anteriormente se colige entonces que el principio invariante que se
conserva en una situacién de covariaciéon inversamente proporcional es el producto de
dos cantidades (y no una razén —cociente— entre ellas, como en el caso de la
proporcionalidad directa). Esto es, en una situacién tipica de proporcionalidad inversa,
hay una cantidad que es constante, y las otras dos varfan de tal forma que su producto
siempre es esa cantidad constante.’® Por ejemplo, en el caso del rectingulo de érea

constante, si uno de los lados cambia en una determinada razén (' = a -z ), entonces el
otro lado cambia en el reciproco®! de dicha razén (y'=a™'-y), lo que garantiza que
x-y=2"-y' =k, donde k es el valor constante del drea. En el tratamiento usual en la

escuela de este tipo de situaciones no se pone suficiente atencién a esta tercera cantidad,
quizds por ser constante, pero es precisamente en ella en donde reside el principio
tundamental para comprender la forma de covariacién entre las dos cantidades que

cambian en la situacién, y por ende, para comprender los procedimientos que permiten

300 Esta diferencia entre los principios que gobiernan la variaciéon directamente proporcional o inversamente
proporcional ya estaban prefigurados en Newton, como se mencion¢ en el capitulo 4.

301 Por el hecho de que en una situacién de variacién proporcional inversa, la variacién en una de las
cantidades es proporcional al reciproco de la variacién en la otra, en la edad media se 1lamo6 a este tipo de
problemas, problemas de variacién inversa.
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resolver los problemas que se presentan en este tipo de situaciones.

Basten pues estas breves ideas para mostrar cémo a partir de nuestra investigacién
sobre la proporcionalidad directa se dibujan nuevos caminos para comprender los procesos
de estudio de la proporcionalidad inversa en contextos escolares, caminos que deben ser
investigados a profundidad para elucidar su significacién en la comprensién de los

estudiantes sobre estos objetos de conocimiento.
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