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Resumen

En este trabajo de investigacion se pretende realizar una compilacion de conceptos y resul-
tados concernientes a la teoria de reticulos euclidianos (o lattices), como también de algunos
elementos de la teoria de grafos y la combinatoria, con el objetivo de estudiar el problema del
reticulo cuantizador 6ptimo. Dicho estudio nos permite, en algunas dimensiones, brindar una
formula de la constante de cuantizacion para lattices de Tipo I, en funcién de los parametros
de Selling.

La estrategia para calcular la formula de la constante de cuantizacion consiste en realizar
una descripcion de la celda de Voronoi del lattice, la cual nos permite obtener una particion
en simplices de la celda, y por medio de un resultado expuesto por Conway y Sloane en [I]
se logra deducir la formula. En este proceso se utilizan algoritmos ejecutados en SageMath
para verificar las cuentas.

Luego, con la féormula hallada, se hace un estudio numérico de la féormula, lo cual permite
verificar algunos resultados establecidos en [I], con relacion a la constante de cuantizacion
para lattices de primer tipo, ésto también se lleva a cabo por medio de algoritmos realizados
en SageMath.
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Reticulos euclidianos, Parametros de Selling, Celdas de Voronoi, Simplex.
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Introduccion

Al proceso de asignar a valores de entrada, en un conjunto “grande” valores de salida en un
conjunto més “pequeno” se denomina cuantizar. El redondeo y el truncamiento son ejemplos
de procesos de cuantizacidon. Dicho proceso esta involucrado en casi todo el procesamiento
de senales digitales, dado que representar una senal digital implica redondeo.

)

Un dispositivo que realice la cuantizacién se denomina cuantizador. Asi, un cuantizador o
conversor analdgico - digital es un aparato que transforma senales continuas en discretas,
también se puede pensar como un aparato que sirve para discretizar o comprimir datos.
Los cuantizadores los encontramos en instrumentos de medicion digital o dispositivos de
grabacion y en sistemas de comunicacion digital.

Ahora, si consideramos un subconjunto discreto H de R"™, lo que hace un cuantizador es,
dado un punto & € R", identificarlo con un punto P; € H, que cumple la condiciéon de ser
el més proximo a x. Mas formalmente, un cuantizador (Figura E[) sobre H es una funciéon
que asigna a cada punto & € R™ un punto P; € H, tal que la distancia euclidiana de * a H
sea igual a la distancia entre x y P;.

Entrada Cuantizador Salida
—_— ——
T PPy ..., Pan - - P

Figura 1. Representacién de un cuantizador n-dimensional.

La asignacion que realiza el cuantizador, es decir, al cambiar los puntos de R"™ por los puntos
de H introduce errores, ademaés, dado que este estudio estéa basado en lo desarrollado por
Conway y Sloane en [I], entonces el error a considerar es el error cuadratico medio.

Luego, si tenemos una entrada @ con distribucién de probabilidad p(x) y un cuantizador
sobre H, la magnitud del error se mediré por la distancia euclidea desde el punto a al punto

IFigura tomada de [1].

x1



xii Introduccion

més cercano P;. Dichos puntos se deberan escoger con la finalidad de que el error cuadrético
medio sea minimo.

Dado que z tiene funciéon de probabilidad p(x), el error cuadratico medio es

E=1 [ N@- Pi(2)p)de. 1)

n R™
siendo N la distancia euclidiana al cuadrado.

Por otro lado, la celda de Voronoi de un punto P;, es el conjunto de puntos de R"™ cuya
distancia a dicho punto sea menor o igual que la distancia a cualquier otro punto de H. En
la Figura [2] tenemos una particion en celdas de Voronoi del plano, siendo H un conjunto de
once puntos.

Celda de Voronoi
al rededor de P

Figura 2. Representacion de un cuantizador 2-dimensional.

Luego, si H consiste de los puntos Py,..., Py € R" para M muy grande, entonces R" se
particiona en celdas de Voronoi, y el error cuadratico medio dado en se expresa de la
forma

M
1
E=— / N(x — P;)p(x)dx.
n; v ( )p(x)

Podemos ver que F depende de la dimensién del espacio, el ntiimero de puntos M y de la
funcién de probabilidad p. Ademés, dada la importancia de que E sea minimo, deseamos
encontrar el infimo

E(n,M,p) = inf{py F,

es decir, el error més pequeno alcanzado para cualquier subconjunto de M puntos
Py,....Py eR"
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Bajo suposiciones muy generales, en [I], se muestra que

n+2

lfm M*"E(n,M,p) =G, ( / p(w)”/(”“)dw) o (2)

M—o0

donde G,, solo depende de n. Si se fija adecuadamente p(x), es posible encontrar G,, de la
ultima igualdad, entonces, como lo mencioné Conway en [I], por simplicidad, se va a suponer
que x se distribuye uniformemente en una regiéon grande de R", por el hecho de que asi el
error cuadratico medio se minimiza si cada punto P; esta en el centroide de su region de
Voronoi.

De ahora en adelante, vamos a considerar que la cantidad de puntos M crece indefinidamente
y que la entrada @ se distribuye uniformemente en una bola grande de R", asi 'y GG,, tienen
la forma

M
rlszV(Pi) N(x — P;)dx
E - - M ) (3)
; fV(Pz) dx
M—oc0

Por consiguiente, para una cuantizaciéon 6ptima de una entrada uniformemente distribuida
en una region grande de R™, y con una gran cantidad de puntos, la constante de cuantizacion
G, viene siendo el error cuadratico medio promedio.

En virtud de la discusion anterior, decimos que el problema del cuantizador consiste en elegir
puntos Pq,..., Py en R"” para minimizar

1M
v )

En consecuencia, de y resulta que G, es el limite cuando M — oo del infimo de (/5
cuando se recorren todas las posibles elecciones de los P;. Asi, la solucién al problema del
cuantizador proporciona el cuantizador 6ptimo para entradas uniformemente distribuidas en
una region muy grande de R™.

Podemos notar que el trabajo de hallar una distribucién de puntos que minimice la expresion
dada en no es tarea facil, porque para cada eleccion de P; tenemos una celda de Voronoi
que no necesariamente es congruente a las de otras celdas generadas por otros puntos. Luego,
si las celdas de Voronoi son todas congruentes entre si, tenemos que los puntos forman un
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reticulo euclidiano. Mas atn, si P = V/(0) es la celda centrada en el origen, la formula de G,
resulta mas sencilla, esto es
Lz xde

vol(P)*+x

Gn(P) : (6)
siendo, G, (P) el segundo momento normalizado de P. Asi, el problema del reticulo cuantiza-
dor se basa en encontrar un reticulo A con la condicion de que G(A) sea minimo, y escribimos

Gn(A) = G,(P).

En la Figura[3] (imagen tomada de [2]), tenemos algunos resultados concernientes al problema
del cuantizador. Podemos observar la familia de reticulos A,,, la curva que representa la cota
inferior obtenida al calcular el segundo momento normalizado de la esfera, ademés de la
curva que representa la cota superior dada por Zador (en la ecuacion (82) en [I] o en [3]).
También, en dicha figura se representa la cota inferior conjeturada por Conway - Sloane en

[

0.082

0.080
0.078

0.076
0.074
0.072

Zador upper
bound

0.070F AEg lattice
of this paper
0.068

Conway & Sloane

Sphere
0.066  lower bound o

lower bound

Dimensionless Second Moment G,

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Dimension n

Figura 3. Problema de cuantizaciéon en dimensiones menores a 24.

A la fecha, el problema del lattice cuantizador 6éptimo solo tiene solucién para dimensiones
2 y 3, siendo el lattice hexagonal A, (ver Ejemplo el o6ptimo en dimension 2 y Aj
(ver Ejemplo el 6ptimo en dimension 3. En la tabla dada a continuacion (la cual fue
tomada de [I]), se muestran los mejores cuantizadores conocidos hasta dimension n < 24,
para algunos de estos reticulos el error cuadratico medio G(A) fue hallado.

Ahora, si el lector quiere profundizar en el tema, en el Capitulo 4 de [1] se muestran los lattices
mencionados en la tabla, donde se realiza el estudio de los reticulos mencionados; ademas
del Capitulo 21, donde podra encontrar diversos resultados concernientes a la constante de
cuantizacion en diferentes reticulos.

Asi las cosas, este trabajo de investigacion tiene como objetivo ampliar el conocimiento
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sobre la constante de cuantizacion o error cuadratico medio, es decir, GG,,, para ciertos reticu-
los euclidianos. En este proceso, se estudiara el problema del reticulo cuantizador 6ptimo,
especificamente los reticulos del tipo I.

Nombre del cuantizador

Error cuadratico medio G

W = o3

9
12
16
24

Ao
A
A5 A,
A; = Dy
Ag = Dy
D=~ D,
Al
Ay
Dj
Ds
Aj
As
Eg
Es
E;
E;
Er e By
D3
Dy
Ag
Ag
AEQ
Kiy = Kip
Afg = Mg
Ay = Ay

0

0,083333

0,080188

0,078543

0,078745

0,076603

0,077559

0,078020

0,075625

0,075786

0,076922

0,077647

0,074244

0,074347

0,073116

0,073231

0,071682

0,074735

0,075914

0,075972

0,077391

0,071622

0,070100 = 0,000024
0,068299 =+ 0,000027
0,065771 £ 0,000074

Tabla 1. Mejores reticulos cuantizadores conocidos en dimensiones menores a 24.






Capitulo 1

Preliminares

Tenemos como objetivo calcular la constante de cuantizaciéon para cierto tipo de reticulos
euclidianos en algunas dimensiones superiores. Entonces, para contextualizar el problema,
en este capitulo vamos a presentar algunas definiciones y propiedades bésicas concernientes
a la teoria de reticulos en espacios euclidianos, todo esto basado en lo consignado en [4] y [5].
Ademas, incluimos ciertos conceptos y resultados, donde la idea de politopo juega un papel
importante.

1.1 Definiciones y resultados basicos

Definicién 1.1.1. Un subconjunto A de R™ es un lattice (o reticulo) n-dimensional o de ran-
go n si existe un subconjunto B = {vy, vs, ..., v,} de n vectores linealmente independientes

en R"” tales que
A= {invi:xiEZ}. (1.1)
i=1

A dicho conjunto B se lo llama una base del lattice A.

De ahora en adelante, vamos a usar el término lattice en vez de reticulo euclidiano.

A continuacién, definimos lo que es la matriz generadora M asociada al lattice como una
matriz, cuyas columnas son los vectores de la base. Es decir, si consideremos las coordenadas
de los vectores de B en la base canénica de R", la matriz generadora es

V11 V12 -+ Vin
Vg1 V22 -+ U2p

M= , (1.2)
Un1 Un2 - -°° Unn
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donde las columnas de la matriz, son las componentes de los vectores v;, con 1 < i < n.

La anterior matriz, nos permite definir una matriz fundamental, cuyas entradas son los
productos internos de los elementos de la base del lattice, ella se denomina la matriz de
Gram que se expresa como A = M M.

Es claro que para cualquier elemento t € A, existe * = (x1,%9,...,2,)" € Z" tal que
t = Mx. En consecuencia, el lattice también se puede representar como A = {Mx : « € Z"}.

Ahora, sean B y B’ dos bases que generan el mismo lattice, decimos que dos matrices M y
M’ generan el mismo lattice si y solo si existe una matriz U € GL,(Z) (el grupo de matrices
cuadradas de entradas enteras que tienen una inversa también con entradas enteras) tal que

M = MU.

Lo dicho anteriormente nos permite deducir que si A es la matriz de Gram del lattice A,
entonces A’ = U AU también es una matriz de Gram del lattice, donde U es una matriz
unimodular, es decir, una matriz de enteros con determinante 1 o -1. Luego, inferimos que

det(A’) = det(A).

Dado que dos matrices de Gram asociadas a A tienen el mismo determinante, el determinante
del lattice se define como el determinante de la matriz de Gram, es decir, det(A) = det(A).

Definicién 1.1.2. Sea A un lattice n-dimensional y B = {v;,vs, ..., v,} una base para A.
Al conjunto

P = {Ztivi:ogti< 1} (1.3)
i=1

se le llama Paralelotopo fundamental para A.

Figura 1.1. Paralelotopo fundamental en dimensién 2.

Podemos ver que cada base del lattice tiene asociado un paralelotopo fundamental, quienes
tienen el mismo volumen entonces, a dicho valor es lo que se define como el volumen del
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lattice y lo denotamos por vol(A). Mas atn, el volumen del lattice y el determinante de la
matriz de Gram asociada al lattice se relacionan de la siguiente forma:

vol(A) = +/det(A). (1.4)

Tenemos que las transformaciones rigidas del espacio R™ que fijan el origen estan dadas por
el grupo O(n). Luego, es valido pensar que O(n) actia en el conjunto de lattices de R". Este
hecho lo podemos escribir como B - A = {Bx : x € A}, donde B € O(n).

Ademas, si dos lattices A y A’ estan relacionados por una homotecia, es decir, si existe

t € R* tal que A’ = tA, diremos que ellos son semejantes (o equivalentes), lo que se denota
con A =2 A

Dados A y A’ con matrices generadoras M y M’ respectivamente, decimos que A y A’ son
equivalentes si y solo si existen B € O(n) y U € GL,(Z) tal que M’ = ¢BMU, donde ¢ > 0.
Con respecto a las matrices de Gram de cada lattice se satisface A’ = c2U" AU. Cuando los
lattices son congruentes, se cumple A’ = U AU.

Ejemplo 1.1.3.
1. El lattice cibico n-dimensional Z™ o lattice entero estd dado por el conjunto
VASS {<xlax27 s 75Un)tr e R": x; € Z}

Una matriz generadora es la matriz identidad I,, y es a la vez la matriz de Gram
asociada al lattice. Es claro que det(Z") = 1.

2. Consideremos el lattice hexagonal, que esta generado por los vectores (1,0)" y (%, ‘/Tg)t’”.
La matriz generadora y de Gram asociadas al lattice son las siguientes:

1 1 1 1
— 2 — 2
v=(og) va=(hh)

Asi, el determinante del lattice hexagonal es det(A) = 2.

3. El lattice n-dimensional A,,, para n > 1, se define de la forma

An:{(x07x17-.-,xn)€Zn+l:xo—i—ajl—i—..._‘_xn:o}'

Este lattice esta contenido en el hiperplano Y (x; = 0 de R™"! es decir, es de
rango n. Los n vectores que generan a A, son: (1,—1,0,...0)", (0,1,—1,0...,0)",
..,(0,...,0,1,—1). Entonces, la matriz de Gram del lattice es:
2 -1 0o --- 0 O
1 2 -1 --- 0 0
o -1 2 -~ 0 0
0 0O O 2 —1
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Veamos que det(A,) = n + 1. En efecto, al calcular el determinante de la matriz uti-
lizando la primera fila, obtenemos que det(A,) = 2det(A,_1) — det(A,_2). Luego, por
la anterior expresion del determinante de A,, y por el Segundo Principio de Induccién
concluimos que det(A4,) =2n—(n—1) =n+ 1.

En particular, consideremos el lattice Ay = {(zq, 1, 22)" € Z3 : 29+ 21+ = 0}. Una

base para Ay es {(1,—1,0),(0,1,—1)""}. La matriz generadora y de Gram asociadas
al lattice son las siguientes:

Entonces, el det(As) = 3.

4. Ahora, para n > 2, con n € N, el lattice D,, se define como el conjunto

D, = {(z1,72,...,7,) EZ" : 2y + 9 + -+ + 1, € 2Z}.

Una base para D,, esta conformada por los vectores (1,1,0,...,0), (1,—1,0,...,0)",
(1,0,0,...,—1)". En consecuencia, la matriz generadora y Gram de D,, son respecti-
vamente:
1 _1 é L 2 0 1 1
02 1 1
M = 0 0 0 y A=111 2 ,
: S
0o 0 - -1 0
0 0 0 —1 L L2

siendo det(D,,) = 1/4.

En particular, si n = 3, D3 esta generado por los vectores (1,1,0)", (1,—1,0)" y
(1,0, —1)"; de ahi que,

1 1 1 2 0 1
M=|1 -1 ol v A={0 2 1
0 0 -1 11 2

5. Consideremos el lattice FEg, el cual estd definido como

1 1
Eg:{’U:(:Bl,...,a?g)EZSI’UEDSO’U—{—(5,...,—) GDS}.
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Una matriz generadora para Ejy estd dada por

2 -1 0 0 0 3
0 1 -1 0o 0 0 %
o 0 1 -1 0 0 0 3
o 0 0 1 -1 0 03
Mg = ’
o 0 0 0 1 -1 0 3
o 0 0 o0 0 1 -11
0 0 0 0 0 I
0 0 0 0 0 0 3

Los lattices E7 y Eg estan definidos en R® como

E7:{’l):($1,...$8)EEgII‘l:IQ},
EGZ{’U:(.CEl,....Tg)EEgIZEl:.TQ:ZL‘g}.

Una matriz generadora para cada lattice son respectivamente

-1 0 0o 0 3 0 0 0 3

1 -1 0o 0 3 -1 0 0 0 0 1

o 1 -1 0 0 0 3 1 -1 0 0 0 3

M, — o 0 1-1 0 o0 1 M, — o 1 -1 0 o0 1
o 0 0 1 -1 0 -1 0 0 1 -1 0 -1

o 0 0 0 1 -1 —3 0o 0 0 1 -1 -3

o 0 0 0 0 1 — o 0 0 0 1 —3

o 0 0 0 0 0 —3 o 0 0 0 0 —%

Los Ejemplos [2| v |3| dados anteriormente tienen una particularidad si al lattice hexagonal
lo vemos contenido en R?, es decir, que esté generado por {(1,0,0), (3, \/73, 0)"}. Podemos
mostrar que dicho lattice es equivalente a A,. En efecto, se cumple que

1 0 1 3
-1 1| =v2B| 0 ¥ |U,
0 —1 0 0

donde la matriz ortogonal B y la matriz unimodular U son

1
v g (10
vz 7o -1

V3

oy
I
|
o§|“§|“
|
SINS-S-
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Sin embargo, otra forma de mostrar que los lattices en cuestion son equivalente es utilizando
esta base {(1,—1,0)",(0,—1,1)"} para Ay. Podemos ver que las dos matrices de Gram de
los lattices cumplen lo siguiente

Definicion 1.1.4. Sea A un lattice en R™. Al conjunto
AN ={weR":w-v € Zpara todov € A},

se le llama el lattice dual de A.
Ejemplo 1.1.5. El lattice dual del lattice Z", es él mismo.

Ejemplo 1.1.6. Consideremos el lattice hexagonal, es decir, el lattice generado por los

vectores (1,0)" y (3, \/75)”’. Un elemento de su dual (x1, z5) debe satisfacer lo siguiente:

(x1,22) - (1,0) =21 =1, € Z
1
(1, 2) - < \/3) S Vi, =1y € Z.

27 2 2 2

Resolviendo las ecuaciones se obtiene que (1, z5) = (I1, (2o —11)/V/3), I, I € Z. Asi, el dual
del lattice hexagonal es el lattice generado por los vectores (1, —1/4/3)",(0,2/v/3)"". En la
siguiente figura podemos ver un bosquejo del lattice hexagonal y su dual.

@ v . . o » . . . .
L ] L L L ]
» » » »
[ ] L L [ ] L ] ‘ ‘
. L] . » . ¢ ¢ ¢
L L L ] ¥ L » L] L] L]
(a) Lattice hexagonal. (b) Dual del lattice hexagonal.

Figura 1.2. Ejemplo de un lattice y su dual.
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Proposicion 1.1.7. Sea A un lattice de R™ de rango n.

1

1. Si M es una matriz generadora de A, entonces (M')~! es una matriz generadora de

A*.

2. Si A es la matriz de Gram asociada a A, entonces A~' es una matriz de Gram para
A*.

3. Vol(A*) = Vol(A)~.

Demostracion.

1. Sea B = {v;,vs, -+ ,v,} una base para A y sea B* = {v}, v}, -+, v’} una base para
A*. Ahora, consideremos la matriz generadora M* de A*. Podemos ver que M*M" =
I,,, siendo I,, la matriz identidad y M la matriz generadora del lattice A. Dado que M
es una matriz cuadrada no singular, entonces M* = (M)~! = (M 1),

2. Si Ay A* son la matriz de Gram de A y A* respectivamente, entonces
A* A — M*(M*)trMMtr
= M*M'MM"
— M* Mtr
— (Mtr>71 Mtr
I,.
De ahi que A* = AL,

3. Dado que A*A = I,,, entonces det(A*)det(A) = 1, es decir det(A*)det(A) =1 . Por lo
tanto, vol(A*)vol(A) = 1.

]

Ejemplo 1.1.8.

1. Consideremos el lattice A,. Entonces, el lattice dual es el conjunto

A ={w = (xg,T9,...,2,) ER”“:in:wa%)EZ, para todo v € A,}.

n
1=0

Tenemos que la matriz generadora M y Gram A de A} es respectivamente

n —1 - =1 -1 n —1 - =1
1 -1 n - -1 -1 1 -1 n - -1
M = o ..y A= o e
n+1 : R : : n+1 : o :
-1 -1 .- n —1 -1 -1 .- n

siendo la matriz de Gram de tamafio n x n. Por la Proposicion [I.1.7, deducimos que
det(Ar) = -

T on+1c
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2. Una matriz generadora para el lattice dual de D,,, es decir, D}, es:

10 - 0 1/2
01 -~ 0 1/2
M=|: 1
00 -~ 1 1/2
0 0 0 1/2

con det(D,,) = 1/4.

1.2 Superbases y parametros de Selling

Definicion 1.2.1. Sea A un lattice en R" y B = {vg,v1,...,v,} un conjunto de n + 1
vectores de A, decimos que B es una superbase de A si {v1,vs,...,v,} es una base de A y

2 imovi = 0.

Ademas, si el producto interno de cualquier par de vectores de B es menor o igual que cero,
a B se le llama una superbase obtusa.

Si todos los productos internos son estrictamente negativos, diremos que B es una superbase
obtusa estricta, o laza en caso contrario.

Definiciéon 1.2.2. A los lattices que admiten una superbase obtusa, se los denomina lattices
de Tipo L

Ejemplo 1.2.3.

1. El lattice A, es de Tipo I, porque una superbase para As es el conjunto

1 0 ~1
1], 1], o
0 ~1 1

2. Consideremos el lattice A3 con la superbase obtusa estricta

LI L L L

PN N LN N [V

[N TR [ [JURITNG TS

P[RSR N TR Ny i

Entonces, el det(A%) = 1/4. Asi el volumen del lattice es 1/2.

Definicién 1.2.4. Si B = {vg,v1,...,v,} es una superbase de un lattice A, a los (";“1)
valores
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se les llama pardmetros de Selling de A relativos a la superbase B.

Adicionalmente, con la notacién Piljk..1 = Pij + Pik + - + pa, siendo p;; los parametros de
Selling, entonces la matriz de Gram para la superbase es

boji2-.n  —Po1 - —Pon
—Por  P1/02-n " —P1
A= _ 02 o (1.6)
—Pon —Pin *t DPnjol-n—1

El siguiente resultado, nos muestra la relacion existente entre los parametros de Selling y la
norma de un vector.

Teorema 1.2.5. (Selling). Sea A un lattice n—dimensional y B = {vg,v1,...,v,} una su-
perbase de A con pardmetros de Selling asociados p;; = —v; - v; para 0 < i < j < n, y sea
X =" v, conz; € R. Entonces, la norma de X, es decir, N(X) = X - X se expresa
de la siguiente forma:

i<j

Demostracion. Tenemos que X = >  x;v;, de ahi que
i=0 i=0
= fo’ul -v; + Qinxk'vi - Vg
i=0

i<k

n

= ZZL’?’UZ . (— Z 'l)j) -2 Zpikxixk
i=0 i i<k
n

= Z w} Z pij — 2 sz‘kiﬂﬂk
=0 j#i i<k

= sz’j (a7 +a7) =2 Zpikxﬂk
i<j i<k

_ 2 2

= Zpij(xi + 25 — 2w35)
i<j

_ 2

= Zp”(xz - ZE]') .
i<j

]

A continuacion, vamos a considerar algunos conceptos y resultados concernientes a los grafos,
los cudles se encuentran consignados en [6]. En efecto, un grafo G consiste de un conjunto V'
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de vértices, un conjunto E de aristas y una funcién que asocia cada arista e € E un par de
vértices. Ademaés, se dice que un grafo es simple cuando a lo mas existe una arista uniendo
dos vértices cualesquiera.

El siguiente concepto a considerar es el de grafo completo, dicho grafo es denotado por K, y
es un grafo simple de n vértices, con (g) aristas. Adicionalmente, si existe un camino de = a
y, para todo x,y € GG, entonces GG es llamado un grafo conexo.

Ahora, si el grafo conexo no contiene caminos cerrados o ciclos, éste es llamado drbol. Mas
aun, si G es un grafo simple, un drbol generador de G, es un subgrafo de GG, que es un arbol y
contiene todos los vértices de GG. El siguiente resultado da el numero de arboles generadores
de un grafo completo.

Teorema 1.2.6. [7] Ezisten n" 2 drboles generadores etiquetados del grafo completo K,,.

Es importante mencionar el hecho de que a un lattice A con superbase B = {vg, v1,...,v,}
es posible asociarle un grafo completo de n + 1 vértices, el cual denotaremos por K, ;. Los
vértices de dicho grafo son los vértices de la superbase y la arista que se forma por los vectores
v; ¥ v; sera etiquetada con el parametro de Selling p;;.

Ejemplo 1.2.7. Consideremos un lattice A de dimension 2, con superbase obtusa B =
{vg, v1,v2}. Tenemos que el grafo completo K3 asociado al lattice es el que se muestra en la
Figura [1.3] junto a sus 3 arboles generadores.

Vo
Po1 Po2
P12
V1 (%)
Po1P02pP12
Vo Vo Vo
pPo1 Po2 Po1
P02
P12 P12
V1 V2 V1 V2 (%1 V2

Figura 1.3. Grafo completo K3 y sus arboles generadores.

El siguiente resultado nos proporciona una expresion para el determinante del lattice en
términos de arboles generadores. La demostracion del teorema se puede encontrar en [7].
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Teorema 1.2.8. [7/ Sean A un lattice n-dimensional y B = {vg, v1,vs,...,v,} una super-
base para A. Si pjjjk... = Pij + Pik + - +Pi, con p;j = —v;-v; para 0 < i < j < n. Entonces
el determinante del lattice, det(A), viene dado por:

det(A):Z H Dijs (1.8)

T [v,v4]€T

donde T recorre todos los drboles generadores de K, 1, tal que los vértices estan etiquetados
con los elementos de B y las aristas con p;j, ademds [v;,v;] denota la arista entre los vértices
V; Yy v;.

Del Teorema anterior y el Ejemplo [1.2.7] inferimos que el determinante de un lattice 2-
dimensional es

det(A) = po1poz + Po1p12 + Po2P12-

1.3 Tipos de coordenadas asociadas

Existen ciertos tipos de coordenadas para representar un elemento de t € R™. En efecto, si
consideramos una base B = {wvy,vs,...,v,} de un lattice n-dimensional A, a cada vector
t € R” se lo puede representar de tres formas:

1. En coordenadas euclideas.
En este caso, al punto t € R" lo podemos escribir en términos de la base candnica
{e1,es,...,e,}, es decir, t = (t1,ta, ..., t,)" =t1e1 + o€y + -+ t,e,.

2. Las x-coordenadas de t asociadas a la base B.
Si @ = (v1,2,...,2,)" entonces, t = x1v1 + T3 + -+ - + 2,v,. Ademés, si M es la
matriz generadora del lattice A asociada a la base B, se tiene que t = M.

3. Si A es la matriz de Gram asociada a la base B, definimos las y-coordenadas de t como
y = Ax.
De la dltima igualdad podemos deducir que
y=M"Mx = M"t.

En consecuencia, las y-coordenadas de t € R™ son los productos internos del vector ¢
con los elementos de la base B, es decir

y=(vi-t,vy-t,..., v, - t)". (1.9)

Observacion 1.3.1. Si consideramos una superbase en lugar de una base del lattice enton-
ces, hablaremos de coordenadas aumentadas.
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Ahora, si t € A, la norma de ¢, que denotamos por N(t), la podemos escribir en términos
de sus x-coordenadas, esto es

N(t)=t"t
= (Mz)"Mx (1.10)
=z Ax.

Adicionalmente, N(t) podemos expresarla con respecto a las y-coordenadas de t, luego por
la igualdad ((1.10)) y utilizando el hecho de que y = Az, concluimos que

N(t) =y Ay, (1.11)

Sean A el determinante del lattice y A;; la derivada parcial formal de A respecto a p;;, es
decir, A;; = BPA La proposicién que presentaremos a continuaciéon es un resultado de la
tesis doctoral del director de este trabajo de investigacion.

Proposicion 1.3.2. Sea B = {vg,v1,...,v,} una superbase de un lattice n—dimensional A
en R", con matriz de productos internos A = (v; - v;), con 0 <i < j <n, A = det(A). Sea
tel, six=(xo,x1,...,2,)" son las x-coordenadas de t, e y = Ax son sus y-coordenadas,

entonces
(Z AOzyl + Z AOZ + AO] Azg)?/z%) . (112>

1<i<j<n
Demostracion. Sabemos que A™' = — A)adJ(A), siendo adj(A) la matriz adjunta de A.
Asi, por lo expresado en - queda mostrar como es la matriz adjunta en términos de los
parametros de Selling asociados a una superbase. Sin embargo, podemos ver que si Adj(A) =
(blj> entonces, b” = A()i y bij = %(AOZ + Aoj - Az]) sit < ] ]

1.4 Celdas de Voronoi y Vectores de Voronoi

Definiciéon 1.4.1. Sea A un lattice n-dimensional, la celda de Voronoi que denotamos por
V(u), con u € A, es el conjunto de puntos de R™ que estéan al menos tan cerca de u como
de cualquier otro punto del lattice, esto es:

V(u)={x € R": N(x —u) < N(x — v) para todo v € A}. (1.13)

De la definiciéon anterior, podemos inferir que |J V(u) = R™. Ademés, con respecto a la
u€eA
celda de Voronoi V' (0), mediante traslaciones de dicha celda, logramos cubrir todo el espacio.

Mas atin, todas las celdas de Voronoi de un lattice son politopos convexos congruentes, que
forman un teselado o embaldosamiento de R™. En la Figura vemos un teselado por celdas

de Voronoi del lattice hexagonal, donde vy = (1,0)" y vy = (-3, “/75)”.
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[~

Figura 1.4. Teselacién en celdas de Voronoi.

Definiciéon 1.4.2. Sea A un lattice n-dimensional, un vector v € A es llamado un vector
de Voronot si el hiperplano

1
H’:{mE]R":ac-'v:;v-v}, (1.14)

tiene interseccion no vacia con V(0) (la celda de Voronoi centrada en el origen).

Ademas, decimos que un vector de Voronoi es estricto o relevante, si la interseccion anterior
es una facet o cara (n — 1)-dimensional de V' (0), en caso contrario decimos que es lazo o
wrrelevante.

También, si consideramos los semiespacios de la forma H, := {x € R" : ¢ - v < %v v},
podemos notar que para cada v # 0 en el lattice, la celda de Voronoi V(0) es la interseccion
de todos los semiespacios H,.

Es importante mencionar que los puntos en las caras de la celda de Voronoi V(0) satisfacen
cierta propiedad. Sea F' una cara de V(0), la cual esta determinada por el vector de Voronoi
v. Sit € I entonces, t = %v + h, con h 1 v, esto dltimo nos permite deducir que:

t-v=_-N(v). (1.15)

A continuacion, presentaremos un resultado dado por Conway y Sloane en [5], que nos ofrece
una caracterizacion de los vectores de Voronoi.

Teorema 1.4.3. (Vectores de Voronoi). Sea A un lattice en R™ y v un vector no cero de A,
entonces

1. v es un vector de Voronoi st y solo si v es uno de los vectores mas cortos de la clase
v+ 2A.
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2. v es un vector de Voronoi estricto si y solo st v y —v son los unicos vectores mds
cortos en v + 2A.

Demostracion. 1. Supongamos que v es un vector de Voronoi y a la vez no sea uno de los
vectores més cortos de la clase v + 2A entonces, existe w € v + 2A tal que N(w) < N(v),
de ahf que v —w € 2A y v + w € 2A. Luego, t = (v + w) y u = 3(v — w) pertenecen a
A. Ahora, sea p € H; N H,, por consiguiente, se cumple que p - t < %t typ-u< %u - u.

Asi, tenemos lo siguiente

p (727) = (57) (7)) v e (57) =2 (57) (7))

lo que es equivalente a

pvtpw < [(N©)+Nw)+ o w y
pv—pw < i(N('v)qLN(w))—%v-w.

Sumando las dos desigualdades anteriores, podemos deducir que p-v < %N (v). Esto ultimo
indica que p € H,, concluyendo asi que HyNH, C H,, es decir, el vector v no es indispensable
en la construccion de la celda de Voronoi, lo que contradice el supuesto de ser v un vector
de Voronoi.

Para el reciproco, supongamos que v es uno de los vectores mas cortos de la clase v + 2A, y
no es un vector de Voronoi. Luego, H, es irrelevante en la construccion de V'(0), asi existe
w € A tal que %’U -w > w-w, lo que implica a tener v-w — N(w) > 0. Ahora, consideremos
av =v—2w e A, es claro que v’ € v + 2A, ademas podemos notar que

N(v')

=== =

(v —2w)

(v) +4N(w) — 4v - w
(

(

v) +4(N(w) — v - w)
v).

IN

Lo cual es una contradiccién.
2. La demostracion es similar a la desarrollada en el item anterior.

]

El siguiente teorema establecido por Conway y Sloane en [5], nos muestra que si un lattice
es de Tipo I, es posible hallar los vectores de Voronoi que determina la celda a partir de una
superbase obtusa asociada al lattice.

Teorema 1.4.4. Sea A un lattice n-dimensional de Tipo I y B = {vo,'v_l, co,Un} una su-
perbase obtusa para A. Sean S un subconjunto propio de {0,1,2,... ,n} y .S su complemento,
entonces



Celdas de Voronoi y Vectores de Voronoi 15

1. La suma vg = ZieS v, es un vector de Voronoi de A. Ademds, vs y vg = —vg son
congruentes modulo 2/, es decir, estin en la misma clase en A/2A.

2. Los vectores vg son todos estrictos si y solo si la superbase es estricta.

Demostracion. 1. Por el Teorematenemos que la norma de v = Z?:o m;v;, conm; € 7,
es de la forma N(v) = 3, pij(m; —m;)?. De otro lado, sabemos que )" ;v; = 0, de donde
deducimos que el vector v no cambia si a los coeficientes m; se les suma la misma cantidad, y
que la clase v+2A tampoco cambia si a los m; se les adiciona enteros pares. En consecuencia,
un representante de una clase de A/2A tiene norma minima si todos los valores pares de m;
se cambian por 0 y los impares por 1.

Por lo tanto, el vector vg = ), ¢ v;, siendo S un subconjunto propio de {0,1,2,...,n} tiene
norma minima en la clase vg + 2A, luego por la parte . del Teorema [1.4.4] concluimos que
vg es un vector de Voronoi.

Finalmente, podemos ver que vg + vg = 0, lo cual nos permite inferir que vg y vg sean
congruentes modulo 2A.

2. Si todos los vectores vg son estrictos, de su definicion deducimos que p;; > 0, con 0 <
t < j < n, es decir, la superbase es estricta. Para la otra implicacién, si todos los p;; > 0
y ademas suponemos que v = » . m,;v; entonces, la norma de v se minimiza solo si todos
los m; son 0 o 1. Luego, vg y —vg son los tinicos vectores mas cortos en la clase vg + 2A,
asi por la parte 2 del Teorema inferimos que vg es estricto. O

El resultado que presentamos a continuaciéon, permite calcular la norma de los vectores de
Voronoi para lattices de Tipo I.

Corolario 1.4.5. (Norma de los vectores de Voronoi en lattices de Tipo I). Si A es un lattice

de Tipo I y B = {vg,vy,...,v,} es una superbase obtusa de A con pardametros de Selling
pij = —v;-v; y 0 <1 <j <n. Entonces, las normas de los vectores de Voronoi de A vienen
dadas por:
N(vs) = Z Dij- (1.16)
i€S,jES
Donde S recorre todos los subconjuntos propios de {0,1,2,... ,n}.
Demostracion. Sea S un subconjunto propio de {0,1,2,...,n}. Por la parte 2 del Teorema
anterior, tenemos que vg = —vg, de ahi que
N(’Us) = Vg - Vg
= —Vgs- ’Ug
= Z Dij-
i€S,jES






Capitulo 2

Descripcion de la celda de Voronoi

Hemos estado observando que es de gran relevancia la descripcion de la celda de Voronoi en
el proceso de calcular la constante de cuantizacion para un lattice de primer tipo, asi que,
familiarizarnos con su geometria, ademés de evidenciar su caracterizaciéon combinatoria va
a jugar un papel crucial en nuestro estudio.

En este capitulo nos dedicaremos a la descripcion geométrica de la celda, a mostrar la relacion
existente entre la celda de Voronoi de un lattice de Tipo I y el permutoedro. Todo lo aqui
mencionado serd basado en lo desarrollado por Daniel Tovar en su trabajo de investigacion
[8], especificamente lo consignado en el Capitulo 2.

2.1 Caracterizacion combinatoria de la celda de Voronoi

En el capitulo anterior se pudo observar que para dimensiones 2, 3 y 4 a cada vector de
Voronoi le corresponde una cara de la celda de Voronoi. Méas atn, el hecho de que Fy y Fg
sean caras vecinas es equivalente a tener A C B 6 B C A. Como veremos a continuacion, lo
ya mencionado también es valido para un lattice n-dimensional de primer tipo.

Proposicion 2.1.1. Sea A un lattice n-dimensional de Tipo I y sea B = {vy,...,v,} una
superbase obtusa. Sean Fa y Fg dos caras n—1 dimensional de la celda de Voronoi, entonces,

-

Fa y Fp son caras vecinas (comparten una cara n — 2 dimensional) si y solo si A C B 6

B C A.

Por otro lado, sabemos que si a un lattice n-dimensional A de primer tipo le asociamos una
superbase obtusa B = {wvq, ..., v,}, por Teorema inferimos que la celda de Voronoi del
lattice esta definida por 2"t — 2 vectores de Voronoi, que estan en correspondencia con los
subconjuntos propios de {0,1,...,n}. Mas atn, tenemos que a cada cara n — 1 dimensional
de la celda le corresponde un vector de Voronoi.

17
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Ahora, con respecto a los vértices, sea P un vértice de la celda, el cual esta definido por la
interseccion de n caras de dimension n— 1 y sea o una permutacion de {0, 1,...,n}, es decir,
o= (00,01,...,0,) € Sps1. Si P € F4 N Fg, de la Proposicion tenemos que A C B
oB C A, con A,B C {0,1,...,n}. Dado que P pertenece a n caras n — 1 dimensionales,
podemos inferir que P es la interseccion de las caras Fy, Fpo5ys-- -, Foy..0,, siendo dicha
interseccion tnica, y se ha considerado en la notacion de las caras so6lo los elementos de los

conjuntos {oo}, {co,01},...,{00,...,0n}.

Asi las cosas, si 0 = (09,01,...,0,) € Spy1, vamos a denotar a un vértice de la celda de
Voronoi por P,s,...., 0 P,. En consecuencia, por como se ha caracterizado un vértice de la
celda de Voronoi, podemos notar que el nimero de vértices de la celda de Voronoi es (n+1)!.

En el resultado dado a continuaciéon, vamos a determinar como se caracterizan los vértices
de una cara (n — 1)-dimensional de la celda.

Proposicion 2.1.2. El nimero de vértices en la cara F,
Voronoi para un lattice de Tipo I es (i + 1)!(n —1)!.

ooy correspondiente a una celda de

Demostracion. Podemos notar que la cara Fy,..,, esta conformada por los vértices de la

forma P,,..,,, donde los primeros ¢ + 1 subindices son reordenaciones de (oy,...,0;), es
decir, son (i + 1)! y el resto de subindices son reordenaciones de (o;;1,...,0,), que son
(n+1)—(i+1))! = (n—1)!, lo cual nos permite concluir lo pedido. O

Hemos venido hablando de la importancia de caracterizar combinatoriamente la celda de
Voronoi, ya sabemos cuantos vértices conforman la celda y como los podemos identificar
con el grupo S, 1. Lo que haremos a continuacion, es seguir identificando propiedades que
guardan los vértices de la celda, asi que expondremos el siguiente resultado concerniente al
nimero de vértices al interceptar dos caras n — 1 dimensionales de la celda.

Proposicion 2.1.3. Para un lattice n-dimensional de Tipo I, el nimero de vértices en la
interseccion de las caras Fy...o; Y Foy..q; en una celda de Voronoi es (i +1)!(j —i)!(n — ).

Demostracion. Por el resultado anterior, tenemos que la cara Fy,..,,, tiene vértices de la
forma Pgé._.géagﬂ._.%, donde oy, - - - 0} son permutaciones de oy ---0; ¥ 0;,, - -0, son permu-
taciones de oy - --0,. También, la cara Fy,. ., tiene vértices de la forma Poé...ggg(

ol
j+177n

: / / : / / s
siendo o - - - 0; permutaciones de o+ -0, y 0}, -+ 0, permutaciones de 71 -+ 0.

Lo anterior nos permite concluir, que si ¢ < j, entonces los vértices de la celda de Voronoi
que estén en la interseccion de las caras Fy,..o; ¥ Foy..o; son de la forma:

Pgé...gg /

ai+1---0303+1---a;7
dond A T &) N taci d e e (s e
onde o0}, 01,y -0y 0,y -+ 0, son permutaciones de g - -+ 0, i1 05 Y Ojy1+ Op

respectivamente.

Lo dicho anteriormente nos permite inferir que el niimero de vértices en la interseccion de
dos caras n — 1 dimensionales de la celda de Voronoi es (i + 1)!(j —)!(n — j). O
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Ya caracterizamos los vértices de la celda de Voronoi, ahora, lo que sigue es caracterizar las
caras de la celda; para ello, primero veamos el comportamiento de las caras de celda para
un lattice en dimension 3.

Ejemplo 2.1.4. Sea A un lattice 3-dimensional con superbase obtusa B = {vg, v1, va, v3}.
Sabemos que la celda de Voronoi tiene 4! vértices, y provienen de las permutaciones de
{0,1, 2,3}, ademaés de tener 8 caras hexagonales y 6 en forma de cuadrilatero, es decir, tiene
14 caras 2-dimensionales; también, que los vectores de Voronoi son obtenidos al realizar
la suma ) vg donde S son los subconjuntos propios de {0,1,2,3} y en este caso son 14
vectores.

En particular, consideremos la arista definida por la interseccion de las dos caras 2-
dimensionales F3 y Fb3, la cual estd conformada por los vértices Psog v Psoo1. A conti-
nuacion, construyamos los conjuntos haciendo uso de los subindices de las caras que de-
finen la arista, esto es, Sop = {3}, S1 = {23}; méas atn, sea By = Sy, B1 = S1 — So ¥
By, ={0,1,2,3} — Sy, asi, By = {3}, By = {2} y B> = {01}. A partir de lo anterior, decimos
que la arista esta en correspondencia biunivoca con la particion By, By y Bz de {0,1,2,3} y
se denota por F'(By|B1|Bs).

De hecho, las caras 1-dimensional estan en correspondencia biunivoca con las particiones
ordenadas del conjunto {0, 1,2,3} en 3 bloques no vacios, donde necesariamente uno de es-
tos bloques tiene dos elementos y los otros bloques un elemento. Ahora, siguiendo con la
particion de {0, 1,2, 3} hallada anteriormente, es decir, { By, By, By }; se obtienen 3! reorde-
naciones posibles de los bloques y que son unas de las particiones ordenadas que estan en
correspondencia con las siguientes caras 1-dimensionales de la celda:

F(Bo|Bi|B;)  F(By|Bs|By)
F(B,|Bo|B;)  F(Bi|Bs|By)
F(Bs|Bo|B))  F(Bs|Bi|By)

En consecuencia, el namero de caras 1-dimensionales en la celda para un lattice de dimension
3es 3l (s(4,3)) =6-6 =36, donde s(4, 3) es el numero de Stirling de segunda especie de
4 en 3, y representa la cantidad de particiones posibles para un conjunto de 4 elementos en
tres bloques no vacios.

Ahora, con respecto a las caras 2 dimensionales de la celda de Voronoi, estas caras estan en
correspondencia biunivoca con las particiones ordenadas del conjunto {0, 1,2, 3} en 2 bloques
no vacios. En consecuencia, existen dos casos en la particion; el primero es que exista un
bloque de tres elementos y el otro de un elemento, en el segundo caso es que hayan dos
bloques de dos elementos.

En particular, consideremos la cara Fj3, quien estd en correspondencia biunivoca con la
particion By = {3} y By = {0, 1,2}, de esta particion salen 2! reordenaciones de los bloques
que son unas de las particiones ordenadas y estan en correspondencia con las siguientes caras
2 dimensionales de la celda F(By|B;) y F(By|By). Asi, el ntmero de caras 2-dimensionales
en la celda es 2! - (s(4,2)) = 2 -7 = 14, donde s(4,2) es el namero de Stirling de segunda
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especie de 4 en 2, que representa la cantidad de particiones posibles de un conjunto de 4
elementos en dos bloques no vacios.

El siguiente resultado generaliza el comportamiento mostrado en las caras de la celda de
Voronoi para un lattice 3-dimensional, es decir, expone la correspondencia existente entre
una cara k-dimensional de la celda y las particiones ordenadas de {0,1,2,...,n}.

Proposicion 2.1.5. Las caras k-dimensionales de la celda de Voronoi estan en correspon-
dencia biunivoca con las particiones ordenadas del conjunto {0,...,n} enn —k+ 1 bloques
no vacios By, ..., B,_.

Demostracion. Tenemos que una cara k-dimensional de la celda de Voronoi se genera al
interceptar n — k caras vecinas dos a dos de dimensiéon n — 1. Entonces, debemos de escoger
n — k subconjuntos de U = {0,---,n}, los cuales denotaremos por Sy, Si,...,Sn_k-1 ¥
cumplen la propiedad de estar encajados. Sin perdida de generalidad, supongamos que Sy C
S1--- C Sp_k_1y generamos la siguiente particion de U:

{SOa Sl - SOa ) Sn—k—l - Sn—k—Qa U — Sn—k—l}-

Consideremos un vértice de la cara k-dimensional, sabemos que cada conjunto S; gene-
ra la correspondiente cara Fj, luego, dicho vértice resulta de la interseccion de las caras
Fs,,...,Fs _, , yla denotaremos por

F(By|--+|Bg-1|Br) (2.1)

donde
BO = SO7Bl = Sl - SO? B '7Bk71 = Skfl — Sk*27Bk = U - Sk*h

quienes son n — k + 1 bloques no vacios. O

Luego, utilizando la notacién dada en la proposicion anterior, las caras O-dimensionales para
el lattice 3-dimensional considerado en el Ejemplo también se pueden escribir de la
forma F(og|oy|oa|os|), donde o; € {0,1,2,3}.

Ahora, vemos que la Proposicion [2.1.3] nos indica el nimero de vértices en una cara n — 2
dimensional, luego, es valido preguntarnos por el nimero de vértices que hay en la interseccion
de més de dos caras de la celda, esto es, si al interceptar m caras de dimension n—1, jcuantos
vértices tiene la cara resultante de dimension n — m?, esto lo responderemos en el siguiente
resultado.

Corolario 2.1.6. Una cara k-dimensional de la celda de Voronoi de un lattice tipo I dada
por F(By|By| -+ |Bn_1-k) contiene |By|! - |By|!- - |Bn_1_k|! vértices.

Demostracion. Los vértices en la cara correspondiente a la subdivision en blo-
ques Bg,...,B,_, estan dados por las n — k intersecciones de los conjun-
tos Fp,, Fe,ups---, Fpoup,-uB,_ ., de ahi que el namero de vértices sea |Byl!

|B1|! -+ | Br—1—k|! m
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El siguiente corolario expone el niimero de caras k-dimensionales que tiene la celda de Vo-
ronoi, hecho que ya habiamos observado en el Ejemplo [2.1.4]

Corolario 2.1.7. La celda de Voronoi para un lattice n-dimensional de Tipo I contiene
(n+1—k)-s(n+1,n+1—k) caras k-dimensionales, donde

s(m,d) = %i(—l)di ( f )jm,

es la formula general para los nimeros de Stirling de sequnda especie.

Demostracion. De la Proposicion tenemos que los vértices estan en correspondencia
biunivoca con las subdivisiones ordenadas de U = {0,...,n} en n + 1 bloques ordenados
no vacios. Ademés, dado que la cantidad de bloques de la divisiéon coincide con la cantidad
de elementos en U, entonces cada bloque debe contener solo un elemento. Por lo tanto, los
vértices pueden representarse como permutaciones del conjunto U. L]

2.2 Caracterizacion vectorial de la celda de Voronoi

En la seccion anterior mostramos una descripciéon combinatoria de la celda de Voronoi de un
lattice n-dimensional de primer tipo, ahora lo dado a continuacion es la caracterizacion vec-
torial de los vértices, ademas de las caras de la celda; todo ello en términos de los pardmetros
de Selling del lattice.

2.2.1 Vértices de la Celda

Sabemos que cada vértice Pg,..,,, = F,, N Fy0y NN F,,..s, ., Pertenece a los hiperplanos
(1.14) generados por los Vectores de Voronoi vy, Uoyes - - - » Vog-on_1» de donde se infiere las
siguientes igualdades:

2P -v,, = (’ugo)2

2P - Vogo1 = (’1)0001)2

2P - v5y0, , = (IUUO"'OnA)
—2P v, = (v,,)?
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Haciendo uso de las y-coordenadas del vértice y las ecuaciones anteriores obtenemos:

2y0’0 = ('1)00)2
2ycrl = (UUO + U01>2 - (000)2

2yo¢ = (vUO +oeet vUi>2 - (vUo +oeet ’vgi—l)Q

2yan—1 - (vUO +eet 'vo'n71>2 - (UUO +oeee ,Uo'n72)2

_2y0'0 = <v0'0>2
De ahi que

2y,,. 2

= (Voy + +5,)" = (Vo + + Vo, )

= (UU +oeee ,Ua'ifl) + 2(000 +oeee UUFl) * Vg, —}—’Ui - (UUO + e +v0’i71)2
= 2(’000 +oeee ,UUifl) “ Vg, + ’U?ri

= -2 Zpgjoi + ’U?,Z_.

J<i

La tltima igualdad se tiene de la Proposicion W’ dado que fvgi = 207_ 4o, Doy Por lo
tanto, tenemos que '

2yai = _QZpojai + Z Poio;s
j<i ojF0;

asi obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.1. Sea o € S,.1, un vértice de la celda de Voronoi, tal que o =
(00,01,...,00), con o; € {0,1,...,n} y 0 < i < n. Entonces, la coordenada o; de las
y-coordenadas aumentadas del vértice o estan dadas por:

i—1 n
1 1 1 1
ycri = _5 Zpaiaj + 5 Z paiaj = _5 Pojlog-0i-1 + 5 Poiloiy1-ons (22)
§=0 j=it+l

donde poi(f]- = pojai-

Podemos notar que el término p,,,, aparece en dos de las coordenadas del vértice dado por
o, en la coordenada o; y 05, més aun, el término p,,,, aparece en dos de las coordenadas del
vértice dado por o, en la coordenada o; y o;.

Definicion 2.2.2. Sean o;,0; € {0,1,...,n} y 0; < 0;. Los vectores cuyas componentes
son cero, excepto en las posiciones oy, 05, las cuales le corresponden py, o v —po,,s; TESPECti-
vamente, se denominarén vectores principales y los denotaremos por €,,q; 0 €40,
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Sea P(0) las y-coordenadas aumentadas del vértice o, podemos observar que estas se pueden
expresar en términos de los vectores principales, es decir, como la suma de todos los vectores
principales e,,,, multiplicado por el signo de o; — 0;, es decir

1
P(U) = § Z Sg(aj - Ui) 60'i0'ja (23)
i<j
donde sg es la funcién signo. Ahora, para interiorizar lo mencionado, veamos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el lattice 3-dimensional y la permutacion o = (2,0, 1, 3),
entonces

1 1 1 1 1
P(2, O, 1, 3) = §SQ(1 — 0)601 + §Sg<0 — 2)602 + §Sg(3 — 0)603 + §Sg(1 — 2)612 + 589(3 — 1)613

1
+ =59(3 — 2)eas

2
1 1 1 1 1
= 5601 — 5602 + 5603 — 5612 + 5613 + 5623
Po1 Po2 Pos3 0 0
L) =pa | 1 0 n 1 0 L pie n 11 pis
2 0 2| —DPo2 2 0 2| —pr2 2 0
0 0 —Po3 0 —D13
0
1 0
+ —
P23
—D23

Po1 — Po2 + Pos
1| —por — pi2 +pi3
2 Po2 + P12 + Pas3

—Po3 — P13 — P23

2.2.2 Aristas de la celda

Sea A un lattice de dimensién n. En la seccién pasada vimos que las aristas de la celda
de Voronoi del lattice estdn en correspondencia biunivoca con las particiones ordenadas de
{0,1,2,--- ,n} y ejemplificamos algunos resultados para un lattice 3-dimensional.

Ahora, considerando de nuevo el caso n = 3 y la arista conformada por los vértices P3o19,
P35, sabemos que

1
P(3210) = 5(—601 — €pg — €03 — €12 — €13 — €23)

1
P(3201) = 5(601 — €g2 — €03 — €12 — €13 — €23),
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de ahi que P(3201) — P(3210) = eg;.

Uno de los aspectos mas relevantes del ejemplo anterior es la relacién entre los vectores
principales y las aristas de la celda de Voronoi. A continuacién, exploraremos este concepto
de manera mas general.

Sea A un lattice de Tipo I n-dimensional, tenemos que las caras 1-dimensionales de la celda
contienen exactamente dos vértices en sus extremos, hemos podido observar que éstos dos
vértices solo difieren en la transposicion de dos elementos consecutivos. Denotemos estos
vértices como 0 = 0¢---0;0;41 -0, Y 0 = 0¢--+0;410; - - 0p, donde la tnica diferencia es
la permutacién entre o; y 0;41. De acuerdo con la ecuacion , tenemos:

1
Z Sg - O'k eUkcr] + §Sg<0-’i+1 - Ji)eaioi+17
k<j,
k#1,
jFi+1
, 1
P(O’) = — Z Sg(O'j — CTk) egk,gj + isg(ai — O'Z'+1)€Ui0i+l,
k<]’
]¢Z7
k#i+1

Dado que el signo del vector principal e,,,,, es distinto en cada vértice, se caumple que:

P(J/> - P(U) = Sg(ai+1 - O-i)eo'io'i-l»l (24)

Sin pérdida de generalidad, supongamos que o; < o;41. Al reordenar adecuadamente la
resta, tenemos que ;.1 — 0; > 0. Asi, obtenemos una caracterizacioén vectorial de las aristas
mediante los vectores principales de la celda de Voronoi.

Ahora, tenemos que la cara 1-dimensional determinada por dichos vértices se representa
como:

F(Bo| By |Bi| - -+ |Bn),

siendo By = {oo}, B1 = {01}, ..., B = {04,0i11}, ..., Bn_1 = 0,. Luego, el baricentro de
cada arista es:

1 1

§(P(U/) +P(0)) = 3 Z 59(0j — Ok) €opo; (2.5)
k<.77
ki,
j#i+1

1
=3 ng( — Ok) €opo; — Z Z | — Ok) €oy0, (2.6)
O’k,O'jEBi
= _Z Z 59(0j — Ok) €opo, (2.7)
I<m op€By,

leg] €Bm
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Ahora, denotemos por ec|c, al vector:

ecolcy = Z 59(0j — Ok) €oyo;; (2.8)
o, €C,
o;€C1

donde Cj y Cy son subconjuntos disjuntos de U = {0, ..., n}.
Luego, la ecuacion (2.7)) se puede reescribir como:

1
EZGB”BWL. (29)
l<m

Observacioén 2.2.4.

1. Podemos notar que la coordenada i de ecy|c;, se puede expresar como: p;ic, si i € Cp,
—pijc, sii € Oy 0 en otro caso.

2. Ademas, la suma de las coordenadas de ec,|c, en Cp U es 0. Si sumamos las coorde-
nadas indexadas por Cy (C) respectivamente), obtenemos pey\c, (—pey|c, respectiva-
mente).

Ejemplo 2.2.5. De nuevo, considerando un lattice 3-dimensional y siguiendo con la arista
F(32]10) definida por los vértices P3s919, P3201; tenemos que su baricentro es:

1
Ba(F(3\2|10)) = 5(-602 — €p3 — €12 — €13 — 623)

—Po2 — Po3
_ 1 —P12 — P13
2 P12 — D23

Poz + P13 + P23

Por otro lado, podemos calcular la magnitud de cada arista determinando las normas de los
vectores principales. En efecto, de la Definicion , el vector principal e;;, con @ < j, esta
definido por sus componentes 0,05, que corresponden a po, ., ¥ —Po,0; Tespectivamente.
Aplicando la Proposicion [1.3.2] deducimos que:

A,
les| = pij Aj- (2.10)

2.2.3 Caras 2-dimensionales de la celda

De la Proposicion [2.1.5] se tiene que cada cara 2-dimensional de la celda de Voronoi para
un lattice n-dimensional de Tipo I , esta en correspondencia con una particiéon ordenada de
{0,...,n} en n — 1 bloques. Lo cual nos indica, que en las particiones pueden pasar dos
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cosas, la primera es tener un conjunto de 3 elementos y n — 2 conjuntos de 1 elemento, la
segunda es tener dos conjuntos de 2 elementos y n — 3 de 1.

En particular, consideremos la cara de un lattice 3-dimensional, determinada por los vértices
P3510, Psog1, Pasor, Pasio. Esta cara es un cuadrilatero y la denotamos por F'(32|01), segun
el Teorema |3.1.2, podemos ver que el baricentro de dicha cara es:

Ba(F(32(01)) = %(P(3201) + P(3201) + P(2301) + P(2310))

—Po2 — Po3

_ 1 —P12 — P13
2 Po2 — P12
Po3 + P13

Por otro lado, consideremos la figura de la cara que estamos hallando el baricentro:

3210 Co1 3201
P
€23 -.Bl €23
Y
2310 €01 J 2301

Figura 2.1. Cara 2-dimensional de la celda de Voronoi para un lattice de dimesién 3.

De la anterior figura vemos que el baricentro B; se puede hallar sumando el vértice P(3210)
y %(601 + e93), de ahi que

Ba(F(32(01)) = P(3210) + %@01 + e5)

1 1
= 5(—601 — €02 — €03 — €12 — €13 — 823) + 5(6’01 + 6’23)
1
= 5(—602 — €03 — €12 — 613)
—Po2 — Po3
_ 1 —P12 — P13
2 Po2 — P12
Po3 + P13

En consecuencia, las y-coordenadas del baricentro se pueden encontrar realizando la suma
de uno de los vértices de la cara del respectivo baricentro, con la mitad de sumas o restas de
los vectores principales involucrados en las aristas de estas caras.
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Maés atin, podemos notar que el baricentro también se puede ver de la forma:
1
B E €By[Bm»
l<m

en donde se estd sumando solo las contribuciones de los vectores principales e;; generados
por indices que viven en diferentes bloques.

2.2.4 Caras k-dimensionales de la celda

A continuacion, vamos a generalizar la descripcion vectorial de las caras, para ello primero
consideremos el siguiente concepto.

Definiciéon 2.2.6. En una celda de Voronoi correspondiente a un lattice de primer tipo, el
vértice opuesto o’ de un vértice o en una cara k-dimensional se define como aquel vértice tal
que la semisuma (o’ + o) resulta en el baricentro de dicha cara.

Teorema 2.2.7. Sea A un lattice n-dimensional de Tipo I y sea F una cara k-dimensional de
la celda de Voronoti, correspondiente a la particion ordenada By, By, ..., B,_1_ deU = {0, 1,
..., n}, entonces el baricentro de F en y-coordenadas aumentadas estd dado por

Ba(F) - %Z Z sg (Jj - Uk) €oro; = %ZeBﬂBma

I<m o €By, I<m
O‘jGBm

donde sg (o — 0;) es la funcion de signo, que es igual a 1 si o), > 0 y a —1 si oy, < 0.
Demostracion. Consideremos F, la cara k-dimensional de la celda de Voronoi, correspon-

diente a la particion ordenada By, Bi,...,B,_1_ de U = {0,1,...,n}. Sabemos que el
baricentro de un politopo se define como el promedio de sus vértices, es decir,

1 m
Ba = Eizlvi,

donde m es la cantidad de vértices en el politopo y v; son los vértices. En nuestro caso,

el baricentro de la cara F se calcula de la misma manera, pero considerando m = |Byl! -
|By|!- - |Bp—1-k|!. Recordemos que los vértices estan representados por un reordenamiento
de {0,...,n} en n—1—k subconjuntos ordenados. Estos subconjuntos se organizan de forma

que los primeros |By| elementos corresponden al orden especifico de By, seguidos por |B;|
elementos reordenados de By, y asi sucesivamente hasta que los tltimos | B,,_1_x| elementos
sean un reordenamiento de B,_i_j.

De esta manera, las y-coordenadas de todos los vértices o, denotados como P (), se expresan
como:
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1
P(o) =5 > 59(0; = 0:)eo.0,

;<0

en F. Observamos que cada contribucion de los vectores principales, representados por indices
0;,0; que pertenecen a bloques diferentes, tienen el mismo signo, ya que los bloques tienen
un orden especifico. Dado que hay m vértices, hay también m contribuciones idénticas de
estos vectores principales. Asi, el baricentro de F se puede expresar como:

= %lz Z Z Sg Bk eﬁkﬁj — m—z Z Sg egw (211)

B; ﬂESB Br<Bj I<h akegl,
o; €8y

Donde Sp; es el conjunto de permutaciones del conjunto B;, y B, 8; € 8. Notamos que la
expresion anterior (2.11)) ya nos proporciona el resultado del teorema. Solo resta demostrar
que

DD > 598~ Bress, = 0. (2.12)

B; BeSE,; Brk<Bj

Podemos observar que (2.12)) representa la suma de las contribuciones de todos los vértices
de los vectores principales, los cuales tienen indices pertenecientes al mismo bloque de la
particion. Esta suma tiene en cuenta todas las permutaciones dentro de cada bloque.

Sin pérdida de generalidad, demostraremos para B; que

> sg(B;— Br)ess, = 0.

BESE,; Br<B;

Es necesario que |B;| = r > 1, para que se puedan seleccionar dos indices y generar un
vector principal. Tomemos 8 = By--- ;- 8-+ Br—1 € Sp,. De esta permutacion se genera
el vector principal sg(8; — Bi)es,s;, €l cual estd incluido en la suma mencionada. Por otro
lado, la permutacion (3;6,)8 = Bo--- B+ Bi - - - Br—1 también esta en Sp, porque este consta
de todas las permutaciones de B;. Por lo tanto, también esta presente el vector principal
59(Bi — Bj)es,3; en la suma, lo que significa que este vector principal se cancela. Este proceso
es repetible para cualquier par de elementos de cualquier permutaciéon de B;, lo que nos lleva
a concluir que

DD s9(85 = Br)ess, =0,

BESE,; Br<B;

y, finalmente,
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Ba(F) = %Z Z 59 (05 — Ok) €oy0; = %ZGB”Bm.

l<m o€DBy, l<m
oj €Bm,

]

El grupo simétrico S,, es el conjunto de todas las permutaciones posibles de un conjunto con
m elementos. Una permutacion simplemente implica una reorganizacion de estos elementos.

Regresemos a F, la cara k-dimensional de la celda de Voronoi, asociada con la particion
ordenada By, By, ..., B, 1 de U = {0,1,...,n}. Desde la perspectiva de S,,, un vértice o
puede ser representado por la concatenacion en orden de las palabras obtenidas a partir de
las permutaciones op, con op, € Sp,, para cada i € {0,1,...,n+ 1 — k}. Asi,

0 = O-BOHO'BIH T ||O-Bn+17k:7

donde || denota la operacion de concatenacion de palabras.

Dado que S,, es un grupo, cada permutacion tiene su inversa. El inverso de una permutacion
es aquella que deshace los intercambios realizados por la permutacion original. Por ende, si
o es una permutacioén en S,,, su inversa, denotada como o=}, se define como la permutacién
que deshace los intercambios realizados por o. Especificamente, si ¢ = 0105 ...0,,, donde o;
es el elemento en la posicién i, entonces su inversa o~ ! esta dada por:

ol = OmOm—1 - --0907.

Tomando en consideracion este concepto, el siguiente resultado demostraré la relacion entre
los vértices opuestos en una cara de la celda de Voronoi y los inversos en el grupo simétrico.

Corolario 2.2.8. Sea L un lattice de primer tipo en R™ y sea F una cara k-dimensional de la
celda de Voronoi, correspondiente a la particion ordenada By, By, ..., B,_1- de U = {0, 1,

., n}, entonces, dado un vértice o = op|lop,||---||oB,., ., su opuesto en la cara F,
denotado por opg(0), esta dado por

opr(0) = ogllog |- llog. ., .-

Donde agj es el inverso de op, en Sp,

Desde el inicio se ha hecho énfasis que para calcular la férmula de la constante de cuantizacion
de un lattice n-dimensional de Tipo 1 necesitamos dividir la celda de Voronoi en simplex,
porque haciendo uso del Teorema[3.1.2)se calcula el momento de inercia y el segundo momento
no normalizado de cada simplex, lo cual nos permite obtener el segundo momento de la celda
y por ende la férmula requerida.
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A continuaciéon vamos a presentar el proceso para llevar a cabo una particion de la celda de
Voronoi en términos de simplices, para un lattice n-dimensional de Tipo I. Dicha particion
esté basada en lo desarrollado por Daniel Tovar en el Capitulo 3 de su trabajo de investigacion

I8

En primer lugar, recordemos que un simplex es la envolvente convexa de un conjunto de n+1
puntos distintos u, ..., u,+; € R™. Estos puntos se seleccionaréan de la siguiente forma:

= Primero, seleccionamos un vértice ¢ = ogoy - - - 0, de la celda de Voronoi. Este vértice
corresponde a la interseccion de las n caras C' = {Fy, Fyrooys - s Fogoop 1 }-

= Ahora, el vértice cero del simplex sera el centro de la celda, es decir, el baricentro de la
celda de Voronoi, denotado por 0. Cabe destacar que este primer baricentro coincide
con Ba(F(U)), donde U = {0,1,...,n}.

» El vértice uno del simplex sera el baricentro de una de las caras (n — 1)-dimensionales
de la celda que contiene el vértice inicial. Especificamente, tenemos n opciones para
seleccionar esta cara, denotada como Fy,..,, . Asi, el segundo vértice estara dado por
Ba([%,...0,,), donde 75 € {0,1,...,n — 1}.

» El segundo vértice del simplex serd el baricentro de una de las caras (n — 2)-

dimensionales de la celda que esta contenida dentro de la cara previamente seleccionada
Fyy..or,- Las caras (n — 2)-dimensionales son las intersecciones de dos caras (n — 1)-
dimensionales, por lo que necesitamos elegir otro elemento de C' que sea distinto de
Fyy.o,,- Esta eleccion se puede realizar de n — 1 maneras. Supongamos que la cara se-
leccionada es FC,O...UT1 . Entonces, el tercer vértice estaré dado por Ba(FgO...UT0 ﬂFoO...ofl ),

donde 71 € {0,1,...,n — 1} \ {70}

» En general, el vértice i-ésimo del simplex seré el baricentro de una de las caras (n —
i)-dimensionales de la celda que contiene el vértice. Esta cara estd contenida en la
interseccion de las caras obtenidas en los pasos anteriores, especificamente F..;, N
Fogoyy M- F, - Las caras (n — i)-dimensionales son la interseccion de i caras
(n—1)-dimensionales, por lo que debemos escoger otro elemento de C' que no haya sido
previamente seleccionado. Para ello, existen n — i+ 1 opciones. Suponiendo que la cara
elegida sea F,...,,. , el vértice i-ésimo sera Ba(FUO.A.UT0 N Fogegp, M0 Fao--vn,l)a con

Ti—1 §Z {7'077'1, .. 77'1'—2}-

0 Or;_

Este proceso termina cuando llegamos al vértice o, que corresponde al baricentro de la cara
0-dimensional, la cual es la interseccion de todas las caras de C. En consecuencia, para cada
vértice, existen n! formas de construir un simplex, también, por este método se construyen
simplex, siendo todos disjuntos, cuya unién forman la celda de Voronoi, por lo tanto, la
particion esta bien definida.

El nimero total de simplices generados en este procedimiento es el producto de (n + 1)!,
que es el namero de vértices, y n!, que es el nimero de simplices que se pueden construir a
partir de un vértice dado. Finalmente, estos simplices se pueden etiquetar con elementos del
conjunto S, 11 X S,.

Asi, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de simplices generados por es-
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ta particion y S,11 X S,. Una pareja ordenada (o,7) en S,11 X S, representa los vértices
del simplex determinado por el proceso descrito en los puntos anteriores. En este caso, o
representa el vértice y 7 es el conjunto ordenado {7y, 71,...,Ti_2}, que corresponde a los ba-
ricentros generados en dicho proceso. A continuacién, veamos un ejemplo del procedimiento
ya establecido.

Ejemplo 2.2.9. Consideremos para un lattice de dimensién 3 el simplex asociado a la
pareja (o, 7) = (2301, 210), éste esta delimitado por los siguientes vértices:

= Vértice 0: Este vértice esta determinado por el baricentro de la celda, es decir,
Ba(F(2301)) = 0, que es el centro de la celda.

= Vértice 1: Como el primer elemento de 7 es 2, este vértice estd determinado por el
baricentro de la cara Fb3p. Segin el proceso, tomamos los indices desde la posicion 0
hasta la posicién 2, lo que nos da:

2Ba(F'(230]1)) = —e12 — e13 + €o1 (2.13)
Po1
_ | —Por —Pi2—P13 (2.14)
P12 ' '
P13

En cualquier dimensién, el vértice 1 siempre estd determinado por la mitad de un
vector de Voronoi.

» Vértice 2: Como el segundo elemento de 7 es 1, este vértice esta determinado por el
baricentro de la cara Fhzg N Fbs, el cual es:

2Ba(F(23|O]1)) = —€12 — €13 + €91 — €p2 — €03 (215)
Po1 — Po2 — Po3
—Po1 — P12 — P13
= . 2.16
D12 + Po2 ( )
P13 + Dos3

= Vértice 3: Finalmente, dado que el tltimo elemento de 7 es 0, este vértice esta deter-
minado por el baricentro de la cara Fy39 N Fos N Fy, que es precisamente el vértice o.

Esto es:
2Ba(F(2|3\0]1)) = —e12 — €13 + €91 — €2 — €o3 + €23 (217)
Po1 — Po2 — Po3
—_ | “Pon—Pi27P3 | (2.18)

D12 + Po2 + P23
P13 + Po3 — P23

Por lo tanto, el simplex esta determinado por el conjunto de vértices:

A(o,7) = {0, e12 — €13 + €o1, €12 — €13 + €91 — €02 — €03, €12 — €13 + €01 — €2 — €03 + €23}
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En la siguiente figura se muestra el proceso realizado para hallar el simplex A(2301,210).

Ba(F(2[3)0[1) Ba(f(23)0[1)

Figura 2.2. Simplex A(2301,210) de un lattice 3-dimencional.

2.3 Arboles de Biisqueda Binarios

En esta instancia se requiere introducir algunos conceptos acerca de los arboles binarios,
dada la importancia que van a tener a la hora de representar los simplices que vamos a
construir, ademas que nos van a ayudar en el calculo del volumen de un simplex.

Un drbol binario plano es un tipo de arbol en el que cada nodo tiene como méximo dos
hijos, un hijo izquierdo y un hijo derecho. El tamano de un arbol se refiere al ntimero total
de nodos que contiene. El ntimero de arboles binarios planos de tamano n esta dado por el
numero catalan C),, definido como:

1 [2n 2n!
C, = =—.
n+1\n nl(n +1)!

Un arbol etiquetado es aquel al que se le ha asignado una etiqueta a cada nodo. En nues-
tro caso, inicialmente etiquetaremos el conjunto completo {0,1,...,n — 1}, que serén los
elementos con los cuales construiremos 7.
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Ademas, Un subdrbol de un arbol binario es una parte del drbol que se forma al seleccionar
un nodo especifico, junto con todos los nodos descendientes de él (aquellos conectados en
niveles inferiores), y las aristas que los vinculan.

Definicion 2.3.1. Un arbol de busqueda binario es una estructura de datos en forma de
arbol en la que cada nodo puede tener como maximo dos hijos, denominados hijo izquierdo
e hijo derecho. Ademés, para cada nodo, todos los elementos en el subarbol izquierdo son
menores que el nodo, mientras que todos los elementos en el subarbol derecho son mayores
que el nodo.

Por consiguiente, para construir un arbol de bisqueda binario T'(w) a partir de una palabra
w, realizamos lo siguiente:

1. Leer la palabra w: Recorrer la palabra w de izquierda a derecha y tomar cada
caracter.

2. Insercién en el arbol: Insertar cada caracter en el arbol siguiendo las reglas que se
detallan a continuacion:

= Si el arbol esté vacio, se crea un nodo raiz con el primer caracter de w.

= Si el caracter es menor que el nodo actual, se inserta en el subarbol izquierdo de
manera recursiva.

= Si el caracter es mayor que el nodo actual, se inserta en el subarbol derecho de
manera recursiva.

Para contextualizar la construcciéon de un arbol de busqueda binario, consideremos el arbol
T(6412530) que representa la palabra 6412530 y el esquema dado en la Figura , en donde
se muestra el proceso de como se va construyendo el arbol, siendo el arbol buscado el dado
al final.

Por otro lado, sean 0 = (g 0,) € Sps1 ¥y T = (To+** Tho1) € Sy, donde los elementos de
T representan permutaciones de los espacios entre los elementos de o. Esto se expresa de la
siguiente manera:

o= (00 01 **+ O Oig1 ccr Op).

() (2.19)
1i—1 17 7141 n-—1

O <

Con esta representacion, la cual nos muestra la relacion existente entre un elemento de S, y
Spi1, vamos a construir arboles de busqueda.
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6 4 1 2
/ / /
4 4 4
/ /
1 1
\
2
5 3 0

Figura 2.3. Construccion del arbol de btisqueda binario T'(6412530).

Definicion 2.3.2. Para cada par (o,7) € S,.1 X Sp, se construye el arbol de busqueda
binario T'(o, T) siguiendo los siguientes pasos:

1. Se genera un nodo raiz etiquetando los espacios de ¢ con los indices de 0 a n — 1, como
se mostro en [2.19

Luego, se sustituye el espacio 7o por una subdivision |, dividiendo asi la secuencia en
dos partes: una izquierda y una derecha.

2. Para cada i desde 1 hasta n — 1, se genera un nuevo nodo subdividiendo la secuencia
que contiene el espacio 7; en el nodo N mas inferior en el que dicho espacio aparezca.
Este nuevo nodo se posiciona como hijo izquierdo o derecho de N, dependiendo de si
la secuencia subdividida pertenece a la parte izquierda o derecha de .

3. El proceso concluye una vez que se han procesado todos los elementos de 7.

Podemos notar que en el arbol T'(o,7), cada nodo N representa una subdivision de una
palabra ¢’ en dos subpalabras. Como consecuencia, el conjunto de caracteres de cualquier
nodo perteneciente al subarbol con raiz en N dentro de T'(o,7) no incluye caracteres que no
estuvieran originalmente en o”.

Ademas, excluyendo el baricentro inicial 0, el i-ésimo baricentro d; generado durante la
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construccion de un simplex A(o, 7) se obtiene como la suma:

1 %
d, = §;em~, (2.20)

donde N7 denota el j-ésimo nodo insertado en la construccion del drbol T'(o, 7).

A continuacién, como ilustracion, se muestra el arbol de busqueda binario
T(03264751,6412530):

Figura 2.4. Arbol de busqueda binario T(03264751, 6412530).

2.4 Calculo del Volumen de un Simplex

A continuacién demostraremos el siguiente resultado que nos muestra el volumen de un
simplex, haciendo uso de la terminologia de los arboles de busqueda binarios.

Teorema 2.4.1. Sea A(o,T) la representacion de un simplex proveniente de la particion de
una celda de Voronot para un lattice de Tipo 1. Entonces el volumen de este simplex estd
dado por:

1
VOl(O’, 7') = W Hpv, (221)
veV
donde V' es el conjunto de nodos del drbol de bisqueda binario T(o,T).

Consideremos que los vértices de un simplex n-dimensional (o, 7) en coordenadas euclidianas
2 t .

en R" estan dados por v; = (vy;, Vi, ..., V) para 0 < i < n. En este caso, el volumen de

A(o, 1) viene dado por la siguiente expresion:



36 Descripcién de la celda de Voronoi

vollo, )=~ | . ) (2.22)
Vo Vnl -0 Vipn

Si los vértices estan representados en coordenadas y en lugar de coordenadas euclidianas,
esta formula no puede utilizarse directamente. Recordemos que, en este caso, las coordenadas
y de un vértice se obtienen mediante la relacion d = M7Tv;, donde M es la matriz generadora
de la red. De ahi que (M7)~!'d = v;.

Si extendemos la matriz (M7)™! con una fila y una columna adicionales, de la siguiente
forma:

(MY = IVARNE

se cumple que det(M 1) = det(M7T)~. Asimismo, si extendemos el vector d a:

Yn
entonces las columnas de la matriz en la ecuacion ([2.22)) pueden expresarse como (M ~1)'d},

donde d es el vector en coordenadas y aumentado con un 1. Por lo tanto, el volumen del
simplex puede escribirse como:

1 1 1
vol(o, 7) :% oy | oo de (2.23)
do dy o dy,
1 1 1
:@ dio dg“ din (2.24)
d,o dn d,n

Dado que el primer vértice es dy = 0, la ecuacién anterior se simplifica a:
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dy, - dj,
e

AL (2.25)

dnl o dnn

Cada columna de esta matriz esté asociada a un nodo del arbol de busqueda binario T'(o, 7),
y el determinante de esta matriz se calcula mediante operaciones de reduccién en filas.
Aplicando las observaciones sobre la estructura de subdivisiones de T'(¢, 7), podemos concluir
que:

1
VOl(O', 7') = W Hpv (226)

veV

donde V es el conjunto de nodos del arbol de busqueda binario T'(o, 7). Este resultado prueba
el Teorema 2.4.11

Por consiguiente, podemos plantearnos la cuestion de cuéntos y cuéles otros simplices (o’, /)
poseen el mismo volumen que un simplex dado A(o, 7). Dado que como pc,jc, = Peylcy
entonces, si intercambiamos un nodo N = Cy|Cy por su version reflejada N’ = C1|Cy e
intercambiamos los subérboles izquierdo y derecho de N, obtenemos otro par (¢’,7’) con
el mismo volumen que (o, 7). Esto sugiere una simetria en la estructura de los arboles de
busqueda binarios que determina clases de equivalencia de simplices con volumen invariante.

Definicién 2.4.2. Sea (0,7) € Sp41 X Sp. Definimos la transformacion r; como aquella
que toma el simplex A(o,7) y lo convierte en un tnico simplex A(c’,7’) cumpliendo las
siguientes condiciones:

» La transformacion r; acttia sobre el arbol binario T'(o, 7), generando un nuevo éarbol
T(o’,7') mediante el intercambio entre la palabra izquierda y derecha, junto con el
intercambio entre el subarbol izquierdo y derecho del i-¢simo nodo N® que aparece en
la construccion de T'(o, 7).

» La transformacion conserva el orden en que aparecen los nodos en T'(o, 7), con la tnica
diferencia de que el nodo N* es reemplazado por el nodo resultante tras la aplicacion
de la transformacion.

Es importante mencionar que las transformaciones r; afectan exclusivamente al nodo N, sin
alterar ningtn otro nodo del arbol original. Por lo tanto, si dos arboles T'(o,7) y T'(0’, 7') es-
tan relacionados por una transformacion r;, entonces los simplices A(o, 7) y A(o’, 7') tendran
el mismo volumen.

Més atin, si consideramos el nodo N’ en el arbol T'(, T) y su correspondiente nodo transfor-
i/ .
mado N* en T'(0/,7"), tenemos que los vectores ey y eyi son opuestos en signo.
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2.5 Segundo momento de un simplex

De acuerdo con el Teorema [3.1.2] los vértices de un sfmplex n-dimensional (o,7) en y-
coordenadas estan dados por d; = (dy;,dy;, . . . dm) para 0 < 7 < n, entonces el momento
de inercia alrededor del origen se expresa como:

I —
(0,7) (n—I—l )(n+2)

+ Z di]|* ] - (2.27)
=0

Por y considerando el hecho de que dy = 0, tenemos:

(2.28)

E ENJ

21]1

. 2
1 3
§ZN

Ademas, dado que

n 2

Z(n +1—id)ey:

=1

E ENJ

i=1

Por lo tanto, reescribiendo la ecuacion (|2.28]):

I(o,T) = e 1§(n—|—2) (Z(n+ 1- i)eNi> +Z (Z €Nj> : (2.29)

Expandiendo S; y Ss en ([2.29) y reordenando términos, obtenemos expresiones de la forma
agent et con kL€ {1,... ,n}.

- Para k = [, de S; se obtiene (n + 1 — k)?e3,, y de Sy se obtiene (n 4+ 1 — k)e3,. Asi, el
coeficiente ay,y, es:

age=Mn+1—k)(n+2—k). (2.30)

- Para k < [, de S} obtenemos 2(n+ 1 —k)(n+1—1)eyr - ent, y de Sy obtenemos 2(n+ 1 —
l)enk - eni. Por lo tanto, el coeficiente oy es:
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Reescribiendo ([2.29)):

k=1 k<l

I(o,7)=a- (zn:(n+1—k)(n+2—kf)€?vk+zn:2(”+2_k')(”+1_l)em'6N1>’
(

2.32)
o 1
donde a = (i) (nt2)

Dado que existen n transformaciones r;, una por cada nodo, aplicables a A(o,T), y consi-
derando que cada nodo N* tiene dos opciones (aplicar o no r;), se generan 2" simplices al
aplicar todas las combinaciones posibles de transformaciones.

Cuando aplicamos una transformacion r;, la tnica diferencia entre I(o,7) e I(A(0’, 7)) es
en el signo de los términos agent - eyt cuando k =i Y[ = 1.

Sumando las inercias de los 2" simplices generados, sobreviven tnicamente los términos con
k = 1. Asi, considerando el conjunto:

R={ri(A(o,7)) :i € {1,...,n}}, (2.33)

se tiene:

> 1) = T f;(n ) (Z(n +1—k)(n+2- k)eka> : (2.34)

0ER k=1

Es importante destacar que todos los simplices en R tienen el mismo volumen, lo que permite
calcular el segundo momento no normalizado:

U(A(o,7)) = I(o,7) - vol(A(o, T)). (2.35)

A partir de lo anterior, no solo podemos calcular U para cada simplex, sino también la suma
de U en todos los simplices de R.






Capitulo 3

El problema del lattice cuantizador 6pti-
mo

En este capitulo primeramente, nos centraremos en mostrar el estado del arte entorno al
problema del lattice cuantizador 6ptimo. Después, evidenciaremos el proceso de calcular la
constante de cuantizacion para lattices de Tipo I en dimension 2, desarrollado por Conway y
Sloane en [5]; también, lo establecido por Barnes y Sloane para dimension 3, consignado en
[9] y finalmente lo realizado por Velasquez en [7] con respecto a los lattices 4-dimensionales,
para determinar una férmula en funciéon de los parametros de Selling asociados al lattice.

Dicho proceso estéd basado en lograr dividir en simplex la celda de Voronoi centrada en el
origen, ademas de la identificaciéon de la celda con un permutoedro, siendo este tultimo un
objeto combinatorio de gran importancia debido a que nos permitira lograr una manipulaciéon
de la celda y asi realizar los calculos necesarios para obtener la constante de cuantizacion de
un lattice.

Es importante destacar que a cada formula de la constante de cuantizacion desarrollada por
los autores ya mencionados, en este capitulo vamos a ver que cada una de ellas se va a poder
expresar en términos de ciertos arboles generadores, que estan relacionados con la superbase
asociada al lattice.

3.1 Politopos

Esta seccion se basa en lo establecido por Conway y Sloane en el Capitulo 21 de [I]. Un
politopo es una region convexa cerrada y acotada de R", que es la interseccion de un ntmero
finito de semi-espacios. Tal concepto juega un papel importante en el procedimiento de
hallar la formula de la constante de cuantizacion para lattices Tipo I, a razon de ello, vamos
a presentar algunas definiciones y resultados relacionados con dicho concepto en cuestion.

41
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3.1.1 Segundo momento de politopos

Sea P un politopo en R™ entonces, su segundo momento no normalizado respecto al origen
lo denotamos por U(P) y esta dado de la siguiente forma:

me_ﬁmmm. (3.1)

El momento de inercia de P respecto al origen, el cual se va a denotar por I(P), se expresa
como sigue:

1P = (5:2)

donde vol(P) = [, dx es el volumen de P.
El segundo momento normalizado de P respecto al origen es:

1 o) 1 IP)
G = P~ nvol(P)n (3:3)

Ahora, veamos lo que es un simplex.

Definicién 3.1.1. Un simplex o n-simplez (o simplice) es un politopo y es la envoltura
convexa de un conjunto de n + 1 puntos independientes u, ..., u,; € R" afines, es decir,
tales que w; — u;, son linealmente independientes para 1 < i < n+1, i # jy j €
{1,...,n+1}.

Asi, un 0-simplex es un punto, un 2-simplex es un triangulo, y un 3-simplex le corresponde
un tetraedro.

El siguiente teorema nos permite calcular el segundo momento de un simplex, su demostra-
cion se encuentra consignada en [1].

Teorema 3.1.2. [/ Sea T un simplex n-dimensional en R™ con vértices v; =
(Vi1, Vigy « -+, Vi), para 0 < i < n, entonces:

1. El centroide de T es el baricentro de los vértices:

n

Ba = ! Z’vi. (3.4)

n+1 —
2. El volumen de T es:
1 wvor -+ vop
1 1 v cer Uln
vol(T) = —det | . . " . (3.5)
n: : : " :

1 Un1 *° Unn
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3. Bl momento de inercia al rededor del origen es:

_n+1

Bal|?
A IBal? +

I(T) (3.6)

1 - 2
(n+ )(n+2) ; o:ll™

De la Definiciéon y el Teorema podemos deducir que si () es una particion en n-
simplices de un politopo P entonces, el segundo momento no normalizado de P se puede
expresar de la siguiente forma:

U(P)=>_ U(T), (3.7)

TeQ
donde U(T') = I(T)vol(T).

La anterior relacion tendra una gran relevancia a la hora de hallar el segundo momento
normalizado de la celda de Voronoi.

3.1.2 Permutoedros

Ya hemos venido hablando de que todas las celdas de Voronoi de un lattice son politopos
convexos, otro concepto relacionado con dicho término es el que daremos a continuacion, el
cual fue tomado de [I0] junto con otras caracteristicas del permutoedro.

Definiciéon 3.1.3. El permutoedro (n — 1)-dimensional, IT,,_1, es el convex hull o casco con-
vexo de n! puntos (o(1),...,0(n)), donde o recorre todas las permutaciones de {1,2,... n}.

De la definicién anterior, tenemos que este politopo esta contenido en el hiperplano

{(z1, 22, .., ) €ER": > ay =n(n+1)/2}. (3.8)
i=1
Sea S, el grupo simétrico de todas las permutaciones de {1, 2, ...,n}. Para una permutacion

o= (o(1),...,0(n)) € S,, tenemos que (c=*(1),...,07(n)) € I,,_;.

Ejemplo 3.1.4. El permutoedro 2-dimensional, Ily, es el hexdgono que se muestra en la
Figura (a). El permutoedro 3-dimensional, I3, es un octaedro truncado, el cual se muestra

en la Figura (b).
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4123 1423

2143

213 132
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2134

231 312 3412

321
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Figura 3.1. (a) Permutoedro 2-dimensional y (b) Permutoedro 3-dimensional.

El hecho de identificar la celda de Voronoi con un permutoedro nos permitiré desarrollar una
descripcion topologica - combinatoria de la celda. Dicha descripcion sera de gran relevancia,
porque nos conducira al calculo de la constante de cuantizacion para los lattices de Tipo I
en algunas dimensiones.

3.2 Constante de cuantizaciéon para lattices en dimensién
2

Lo que desarrollaremos a continuaciéon esta basado en lo realizado por Conway y Sloane en
[5] respecto a los lattices en dimension 2. Sea A un lattice 2-dimensional generado por los
vectores v, Uy, Vg = —V1 — Vg, siendo el conjunto B = {wvg, v1, v} una superbase obtusa
para A con parametros de Selling p;; vy 0 <4 < j < 2. Si p1a # 0, los vectores de Voronoi
son +vg, vy, £vs v la celda de Voronoi es un hexégono. Ahora, si p;o = 0, ademés de los
anteriores vectores, también +(v; — v2) son vectores de Voronoi y la celda es un cuadrado.

A la celda de Voronoi del tipo hexagonal se le denomina primitiva, porque en el embaldosa-
miento generado, en cada vértice se encuentra el minimo niimero posible de celdas, 3 en este
caso. En general, para un lattice n-dimensional una celda de Voronoi es primitiva si en el
embaldosamiento generado para cada vértice se encuentran n + 1 de ellas, que es el minimo
nimero posible de celdas que pueden coincidir en un vértice.

De otro lado, tenemos que la matriz de Gram de un lattice 2-dimensional es:

A= | P + P12 —D12
—P12  Po2 T P12
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Ahora, denotemos por A el determinante del lattice, entonces:

A = po1po2 + Po1Pi2 + Po2Pr2- (3.9)

Para hallar la constante de cuantizacién de un lattice 2-dimensional en funcién de los para-
metros de Selling, es necesario identificar las y-coordenadas aumentadas de sus vértices. En
efecto, sea y = (yo, y1,v2)"", las y-coordenadas de un vértice, donde yo + y; + yo = 0.

Ahora, consideremos la celda de Voronoi centrada en el origen V(0), en la Figura se
muestra las notaciones de las caras y los vértices de V(0). Vemos que denotamos por Fy, Fi,
F5 a las caras determinadas por los vectores de Voronoi vg, v, v5 respectivamente y por Fio,
Foo, Foy1 sus caras opuestas; mas aiin un vértice de la celda conformado por la interseccion
de las caras F; y Fj; es identificado por P;j.

-y

Figura 3.2. Etiquetamiento de la celda de Voronoi en dimension 2.

Ahora, vamos a calcular las y-coordenadas de un vértice arbitrario de V(0). Sea i j k un
reordenamiento de los indices 0 1 2 y ademas sea y = (o, y1,%2)" las y-coordenadas del
vértice P Dado que Py, € Fi y Pyji € Fjj, de la igualdad ((1.15)) resulta:

1
t-v; = =N(v;
v 5 (v;)
1
t- (’Ui + ’Uj) = §N(’Uz + ’Uj).
Por las igualdades anteriores deducimos:

1
Yi = §N(v,;)
2 (3.10)
yi+y; = 5 N(vi +v;).
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Sabemos que y; + y; + yx = 0, también del Corolario [1.4.5, se tiene que N(v;) = pij + pik
y N(v; +v;j) = pir + Djk, luego, de las igualdades dadas en (3.10|) logramos inferir que las
y-coordenadas aumentadas del vértice P;j; son:

1

Yi = §<pij + pik)
1

Yj = 5(—1%' + Djk) (3.11)
1

Yk = 5(—171'14 - pjk)-

Si t € R? tiene y-coordenadas aumentadas (yo, y1,y2)", v A es el determinante del lattice,
por la Proposicion [I.3.2] deducimos que la norma de ¢ es:

1
N(t) = Z(plzyé + Po2yi + Pory3)- (3.12)

Reemplazando las y—coordenadas del vértice P;j; dadas en (3.11]) en la formula (3.12) ob-

tenemos que la norma del vértice P;j; es:

1

N(Pi) = E(pij + pir) (ij + pix) (Pir + i) (3.13)

Para calcular la constante de cuantizacion del lattice G(A), primero realicemos una particion
en simplices de la celda de Voronoi V(0) como se muestra en la Figura (3.3

-

Figura 3.3. Particion de la celda de Voronoi en dimension 2.

A continuacion, para mostrar el procedimiento del calculo de G(A), vamos a considerar el
simplex T de la celda de Voronoi, hallaremos su momento de inercia I(7},) y su segundo
momento no normalizado U(7). En efecto, tenemos que los vértices del triangulo 7} son 0,
Py y Poio.
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Sean (yo, y1,y2)"" las y—coordenadas aumentadas de Pgg;. De las ecuaciones dadas en (3.11)),
deducimos que las y—coordenadas aumentadas del vértice Py, son:

Yo 1 Po1 + Po2

Y1 =< | —Po1 — P12
2

Y2 —Po2 + P12

En consecuencia, utilizando (3.13]) y las y-coordenadas de Pgs1, obtenemos:

N(Py21) = Po1 + Po2) (Po1 + p12) (Poz + Pr2)-

4A(

Por consiguiente, consideremos el vértice Pya € Fy N Fop vy sean (yh, vh, y5)" las y-
coordenadas aumentadas de Pyi5. De nuevo, por las ecuaciones dadas en obtenemos
que las y-coordenadas aumentadas del vértice Py;o son:

Yo 1 Po1 + Po2
1 =5 —Po1 + P12
yé —Po2 — P12

Maés atn, tenemos que N(Pgi2) = N(Plog1).

Seguidamente, con respecto al baricentro de Tj, sabemos por (3.4)), que él se puede expresar
como Ba = %(O + Py + Poi2) = %(Pogl + Py12). En consecuencia, las y-coordenadas
aumentadas de Ba son:

o 1 [ Yo + o 1 [ Po =+ Po2
{0 =-| nnt+wy =3 —Po1

- 3 , 3

Yo Yo + Yo —Po2

Ademas, tenemos de la expresion (3.12)), que la norma de ¥ en términos de sus y-coordenadas
viene dada por:

1
N(Ba) = §(P01 + Po2).

Sabemos de (3.6]), que el momento de inercia de Ty esta dado por I(Tp) = 3N(Ba) +
L (N(Po12)+N(Py21)), entonces, reemplazando las normas de los vértices y la del baricentro
tenemos

I(Ty) = = (po1 + po2) (BA + piy).

24A

De otro lado, de (3.5)), resulta que el volumen de Tj se puede expresar como sigue:

it o )]

Asi, utilizando las y-coordenadas de los vértices Py v Pgi2 del simplex Tj, concluimos que
el volumen de Tj es:

1
vol(Tp) = 4\/Zp12(p01 + Po2)-
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Por consiguiente, de (3.2)) se deduce que el segundo momento no normalizado respecto al
origen es U(Ty) = I(Tp)vol(Tp), de ahi que

_ p12(po1 + po2)?(3A + pi,)

U(T) 96A3/2

Para hallar el momento de inercia y el segundo momento no normalizado de los simplex T
y Ty procedemos como en el caso anterior. En efecto, consideremos el simplex T}, por medio
de la ecuaciones dadas en ([3.11]) inferimos que las y-coordenadas de los vértices P1gs ¥ P12
son respectivamente:

—Po1 + Po2 —Po1 — Po2
5 Po1 + P12 y = Po1 + P12
—Po2 — P12 Po2 — P12

Luego, haciendo uso de las y-coordenadas de los vértices de T}, se deduce que el momento
de inercia de T3 es:

1
I(Th) = m(pm + P12) (3A + pga).

También, que el volumen de T3 es:

1
vol(T) = 4\/21902(1701 + p12).

En consecuencia, el segundo momento no normalizado de 77, es decir U(T}) es:

po2(Po1 + p12)?(3A + pfy)
v = 9GA3/2 '

Con respecto al simplex T3, tenemos que las y-coordenadas de los vértices Pog; v Pa1g son:

Po1 — Po2 1 —Po1 — Po2
5 —pPo1 — P12 y 5 Po1 — P12
Po2 + P12 Doz + P12

Con dichas y-coordenadas, se infiere que el momento de inercia y el volumen de 75, son
respectivamente:

1
I(Ty) = m(pm +p12) (3A + ).

1
vol(T3) = 4\/ZP01(p02 + p12).
Por lo tanto, el segundo momento no normalizado respecto al origen U(T3) es:

_ Po1 (po2 + p12)*(BA + pgy)

U(T) 96A3/2
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Dado que el tridangulo T es congruente con Tio, entonces U(Ty) = U(T12). Es mas, con
los demés tridngulos es claro que 7T} es congruente con Tye y Tb es congruente con Ty,
concluyendo asi que U(Ty) = U(Toe) v U(T2) = U(Tb1). Luego, por (3.7) se infiere que el

segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi V(0) es:
U(V(0)) =20(Tp) + 2U(T1) + 2U(13).

Remplazando cada segundo momento no normalizado de los simplices en la formula anterior
y simplificando, deducimos lo siguiente:

(Po1po2 + Porp12 + Po2piz) (Por + Po2 + Pi2) + Po1Po2pi2

U(V(0) = L

Sabemos que el volumen de la celda de Voronoi es v/A, luego reemplazando U(V(0)) y
vol(V(0)) en (3.3)) concluimos que la férmula de la constante de cuantizacion para un lattice
2-dimensional es:

U(v(0)) (Po1po2 + Po1p12 + Po2piz) (Po1 + Po2 + P12) + Po1Po2pi2

1
2 vol(V(0))? AN (3:14)

De esta manera, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea A un lattice 2-dimensional con pardmetros de Selling asociados p;j,
donde 0 < i < j < 2. Sea A el determinante del lattice, si definimos a S1 = po1 + po2 + P12
y K = poipoapi2 entonces, la constante de cuantizacion de A estd dada por la siguiente
erpresion.:
Ga(A) = ASl—+K

24A3/2

De otro lado, hemos considerado que B = {vg, v1,v2} es una superbase obtusa del lattice
A. Del capitulo anterior vimos que al lattice podemos asociarle el grafo completo K3 con
vértices vy, v1, vy y aristas los parametros de Selling po1, p12, po2, dicho grafo tiene 3 arboles
generadores.

También, de (3.14) tenemos

Ga(A) = PoPo2 + Piip12 + Por1Dis + Papi2 + Por1bis + Po2bis + 2(2p01poz2pi2) (3.15)
AT 24N3/? ’ '

De la expresion anterior, podemos ver que en el numerador de G3(A) se encuentra el término
P21Po2, €l cual le podemos asociar el drbol generador con un ciclo, de etiquetas pZ;, po2, donde
el cuadrado en pg; indica la longitud del ciclo, 2 en este caso. Dicho arbol lo podemos ver en la
Figura 3.4y lo denotamos por p3,ppe. También, en la siguiente figura podemos ver los drboles
generadores con un ciclo de longitud 2 de los términos po1pZ, v poi1p3, respectivamente.
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Vo Vo Vo
2
2 Ppo2 Po2
P51 po1 po1
p%Q
U1 V2 U1 () V) ——— Vg
p31po2 Po1P3y PO1D7

Figura 3.4. Algunos arboles generadores de K3, cada uno con un ciclo de longitud 2.

Mas atn, el altimo término del numerador de Gi5(A) en (3.15) le asociamos el ciclo de longitud
3, con etiquetas po1, po2 ¥ P12, €l cual se muestra en la siguiente figura:

Vo

po1

P12
V) — V2

Po1pPo2P12

Figura 3.5. Ciclo de longitud 3.

En consecuencia, al numerador de G5(A) le podemos asociar a los 6 primeros términos los
arboles generadores con un ciclo de longitud 2 de K3 y al dltimo término el ciclo de longitud
3. De ahi que

Cs +4C5
donde C5 denota la suma de los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de los érboles
generadores de K3, a los cuales se les ha anadido una arista para formar un ciclo de longitud
2 y (3 denota la multiplicaciéon de las aristas de un ciclo de longitud 3, es decir, po1po2pos-

3.3 Constante de cuantizacién para lattices en dimension
3

Es importante destacar que dado un lattice en R? siempre es posible asociarle una superbase
obtusa. En [5] Conway y Sloane demuestran que todo lattice 3-dimensional es de Tipo I,
ademas muestran que hay cinco formas de la celda de Voronoi, siendo una de ellas primitiva,
y corresponde a un octaedro truncado.

Asi las cosas, sea A un lattice 3-dimensional y supongamos que B = {vg, v, V2, v3} es una
superbase obtusa estricta del lattice. Ademaés, sea (yo, y1, Y2, y3)" = (vo - t,v1 - t,vs - t,v3 -
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t)'" las y-coordenadas aumentadas de ¢ € R3, dado que vy + v; + vy + v3 = 0 entonces,
Yo+ y1+y2+ys=0.

Dada la importancia de la celda de Voronoi V' (0) en el calculo de la constante de cuantizacion
de un lattice, es conveniente realizar una descripcion de la celda, para ello nos apoyaremos
en lo consignado en [9]. Primero, veamos cuéles son los vectores de Voronoi que definen dicha
celda. En efecto, el Teorema [1.4.4] nos dice que los vectores de Voronoi del lattice son de la
forma vg =, s v;, donde S es un subconjunto propio de {0, 1,2, 3}, esto implica que tales
vectores sean los siguientes:

Vg, V1, V2, V3, Vo+V1, Vg+V2, Vg+v3 V+vV, U+V3 U2+ U3,

Uo+1)1+v2, ’Uo+’U1+’U3, ’U0+’Uz+’03, ’lJ1+’U2+’U3.

Sabemos que cada vector de Voronoi determina una cara 2-dimensional de V'(0) entonces,
la celda de Voronoi tiene 14 caras 2-dimensionales. Denotemos por Fg la 2-cara de V/(0)
dirigida por el vector vg, siendo S un subconjunto propio de {0,1,2,3}. La siguiente lista
muestra las 2-caras correspondientes a los vectores de Voronoi descritos anteriormente:

F07 F17 F27 F37 FDla F027 F03a F127 F137 F237
F012) F0137 F0237 F123'

Analogamente a lo desarrollado en dimension 2, si F' es una cara 2-dimensional de V'(0)
determinada por el vector de Voronoi v, el punto t € F' satisface t = %v +h,con h L v, de

ahi que
1
t-v= §N('v). (3.17)

Ahora, si ¢ j k [ es un reordenamiento de 0 1 2 3, por (3.17) los puntos t de la cara F;

cumplen la siguiente condicion t-v; = %N (v;). Luego, podemos inferir que las y-coordenadas

aumentadas de P;;j; satisfacen las siguientes ecuaciones:

1
Yi = §(pij + pir + Pir)

1
Yi Ty = §(pik + pa + Pk + pji)
. (3.18)
Yi +Y; + Yk = 5(1%‘1 + pji + Prt)
1
u = 5(—%1 —Pji — pkl)-

Asi, las y-coordenadas aumentadas del vértice P;ji; son:

1
vi = =(pij + pir + Dit)

2

1
Yj = 5(—2%' + pjk + pit)

; (3.19)
Yk = 5(—]% — Djk + Pki)

1

U = 5(—101‘1 — Pji —pkl)-
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Sea S = {0,1,2,3} \. S, entonces las 2-caras Fg y F3 son opuestas respecto al origen. Mas
aun, podemos notar que las caras vecinas o adyacentes de F;, es decir, con las que comparte
una arista son las caras Fj;, Fix, Fi, Fiji, Fiji v Fi. En consecuencia las facet del tipo F; y
sus opuestas son hexagonos. Ahora, con respecto a la cara F;; vemos que sus caras vecinas
son I}, F;, Fij vy Fiji, es decir que las caras del tipo F}; y sus opuestas son cuadrilateros.

Sabemos que un vértice de la celda esté definido por la interseccion de tres 2-caras, las cuales
son vecinas dos a dos. Por consiguiente, si P;j; denota un vértice de V' (0), donde ¢ j k [ es
un reordenamiento de 0 1 2 3 entonces, dicho vértice esta definido por la intersecciéon de las
caras I, Iy v Fiji.

En resumen, vemos que para cada permutacion de {0, 1,2, 3} se tiene un vértice de la celda de
Voronoi, es decir, V(0) esta compuesto por 24 vértices, ademas de tener 8 caras hexagonales y
6 en forma de cuadrilatero. Por lo tanto, para un lattice 3-dimensional A, su celda de Voronoi
es un octaedro truncado o permutoedro Il3. En la Figura se muestra el etiquetamiento
tanto de los vértices como de las caras de la celda de Voronoi.

2
1 2103

>
I 2130

Figura 3.6. Etiquetamiento de la celda de Voronoi en dimension 3.

De otro lado, si consideramos la matriz de Gram del lattice, tenemos que dicha matriz es de
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la forma:
Po1 + P12 + P13 —P12 —Pi3
A= —P12 Po2 + P12 + D23 —P23 . (3.20)
—P13 —P23 DPo3 + P13 + P23

Luego, su determinante esta dado por:

A = po1Po2Po3 + Po1Po2P13 + Po1Po2P23 + Po1PosPi2 + Do1Po3P23 + Po1P12P13
+ Po1p12P23 + Po1P13P23 + Po2P03P12 + Po2Po3P13 + Po2P12P13 + Po2P12P23 (3.21)
+ Po2P13P23 + Po3P12P13 T PozP12P23 + Po3P13P23-

El procedimiento que vamos a llevar a cabo esté basado en lo desarrollado por Barnes y Sloane
en [9]. Sea A un lattice 3-dimensional, con superbase obtusa estricta B = {wvg, v1, V2, v3}.
Nuestro objetivo es hallar la formula de la constante de cuantizacion para lattices de tipo
I en funciéon de sus parametros de Selling. Con el fin de realizar esto, debemos calcular el
segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi centrada en el origen V(0), asi
pues, primero realizaremos una particion en simplex de la celda de Voronoi.

En efecto, dado que la celda es un octaedro truncado (Figura entonces, si a cada cara
hexagonal la dividimos en 6 tridngulos que tienen como punto en comun el centro de la cara,
y ademas unimos dichos tridngulos con el origen, obtenemos 6 tetraedros con respecto a una
cara. Luego, realizando el mismo procedimiento a las otras caras, se determina que hay 48
tetraedros generados por las caras hexagonales.

Ahora, si a cada cara en forma de cuadrilatero la dividimos en cuatro tridngulos, que tienen
como punto en comun el centro de la cara, asi, junto con el origen y los tridngulos tendremos
4 tetraedros en cada cara. En consecuencia, las caras con dicha forma generan 24 tetraedros.
Por lo tanto, en la celda de Voronoi centrada en el origen hay en total 72 tetraedros.

Para visualizar el procedimiento del calculo de G(A), en particular, vamos a considerar la
cara hexagonal F) y sea m; el centro de F;. Uno de los seis tetraedros que se forman por
la cara F) es el que tiene vértices 0,mq, Pigo3 ¥ Pio30, €l cual lo denotaremos por 7;.
Veamos cuales son las y-coordenadas de tales vértices. En efecto, las y-coordenadas de 0
son (0,0,0)"; en el caso de my, podemos ver que m; = %vl, y dado que las y-coordenadas
aumentadas de vy son (—po1, por + P12 + P13, —P12, —p13)"", inferimos que las de m; son

2(=po1, po1 + P12 + P13, —pr2, —p13)"
Ahora, de (3.19) deducimos que las y-coordenadas aumentadas del vértice P93 son:

1
5(—1901 — Po2 + Po3, Po1 + P12 + D13, Poz — P12 + P23, —Poz — P13 — Pa3)”-
Ademas, que las y-coordenadas aumentadas de P30 son:
1

5(—1901 — Po2 — Po3, Po1 + P12 + P13, Poz — P12 + P23, Pos — P13 — P23)’’ -

De la relacion que hay entre m; y vy resulta sencillo inferir que la norma de m; es

1
N(m,) = Z(pm + p12 + p13)-
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De otro lado, de la Proposicion obtenemos que la norma de un punto t del lattice la
podemos expresar en términos de sus y-coordenadas, y estd dada por:

3
1
=1

1<i<j<3

Luego, por la féormula anterior y las y-coordenadas de los vértices Piag3, P1230 deducimos
que sus normas son respectivamente

1

N(Piz3) = E(ASH — K —4X)3),
1

N(Pi30) = E(ASH — K — 4\ 3),

(4)
donde S1 = po1 + po2 + o3 + P12 + p1s + P23, K =D po1po2pos (P12 + P13 + P2s), A1 = PoiPas,

A2 = Po2P13 Y A3 = Do3Di2.

Para calcular el momento de inercia del tetraedro Tj, es decir I(7}), solo resta determinar
la norma del baricentro Ba; de T}, para ello veamos cuéles son sus y-coordenadas aumen-
tadas. En efecto, tenemos que Ba; = }l(ml + Pi5p3 + Pia39), luego dichas coordenadas

(Yo, Y1, U2, Y3)™" satisfacen

o1 o1 o L i = &
o= 7wot+wo) Gi=7n+v1), Go=0etwn) v d= sty

En consecuencia, las y-coordenadas aumentadas de b, son:

3 3 3 3 b
—51001 — Po2, 5(?01 + P12 + P13), Po2 — 5]?12 + pas, —51913 — P23 .

Por la formula dada en (3.22)) y las y-coordenadas de Ba; obtenemos la norma del baricentro.
Dado que el momento de inercia de T} es de la forma I(T1) = 2N (by)+55 (N (my)+N (P12g3)+
N(P1230)), entonces

1
() = 40—A[A(6pm + 3po2 + pos + 6p12 + 6p13 + 3pa3) — Po1Po2Po3(3p12 + P13 + Do3)

—3po1Po2p12(P13 + P23) — Po1Po3(Pi2p1s + 4p12p2s + P13Da3)
—po2po3 (412013 + P1aPas + P13p2s) — 3p12P13P23(Po1 + Poz2 + Pos)]-

A continuacién, calculemos el volumen del tetraedro T;. Para ello, consideremos el hecho de
que el volumen de un tetraedro 71" de la celda de Voronoi se puede expresar como:

1

VOI(T) = W

‘det<Y17 Y27 Y3)| )
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donde Y, Y5 v Y3 son las y-coordenadas de los vértices de T'. Entonces, utilizando las
y-coordenadas de los vértices de T; se infiere que

1
vol(T) = Wpos (poz + p23)(Po1 + P12 + P13)-

Queremos calcular el segundo momento no normalizado respecto al origen de la celda de
Voronoi, es decir U(V(0)). Ya sabemos que tenemos 72 simplex de la celda, entonces para
calcular U(V(0)), debemos de calcular el segundo momento no normalizado de cada simplex

y haciendo uso de [3.7| podremos calcular U (V' (0)).

Ademés, dado que el volumen de V(0) es A2, de (3.3) concluimos que la constante de
cuantizacion de la celda de Voronoi centrada en el origen es:

U(v(0))
GV(0) = =5
Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 3.3.1. (Barnes-Sloane). Sean p;j = —v; - v;, con 0 < i < j < 3 los pardmetros de

Selling asociados a una superbase obtusa de un lattice 3—dimensional A, y sean

(4) (3)
A = ZP01P02PO3 + Z Po1P23(Poz2 + Pos + P12 + Pi3)
S1 = Do1 + Po2 + Po3 + P12 + D13 + P23

So = Po1Po2P13P23 + Po1Po3P12P23 + Po2PosP12P13
(4)
K = ZP01P02PO3 (P12 + P13 + p23)-

Entonces, la constante de cuantizacion de A es:

CAS 25+ K

Ga(h) = =22 (3.23)

Es importante mencionar que la expresion de G3(A) dada en , también se puede ex-
presar en términos de los arboles generadores del grafo Ky, donde éste tltimo tiene como
vértices los elementos de la superbase y sus aristas etiquetadas con los parametros de Selling,
asf p;; denota la arista conformada por los vértices v; y v;, siendo 0 < ¢ < j < 3.

El grafo K4 lo podemos observar en la Figura Dicho grafo completo tiene 16 arboles
generadores, y son de cuatro tipos, los cuales se muestran en la Figura donde, para cada
tipo de arbol generador hay 4 de ellos.

Por otro lado, al expandir el numerador de la constante de cuantizacion para lattices 3-
dimensionales, dada en ([3.23)), tenemos lo siguiente:

P31P02P03 + Po1PgaPos + Po1Po2Pas + DgiPosP12 + PiaPosPrz + Po1PgsP12 + Po2PigPi2 + Po1PosPis +
p02p03p%2 + pg1p02p13 + p01p82p13 + p32p03p13 + p02p83p13 + p31p12p13 + p32p12p13 + p(2)3p12p13 +
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Po1PTaP13 + PoaPiaPis + PosPiaPis + Po1Po2bTs + Po2PosPis + Po1P12Pis + PoaP12Pis + Pospiapis +
Di1P02D23 + Po1PaP23 + D1Po3D23 + Po1DagP2s + Doy P12Pas + DiaPiaPes + DagPiaD2s + Po1Diapos +
Po2DiaPa3 + PosPiaP23 + Dg1P13D23 + PaaD13P2s + DisPisPas + Po1PisP2s + Po2PisP2s + PosDisbos +
p01p02p33 + p01p03p§3 + Pmpupgg + p02p12p%3 + p03P12p%3 + p01p13]?%3 + p02p13p%3 + p03p13p%3 +
4po1Po2posP12 + 4Po1Po2P03P13 + 4Po1Po2P12P13 + 4Po1Po3p12P13 + 4Po1Po2Po3P23 + 4Po1Po2P12P23 +
4po2pozp12p23 + 4P01P03P13P23 + 4P02P03P13P23 + 4Po1P12P13P23 + 4Po2p12P13P23 + 4D03P12P13D23 +
Opo2po3p12p13 + 6po1Posp12p23 + 6Po1Po2P13P23-

p23
V3 V2
N
p13
Ppo3 P12
Ppo2
7
Yo po1 U1

Figura 3.7. El grafo completo Kjy.

() Vg (Ui Pri Vg

pit Pik Pjk

v; Pij V; v; Dij V;

vV —Pik Vi (] Vi
- ~

V; Dij V; V; Dij vV;

Figura 3.8. Tipos de arboles generadores de K. Variando 4, j,k,l en {0, 1,2, 3}.

Es importante mencionar que la expresiéon anterior generada al expandir el numerador de
la constante de cuantizacion, estd conformada de términos que podemos relacionar con los
arboles generadores de K. Por ejemplo, el término p2 poapos, lo relacionamos con un arbol
generador junto a un ciclo de longitud 2, el cual vemos a continuacion:
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V3 V2

Vg —— U1

Figura 3.9. Arbol generador de K, con un ciclo de longitud 2, asociado al término P31 P02P03-

En consecuencia, hay en el numerador de G3(A) 48 términos que podemos asociarle un tipo
de arbol generador dado en la Figura (3.8]), al cual se le ha adicionado un ciclo de longitud
2. A la suma de los 48 términos la denotaremos por Cs.

También, en el numerador de G3 existen otros términos que podemos relacionar con los
arboles generadores de K, junto a un ciclo de longitud 3. Por ejemplo, el término pg1po2pospi2
lo asociamos con el grafo que se muestra a continuacion:

V3 V2
Po2
Po3 P12
Po1
Vg — U,

Figura 3.10. Arbol generador de K4 con un ciclo de longitud 3, asociado al término pg1po2pospie-

Asi, a la suma de los 12 términos que hacen parte del numerador de G3(A) y que le corres-
ponde a cada uno un arbol generador de K, junto a un ciclo de longitud 3, se denotara por
C'3. Mas ain, existen otros 3 términos en el numerador de la formula dada para G3(A) que
podemos identificar con un arbol generador junto a un ciclo de longitud 4, por ejemplo a
Po1Po2P13P2s lo relacionamos con el grafo:

P23
V3 — V2

P13

po2
7

vg ————— v

Figura 3.11. Arbol generador de K, con un ciclo de longitud 4, asociado a poipo2p13p2s-

Por lo tanto, a la suma de los 3 términos que identificamos con un arbol generador junto a
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un ciclo de longitud 4 la denotamos por Cy. Asi las cosas, a la expresion dada en (3.23)), la
podemos expresar de la siguiente forma:

Cy + 4C5 + 6C,
GolA) = ——3gam

(3.24)

donde C5, ('3 y Cy son como se definieron anteriormente.

3.4 Constante de cuantizaciéon para lattices de Tipo I en
dimensién 4

Es importante mencionar que a diferencia de los lattices en dimensiones 2 y 3, a quienes
siempre se les puede asociar una superbase obtusa, es decir, son lattices de Tipo I; en el
caso de los lattices 4-dimensionales existen tres lattices de tipo primitivos, a los cuales le
corresponden 52 formas de celdas de Voronoi. En este trabajo solamente nos enfocaremos en
los lattices de primer tipo.

El procedimiento del cédlculo de la constante de cuantizacién para lattices de Tipo I 4-
dimensionales que se mostrara a continuacion esta basado en lo establecido en [7]. Asi las
cosas, vamos a suponer que al lattice A le asociamos una superbase obtusa {vg, v1, V2, v3,v4},
ademés como vimos en las dimensiones 2 y 3, para calcular G(A) es importante describir la
celda de Voronoi centrada en el origen V(0).

Del Teorema podemos inferir que los vectores de Voronoi del lattice A son de la forma
Vs = ) ,cq Vi, siendo S un subconjunto propio de {0,1,2,3,4}. De ahi que sean 30 vectores
de Voronoi del lattice, los que definen la celda. Ahora, con respecto a las 3-caras o facets Fg
de V(0), sabemos que cada facet queda determinada por un vector de Voronoi, es decir, son
en total 30 facets las que constituyen a V/(0).

También, se tiene que dos facets F' 'y F’ de la celda de Voronoi V(0) son wvecinas, si su
interseccion es una 2-cara. A los vectores de Voronoi que las dirigen los llamaremos vectores
vectnos. De lo realizado en las dimensiones 2 y 3, se pudo observar que dos caras Fg y Fr
son vecinas si se cumple que S C T o T C S. Para los lattices 4-dimensionales de Tipo I,
también se cumple este hecho, el cual describimos a continuacién.

Lema 3.4.1. Sea A un lattice 4-dimensional de Tipo I, y B = {vg,v1,vs,v3,v4} una su-
perbase obtusa para A. Sean Fs y Fr dos facets de la celda de Voronoi V(0) de A, entonces

Fs, Fpr  son vecinas st y solo si S CT 6T CS. (3.25)

Demostracion. Por la definicién anterior, ademés teniendo en cuenta que a cada cara se
le asocia un vector de Voronoi, y a éste tltimo le corresponde un subconjunto propio de
{0,1,2,3,4}, deducimos lo que se quiere demostrar. O
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Por el anterior Lema, se puede inferir que la celda de Voronoi V' (0) tiene 120 vértices, 240
aristas, las 10 facets del tipo F; son octaedros truncados o permutoedros y las 20 facets
del tipo F}; son prismas hexagonales, es decir, V(0) es combinatoriamente equivalente al
permutoedro 4-dimensional Ily.

Ahora, suponiendo que p;; # 0, el procedimiento para calcular G(V(0)) es el siguiente:

1. Se realiza una particion @ de V(0) en 1440 simplices 4-dimensionales. En efecto, para
construir la particion de la celda de Voronoi V(0) debemos tener en cuenta que un
4-simplex queda completamente determinado por sus vértices, los cuales son 5. La
manera en como se escogen dichos vértices la describiremos a continuacion.

El origen 0 siempre sera un vértice, luego elegimos 2 vértices adyacentes P, y Ps de
V(0), lo que equivale a seleccionar una de las 240 aristas de la celda. A continuacion,
elegimos una cara 2-dimensional de la celda que contenga a dicha arista, es decir,
tendremos que escoger entre las tres caras 2-dimensionales que contienen a la arista; asi,
después de seleccionada la cara 2-dimensional realizamos el promedio de sus vértices,
el cual sera otro vértice del simplex y lo denotaremos por Ps.

Podemos notar que la 2-cara seleccionada con anterioridad esta contenida en dos facets,
asi que el ultimo vértice P, seré el centro de la facet elegida. La figura [3.12) muestra
un 4-simplex de la particiéon. En consecuencia, por medio de este proceso construimos
una particion de V(0), la cual genera 240 x 3 x 2 = 1440 simplices.

Figura 3.12. Vértices de un 4-simplex.

2. Calculamos el volumen de cada uno de los simplex de la particion Q). Sea A el determi-
nante del lattice y T" un 4-simplex con vértices 0, P1, Py, P35, P,. Si0,Y1,Y5, Y3 Y,
son las respectivas y-coordenadas de los vértices de T, por deducimos que el volu-
men del simplex en términos de las y-coordenadas de sus vértices lo podemos expresar
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de la siguiente forma:

1

vol(T) = WA

’det<Y17Y27Y37Y4>|‘ (326)

3. Hallamos el segundo momento no normalizado de V(0). Dado que los vértices del
4-simplex T" son 0, Py, P5, P3, P,, tenemos que el baricentro del simplex es Ba =
2 E?:o P;, luego por (3.6) inferimos que el momento de inercia de T es:

5

4

1

1) = S+ 55 SRR (327)
=0

Por consiguiente, utilizando (3.7) hallamos el segundo momento no normalizado de

V(0), es decir, U(V(0)).

4. Finalmente, el segundo momento normalizado de V(0) es calculado reemplazando
U(V(0)) y el volumen de la celda en (3.3)).

Por lo tanto, teniendo en cuenta las siguientes expresiones

(10)

S = Zpij
(60) (12)

Sy = Z DijPikPriPimPmj + Zpijpjkpklplmpmi (3.28)
(30) (69) ) |

K = Zpijpjkpkipilpim + Zpijpjkpkipilpjm + Zpijpjkpkipilplm
(12)
+ Z DijPjkPriPimPmis

donde el indice sobre la sumatoria cuenta la cantidad de términos de la misma, utilizando
la relacion (3.7) y con la ayuda de algoritmos computacionales se muestra que el segundo
momento no normalizado de la celda de Voronoi esta dado por la siguiente expresion:

A5 +25 + K

U(V(0)) = ——5x17 (3.29)

Ahora, reemplazando lo anterior en ([3.3)) y el volumen del lattice A'/2, se establece el siguiente
resultado.

Teorema 3.4.2. (Constante de cuantizacion para lattices de Tipo I). Sea A un lattice de Tipo
I con parametros de Selling reducidos p = [po1, Doz, - - -, P24, P34], y sean A el determinante
del lattice, S1, So y K definidos como en (3.28)). Entonces, la constante de cuantizacion de

A estd dada por:
A5 +25 + K

48 \5/4

Ga(A) (3.30)
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De nuevo, como lo trabajado en dimensiones 2 y 3, para este caso, vamos a considerar el
grafo completo K35 asociado al lattice y mostraremos otra forma de expresar G4(A), la cual
estd dada en términos de los ciclos asociados a los arboles generadores de K5. Como hemos
estado viendo, el grafo completo lo podemos representar haciendo uso de los elementos de
una superbase obtusa y los pardametros de Selling (ver Figura .

NN

'UO — P01 — U1

Figura 3.13. El grafo completo K5 asociado a un lattice 4-dimensional.

Ademas, por el Teorema el grafo completo K5 tiene 125 arboles generadores, que son
del tipo:

Uik Vi (%
Pkl Pjk Pkl Pjk
() V; (Ui / V; (% \ Dik V;
Pim Dij /pjm Dij plz\\ Dij
Um v; Um v; Um Pim — V;

Figura 3.14. Arboles generadores de K.

Analogamente a lo realizado en las dimensiones 2 y 3, podemos asociar los arboles generadores
del grafo completo K5 a los términos que conforman el numerador de la formula de G4(A)
dada en (3.30]). De ahi que la férmula de la constante de cuantizacion para lattices de Tipo
I en dimension 4 se pueda expresar de la forma:

Cy +4C3 + 6Cy + 8C5
48A5/4 ’

G4(A) = (3.31)
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donde Cj representa la suma de los términos asociados a un arbol generador de K5 junto a
un ciclo de longitud .

3.5 Constante de cuantizacion para lattices de Tipo I en
dimensién 5

Para los lattices de Tipo I en dimensién 5 en un trabajo conjunto con el director de este
trabajo investigacion, el profesor Juan Miguel Velasquez y Daniel Tovar, donde dicho trabajo
se encuentra consignado en [§], se logré establecer que la constante de cuantizacion para
lattices de tipo I en dimension 5 estéa dada por

B Cy+ 2(203 + 3C, + 4C5 + 506)

G5(A> 60A6/5 )

donde C; representa la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de
los grafos que son arboles generadores del grafo completo K¢ (ver Figura (3.15))) a los cuales
se les ha anadido una arista para formar un ciclo de longitud i.

Vo — U

V3 Vo

vy ————— Vs

Figura 3.15. Grafo completo Kg.

La anterior formula fue posible comprobarse gracias al siguiente Teorema [3.5.1] que permite
calcular el segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi, el cual se deduce con-
siderando y el Teorema [2.4.1l También, dicha comprobacion fue posible gracias a los
algoritmos realizados en SageMath, los cuales se pueden encontrar en el archivo Pruebacon-
jetura.ipynb, consignado en [11].

Teorema 3.5.1. Sea A(o,7) un simplex de la particion de una celda de Voronoi asociada a
un lattice de primer tipo, y sea R = {r;(A(o,7)) : i € {1,...,n}} el conjunto de simplices
obtenidos mediante las transformaciones r; de la Definicion . Entonces, la suma de
los seqgundos momentos no normalizados de los simplices en R estd dada por:
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S U(s) = 4(%—;)%1/2 (Z(n k)2 k:)e?\,k> o, (332

0ER k=1

donde N¥ es el k-ésimo nodo insertado en el drbol binario de bisqueda T(o,T).

En esta instancia se ha establecido un método para calcular la férmula de la constante de
cuantizacion G, (A) en un lattice n-dimensional de Tipo I, con 2 < n < 5, el cual se ha
llevado a cabo haciendo uso de una particiéon en simplex de la celda de Voronoi. Con los
resultados obtenidos se ha podido deducir G,,(A) en términos de ciclos, esto es:

C2,n +2 Z kck—l—l,n
k=2

Gn(N) = oA : (3.33)

donde C; ,, representa la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de
los arboles generadores que se le ha anadido una arista para formar un ciclo de longitud .

Es importante mencionar que la anterior férmula por ahora, soélo es valida para lattices 5-
dimensionales de Tipo I, por consiguiente, es pertinente preguntarnos ;si para los lattices
de Tipo I en dimensiéon 6 es posible establecer una féormula que depende de los érboles
generadores del grafo completo K7, tal que al anadirles una arista se forma un ciclo?

La pregunta anterior no fue posible resolverse dado que para un lattice 6-dimensional de
primer tipo, los calculos que se debian de realizar excedieron la capacidad de la computadora,
sin embargo la teoria establecida da indicios que la formula también es valida para los lattices
en cuestion.






Capitulo 4

Exploraciéon numérica

Ya tenemos una féormula para hallar la constante de cuantizacion de un lattice de primer
tipo hasta dimension 5; ahora, nuestro proposito es realizar una exploracion numérica de la
formula. Para llevar a cabo lo mencionado, estudiaremos algunas propiedades de G,,, esto
con el fin de facilitar algunos céalculos.

4.1 Propiedades de la féormula de la constante de cuanti-
zacion para lattices Tipo I

Sabemos del capitulo anterior que para un lattice Tipo I en dimensiones 2 < n < 5, la
formula de la constante de cuantizacion se puede expresar de la forma:

CZ,TL +2 Z kck—i—l,n
Go(A) = E=2

n+1

12nA"w

donde C;,, representa la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de
los arboles generadores que se le ha anadido una arista para formar un ciclo de longitud .
Mas atun, G,,(A) es una funcién que depende de ("’QH) variables, que son los parametros de
Selling asociados al lattice A.

Ahora, sea a > 0 y consideramos la homotecia del lattice A, es decir, aA. Para este ultimo
lattice tenemos que C;,(alA) = 2™V, (A) y por (1.§) inferimos A(aA) = a®*A(A), de

n+t

ahi que A(aA)™ = a2™FDA(A) " ast G, (al) es:

65
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a0 Cy  + a2 3 kChp
k=2

Cnlalt) = 1271042(”“)AnT+T
= G,(A)

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.1. Sea a > 0, entonces G,(A) = G,(al), es decir, la formula de la
constante de cuantizacion es invariante bajo homotecias.

4.2 Exploracion del minimo local de la férmula de la cons-
tante de cuantizacién

Ahora, lo que sigue es realizar la busqueda de minimos locales en G, (A). Sabemos que
vol(A) = VA, ademés que el denominador de depende del determinante A del lattice.
Asi, en primer lugar, para simplificar los célculos, vamos a fijar el volumen del lattice n-
dimensional A a una constante en particular.

El hecho de fijar el volumen de un lattice no altera la busqueda de minimos locales para
un lattice arbitrario porque como vimos en la proposicion G.(A) es invariante bajo
homotecias. Entonces, estudiar los lattices con un volumen en especifico es considerar un
representante de los lattices.

Por consiguiente, supongamos que el determinante del lattice satisface la condicion A = k,
donde k es el nimero de arboles generadores del grafo completo K, 1 asociado al lattice,
es decir, k = (n + 1)"~!. Dado que queremos hallar minimos locales de G,,(A) y ademaés,
estamos considerando el hecho de fijar el volumen del lattice entonces, para este estudio
emplearemos el método de multiplicadores de Lagrange.

En efecto, nuestra restriccion es la funcion F' = A — k y la funcién lagrangiana a optimizar
es L = G,(A) — IF, donde esta ultima funcion depende de los parametros de Selling del
lattice y el pardmetro /. Para entender como vamos a emplear el método de multiplicadores
de Lagrange, en primer lugar vamos a considerar un lattice 2-dimensional.

Sea A un lattice 2-dimensional con parametros de Selling po1, po2 vV Po3, entonces la funcién
F(po1, Po2, Pos) = Po1Po2 + PoiP12 + Po2pi2 — 3 es la restriccion a considerar y la funcion
lagrangiana a optimizar es

L(po1, poz; po3, 1) = p31p02 + p01p(2)2 + p(2)1p12 + 4po1po2p12 + P32p12 + ]901]9%2 + p02p§2
— (Po1poz2 + Po1p12 + Po2p12 — 3)L.

En consecuencia, al solucionar el sistema generado por dicho método, se obtienen cuatro
soluciones, las cuéles son: poy = 1, poa = 1, pra = 1, L = 5: po1 = V3, po2 = V3, p12 =0, | =

3\/§;po1=\/§,p02=0,p12=\/57123\/5372?01:0,1?02:\/§,p12=\/§, :3\/§-
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Sin embargo, la solucién que estamos buscando debe producir un minimo local, asi que, para
localizar el punto, vamos a utilizar la matriz Hessiana H de L y el criterio para establecer
extremos con una restriccion en funciones de varias variables [

Por consiguiente, tenemos que la matriz Hessiana para el caso 2-dimensional es:

0 Po2 + P12 Do1 + P12 Po1 + Po2
g — | Poz + P12 2po2 + 2p12 —1 4 2po1 + 2po2 + 4p12 =1+ 2po1 + 4po2 + 2p12
po1 + P12 —l+ 2po1 + 2po2 + 4p12 2po1 + 2p12 =1+ 4po1 + 2po2 + 2p12
po1 + Doz —l+ 2po1 + 4po2 + 2p12 —1 4 4por + 2po2 + 2p12 2po1 + 2po2

Luego, reemplazando los puntos criticos en la anterior matriz, y calculando los determinantes
de las dos menores principales se concluye que el punto critico en donde la funciéon tiene un
minimo local es pgy = 1, po2 = 1, p12 = 1, [ = 5. En consecuencia, se satisface la condicion
del criterio cuando el lattice 2-dimensional A tiene parametros de Selling pg; = pg2 = p12 = 1.
Por lo tanto, el minimo local para la formula de la constante de cuantizacion Gy(A) bajo la
restriccion de fijar el volumen del lattice es Gy(1,1,1).

Adicionalmente, podemos ver que al reemplazar el minimo local en la férmula de la cons-
tante de cuantizacion, obtenemos Gs(1,1,1) ~ 0,080187537, cuyo valor corresponde a lo
establecido en la Tabla [T con respecto al lattice A5, el cual tiene parametros de Selling
po1 = 1/3, po2 = 1/3, p12 = 1/3 y produce el menor error cuadratico medio. Mas aun, los
valores de G(1,1,1) y G2(1/3,1/3,1/3) coinciden porque los lattices asociados a dichos
parametros de Selling son equivalentes.

A continuacion, vamos a realizar el proceso anterior para un lattice 3-dimensional. En este
caso, el método de multiplicadores de Lagrange produce un sistema de siete ecuaciones y
siete incognitas, lo que hace dicho sistema dificil de solucionar, entonces la estrategia para
obtener al menos un punto critico es verificar si para lattices 3-dimensionales también se
cumple, como el caso 2-dimensional, que los parametro de Selling sean iguales, es decir, si se
satisface ppr = 1,p02 = 1,po3 = 1,p12 = 1,p13 = 1, p23 = 1 es un punto critico.

En efecto, en SageMath se realiz6 un algoritmo (el cudl se puede encontrar en Minimolo-
caldeG.ipynb [I1]) para verificar que (1,1,1,1,1,1) es un punto critico de G3(A), ademaés
de establecer que para dicho punto en cuestion se satisface el criterio de extremos con una

1Sea f(x), ¢ = (z1,x2,...7,) € R" sujeta a la restriccion g(x) = 0. La funciéon Lagrangiana L esta dada

por L(x,l) = f(x) — lg(x), donde su matriz Hessiana es la siguiente:
0 99 B9 e 9g
oxq Ox2 Oy
B9 *f l& Pf 9% .. fr g 9%
oz Ox? ox2 Ox10x2 Ox10x2 Ox10Ty, O0x10x,,
29 _0%f ;9% 2f 0% O 9%
An+1 = | Oz Ox20x 0x2011 Ox3 0x3 0z20x, 02201,
ag 82f . 629 82f . 829 L 82f_1829
Oxy, 0x,0x1 O0x10Ty, O0x, 022 0z, 011 Ox2 ox2

La condicion suficiente para que un punto critico sea minimo es que el determinante de las (n — 1) menores
principales de la matriz Hessiana evaluadas en dicho punto sean negativas, es decir, si Ag < 0, Ay < 0,
A5 <0, ..., entonces en el punto critico la funcién tiene un minimo local.

Ademas, si Az >0, Ay <0, As >0, ..., entonces en el punto critico hay un maximo local de f.
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restriccion, dado que las cinco menores principales de la matriz Hessiana son negativas, esto
ultimo se comprob6 utilizando otro algoritmo realizado en SageMath y también se encuentra
en MinimolocaldeG.ipynb [11].

En consecuencia, inferimos que (1,1,1,1,1, 1) produce un minimo local de G3(A). De nuevo,
al reemplazar dicho punto critico en G3(A) obtenemos el valor dado en la Tabla [1 corres-
pondiente al error cuadratico medio producido por el lattice A3, cuyos parametros de Selling
Cumplen la condicion Po1 = Po2 = Po3 = P12 = P13 = P23 — 1/4

Ahora, analogamente a lo realizado en lattices de dimensiéon 2 y 3, comprobamos con
algoritmos en SageMath que para los lattices 4-dimensionales de Tipo I, el punto
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) es un punto critico del sistema generado por el método de multi-
plicadores de Lagrange, en donde se obtiene un minimo local para la formula de la constante
de cuantizacion.

Luego, al reemplazar el punto critico en la foérmula obtenemos el wvalor de
G4(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) = 0,077558757 (haciendo uso de la funcion definida en Valores-
deG.ipynb [11]), el cual coincide con el valor presentado en la Tabla [1| con respecto al lattice
Aj, CHY;)S pardametros de Selling son po1 = po2 = Po3 = Pos = P12 = P13 = P14 = Po3 = Po4 =
p3s = 1/5.

Es de aclarar que en la Tabla [1| se muestra que el lattice D} = D, produce un menor error
cuadrético medio en comparacion a A}, y esto se debe a que la formula utilizada para calcular
el error cuadratico medio fue desarrollada sélo para lattices de Tipo I y D} no es de primer
tipo, asi que no es raro tener otro lattice con un error cuadratico medio de menor valor al
que produce un lattice de Tipo I.

Sin embargo, la féormula en la que hemos estado trabajando, si nos permite calcular el valor de
la constante de cuantizacion para el lattice Ay, que es de Tipo I, cuyos parametros de Selling
son por = 1, po2 = 0, po3 = 0, poa = 1, p12 =1, p13 =0, p1a = 0, pa3 = 1, poy = 0, p3g = 1,
de donde obtenemos que G4(1,0,0,1,1,0,0,1,0,1) ~ 0,078019702, cuyo valor es mayor al
obtenido para el lattice A}, que es un lattice de primer tipo.

Para finalizar, vamos a considerar los lattices de Tipo I en dimensiéon 5. En este punto, de
nuevo, se reafirma el hecho de que solucionar el sistema que se genera al utilizar el método
de multiplicadores de Lagrange, donde la funcién restriccion es FF = A — k y la funcién
lagrangiana a optimizar es L = G,(A) — [F, donde esta ultima funcién depende de los
parametros de Selling del lattice y el parametro [, es un trabajo realmente dificil; asi las cosas,
como en los casos anteriores, solo queda corroborar si (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) es
un punto critico del sistema.

Utilizando los algoritmos realizados en SageMath se puede concluir que dicho punto es un
punto critico del sistema y que ademaés satisface el criterio para establecer extremos con
una restriccién en una funciéon de varias variables, es decir, que en tal punto G5 alcanza
un minimo. En consecuencia, el lattice, cuyos parametros de Selling satisfacen p;; = 1, con
0<i<5,0<j<5y1i+#j, produce un error cuadritico medio, cuyo valor es menor con
respecto a otros lattices de Tipo I.

En particular esto lo podemos comprobar si calculamos G5 para el lattice As, cuyos pa-
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rdmetros de Selling son po; = 1, po2 = 0, po3 = 0, poa = 0, pos = 1, p1a = 1, p13 = 0,
pa = 0, p15 = 0, pa3 = 1, pog =0 =, pas = 0, psa = 1, p3s = 0, pss = 1 de ahi que
G5(1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1) = 0,077647458 sea el valor del error cuadratico medio
para Az, como se muestra en la Tabla [T, y que ademas es mayor respecto al dado por
Gs(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) = 0,076921949, donde este ultimo coincide con el valor
dado por el lattice A%, cuyos parametros de Selling son p;; =1/6 con 0 <7 <5, 0<j <5
y i

Por lo tanto, hemos obtenido al menos un minimo local de la funcién constante de cuanti-
zacion G, (A), para los casos n = 2,3,4,5, haciendo uso del método de multiplicadores de
Lagrange, donde dicho minimo ocurre en el punto critico conformado por los parametros de
Selling del lattice, quienes tienen la caracteristica de ser iguales a 1.

Por dltimo, es importante mencionar que en dimension 4 y 5, existen lattices con error
cuadratico medio menor que el brindado por el lattice con pardmetros de Selling iguales a 1,
esto se debe a que la formula G,,(A) esta desarrollada en base a lattices de Tipo I y hay que
recordar el hecho de la existencia de lattices que no son de primer tipo para las dimensiones
mencionadas inicialmente.






Capitulo 5

Conclusiones

En este estudio, en conjunto con el profesor Juan Miguel Velasquez y Daniel Tovar se mostro
que la formula de la constante de cuantizaciéon para lattices Tipo I en términos de
los ciclos asociados al grafo completo K,,, donde n = 2,...,5, es vilida. La comprobacion se
realiz6 haciendo uso de los resultados establecidos para llevar a cabo la particién en simplex
de la celda de Voronoi.

La incorporaciéon de una nueva particion en simplex de la celda hizo que dicha comprobacion
fuera posible para dimension 5, dado que para dimensiones 2, 3 y 4, la particion de la celda
estaba basada en los resultados desarrollados por Conway y Sloane en [9], y siguiendo el
mismo proceso, la comprobaciéon no fue viable. Para dimensién 5, considerar los arboles
de busqueda binarios permitié otra representaciéon de un simplex, como también para su
momento de inercia, volumen y segundo momento, esto hizo que los algoritmos sean ttiles
para comprobar la féormula hasta dimension 5.

Un trabajo a futuro es validar la formula de G,(A) dada en para al menos los lattices
6-dimensional de primer tipo, lo cual conlleva al mejoramiento del algoritmo Pruebaconje-
tura.ipynb en [I1],implementado en SageMath, para comprobar que dicha féormula es valida.

Ahora, otra manera para comprobar la veracidad de la férmula para una dimension
superior a b, seria en la implementacion de un mejor método para calcular la constante de
cuantizacion de un lattice de Tipo I, el cual recae en la particién en simplex de la celda de
Voronoi V'(0) o tal vez en brindar otra presentacion del momento de inercia y el segundo
momento de un simplex. Sin embargo, es importante mencionar que sin las expresiones dadas
de dichos conceptos habria sido imposible verificar la féormula para dimension 5.

Por otro lado, se pudo observar que hallar minimos locales de la formula dada para el error
cuadratico medio G, (A), siendo A un lattice n-dimensional de Tipo I es una tarea dificil,
dado que el sistema a solucionar, a medida que va aumentado la dimension, es muy grande.

En este trabajo de investigacion solo se pudo mostrar la existencia de un punto critico para

71



72 Conclusiones

G, (A), el cual ocurre cuando los parametros de Selling asociados al lattice son todos iguales,
ademaés se comprobd que dicho punto critico es un minimo local entre los lattices de Tipo 1.
En esta prueba se utilizoé el método de Multiplicadores de Lagrange.
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