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RESUMEN

Desde un enfoque histdrico-epistemolégico se pretende mostrar cémo la
evolucion del pensamiento algebraico, a través de la resolucion de ecuaciones,
confluye en el surgimiento del concepto de grupo que se convierte finalmente en el
concepto central de una disciplina tan importante en las matematicas como es el
algebra moderna.

Se realiza un analisis historico-epistemoldgico desde las apariciones mas antiguas
que se encuentran documentadas sobre la solucién de ecuaciones, mostrando la
vigencia e interés de la comunidad matematica durante un largo periodo por
encontrar mejores y mas eficientes métodos para resolver ecuaciones de la forma
p(n) =0, n <4, donde p(n) es un polinomio en la variable n, centrdndonos con
especial interés en la época comprendida entre los siglos XVI al XIX donde
mostraremos que el cambio de perspectiva frente al problema de resolver ecuaciones
de cualquier grado n trae como consecuencia la génesis de las llamadas estructuras

algebraicas, en particular a la teoria de grupos.

Palabras Clave: Historia del algebra, Resolucion de ecuaciones, Obstaculos

epistemoldgicos, Teoria de grupos, Estructuras algebraicas.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de grado estd enmarcado en la linea de investigacion de Historia y
Educacion Matemaética considerando un enfoque de corte epistemoldgico.

En este trabajo, a través de un andlisis historico-epistemolégico, se muestra como a lo
largo de la evolucién de la teoria de ecuaciones se gestan las bases teoricas del algebra
moderna, dejando finalmente un material de consulta para didactas, profesores, estudiantes
y todo aquel que desee dar cuenta de los momentos historicos donde se presentaron
obstaculos, retrocesos, cambios de enfoque y estancamientos en la constitucion de la nocion
de grupo, que se revelara fundamental para la emergencia del algebra moderna.

Este trabajo se desarrolla en cinco capitulos, los cuales estan concentrados
tematicamente asi:

En el capitulo 1 se hace un recorrido desde las huellas primitivas de pensamiento
algebraico donde se evidencian algunos atisbos de estructuras algebraicas, iniciando con los
babilonios y egipcios, quienes desarrollan unos primeros métodos de solucion de problemas
cotidianos que seran analizados desde una mirada algebraica actual. El trabajo de Euclides
también hara parte de los temas abordados en este primer capitulo. Se identifican elementos
importantes en su obra alrededor de la resolucién de ecuaciones y la constitucién de

estructura algebraica.
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En el capitulo 2 situamos el inicio de lo que actualmente se conoce como algebra en los
arabes, especificamente en el trabajo de Al-Khowarizmi. Esta postura sera justificada a lo
largo de este capitulo y a la luz de los aportes de su obra.

También trabajamos alrededor de la obra de Cardano y sus contemporaneos. Se plantea
cémo el método de resolucion por medio de radicales, que propone Cardano para las
ecuaciones cubicas y bicuadraticas, es el motivo que impulsa a los matematicos de la época
a la busqueda de resolucién de ecuaciones de quinto grado en adelante.

Este hallazgo deja trazadas unas lineas de interés, que a pesar de su motivacion real
centrada en la emergencia de los métodos de solucion de ecuaciones, termina
desembocando en ejemplos particulares de lo que a la postre se convertiria en los conceptos
de grupo, semigrupo, grupo normal y acercamiento a otras estructuras principales en el
algebra moderna.

El capitulo 3 inicia con una las primeras demostraciones del teorema fundamental del
algebra hecha por Gauss, ademas se muestra un caso particular de ecuaciones que se
pueden resolver por el método de radicales.

En este capitulo se presenta el cambio de enfoque que le dio Lagrange a la resolucion de
ecuaciones por el método de radicales. Lagrange logra obtener un método, llamado la
resolvente, en el que subyacen todos las técnicas, hasta el momento conocidas, para
encontrar la solucion por radicales de las ecuaciones hasta cuarto grado. Lagrange creyd
poder extender su método a las ecuaciones de grado mayor o igual que cinco, sin lograrlo.
Los matematicos, durante mas de dos siglos y en particular los gedmetras, estuvieron

buscando la solucion para una ecuacion de quinto grado o mayor por medio de radicales.
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Auln después del cambio de perspectiva dado por Lagrange en su intento fallido de
encontrar la solucién por medio de radicales de la ecuacion de grado cinco, se continda en
la busqueda del método desde la perspectiva geométrica y analitica. Es desde esta ultima
que Abel consigue demostrar la imposibilidad de resolver, en general por medio de
radicales, la ecuacion de quinto grado o mayor. Al final de este capitulo, se destaca el
cambio de vista filosofico de la comunidad matematica, lo que genera el advenimiento de
una larga cadena de resultados en esta misma direccion.

En el capitulo 4, partiendo de la demostracion sobre la imposibilidad de resolver por
medio de radicales las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco, se da respuesta a la
pregunta: ;Cuando una ecuacion es resoluble por medio de radicales? Para la época ya era
claro, gracias al trabajo de Gauss en esta direccion, que algunas familias particulares de
ecuaciones de grado mayor a cuatro eran resolubles por radicales; el interés de los
matematicos se enfoca ahora en caracterizar de manera general las ecuaciones de quinto
grado y mayores, que si son resolubles por radicales. Este problema es resuelto finalmente
por Evariste Galois; su memoria es el contenido central de este capitulo.

Seguidamente se muestra como a partir del trabajo de Galois se da lugar a la
constitucion del concepto de grupo. A esta altura del trabajo damos una mirada hacia atras
y se presentan las primeras estructuras de grupo que se encuentran en la historia, como los
grupos abelianos y los grupos de permutaciones; ademas se expone cémo el concepto de
grupo cumple un papel unificador entre la geometria y el algebra.

Finalmente en el capitulo 5, se presentan algunas posturas, a la luz de nuestro analisis,

de tipo didactico. Mostramos como el referente geométrico se convierte en una fuente de
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obstaculos para el pensamiento algebraico; a este obstaculo de tipo epistemoldgico se le
Ilama Insistencia del referente geométrico. A lo largo de este trabajo, también se observa
una busqueda constante, por parte de los matematicos, del método para solucionar cualquier
ecuacion, lo cual se va fortaleciendo a medida de que tienen éxito en sus hallazgos, este
hecho se caracteriza con mas profundidad en este capitulo y se establece como un obstaculo

epistemoldgico al que se le llama el Paradigma de la solucion.
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1. DESARROLLO PRIMITIVO DE LA RESOLUCION DE ECUACIONES

El algebra es muy generosa. Siempre nos dice mas de lo
que le preguntamos.
D'Alembert

1.1 Las primeras huellas de pensamiento algebraico

De la resolucion de ecuaciones se encuentran evidencias que datan aproximadamente
del afio 2000 a. C. Los papiros egipcios son algunas de las fuentes primarias que aln se
conservan; como el papiro de Rhind, llamado inicialmente Papiro Ahmes, escrito
aproximadamente en el siglo XVII a.C., el cual plantea y resuelve diferentes problemas de
tipo practico tales como: repartir pan, cervezas y calcular areas de terrenos; tales
situaciones desde una mirada actual conducen a ecuaciones lineales.

Los egipcios también se plantearon problemas un poco mas generales, en los que se
avizora una especie de incognita, los cuales enfrentaban por medio de técnicas previamente
establecidas, entre las cuales sobresale la llamada “Regla de falsa posicion”. Con esta
técnica hallaban la solucion a problemas concretos que correspondian a ecuaciones lineales
de la forma ax=Db. La regla consistia en asignarle un valor cualquiera a la incognita,
calcular el resultado y aplicar una regla de tres simple.

A continuacion se presenta el enunciado del problema 25 del Papiro de Ahmes, en el que
se puede advertir el empleo de la llamada algebra retorica:

Una cantidad y la mitad de esta cantidad es igual a 16. ¢Cual es esa cantidad?
16



Sin alejarse del contexto, se presenta en el lenguaje algebraico actual el problema

anterior:

x + %x = 16.
Para resolver esta ecuacion lineal, procedian a dar un valor cualquiera a la incognita, a la
que denominaban aha que traduce montdn. Si tomamos x = 4 entonces:
4+(4)=6.
De donde concluian que x es a 16, como 4 es a 6. En notacion moderna se puede

escribir asi:

Se puede visualizar un asomo de pensamiento algebraico en los trabajos de los egipcios,
puesto que en ésta, y otras técnicas usadas por ellos, se manifiesta una sencilla abstraccion
de tipo algoritmico.

Contemporaneos a los egipcios se encuentran los babilonios, cuyos hallazgos son mas
numerosos, pues a diferencia de los papiros, los babilonios trabajaban en tablas de arcilla,
lo que ha permitido tener mas documentacion sobre ellos. Se sabe que los babilonios
también trabajaban con el método de falsa posicion, pero ademas resolvieron con un
procedimiento similar, llamado regla de doble falsa posicion, problemas particulares que,
desde un lente moderno, corresponden a ecuaciones de la forma:

ax+b=c.
17



Esta formula consiste en asignarle dos valores cualesquiera a la incdgnita, en este caso

se tomaranmy ym, Yyse reemplazan en la ecuacion asi:

am, +b =c,
am, +b =c,

llamando pa la ecuaCién amq +b=c y q a la ecuaci6on am; +b= C, se p|antea la

siguiente proporcion:

P _ q

ml_x mz_x

de donde, despejando X, se obtiene:

— pmy—qmy
r—q

X

Este método fue retomado y complementado por los arabes Al-Qalasadi (1423-1494) y
Beda Eddin (1547-1622) con un esquema grafico que mostraba las posiciones de cada
término y sus signos correspondientes.

A pesar de que se encuentra similitud en los desarrollos matematicos de los Egipcios y
los Babilonios, una de las diferencias consiste en que aunque ambos estaban interesados en
resolver problemas de tipo practico como repartir tierras, objetos, calcular areas de terrenos,
etc., se encuentran problemas planteados por los babilonios que desde una mirada actual,
equivalen a ecuaciones cuadraticas.

Aungue no hay evidencia de que los babilonios hayan logrado abstraer una formula para
resolver las ecuaciones cuadraticas a las que ellos se enfrentaban, al revisar distintos
problemas se puede ver que la técnica que utilizaban subyace en lo que hoy conocemos

como la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas.
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Se han encontrado muchos registros de alrededor del afio 1600 a. C. que
muestran que los problemas de ecuaciones lineales eran muy elementales
para ellos y en cambio podian resolver problemas que involucraban
ecuaciones cuadraticas y cubicas usando formulas desarrolladas exprofeso.
De estas tablillas es posible concluir que los babilonios podian resolver
ecuaciones cuadraticas con un método que es, en esencia, el que nosotros
aprendemos en la secundaria: el de la férmula general. (Davila Rascon,

2002, pag. 13)

A continuacion se presenta, en términos generales, el método empleado por los
babilonios para resolver problemas, en los que se encuentran implicitas ecuaciones
cuadréticas, cabe recordar que al igual que los egipcios se trabajaba en algebra retérica y
que lo que se hace aqui es una traduccion a un lenguaje algebraico simbdlico.

Los babilonios podian encontrar dos numeros X ey tales que la suma y producto estén
dados:

x+y=s,

Xy="r,

para ello tomaban la mitad de la suma y la elevaban al cuadrado:

G)

seguidamente le restaban el producto y tomaban la raiz cuadrada de este resultado:



finalmente los dos valores se encontraban restandole o sumandole % al resultado anterior:

Se puede corroborar que en estos pasos resuelve una ecuacion cuadratica, pues Si
tomamos
x+y=s,
multiplicando a ambos lados por x y remplazamos xy = p, se obtiene:
x2+p = sx,
que equivale a tener
x> —sx+p=0.

Como se menciond antes, al hacer un andlisis detenido de las soluciones que se
encuentran por este método, se puede notar que los babilonios no tenian una conciencia del
algoritmo que se planteaban para resolver sus problemas, inclusive consideraban cada
problema como nuevo, lo que se puede ver es que esos algoritmos era muy similares a los
que se utilizan actualmente para la resolucion de ecuaciones cuadraticas:

Si se toman las soluciones:
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se puede escribir una expresion que contenga a ambas soluciones, pues note que la

diferencia entre ellas es un signo:

la anterior expresion equivale a tener:

X,y

st ys*—4p ]
==

Esta formula es la formula general para resolver ecuaciones cuadraticas donde el
término cuadratico es 1, los babilonios trabajaban con este tipo de ecuaciones, se puede
notar que al tener una ecuacion cuadratica de la forma:

ax®?+bx+c=0,

si se dividen todos los términos por el coeficiente del término cuadratico, en este caso
seria dividir por a, quedaria como lo planteaban los babilonios, esto permite ver la cercania
que tuvieron a la formula general para resolver ecuaciones cuadraticas.

Los babilonios no solo resolvieron problemas que corresponden actualmente a
ecuaciones a partir de la sumay el producto, como se acaba de observar, sino también con
la diferencia y el producto. Estos problemas no solo Ilaman la atencion por su avance y
habilidad de los babilonios para la resolucién de ecuaciones, sino que deja ver que este

método les permiti6 avanzar hasta lograr resolver ecuaciones cubicas de la forma:
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x*=a y x3+x*=a. 11

Para esto los babilonios construyeron unas tablas con todos los posibles resultados
obtenidos al remplazar en las ecuaciones 1.1 los numeros del 1 al 30. Para las ecuaciones
de la forma:

ax® + bx? =,

se hacian una serie de transformaciones hasta conseguir dejarla en una de las formas
x3 =a 6 x3+ x? = apara las que ya se tenia un resultado en las tablas.

Aunque hay una gran distancia conceptual entre lo que hacian los Egipcios y Babilonios
y lo que actualmente se conoce como algebra, se puede encontrar en ellos unos primeros
atisbos de pensamiento algebraico, pues a pesar de que son procedimientos actualmente
vistos como elementales, cuya motivacion fue solo resolver problemas concretos asociados
a su cotidianidad y con lenguaje primitivo, estas técnicas primitivas favorecieron el

progreso de estos pueblos y dejaron algunas ideas que fueron retomados por otras culturas.

1.2 Las pre- estructuras algebraicas en la obra de Euclides

Mientras los egipcios y babilonios perdian fuerza en la produccién de obras
intelectuales, emergia en la antigua Grecia una nueva forma de hacer matematicas que
constituy6 un gran legado para todo el desarrollo de las matematicas occidentales.

Una de la obras mas importantes de la antigiiedad Griega es la escrita por Euclides (330-
275 a.C.), “ Los elementos” , que se caracteriza por sistematizar los conocimientos

geométricos y matematicos de su época, esta obra ha permanecido vigente por mas de 2300
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afios, dada la gran habilidad de Euclides para ordenar y argumentar. Aunque LoS
Elementos se podrian catalogar como una obra de tipo geométrico, como se vera en este
apartado, desde una interpretacion moderna hay un trabajo implicito en el desarrollo de
ecuaciones y de constitucion de estructuras.

Siguiendo la linea de la filosofia Aristotélica, Euclides establece diferencias entre las
magnitudes y los ndmeros: los ndmeros son discretos y solo se pueden dividir en una
cantidad finita de partes, las magnitudes pueden dividirse en partes continuas; ademas,
instaur6 una homogeneidad en la suma: no se podian sumar segmentos con areas, O
volimenes con segmentos, sino que era necesario que los objetos fueran de la misma
naturaleza, esto establece una ruptura procedimental con respecto a los babilonios que
sumaban objetos sin tener en cuenta su naturaleza, es decir, sumaban volimenes con
longitudes o con areas, etc.. Teniendo clara la distincion entre nimero y magnitud, se
encuentra en Los Elementos el desarrollo de la teoria de las magnitudes en los libros V y
VI, y la teoria de nameros en los libros VII, VIII y IX, finalmente en el libro X Euclides
intenta establecer una relacion entre estas dos teorias, especificamente entre las magnitudes
conmensurables y los nimeros.

Dadas las consideraciones anteriores y haciendo una lectura desde la Optica
moderna, se puede hacer una interpretacion anacronica de algunos resultados geométricos

de Euclides en lo que se llama actualmente algebra moderna.
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Tomando como referente las magnitudes, se supone el universo de los segmentos, al que
se le puede Ilamar S,' en el cual, Euclides, define unas operaciones y propiedades:

(Valencia & Recalde, 2012, pag. 3)

SiA=ByB=CentoncesA =C.

Si A =Bentonces A+ T =B + T paratoda magnitud T

Si A= Bentonces A—T = B — T paratoda magnitud T.

e SiA=ByC=DentoncesA+C=B+D.

e SiA=ByC=DentoncesA—C=B—-D.

e SiA=2C yB =2C,entonces A = B.

e Sid=

N0

yB = g , entonces A = B.

e SiBesunaparte de A, entoncesA > B .
Estas propiedades permiten determinar que (S, +, >) cumple las caracteristicas de lo que

hoy se denomina semigrupo aditivo, abeliano, arquimediano y totalmente ordenado. Un

! Aunque Euclides define propiedades para las magnitudes en general, los algoritmos sélo son desarrollados
para los segmentos. En lo que sigue se toma a S como un universo de segmentos.
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semigrupo se define como una estructura algebraica de la forma (S,+) donde S es un
conjunto y + es una operacion binaria, cerrada y asociativa, cuando es conmutativa se llama
abeliano, ademas se le denomina arquimediano cuando dados dos segmentos A, B
pertenecientes al conjunto S, tal que A < B, existen € Z*, nA > B.

Avanzando en esta misma direccién, paralelamente al universo de los segmentos, se
puede suponer el universo de los nimeros, en el que a partir de la representacién de la
unidad se forma cada nimero asi:

Partiendo de la unidad

>e
w ®

El nimero que actualmente se representa con el simbolo 2, Euclides lo representa como:

El nimero que actualmente se representa con el simbolo 3, Euclides lo representa como:

D

Oe

A B

Asi, esta técnica de “pegar” constituye un algoritmo de suma de nimeros. A partir de la
suma se define el producto y también la resta en casos especiales.

Si anélogo a S llamamos al universo de nimeros N, y se hace una mirada detallada
desde una Optica moderna, se encuentra la estructura (N,+,,,<) que con la suma se

comporta como un semigrupo abeliano, arquimediano y totalmente ordenado.
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En los procesos anteriores se ha hablado reiteradamente de la interpretacion moderna
que se le da al trabajo de Euclides, esto con el objetivo de dejar claro que aunque se pueden
traducir las proposiciones de los Elementos a enunciados algebraicos, no es suficiente para
hablar de la existencia de un pensamiento algebraico en Euclides, para ejemplificar esta

afirmacion se toma la siguiente proposicion:

Proposicion 11.5: Si se corta una linea recta en segmentos iguales y desiguales, el
rectdngulo comprendido por los segmentos desiguales de la recta entera junto con el
cuadrado de la recta que esta entre los puntos de seccion, es igual al cuadrado de la mitad.

Déandole nombres a cada recta, se tiene:

A G D B A G D B
L Q M L M
K K
E H Z E H

lustracion 1.1: Proposicion 11.5 Los Elementos.

La proposicion consiste en que dado el segmento AB, se encuentra el punto medio Gy
un punto cualquiera diferente de G al que se le nombra D.
A partir de esto, se construye:
(1) E rectangulo de lados AD, AK. Donde AK es igual a DB.
(2) El cuadrado GBZE, cuyo lado es la mitad de la recta AB.
(3) El cuadrado LQHE, de lado LQ igual a GD

(4) Larecta DQ paralelaa AK.
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La proposicion afirma que las partes sombreadas de ambas figuras son iguales.
Es importante insistir en que A,B,C,D,.. son nombres que se le asignan, si lo

traducimos en una terminologia y métodos modernos, lo que se puede notar es que si

designa por a la longitud del segmento AB, b la longitud del segmento DB, aT”’ ala

longitud de cada uno de los segmentos AG y GB y aT_b a la longitud del segmento GD, se

esta planteando la igualdad:

a— b\>? a+ b\?
ab+ (=) =(22)
2 2
1.3 Los aportes de Diofanto

La matematica griega se desarrollé con distintos altibajos; se presentaron momentos de
florecimiento como de estancamiento. En el declinar de este periodo hacia el siglo 111 d.C
se puede ubicar el algebrista griego méas importante, Diofanto de Alejandria (200-284 d.C).
Sobre su vida hay muchos datos inciertos; vivié aproximadamente 84 afios, segun lo que
aparece en su famoso epitafio. Su obra mas representativa, La Aritmética, de la cual solo se
conocen 6 libros de 13 que eran en total, permite reconocer los avances en la linea del
desarrollo de ecuaciones.

Diofanto incorporo representaciones simbdlicas a las cantidades numéricas, lo cual sitia
al algebra en un periodo intermedio, al que se llama actualmente algebra sincopada. Sin

embargo, se debe precisar que no establecio una representacion simbdlica para los
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coeficientes, lo que imposibilita el paso a la generalizacion de soluciones en ecuaciones
algebraicas y se restringe a resolver problemas especificos.

Hechas las consideraciones anteriores, se puede apuntar que Diofanto sigue la misma
linea de trabajo que los babilonios, dado que no establece una teoria general de ecuaciones,
sino que su motivacion era resolver problemas concretos. Sin embargo, se puede identificar
una preocupacién por definir propiedades generales de operatividad de las soluciones, que
para él representan cantidades numéricas; a las cantidades numéricas desconocidas, es decir
a la incdgnita, Diofanto las llamaba arithmo. A partir de la concepcion numérica euclidiana,
incorpora soluciones fraccionarias, pero no considera radicales. Diofanto empieza

estableciendo las siguientes propiedades:

= Todo numero multiplicado por una fraccion que tenga por denominador el

mismo numero es la unidad.

= Las partes alicuotas multiplicadas entre si forman partes alicuotas de numero.

= El producto del inverso del arithmo por el inverso del arithmo es el inverso de

cuadrado del arithmo.

= Si se tiene la igualdad de dos expresiones no simples, se restan, en cada lado,

expresiones semejantes hasta obtener una sola expresion en cada lado.

= Si resultan expresiones negativas, a uno y otro lado de una igualdad, afadirlas

hasta obtener expresiones positivas a uno y otro lado.
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Es necesario destacar, en la linea que interesa en este trabajo, los primeros manejos que
hizo Diofanto con nimeros negativos, en los pasos para resolver algunos problemas se
encuentra con ndmeros negativos y opera con ellos, aunque solo considera soluciones
positivas, pero para estas operaciones estableci6 dos técnicas, que traducidas a un lenguaje

actual hacen parte de las “leyes de los signos”: (Vera, 1970).

= El producto de lo deficiente por lo deficiente es positivo.

= El producto de lo deficiente por lo positivo es lo deficiente.

La manera como se han presentado las técnicas y procesos que establecié Diofanto,
dejan entrever una relacion con la constitucion de estructura, pues define la propiedad
uniforme, el neutro para la multiplicacion y de manera implicita el opuesto de un ndmero
para la multiplicacion, esto permite afirmar que en Diofanto se encuentran algunos
elementos que caracterizan una estructura algebraica, aunque no se puede hablar de una
estructura en particular pues faltan algunas propiedades. Cabe aclarar que estas
afirmaciones se hacen desde una interpretacion anacronica de los aportes de Diofanto. La
revisién de algunas proposiciones de su obra cumbre La Aritmética nos muestran el manejo

operativo de las cantidades por parte de Diofanto.
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Proposicion 1, Libro I. Descomponer un nimero en dos partes cuya diferencia sea

dada.

Sea cien el nimero dado y cuarenta la diferencia, suponiendo que la parte
menor es un arithmo, la mayor serd un arithmo mas cuarenta, y por tanto, la
suma de ambas valdra dos arithmos mas cuarenta unidades, la cual suma

cien. (Vera, 1970)

Recuerde que Diofanto llamaba arithmo a la incégnita:

x: Arithmo mayor y: arithmo menor
x+y=100.

x —y =40.

Luego siguiendo los pasos de Diofanto:

x=40+y,

sustituyendo en la ecuacion x + y = 100, se obtiene:

2y + 40 = 100,

2y +40—40 =100 — 40,

2y =60,
y =30,
x =170.

Se observa que Diofanto, basado en las propiedades enunciadas antes, realiza

procedimientos operativos para hacer sustituciones y despejes.
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Otros problemas que se encuentran en La Aritmética, muestran el mismo procedimiento

para resolverlos, llama la atencion el siguiente problema:

Proposicion 2, Libro 1. Descomponer un nimero en dos partes que estén en
una razon dada, si queremos descomponer el nimero 60 en dos partes que
estén en la razon de 1 a 3 y suponemos que la menor es un arithmo, la mayor
seria igual a 3 arithmos puesto que tiene que ser el triple del menor, y la
suma de ambos 4 arithmos; luego 4 arithmos tendrian 60 unidades y, por

tanto 1 arithmo; es decir, la parte menor, 15 y la mayor 45.

Si se nombra xal arithmo menor, la parte mayor es 3x. Luego se tiene que la suma de
ambos es 4 arithmos:
x+3x =4x.
Luego Diofanto sugiere, escrito con un lenguaje moderno, que

4x = 60,

por tanto,
x =15,

Como se puede observar en los anteriores ejemplos, Diofanto no describe los pasos
candnicos que le permiten encontrar el valor del arithmo, esto significa, como se plantea
en (Vera, 1970), que Diofanto no esta interesado en establecer algoritmos generales de
resolucion de ecuaciones, simplemente resuelve cada problema particular a través de

algunas técnicas para operar entre fracciones y para reducir y simplificar expresiones.
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Dadas las perspectivas de este trabajo, es importante anotar que con Diofanto empieza a
perfilarse un nuevo enfoque de hacer matematicas, al incorporar procedimientos sin el
referente geométrico. Cuando Diofanto define cuadrados, bicuadrados y cantidades hasta de
grado 6, se empieza a generar una ruptura con sus predecesores griegos, para quienes no era
posible considerar cantidades que no se pudieran representar geométricamente; en esta
direccion la obra de Diofanto presta evidencias historicas para caracterizar el referente

geométrico como un obstaculo de tipo epistemoldgico.
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2. EL DESARROLLO DEL ALGEBRA A PARTIR DE LA RESOLUCION DE
ECUACIONES

...Dado que este arte sobrepasa todo ingenio humano y la
perspicacia de todo talento mortal y es un verdadero regalo
celestial y una prueba clara de la capacidad de las mentes
de los hombres, quien sea que se aplique a él creera que no
existe nada que no pueda entender.

G. Cardano

2.1 Los arabes y el inicio del algebra

Hacia el siglo VII d.C. se inician las invasiones de los arabes a Europa. Las obras
producidas por los griegos fueron traducidas y estudiadas en universidades fundadas bajo el
gobierno de Al-Mamun (890-833); este periodo es llamado la edad de oro de las
matematicas arabes.

Se le puede atribuir a la cultura arabe el surgimiento de lo que hoy conocemos como
algebra, aunque restringida por algunos aspectos sociales y religiosos, es en el lenguaje
arabe que se presentan los primeros elementos formales del algebra.

Pareciera contradictorio hablar de la génesis del algebra en un contexto en el que se
trabajaba en un lenguaje retérico. Sin embargo, una cosa es la representacion de los
procesos y otra cosa diferente son los procesos como tal. A los arabes debemos la
incorporacion de algoritmos en los cuales se identifican la aplicacion de reglas
estructurales. No hay que olvidar que en el contexto &rabe, el algebra era inseparable de los

problemas cotidianos que se trabajaban.
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Uno de los matematicos mas destacados de este periodo fue Al-Khowarizmi (780-850),
muy reconocido por su importante obra llamada "Hisab al-yabr wa'l mugabala”, que se
podria traducir como El libro conciso del célculo de al-jabr y de al-mugabala.

En una de las traducciones del texto de Al-Khowarizmi hecha por
Friedrich Rosen (reimpreso en 1986) describiendo los fines de su libro dan cuenta de que el

sabio pretendia ensefiar:

. aquello que es facil y mas util en aritmética, tal que los hombres lo
requieren constantemente en casos de herencia, legados, particiones, juicios,
y comercio, y en todos sus tratos con los demas, o cuando se trata de la
mensura de tierras, la excavacion de canales, calculos geomeétricos, y otros

objetos de varias clases y tipos.

La obra de Al- Khowarizmi se caracteriza por sistematizar algunas ecuaciones lineales y
cuadraticas, define unas “formas candnicas” de ecuaciones, esto marca una distancia con lo
que habian trabajado sus antecesores. Al-Khowarizmi hace una clasificacion de acuerdo a
las caracteristicas de los nimeros que aparecen en sus calculos, los términos primitivos que
usa son raices 6 cosa, tesoros y simples numeros, estos términos se deben a una necesidad
de nombrar objetos matematicos.

Las raices tienen estrecha relacién con los tesoros, son unidades o numeros que se
pueden multiplicar por si mismos; los tesoros a los que les Ilama mal son la cuantia total de

una raiz multiplicada por si misma, en una ecuacién, la incognita, es el tesoro. Los simples
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nameros también los llamaban dirhams y no son ni raices ni tesoros sino un ndmero
cualquiera que puede expresarse sin atribuirlo ni a raiz ni a tesoro.

Considerando los planteamientos de (Puig, 1998), estos términos se podrian expresar en
notacion actual como:

ax’+bx+c=0,

teniendo en cuenta que el término tesoro no se puede atribuir de forma general al
cuadrado, es decir a x2, pues algunas veces representa a la incognita.

Todos los problemas que trabaja Al- Khowarizmi en su libro fueron escritos en lo que
hoy Ilamamos algebra retérica; algunas de las palabras que emplea corresponden a las
operaciones que hoy realizamos como adicién, sustraccion, multiplicacién y division, son:
afiadir, aumentar, quitar, dividir, multiplicar (Recalde & Arbelaez, 2011). En éste se
observa también unos inicios de un pensamiento algebraico, pues aunque se utilizan solo
palabras para describir sus expresiones, al ser traducidos al lenguaje moderno, producen
ecuaciones lineales y cuadraticas con una solo incognita, aungque argumentado desde
demostraciones geométricas.

En Al-Khowarizmi se agotan todas las posibilidades de combinacion que se pueden

realizar con las expresiones que se usaron en el momento para definir los términos de una

ecuacion:
1) Tesoros igual a raices ax? = bx
2) Tesoros igual a nUmeros ax?=c¢
3) raices igual a nimeros bx =c
4) Tesorosy raices igual a nimeros ax?*+bx =c
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5) Tesoros y numeros igual a raices ax?+c = bx
6) Raicesy numeros igual a tesoros bx + ¢ = ax?

Estas ecuaciones se les podrian llamar “candnicas” 6 formas normales. Al- Khowarizmi
establece un conjunto de operaciones con las que puede transformar cualquier ecuacion en
una de estas formas normales y ademas propone el método de resolucion de cada una de
estas formas.

Para transformar cualquier ecuacién en una de las canonicas, se propone agrupar
términos semejantes, reducir (a lo que él llama Radd), eliminar términos del mismo tipo
(al-muga bala) y otras operaciones que van orientadas a organizar la ecuacién de tal forma
que no quede ningln termino negativo y que quede totalmente simplificada a algunas de las
formas normales que él estipulo.

Hay dos operaciones, al-jabr y al-muga bala, que se usan en todos los problemas
propuestos por Al- Khowarizmi y que precisamente se mencionan en el titulo de la obra, al-
jabr consiste en eliminar términos negativos, es decir pasar al otro lado de la ecuacion para
que queden positivos, al-muga bala u oposicion es eliminar los términos semejantes, para
esto se comparan término a término. A continuacion presentamos un ejemplo, desde una
traduccion actual, para ilustrar el proceso propuesto por Al-Khowarizmi (Davila Rascon,

2002):

Si se tien la ecuacién:

7x + 2 = 5x + 10,
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se transforma por al-jabr en
7x —5x+2—2=5x+10 — 2 — 5%,

se transforma por al-mugéabala en

Finalmente la solucion es:

Las dos operaciones anteriores se podrian denominar como basicas en el proceso que
propone Al-Khowarizmi, pero hay otras dos que se encargan de reducir los tesoros a uno
solo, asi mismo si se desean completar porque hay parte o partes de un tesoro se usa la
operacion de completacion.

A continuacion se presenta un problema planteado en la obra de Al-Khowarizmi:

Raices y tesoros igualan nimeros. Es como ti dices “un tesoro y diez raices
del mismo, igualan a treinta y nueve dirhams”; es decir, ;Cual sera el tesoro
que, cuando se aumenta con diez de sus propias raices, asciende a treinta y

nueve?

Este problema corresponde al tipo cuatro de las formas candnicas que ya se han

presentado anteriormente:

x% + 10x = 39.
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Al-Khowarizmi propone el siguiente proceso de solucion:

Tome la mitad de sus raices y eleve este nimero al cuadrado, sume el
resultado a treinta y nueve. Tome su raiz cuadrada y sustraiga la mitad del
namero de raices hasta obtener tres, que es la raiz del tesoro que buscaba; el

tesoro es nueve.

En notacion moderna corresponde a:

Tomamos la mitad del coeficiente del término lineal y la elevamos al cuadrado:

sumando este resultado con 39:
25 + 39 = 64,
sacando raiz cuadrada a este resultado:
V64 = 8.
Le restamos la mitad del coeficiente del término lineal, en este caso 5, al resultado
anterior:
8—-5=3.
Al-Khowarizmi dice que es la raiz del tesoro que buscaba; y que el tesoro es nueve:
x=3 y x*=09.
Ademas de presentar el algoritmo para solucionar esta ecuacion, también ofrece una

interpretacion geométrica:
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El tesoro se representa como un cuadrado ABCD cuyos lados (raiz) son desconocidos

y se les llama x:

A D

Por otro lado se construye un rectangulo tomando como referencia uno de los lados del

cuadrado y cuya superficie corresponda a 10x:

D E

X

C F
10

Estas dos superficies juntas equivalen en nimeros a 39:

B C

Ahora, se divide el paralelogramo en cuatro rectangulos por los puntos G, H, | donde

los segmentos JG, KH y LI tendran la misma longitud que un lado del cuadrado:




Tomando cada rectangulo obtenido en el paso anterior y organizandolos alrededor del

cuadrado ABCD de la siguiente forma:

10
2 10

Esta nueva figura anterior también equivale a 39. Prolongando en una longitud de %

cada segmento paralelo a los lados del cuadrado ABCD en ambas direcciones, se tiene:

Como se observa se ha completado un cuadrado de lado 2(%) méas la longitud

desconocida (que es la raiz del cuadrado ABCD). Por otro lado, cada nuevo cuadrado
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. . 10)2 5\%2 25
formado al prolongar los segmentos tiene una superficie de (—) =(—) == a

continuacién se presentan sombreados:

N ___ 0

Ahora, el cuadrado grande al que se le llamard MNOP tiene una superficie de 39 +

4 X 24—5 = 64, luego cada lado (raiz) es 8 de donde se encuentra que 8 — 2.% =8-5=3

corresponde al lado del cuadrado ABCD, de donde se concluye que el tesoro es 9 y la raiz
es 3.

En todo el trabajo de Al-Khowarizmi se puede observar el inicio de la teoria de
ecuaciones. Un primer aspecto que justifica esta aseveracion es que en la definicion que
realiza de los términos primitivos, se establecen los elementos con los cuales construye su
teoria y asi muestra el uso de variables y nimeros que son fundamentales al hablar de
ecuaciones. Asi mismo, Al-Khowarizmi aborda el asunto de describir las situaciones
problema que se pueden modelar por medio de ecuaciones que hoy llamamos cuadraticas,
también se observa como aborda el estudio de estas ecuaciones no solo con la idea de dejar
los métodos de solucion y demostrarlos, sino que le da un enfoque al tipo de ecuaciones y

sus partes.
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A pesar de las pocas herramientas con las que contaba para construir un algoritmo, logro
ampliar el campo de la construccion y solucion de ecuaciones a través de unas operaciones
estrechamente relacionadas con la geometria, pero aunque se desarroll6 ampliamente todo
lo relacionado con las ecuaciones, el desconocimiento del niamero, la no comprensién de
las cantidades negativas y por ende la de raices de cantidades negativas, ni las fracciones,
fue un obstaculo para que se avanzara mas alla hasta lograr una estructura totalmente
algebraica.

La obra de Al-Khowarizmi permite identificar dos aspectos relacionados con el
desarrollo del algebra. Uno de ellos es un retroceso en la forma de escritura utilizada, pues
estd escrita en un lenguaje natural, a lo que se le Ilama algebra retérica, a pesar de que
siglos antes en la obra de Diofanto ya se habia dado un paso hacia el algebra sincopada que
se caracteriza por el uso de algunos simbolos en medio del lenguaje natural. Por otro lado,
el algoritmo planteado por Al-Khowarizmi para la resolucion de ecuaciones es un valioso
aporte que después sera retomado por Cardano para resolver las ecuaciones de grado tres,

este hecho se vera con detalle mas adelante.

2.2 El método de solucidn de ecuaciones por medio de radicales

El periodo conocido como la edad media estd comprendido entre los afios 476 y 1453,
gran parte de este periodo se caracteriza por los importantes aportes del mundo arabe a las
matematicas y a su vez por la escasa participacion del mundo occidental, es solo hasta el

siglo XII que se puede sefialar un matematico relevante del mundo occidental, como es el

42



caso de Fibonacci. El interés renovado por los matematicos europeos se puede atribuir a la
proliferacion de traducciones del arabe a los lenguajes habituales del mundo europeo. Entre
las obras més trascendentales que podemos mencionar tenemos los Elementos de Euclides,
la obra de Al-Khowarizmi y el almagesto de Ptolomeo.

Las actividades comerciales de Fibonacci le permitieron viajar por Egipto, Siria y Grecia
y estudiar con un maestro arabe, asi aprendié los métodos algebraicos arabes y el uso de los
numerales Hindl-arabigo; su obra El Liber abaci presenta diferentes problemas en los que
se usa el sistema de numeracion Hindu-ardbigo, la extraccion de raices y las fracciones
unitarias.

Fibonacci replantea algoritmos para la resolucion de ecuaciones como los propuestos por
Al- Khowarizmi, Diofanto y Euclides. En su obra Floss, escrita aproximadamente en 1225,

se encuentra el siguiente problema:

Encontrar un nimero tal que su cubo, dos cuadrados y diez raices sean

veinte. (Rascon, 2003, pag. 40)

Este problema se puede expresar en notacion simbélica como
x3 +2x% +10x = 20.
Para esta ecuacion cubica, Fibonacci plantea que no es posible encontrar una solucion
exacta con métodos algebraicos, por lo que recurre a solucionarlo haciendo

aproximaciones, aungue no es claro cémo logro realizar el proceso de resolucion, algunas
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fuentes (Boyer, 2001) afirman que posiblemente conocia el “método Horner” que ya habia
sido trabajado por los arabes.

Las importantes contribuciones de Fibonacci a la teoria de nimeros, a la geometria y al
algebra, permiten catalogarlo como un matematico notable de la edad media.

Hacia el siglo XV se empezaron a presentar una serie de eventos que marcaron el final
de la edad media y el inicio del renacimiento; la politica empez6 a dominar sobre la
religion, lo que permitié el desarrollo de la educacién, las artes y la mdsica. Las
concepciones culturales que tenia el hombre empiezan a cambiar, las matematicas cobran
otro sentido. En cuanto al algebra en este periodo se formaron algebristas muy reconocidos
de Europa, hacia el siglo XVI se publico una obra que se puede considerar una de las mas
grandes aportaciones del periodo renacentista al algebra y pieza fundamental para el
desarrollo del algebra moderna, El Artis magnae, sive de regulis algebraicis de Girolamo
Cardano (1501-1576), un reconocido matematico italiano que logra completar trabajos
anteriores y dar un método para resolver, por medio de radicales, la ecuacion cubica y de
cuarto grado.

Hasta este momento ya se habia establecido el algoritmo para encontrar las soluciones
de la ecuacion cuadrética, llamado método de solucion por radicales, que se caracteriza por
hacer una serie de operaciones aritméticas como sumas, restas, multiplicacion, division y
extraccién de raices para llegar a las soluciones; con la ecuacién cubica se pretendia hacer
lo mismo, es decir se queria encontrar un algoritmo general que la resolviera, este se vuelve

tema de interés para muchos matematicos.
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La primera resolucion de una forma particular de la ecuacion cubica se debe a Scipione
del Ferro (1465-1526), profesor de matematicas de Bolonia, quien no es muy reconocido,
pues aunque resolvié el caso de “El cubo y la cosa (incognita) igual a un nimero”, que
corresponde a:

x2+px=gq,

no publicé su demostracion, sino que antes de fallecer le particip6 a uno de sus
discipulos de su descubrimiento, el cual ret6 a Niccolo Fontana (1499-1557), mas conocido
como Tartaglia, para resolver todos los problemas que correspondieran a “El cubo y la cosa
(incognita) igual a un nimero”, este reto fue ganado finalmente por Tartaglia.

Tartaglia ya habia demostrado sus habilidades matematicas, en 1535 anuncié que habia
resuelto los problemas:

e Encontrar un nimero cuyo cubo sumado a tres veces su cuadrado es 5. Este problema
corresponde a la ecuacion:
x3+3x2=5.
e Encontrar tres nimeros, el segundo de ellos supera al primero en 2, el tercero supera al
segundo también en 2, y cuyo producto es 100. Este problema corresponde a la
ecuacion:

x(x+2)(x+4) =100.

Que también se puede ver como:

x3 + 6x% + 8x = 100.

Después de resolverlos, Tartaglia concluye que puede solucionar cualquier problema de

la forma:

x3+px?=q.
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Posiblemente Antonio Maria Fiore, discipulo de Del Ferro, se enter6 de estos avances de
Tartaglia y por eso lo retd a un desafio publico. Tartaglia trabajo insistentemente en
encontrar la solucion a la ecuacién cubica y aunque no lo logré en términos generales, si
establecié un algoritmo para resolver las ecuaciones cubicas que no tuvieran término
cuadrético, es decir de la forma:

x3+px=q pqeZt.

Finalmente Tartaglia logré resolver los problemas propuestos por Fiore, quien no
resolvid ninguno de los propuestos por su oponente.

Este desafio matematico permitié que Girolamo Cardano conociera y se interesara por
los algoritmos trabajados por Tartaglia; asi lo reconoce en su importante obra, Ars Magna,
publicada en 1545.

Tal como lo refiere (Recalde L. , 2013), en la lectura 5, al parecer Tartaglia expone
solamente el algoritmo, mientras que Cardano lo interpreta y demuestra tomando algunos
resultados desde un referente geométrico, es asi como, basdndose en algunos resultados
planteados por Euclides, demuestra la expresion:

(a—b)3 = a® — 3a®b + 3ab? — b3.

Que tambien se puede escribir como:

(a—b)3 +3ab(a—b) =a®—b3. 23

Partiendo de 2.3 y llamando

p =3ab. 2.4
q=a3-b3. 2.5
Se puede escribir la identidad 2.3 como

(a—b)3+p(a—-b)=q. 2.6
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De alli se encuentraque x = a — b es solucion de la ecuacion cubica:

xX}+px=q, pqeZ.

De 2.4 tenemos que:

b==2
3a’
Reemplazando en 2.5 se tiene,
_ 3_ P
=@ = 3a
Que también se puede ver como:
27a5 —p°
7 170
p 3
3 —
e 170
multiplicando por a3obtenemos:
3
a®-L£" —qa® =0,

27

que se puede ver como una ecuacion cuadratica:
3y2 _ P° 3
(a’)*— 5 —qa’ = 0.

Aplicando la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas, se tiene:

/2 p3
3_Qi q +4ﬁ
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Sacando raiz cubica a ambos lados, se obtiene:

Como inicialmente se determind que x = a — b es solyucién de la ecuacion, entonces

finalmente se llega a que:

Después de esta demostracion de como se llega a las soluciones de la cubica, Cardano

hace la siguiente sustitucion:

a’=u b3

Il
S

Luego el sistema que se debe resolver es:

Luego la solucién es:

La cual ya habia planteada por Tartaglia en algebra retorica, quién no solo lo establecio
para el caso x3 + px = g sino para otros. Con el objetivo de comparar las condiciones que

Tartaglia establecio para resolver las ecuaciones cubicas con lo descrito por Cardano en su
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obra, se presenta a continuacion el texto escrito por Tartaglia y una traduccion al algebra

simbdlica,:

Caso 1:
Cuando el cubo mas la cosa (incdgnita) es igual a un nimero

xX}+px=q, pqezt.

Se buscan dos numeros cuya diferencia es este nimero y cuyo producto sea igual al cubo

de la tercera parte de las cosas conocidas; la diferencia de sus raices cubicas es la cosa

principal.
_(P\®
u.U—(g).
u-v=gq.
x=3u-3v.
Caso 2:

Cuando el cubo estéa solo y es igual a la cosa mas el nimero

xX3=px+q, pqeZ.

Se divide el nimero en dos partes tales que su producto sea igual al cubo del tercio de las

cosas, y entonces la suma de las raices cubicas de esas partes dara lo buscado.

wo=(2).

u+v=gq.

x=3Yu+3v.
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Caso 3:
Cuando el cubo més el nimero es igual a la cosa
x}+q=px, pqezZt.
Si se detalla detenidamente este caso se resuelve similar al caso 2.
Cardano no solo demuestra que las soluciones satisfacen la ecuacion, sino que presenta
algunos ejemplos (Rascén, 2003) :
Encontrar la cosa si el cubo y seis veces la cosa hace veinte.
x3 + 6x =20

Inicia tomando la mitad de la constante de la ecuacién, en este caso da como resultado

3
10 y se eleva al cuadrado resultando 100. Se suma este resultado con ’2’—7 que en este caso es

3

% = 8, se obtiene 108. Luego, se toma la raiz cuadrada de este valor, es decir v/108

Ahora se establecen dos casos:

V108 + 10 y V108 — 10.

Se le llamara a la suma binomio y a la resta apotoma, luego el valor de la cosa es la resta

entre las raices cubicas del binomio y la apotoma:

x = 3\/\/108 + 10 — 3\/\/108— 10.

A continuacion se comprueba que cumple con las condiciones que establecio Tartaglia:
u.v=_.
u—v=20.
De donde la solucién es x = Yu — v .

Observe:
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p=6,q=20,

u =+v108 + 10,
v =+v108 — 10,

w.v = (V108 + 10). (V108 — 10),
u.v = V108 + 10 V108 — 10v/108 — 100,

u.v =108 — 100,
u.v=_8.
Asi mismo
u—v = (V108 + 10) — (108 — 10),
u.v=20.
Efectivamente se llega a los resultados propuestos por Tartaglia.
El método propuesto por Cardano y Tartaglia para resolver ecuaciones cubicas solo
consideraba ecuaciones con coeficientes positivos, esto con el objetivo de no obtener raices
negativas. Si se hace una observacion detallada de todas posibles variaciones de signos que
se pueden hacer se encuentra que este algoritmo sirve para resolver cualquier ecuacion
cUbica, es decir se pueden resolver todas las ecuaciones de la forma:
+x3+px+qg=0.
Cardano no pudo llegar a esta conclusion, pues no se aceptaban las raices negativas ni
las raices complejas a las que precisamente llamaba falsas, aunque en algunos procesos de
resolucion se encontrd con éstas, eran esquivadas estableciendo condiciones que se deben

cumplir y que le permiten llegar a resultados validos para él.
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Un ejemplo de lo anterior se encuentra en el caso 2, en el que Cardano estableci6 que se
debia cumplir que:
6)'=®"
3 2
pues de no ser asi, en la solucion se encuentra con radicales negativos.
A diferencia de la postura de Cardano frente a las raices negativas se encuentra el
matematico italiano, Rafael Bombelli (1526-1573), que siguié muy de cerca el trabajo de
Cardano y Tartaglia. En su obra, El algebra (1572), presenta los diferentes casos que
habian sido planteados por Cardano, pero particularmente llama la atencion el caso 2 donde
las soluciones podian ser raices negativas, pues en este caso Bombelli trabajo con ellas,
operandolas como cantidades, sin darles un caracter numérico, esto se puede observar en el
siguiente ejemplo:
Si se tiene la ecuacion:
x3=15x+4.
Que corresponde al caso 2, se obtienen las soluciones haciendo:

utv==4.

3

—<15) =125
wr=\3) = .

Al aplicar el algoritmo establecido para el caso 2, se tiene que:
u=2+v-121 y v=2-+-121
Teniendo en cuenta que una de las soluciones es:

x=Yu+v.
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Se obtiene:

3 3
X = \/2 +v—-121+ JZ —v—=121.
De donde Bombelli hace un interesante analisis, intentando darle una nueva forma a esta

expresion. Bombelli se plantea encontrar dos nimeros a y b tales que:

J2+V"T2l = a+V=b.

3

(3/2+m> _ (a+7B)’.

Elevando al cubo:

Se obtiene:

2 4+vV=121 = a3 4+ 3a®2V—b + 3a(V=D)% + (\/—_b)3,

de lo anterior se deduce que:
2=a-3ab y V—121 = 3a®*vV-b + (\/—b)3 :
V=121 = (3a® — b)(V-D).
Analogo, se tiene:
|2 —V=121=a—V=b.

Sin perder el objetivo, Bombelli calcula el producto:

() () -

V125 =a? +b.
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Remplazando en 2 = a3 — 3ab, se tiene:
2=a3-3ab(5—-ad?.
2=a3—-15a + 3a3.

2 =4a3—15a.

Ecuacion cubica con solucion real a = 2.

Finalmente se tiene que b=1, de donde se encuentra la igualdad:

3
’2+\/—121 =2+v-1.

V2 —y=121 =2 -+-1.

Luego la soluciéon de x3 = 15x + 4 que se tenia inicialmente escrita como:

v =24V + 22— v
se puede reescribir asi:
x=2+V-1+2—-vV-1,
gue corresponde finalmente a:
x=4.

Este procedimiento deja notar la habilidad de Bombelli para operar, sin tener en cuenta
la naturaleza de estas raices, incorporando operaciones con los nimeros complejos.

Continuando con el trabajo de Cardano, cabe anotar que éste no solo se intereso por las
ecuaciones cubicas que no tenian el término cuadratico, sino que también fueron de su
estudio aquellas de la forma:

x3+ax?+bx+c=0.
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Para las cuales establecié un método para reducir el término cuadratico y reescribirlas
como una de las formas que se vieron anteriormente.
Cardano la transforma en una ecuacion equivalente que no contenga el término
cuadratico a partir de la sustitucion:
x=y—k.
Reemplazando esta igualdad en la ecuacion general x3 + ax? + bx + ¢ = 0 se obtiene:
y=—k¥P+aly—-k)+b(y—k)+c=0.
Haciendo procedimientos algebraicos:
y3 —3y2%k + 3yk? — k3 + ay? — 2ayk + ak* + by — bk +c = 0.
Reorganizando se tiene:
y3 4+ y?(=3k +a) + y(3k? — 2ak + b) — k3 + ak? — bk + c = 0.

Haciendo —3k + a = 0 se obtiene k = % y se llega a la ecuacion:
s a? a a® a3 a
y +y<3§ —2a§+b)—¥+§—b§+c =0.
La cual no tiene término cuadratico.
Haciendo:

P=b—§2 y g=-2 -2,

27 3

se puede escribir de la forma:

yi+py=gq

la que corresponde a una ecuacién cubica ya conocida.
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Cardano no solo establecia como se elimina el término cuadratico de una expresion de
tercer grado, sino que también daba una serie de ejemplos, a continuacion se presenta uno

de estos:

Un oréculo le ordend a un principe construir un edificio sagrado cuyo
espacio deberia ser de 400 cubits, del cual lo largo debe ser seis mas que lo
ancho y lo ancho tres méas que la altura. Se deben encontrar estas cantidades.
(Rascén, 2003, pag. 50)
Si se llama y a la altura, entonces se tendra:
Anchoy +3 largo: (y + 3) + 6,
de donde se tiene la ecuacion:
y(y +3)(y +9) =400,
que resulta siendo una ecuacion cubica:
y3 + 12y2 + 27y = 400.

Aplicando el procedimiento visto para eliminar el término cuadratico, se hace:

y=x—kdondek =5=2=4

Reemplazando:
(x —4)% + 12(x — 4)% + 27(x — 4) = 400,
de donde finalmente se llega a la ecuacion cubica:
x3 =380 + 21x,
que corresponde a una ecuacion del caso 2 planteado por Cardano y que tiene como

solucién:
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3
x = \/190 + V35757 + 3\/190 — /35757,

y de donde se concluye que una de las raices es:

3 3
y = \/190 + V35757 + \/190 — V35757 + 4.

Con el objetivo de mostrar la proximidad que tuvo Cardano a la definicion de
polinomios simétricos, se presenta otro de los problemas propuestos por Cardano, que
corresponde a resolver, en términos modernos, la ecuacion:

x3 4+ 26x = 12x?% + 12,
que reduciendo el término cuadratico, con el método planteado por Cardano, corresponde a
la ecuacion (haciendo x = y + 4):
x3=22x+36,

de la cual Cardano afirmé que:

Por lo tanto habra tres soluciones, la primera de las cuales es V19 + 1 y es
verdadera; la segunda es falsa y es —(v/19 — 1); y la tercera es también falsa
y es -2. Suma estas individualmente a la tercera parte del coeficiente del
cuadrado, y tendras tres soluciones las cuales son: (13) 5++/19; (2%

5 —+/19; (3?) 2 (Cardano, 1545).

Esta afirmacion permite ver que aunque Cardano no consideraba las raices negativas y
complejas como validas, en algunos casos se encontrd en su camino de resolucion con estas

y las manipul6 llegando finalmente a resultados admitidos desde su concepcion.
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Es importante notar que Cardano hizo un trabajo similar al de Bombelli, quien, como se
vio anteriormente, también oper6 sin ninguna restriccién, lo que hace diferente el trabajo
de Cardano es que estas operaciones que realizaba estaban respaldadas en una relacién que

habia encontrado entre las raices y los coeficientes de la ecuacion:

De esto es evidente que el coeficiente del cuadrado, en los tres ejemplos en
los cuales hay tres soluciones para la cosa, es siempre la suma de las tres

soluciones (Cardano, 1545).

Tomando las raices de la anterior ecuacion, lo que plantea Cardano es:
(5+v19) + (5-v19) + (2) = 12.

Esta relacion, establecida por Cardano, marca el inicio de una forma de entender el
problema de resolucion de ecuaciones a partir del estudio de sus coeficientes; cuestion que
cobra importancia en el desarrollo de la teoria de Galois. Esta relacion, entre las raices de
una ecuacion y el coeficiente del término cuadratico, es un hallazgo, como ya se ha dicho,
remarcable no sélo por el gran movimiento matematico que se gesta sino también porque se
hace en medio de una carencia de simbologia algebraica. La relacion existente entre las
raices de la ecuacion de grado tres y el coeficiente del término cuadratico es un resultado
que luego se extiende a los restantes coeficientes de la ecuacion por medio del concepto de
polinomios simétricos que hasta hoy prevalece.

Siguiendo con detalle los aportes de Cardano a la teoria de ecuaciones, se encuentra en

el capitulo XIX de su obra, EI Ars Magna, el método para resolver ecuaciones de grado
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cuatro; Cardano le atribuye el crédito de este descubrimiento a Ludovico Ferrari (1522-
1565), un estudioso matematico que fue secretario de Cardano por un tiempo.

De manera semejante a lo que Cardano establecié para las ecuaciones cubicas, en las
ecuaciones de cuarto grado se abordaron diferentes casos, con el mismo objetivo de no
tener coeficientes negativos en una ecuacion.

Desde la linea de interés de este trabajo, es necesario mostrar cuéles son los aspectos
heuristicos que se van desarrollando en la resolucion de la ecuacién de segundo, tercer y
cuarto grado, y que ademas no se le pueden aplicar a la de quinto grado; por esto es
importante detallar los procesos empleados por Cardano para resolver la ecuacion cubica y
de cuarto grado. A continuacion se muestra el proceso, desde una mirada moderna, al
método para solucionar la ecuacién de cuarto grado que plante6 Cardano. Si se tiene la
ecuacion de la forma:

x*+ax3+bx?+cx+d=0.

El primer paso es realizar una sustitucion analoga a la de la ecuacion cubica, en este caso
para eliminar el término cubico de la ecuacion bicuadratica, para esto se hace
x=y—k:

=-K)*+aly-k)3P+bly—k)?+c(y—k)+d=0,
y*+ y3(—4k + a) + y?(6k? — 3ak + b) + y(—4k3 + 3ak? — 2bk + 1) + k* —ak3 + bk? —k +d = 0,.

haciendo el coeficiente del término cubico —4k + a = 0 se obtiene k = % y se llega a la

ecuacion:
44 y2 3az+b + @ ba+1 + 3a4+ba2 a+d =0
yory 8 Y\ ™2 256 ' 16 4 -
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haciendo las sustituciones apropiadas se llega a la ecuacion:

yi+py?+qy+r=0,
tomando la ecuacion anterior e introduciendo un parametro u, el cual dadas unas
condiciones especiales, que se presentaran mas adelante, convierte esta ecuacion en dos que
se pueden resolver con la formula general ya conocida, al introducir el pardmetro se puede

escribir la ecuacién como:

2 2

;v“+2;v2§+ 2uy? +pu+p¢+u2 +qy + 1 = 2uy? +pu+%+u2,
que equivale a tener:
2 2
(y2+2+u) =2uy?—qy+ (12 +pu—r+2), 27

tomando el lado derecho de la igualdad se puede hacer el siguiente paso:

( o)
g (K rpp-T+T
2u| y?——-y+ 11

vy )

para que transformar esta expresion en un trinomio cuadrado perfecto debe pasar que:

2 p*
q? K tpu—r+g
16u? 21 ’

para que esto suceda u, debe ser la raiz de la ecuacién cubica auxiliar, que actualmente se
conoce como “la ctibica resolvente” de la ecuacion cuartica:

8u3 + 8pu? — 8ru +2p?u—q? =0, 2.8
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esta ecuacion cubica se resuelve con los algoritmos planteados anteriormente por Cardano,
sin entrar en detalles en este paso, de la ecuacion 2.7 y el razonamiento expuesto sobre la
completacion del trinomio cuadrado perfecto, se tiene que:

Si uo esunaraiz de la ecuacion 2.8, la ecuacion:

P\ p?
(y2+§+u) =2H}’2—CI}’+<M2+P#—T+Z>,

se puede escribir como:
2

()’2+§+#0 ) = 240 (y—430 )2,

de donde se encuentra que:
2, P — __1
(y +5+ ko ) = /240y g

. - a
de donde se obtienen cuatro soluciones, que al reemplazar en x =y — 7 Se encuentran

finalmente las soluciones de la ecuacién:
x*+ax3+bx?+cx+d=0.
Cabe sefalar que la resolucion de ecuaciones se validaba desde un referente geométrico,

es asi como Cardano afirma que:

La sexta cosa a sefialar [es] que en cuanto el hombre haya llegado a conocer
todos los capitulos [ecuaciones] hasta el relativo al cubo, que son 19
[incluidos, hacemos notar, los de primer y segundo grado], tendra cuanto
basta para cualquier caso algebraico, porque hasta el cubo se encuentra la

gradacion en la Naturaleza: de hecho hay lineas, superficies y cuerpos. Y las
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lineas corresponden a la incdgnita lineal, las superficies a los cuadrados y los
cuerpos a los cubos. Por tanto, si sobre éstos hemos dado noticias
suficientes, se conocera todo lo que es necesario. En realidad todo lo que
afladiremos mas alla, serd por entretenimiento y no por el fruto que pueda
obtenerse del [tal] estudio. Tales capitulos sucesivos no existen
verdaderamente de por si, sino por accidente, si bien existen [formulas]

generales (Cardano, 1545).

El éxito obtenido por Tartaglia, Cardano y Ferrari, entre otros, en la solucion por
radicales de las ecuaciones de grado tres y cuatro, deja sentadas las bases para la certeza de
poder encontrar procesos por medio de radicales que lleven a la solucion no solo de las
ecuaciones de grado cinco, sino a las de grado mayor y por qué no, encontrar en algun

momento un método general, por radicales, para una ecuacion polinémica de grado n, esto

explica la razon por la cual la comunidad matematica por cerca de tres siglos estuvo
inmersa en esta tarea imposible.

De forma natural, las técnicas empleadas por Cardano se privilegian, en particular la que
consistia en reducir de término la ecuacion mediante un cambio de variable, es asi como un
siglo después Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (1651-1708), plantea un método para
disminuir el grado del polinomio, generalizando de alguna forma lo propuesto por Cardano.
Por ejemplo, si se tiene el polinomio de grado tres, se hace la trasformacion de la forma,

y=x%+ax+b,
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que reduce el polinomio a la forma:

Analogo se puede hacer para la ecuacion bicuadrética, este procedimiento se llama las

“transformaciones de Tschirnhaus”:

Las transformaciones de Tschirnhaus constituyeron la contribucion mas
prometedora a la resolucion de ecuaciones algebraicas durante el siglo XVII,
pero, no obstante, la eliminacion del segundo y tercer término mediante tales
transformaciones result6 ser totalmente inadecuada para la resolucion de la

quintica en general (Boyer, 2001, pag. 542).

El problema de resolver ecuaciones de quinto grado y mayores, por medio de radicales,

seguia vigente y con varios matematicos trabajando en esta linea.

2.3 La notacion algebraica, un paso importante

Hasta este momento se puede hablar de un trabajo en algebra casi meramente retorico.
Como se pudo observar Cardano trabajo empleando un lenguaje natural, aunque en este
periodo se encuentran importantes avances en cuanto a la resolucion de ecuaciones, en lo
que respecta a la notacion no hay significativos progresos.

Hacia finales del siglo XVI, la notacién algebraica toma un nuevo aire con el

matematico francés Francois Viete (1540-1603) quien asigna simbolos para las variables y
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ademas establece letras para los coeficientes; este hecho hace que las ecuaciones se puedan
escribir en términos mas generales, se tome distancia del algebra sincopada y se vean mas
claros sus algoritmos de resolucién.

Las ideas de Viete fueron abordadas por Thomas Harriot (1560-1621),
astrdnomo, etnografo y matematico inglés, sus aportes se han venido conociendo desde
hace cuatro décadas, lo que significa que fue después de su muerte que se han interesado
por sus trabajos, esto se debe a que Harriot no publicd sus investigaciones cientificas sino
gue encomendo esta tarea a sus discipulos antes de fallecer.

En 1631 se publicd Artis Analyticae Praxis ad Aequations Algebraicas Resolvendas en
el que Harriot habia escrito sobre teoria de ecuaciones y notacion algebraica. En esta obra,
Harriot utilizd los simbolos > y < para establecer relaciones de orden como actualmente se
manejan, la incognita de una ecuacion y las constantes se les asignaban vocales y
consonantes respectivamente.

La ecuacion que hoy se escribe como (Davila Rascon, 2003) :

a* + 28a3 + 183a% = 972.

Harriot la escribia como:

aaaa + 28aaa + 183aa = 972.

Esta notacién permite ver que Harriot estuvo muy cerca de la simbologia algebraica
actual.

Otro de los importantes aportes de Harriot es que fue el primero en prestarle atencion a

la relacion entre las raices de la ecuacion cubica, es asi como afirmé que si a, b 'y ¢ son
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raices de una ecuacion cubica, (Davila Rascon, 2003, pag. 41), entonces la ecuacién puede
escribirse, usando simbologia actual, como:
x—a)(x—b)(x—c)=0.

Esta afirmacion de Harriot permite ver una primera aproximacion a lo que actualmente
se conoce como el teorema del factor, que establece que (x — h) es un factor del polinomio
p(x) si y solo si h es unaraiz de p(x), es decir que p(h) = 0.

Finalmente es René Descartes (1596-1650), quien introduce en buena medida la
notacion algebraica que usamos actualmente. En su obra, publicado en 1637, Discurso del
Método, incluye en uno de sus apartados La Geometria, uno de los tres apéndices con los
cuales ejemplifica su método “para bien conducir la razén y buscar la verdad en las
ciencias”. La asignacion de simbolos que establece para las incognitas, las operaciones y
potencias algebraicas, hacen que este libro se asemeje en una buena parte a un texto

moderno de algebra:

Usa las primeras letras del alfabeto para denotar las cantidades conocidas y
las ultimas letras se usan para denotar las incdgnitas; también se dispone de
una notacion mas compacta: x,x2, x3, etcétera, y define los conceptos de
ecuacion y de raiz (de una ecuacion), que fueron aceptados casi de inmediato

por los matematicos de su tiempo (Davila Rascén, 2003, pag. 42).
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2.4 Descartes y el planteamiento de ecuaciones

Descartes no solo tiene su obra rica en aportes al lenguaje algebraico que aun hoy se
utiliza, sino también a la teoria de ecuaciones. Descartes y, en general, todos los
matematicos de su generacion, cambian de manera dréastica el paradigma del estudio de las
curvas; como consecuencia de los procedimientos cartesianos surge una nueva forma de
hacer matematicas con coordenadas, la definicion de la ecuacion pasa por la representacion
de las cantidades a través de un sistema plano, esta técnica se le denomina, desde finales
del siglo XIX, Geometria Analitica.

El trabajo de Descartes cobra gran importancia dado que incorpora un lenguaje
simbolico que relaciona el algebra y la geometria; el método por medio del cual estrecha
esta relacion es el analitico que ya habia sido estudiado por Euclides, Arquimedes y
Apolonio, y que Pappus de Alejandria (290 d.C.- 350 d.C.) en su obra Coleccion

Matematica lo menciona:

El andlisis es el camino que parte de la cuestion que se busca, suponiéndola
conocida, para llegar, por medio de las consecuencias que se deduzcan, a la
sintesis de lo que se dio por conocido.

Suponiendo obtenido, en efecto, lo que se busca, se considera lo que se
deriva de ello y lo que le precede hasta que, volviendo sobre los pasos dados,
se llega a una cuestion que ya se conoce o pertenece al orden de los

principios; y este camino se llama analisis porque es una inversion de la
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solucién, mientras que en la sintesis, por el contrario, suponiendo la
cuestion, finalmente, conocida por el andlisis, disponiendo sus consecuencias
y causas en su orden natural y enlazando unas y otras, se llega a construir lo

que buscamos; y este método es la sintesis (Descartes, 1947, pag. 53).

Descartes explica este método en su obra La Geometria:

Asi, si se quiere resolver algun problema, debe de antemano considerarse
como ya hecho, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para
construirlo, tanto a las que son desconocidas como a las otras (Descartes,

1947, pag. 53).

Como se ha visto en el desarrollo de este trabajo, hasta este momento desde diferentes
Opticas, ya se han resuelto algunos tipos de ecuaciones lineales, cuadraticas y con Cardano,
clbicas y bicuadraticas; Descartes también se interesa por la resolucion de ecuaciones
partiendo de problemas geométricos y con las técnicas propuestas por Euclides, por
ejemplo en el caso de la ecuacion cuadratica, utiliza la herramienta de regla y compas
Euclidiano, pues este problema Descartes lo incluye en los problemas planos, lo que se

pueden encontrar con intersecciones de circulos y rectas.
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2.5 Respuesta de Descartes al problema de Pappus

Descartes desarrolla un famoso problema que ya habia abordado sin éxito por Euclides,
Apolonio y su propio autor, Pappus; con este problema Descartes demuestra la efectividad
de su método, dado que a diferencia de los que ya lo habian intentado resolver que
encontraron como obstaculo establecer una relacion entre la aritmética y la geometria,
Descartes combina los métodos que se plantean en estas dos lineas.

El “problema de Pappus”, es descrito por Descartes asi:

Teniendo tres, cuatro 0 un mayor nimero de rectas dadas en su posicion, se
intenta hallar en primer lugar un punto desde el cual se pudiesen trazar tantas
lineas rectas, una sobre cada una de las dadas, formando angulos dados, de
modo que el rectangulo formado por dos de las trazadas desde el mismo
punto, guarde una proporcion dada con el cuadrado de la tercera, en el caso
de que no hay sino tres; o bien con el rectangulo de las otras dos sino no hay
mas que cuatro; o bien, si hay cinco, que el paralelepipedo formado por tres
guarde la proporcion dada con el paralelepipedo construido sobre las dos
restantes y otra linea dada; si hay seis, que el paralelepipedo construido
sobre tres guarde una proporcion dada con el paralelepipedo formado por las
otras tres; si hay siete, que el resultado obtenido cuando se multipliquen
cuatro de ellas entre si, guarde la proporcion dada con el resultado de las

otras tres y también de una linea dada; si hay ocho, que el resultado obtenido
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de la multiplicacién de cuatro guarde la proporcion dada con el resultado
obtenido de las otras cuatro. De este modo, tal cuestion puede hacerse
extensiva a cualquier otro numero de lineas (Descartes, 1996, pags. 400-

401).

Descartes plantea el problema de encontrar los puntos en el plano que satisfacen una
propiedad, aunque el problema podia iniciar con 3, 4 6 5 rectas, se tomara en este el caso
de 4 lineas rectas dadas. El problema se puede escribir en términos modernos asi: dados un
namero par de rectas (2n rectas), encontrar el lugar geométrico de los puntos tales que el
producto de sus distancias, bajo dngulos dados, a n de esas rectas se encuentren en una
relacion dada con el producto de las distancias, bajo angulos también dados, a las otras n
rectas. Descartes empieza llamando AB, AD, EF, GH a las lineas dadas. El problema que se

quiere resolver se presenta en la siguiente figura:?

lustracion 2.1: Caso particular del problema de Pappus (dadas 4 rectas).

2 El procedimiento que aqui se presenta, incluyendo la ilustracion 2, sigue los delineamientos de la Geometria
de Descartes. Un procedimiento similar se puede encontrar en (Recalde L. , 2013, pag. 15).
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El método analitico, ya explicado en paginas anteriores, es utilizado por Descartes para
resolver este problema, por ello supone el problema resuelto estableciendo un relacion entre
las lineas dadas y las que desea encontrar. Partiendo de la lustracion 2.1 se desea hallar el
punto C, de tal forma que después de trazar los segmentos CB,CD,CF,CH y tener los
angulos CBA= f, CDA=a , CFE =6 , CHG = &, el producto de CF,CD guarde una
razén con el producto de CB, CH.

Una técnica que utiliza Descartes y que le permite llegar finalmente a ecuaciones
algebraicas a traves de un problema planteado desde lo geométrico, es identificar algunos
segmentos determinados y detallar los demés con base en éstos. Se supone que se identifica
un origen determinado y a partir de él se determinan longitudes relativas. En el caso
particular del problema de Pappus, se toma AB = x y BC = y, como ejes referenciales.

Seguidamente extiende cada una de las lineas dadas hasta que se corten con la

prolongacion de BC 2

lustracion 2.2: Prolongacion de las lineas dadas en el problema de Pappus.

Descartes nombra los puntos de interseccién como S, R, T :

® La ilustracion 2.2. ha sido retomada de (Monroy, 2011, pag. 51).
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llustracion 2.3: Puntos de interseccion nombrados por Descartes en el problema de Pappus.

A partir de los datos que proporciona el problema, se encuentra que los triangulos
ARB,DCR,ESB,CSF,BGT y TCH son conocidos, por lo que Descartes los nombra y

establece razones asi:

AB
BR

Z

CR
CD

aIN

BE
. —=
BS

QN

cS
V. ==
CF

o IN

BG
BT

N

TC
VI, —=
CH

QN

. bx
Dely AB = x ,setiene BR = "
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bx
Teniendo en cuenta que BC = y al calcular CR = BC + BR ,setieneCR =y + P De Il

CR bcx

y el anterior resultado, se tiene que CD = 7 + + 5z

Tomando EA = k se tiene que EB = k + x.

dk+dx v/ €S = BS + BC, de donde ¢S = 2% 4 = derdedzy

Z z z

De |1l se tieneBS =

e(dk+dx+zy)
z

Con el resultado anterior y 1V, se tiene CF = - , calculando se tiene CF = 23’ +

dex dek

z2 z2 '

Tomando AG = [ se tiene que BG = [ — x.. (Teniendo en cuenta que en este caso A esta

entre By G), de V se tiene que BT = @ entonces CT = CB + BT = @

Partiendo de V1 y el resultado anterior, se tiene CH = CZ'g = gzy”;gzl”gx :

Asi el problema CD. CF = k(CS.CH) corresponde a la ecuacion cuadréatica general:
Ax?> + By*+ Cx+Dy+Exy+F =0.

Después de estos calculos Descartes afirma:

... De este modo podéis ver que cualquiera que sea el numero de lineas dadas en
posicion, cuantas lineas sean trazadas desde el punto C formando angulos dados,
siguiendo el enunciado del problema, estard& compuesto por tres términos; uno
estara compuesto por una cantidad desconocida y, multiplicada o dividida por una
cantidad conocida, el otro estard compuesto por una cantidad conocida X, también
multiplicada o multiplicada por alguna otra conocida; el tercero, por una cantidad

conocida...
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Asi mismo podéis ver que multiplicando varias de estas lineas entre si, las
cantidades de x e y que se encuentran en el producto pueden tener solamente las
dimensiones como lineas haya, a cuya explicacion sirven las que han sido
multiplicadas. De suerte que nunca tendran mas de dos dimensiones, cuando han
resultado de la multiplicacién de dos lineas; ni mas de tres, cuando son el resultado

de la multiplicacién de tres lineas y asi al infinito (Descartes, 1996, pag. 407).

Cuando Descartes habla de cantidades conocidas y desconocidas se refiere a nimeros
positivos y negativos respectivamente, esta advertencia la hace probablemente porque adn
no habia una aceptacion de las cantidades negativas. Otro aspecto a sefialar es que el
problema depende de las lineas que se multipliquen, Asi pues, aunque Descartes no lo
explicita, en el caso de tres o cuatro rectas el problema corresponderia a una ecuaciones

polinémicas de segundo grado en dos variables x ey.

2.6 El teorema fundamental del algebra en Descartes

En el trabajo de Descartes se encuentran importantes resultados encaminados a
establecer una teoria de ecuaciones. Descartes define qué es una ecuacién, ademas
establece una “regla de signos” por medio de la que se puede estimar el nUmero de raices
reales de una ecuacion:

La regla establece que el nimero posible de las raices positivas es igual al nimero de
cambios de signos en los coeficientes de los términos 0 menor que los cambios de signo por

un namero par.
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Por ejemplo, si se tiene la ecuacion:

x3+3x2—x—x*-2=0.

Para calcular cuantas raices positivas tiene, se ordenan los términos de la ecuacion en
orden descendente de los exponentes:

—x*+x3+3x?-x-2=0,
se observa cuantas variaciones de signo se encuentran:
R
—x*+x3+3x2—x-2=0.

En este caso hay dos cambios de signo, lo que quiere decir que esta ecuacion tendra dos
raices positivas 0 ninguna raiz positiva (este ultimo resultado se obtiene de restar un
numero entero menor al nimero de raices que ya se tiene).

Asi mismo se pueden encontrar el nimero de raices negativas, sustituyendo x por
—x Yy realizando el mismo proceso, para el caso que se ha tomado, se tiene:

—(=0)*+ (=2)* +3(=x)* = (-x) =2 =0,
simplificando:
x*—x3-3x2+x—-2=0.

Se observa que hay dos variaciones de signos, 1o que significa que tendra dos raices
negativas o ninguna.

Finalmente a través de esta técnica se sabe que la ecuacion x3 + 3x2 —x —x* -2 =10
tiene 4 raices reales (dos negativas y dos positivas) o que tendra cuatro raices complejas;
sin desconocer el aporte que se encuentra en este método en lo que respecta al desarrollo de

ecuaciones, no es una técnica que permita tener una certeza de como son las raices del
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polinomio, posiblemente Descartes era consciente de las carencias que tenia su método y

avanzo un poco mas en esta linea afirmando que:

Ni las verdaderas raices ni las falsas son siempre reales; algunas veces son
solamente imaginarias; esto es, mientras que siempre podemos concebir
tantas raices para cada ecuacion de la forma como ya las he asignado, no
siempre existe una cantidad definida que corresponda a cada raiz asi
concebida. De esta manera, si bien podemos concebir que la ecuacion
x3 — 6x% + 13x — 10 = 0 tiene tres raices, solamente existe una raiz real, 2,
mientras que las otras dos, de cualquier manera que las incrementemos,
disminuyamos, o las multipliquemos de acuerdo con las reglas ya
expresadas, permanecen imaginarias. (Traducido de (Descartes, The

Geometry. Book I., 1954, pag. 83)).

Esta es una primera aproximacion al Teorema Fundamental del &lgebra. Es importante
notar que Descartes habla de raices “falsas”, haciendo alusion a las raices reales negativas y
la raices “imaginarias” que corresponden, en traduccion moderna, a las raices complejas;
esta primera aproximacion al Teorema Fundamental del algebra es de suma importancia en
el desarrollo de ecuaciones porque se empieza a generar en los matematicos una nueva
perspectiva de las relaciones que se pueden encontrar entre la ecuaciéon y sus raices.
Descartes no demuestra este Teorema, solo se limita a dar ejemplos, pero a partir de lo

expuesto es finalmente Gauss quién logra demostrarlo.
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2.7 Los polinomios simétricos, un concepto fundamental

Aunque antes de Cardano ya se conocian algunos resultados que relacionan las raices de
un polinomio y sus coeficientes, es Cardano quien da evidencias concretas en diversos
casos particulares de las ecuaciones de tercer grado y cuarto grado, Cardano mostraba que
la suma de las raices de una ecuacion de tercer grado era igual al opuesto del coeficiente del
término de grado 2 y en el caso de las ecuaciones de cuarto grado la suma de estas es igual
al opuesto del coeficiente del término de tercer grado, para el caso del polinomio de tercer
grado:

x3+ax?+bx+c=0.
Las raices x;,x,, x5 deesta ecuacion, cumplen que:

Para mostrar la validez de su método por radicales, dio ejemplos en muchos casos
particulares de la relacion anterior y ademas de los resultados:

X1%; +x.x;3 + x,x3 = b, 2.9

x1XZX3 = —C. 210

Es muy importante sefialar que aunque Cardano no aceptaba los nimeros negativos y
como es de esperarse tampoco los numeros complejos, al encontrar raices de este tipo
claramente en parejas, debia operar entre ellas para comprobar los resultados mencionados.

Cardano aun sin aceptar los numeros negativos y los complejos les dio un rol importante

dentro de la teoria de ecuaciones, oper6 con ellos y fragud el camino para que pronto se
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convirtieran en objetos matematicos. A pesar de que los nimeros negativos y complejos no
eran aceptados, si eran considerados como raices de una ecuacion, esto se observa en
Descartes quien dice, como ya se habia mencionado, que una ecuacién de grado n tiene n
raices falsas, imaginarias o reales.

En apartados anteriores se [lamo la atencion sobre los aportes de Vieta al desarrollo de la
notacion algebraica; en lo que respecta a la consolidacién del concepto de polinomios
simétricos, es Vieta quien en realidad muestra, de manera simbolica, las propiedades
existentes entre las raices de un polinomio y sus coeficientes, no de manera particular como
lo habia hecho Cardano, sino que lo generaliza.

Los polinomios simeétricos se caracterizan por ser invariantes bajo cualquier
permutacién, es decir un polinomio simétrico de grado n,p(xq,x;, X3, ...,X,), €S UN
polinomio tal que al intercambiar alguna de las variables sigue siendo el mismo.

Ahora, los polinomios simétricos también se pueden denominar polinomios simétricos
elementales si corresponden a las sumas de todos los productos posibles de tamafiok (k =
1,2, ...,n) de las variables involucradas, los polinomios 2.8, 2.9 y 2.10 son los polinomios
simétricos elementales de la ecuacion de tercer grado, asi por ejemplo si se tiene la
ecuacion cuadrética:

x>+ax+b=0,
y las raices de esta ecuacion son x; y x, se puede escribir como:
(x+x)(x—x,)=0.
Al multiplicar se obtiene:

x2— (x; +x)x+x%, = 0.
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De donde se encuentra una relacion entre los coeficientes de la ecuacion y sus raices, asi

los polinomios simétricos elementales de la ecuacion cuadréatica son:
X1 +x, = —a.
X1.X, =b.

Con este mismo proceso se pueden encontrar los polinomios simétricos elementales de
la ecuacion de cuarto grado y se puede generalizar para cualquier para una ecuacién de
grado n. Es importante notar que no es necesario conocer las raices sino saber que existen,
lo cual lo garantiza el teorema fundamental del algebra. Estas relaciones establecidas entre
los coeficientes y las raices de la ecuacion fueron trabajadas por el matematico francés
Albert Girard (1595- 1632), el trabajo de Girard se ve un poco opacado por los resultados
que después presenta Newton.

Hacia 1707 se publica la obra Arithmetica Universalis de Newton; en este documento
Newton presenta un importante teorema en el que afirma que: cualquier polinomio
simétrico en las raices de una ecuacion se puede expresar en términos de los coeficientes
de la ecuacién, como se mostrard en este trabajo en este teorema se basaron las
demostraciones sobre la imposibilidad de resolver por medio de radicales las ecuaciones de

quinto grado y mayor.
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3. EL PROBLEMA DE LA BUSQUEDA DE RAICES PARA POLINOMIOS DE

GRADO MAYOR A CINCO

Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucién
general de ecuaciones algebraicas y varios de ellos han
tratado de demostrar la imposibilidad. Pero, si no me
equivoco, no han tenido éxito hasta ahora.

Abel

3.1 Los aportes de Gauss

Aunque no se habia demostrado el teorema fundamental del algebra, ya se tenian
suficientes ejemplos, en donde se encontraban las raices de una ecuacion particular, que
habian generado una idea propagada entre los algebristas de la época de que una ecuacién
tenia tantas raices como el grado mayor de la incognita, asi la ecuacion cuadratica tendria
dos raices, la cubica tres raices, la bicuadratica cuatro, etc.

El teorema fundamental del algebra que se conoce actualmente establece que toda
ecuacion polinomial de grado n con coeficientes complejos tiene n raices complejas, es
decir, si se tiene el polinomio:

p(x) = apx™ + a1 x" 1+ -+ ag + ag, 3.1
donde a; € C para i =0,1,..,n—1,n,
entonces existen nnameros complejos zy, 4, ..., Z,—1, que cumplen que:

p(z)=0,i=01,--n—1 3.2
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Pero este resultado ocupd mucho tiempo y estudio de diferentes matematicos que tuvieron
el interés de demostrarlo. Como ya se menciono, Descartes dio una primera version de este
teorema y presentd ejemplos; sin embargo se debe especificamente a Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) una primera demostracion acabada de este teorema. Antes de que Gauss
presentara su demostracion, algunos matematicos como Albert Girard (1595-1632), Isaac
Newton (1642-1727) y Colin Maclaurin (1698-1746) expusieron versiones similares a la de
Descartes sin obtener una demostracion adecuada.

En la tesis doctoral de Gauss titulada Nueva Demostracion del Teorema de que Toda
Funcion Algebraica en una Variable puede ser Factorizada en Factores Reales de Primero
0 Segundo Grado, publicada en el afio 1799, se presenta la primera demostracion formal del
teorema fundamental del &lgebra. Para demostrar este teorema, Gauss recurre a
herramientas geometricas, pero su demostracion resulta tan clara que es aceptada por la
comunidad matematica, actualmente se encuentran demostraciones de este teorema
apoyadas en métodos del andlisis y en variable compleja. Evariste Galois (1811,1832),
Richard Dedekind (1831,1916), Leopold Kronecker (1823,1891) y Joseph Liouville (1809,
1882) establecieron condiciones para un tratamiento moderno a esta demostracion.

La demostracion del teorema fundamental del algebra, por parte de Gauss, no sélo
muestra una interaccién entre lo geométrico y lo algebraico, sino también las ideas de la
representacion grafica de los nimeros complejos que habia sido descubierta en 1797 por

Caspar Wessel (1745-1818).
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Gauss no calcula las raices de un polinomio de coeficientes reales sino que demuestra su
existencia (Davila Rascon, 2003, pag. 50), para empezar si se tiene la ecuacion:
x? —4i=0. 3.3
Gauss muestra graficamente que existe un valor z = a + bi, tal que p(z) = 0; para ello
sustituye la incognita del polinomio por a + bi, de donde separando la parte real e
imaginaria, se obtienen dos funciones de ay b:
a? — b? = 0 (Parte real). 3.4
ab — 2 = 0 (Parte imaginaria). 3.5
Realizando una representacion en un mismo sistema de coordenadas, en las abscisas la
parte real a y en las ordenadas la parte imaginaria b, se obtiene un par de rectas
a+b=0ya—b=0,
y una hipérbola equilatera ab = 2, asi como se observa en la siguiente figura:

b

lHustracion 3.1: Gauss demuestra la existencia de las raices de un polinomio de grado 2.
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En la lustracion 3.1 se observa que las dos curvas se cortan en dos puntos Py P’
con una de las rectas; estos puntos de interseccion seran las raices de la ecuacion. Sin entrar
en detalle a la demostracién, se puede decir en términos generales que Gauss continta
basando su razonamiento en las graficas de las curvas, garantizando siempre los puntos de
interseccion, que le permiten llegar finalmente a que cualquier ecuacion polinémica tiene al

menos una raiz compleja.

3.2 Vandermonde y las raices n-ésimas de la unidad

El matematico francés Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) publico en 1770
su obra titulada Mémoire sur la Résolution des Equations, en la que afirma que todas las
ecuaciones, a las que actualmente se les llama ciclotomicas, que obedecen a la forma:

xP—1=0, 3.6

donde p es primo, son resolubles por el método de radicales. Aunque esta afirmacién no
pudo ser demostrada en general, VVandermonde logro probarla parap < 11.

Aunque la demostracion de Vandermonde es para una cantidad limitada de numeros,
conjeturd que este tipo de ecuaciones se pueden resolver para cualquier n natural. En la
actualidad se reconoce que las n soluciones complejas de estas ecuaciones se denominan
las raices n-ésimas de la unidad y ademas se les llama raiz primitiva a cada raiz compleja
cuyas potencias generan todas las raices n-ésimas de la unidad. Por ejemplo, las raices
cuartas de la unidad son 1,—1,i, —i, de las cuales solo iy —i son raices primitivas, pues
obsérvese que it =i,i? = —1,i3 = —i,i* = 1.
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Hacia 1801, Karl Frederick Gauss retoma el planteamiento de Vandermonde y logra
probar que esta ecuacién es soluble por medio de radicales; la técnica empleada por Gauss
se basa en reducir de grado la ecuacion, este método fue planteado por Lagrange y se le

Illama de la resolvente de Lagrange.

3.3 La resolvente de Lagrange

Joseph Louis Lagrange (1736 -1813) fue un reconocido fisico, matematico y astrénomo
italiano que hizo importantes contribuciones a la astronomia, la mecanica y las
matematicas, en la linea de interés de este trabajo se menciona que publico varios articulos
sobre el algebra, pero cabe destacar uno de estos aportes, del cual se tratara este apartado.

En 1771, Lagrange publica su memoria Réfléxions sur la Résolution Algébrique des
Equations, en la cual logra obtener un método en el que subyacen todos las técnicas, hasta
el momento conocidas, para encontrar la solucion por radicales de las ecuaciones hasta
cuarto grado. Lagrange creyd poder extender su método a las ecuaciones de grado mayor o
igual que cinco, sin lograrlo. Sin embargo, dejé sentadas las bases para que sus sucesores

lograran demostrar la imposibilidad de dicha generalizacion.

3.3.1 La resolvente de Lagrange para la ecuacion de tercer grado

Uno de los propdsitos de este trabajo es escudrifiar fuentes que muestran los aportes de

diferentes matematicos en el desarrollo de la resolucion de ecuaciones, teniendo claro que
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de estas fuentes no solo se estudia su componente matematico, sino que también se intenta
establecer algunas relaciones con la teoria de grupos; todo esto a partir de un punto de vista
epistemoldgico. Para entender los aportes de Lagrange, en lo que respecta a la resolucion de
ecuaciones, se ha tomado como referencia general los articulos (Davila Rascén, 2003) y
(Moreira & Soprani, 2012), profundizando en muchos procedimientos que no se hacen
explicitos e intentando establecer algunas relaciones entre lo propuesto por Lagrange vy la
teoria de grupos. A continuacion se presenta la construccion de la resolvente de Lagrange
para las ecuaciones cubicas. Para explicar lo propuesto por Lagrange, se considera la
ecuacion cubica de la forma:
x3+ax?+bx+c=0. 3.7
Para este momento ya se conocian métodos por medio de los cuales se eliminaba el término
cuadratico y la ecuacion quedaba de la forma:
x3+px+q=0. 38
El teorema fundamental del algebra, ya conocido en ese momento, garantiza la
existencia de las raices x4, x,, x5 de esta ecuacion (3.8).
Sea r una combinacion asi:
= Ui1Xy + HaXp + U3X3. 3.9
Donde w4, u,, 13 pertenecen a los nimeros complejos, al permutar las raices, se obtienen
seis combinaciones:
T = U1Xq t fpXp + U3X3.
Ty = U1X1 T UpX3 + U3X;.

T3 = [1Xy + X3 + U3Xg.
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Ty = H1X3 + U Xy + H3X. 3.10
Ts = U1X3 + UaXq + U3X;.

Te = H1Xz + UzXq + U3X3.

Con los elementos 7y, 15, ..., T, Lagrange construye la ecuacion de sexto grado:
=) - —13) -1y —1)y—15) = 0. 3.11
Luego, toma de manera conveniente u; = 1,4, = w, ;3 = w?, donde w es una raiz
clbica distinta de la unidad, es decir, w3 — 1 =0, ademas w3 —1 = (w — 1)(w? + w +

1 3. . 1 3.
1), luego w puede ser —- —£1 0—- +£l.
2 2 2 2
Antes de continuar con la aplicacion del méetodo de la resolvente de Lagrange en la
ecuacion cubica, es importante mencionar algunos resultados a partir de las raices

primitivas, la siguiente figura muestra la ubicacién de las raices primitivas en el circulo
&
w1 \
/?\
Wy \/

llustracién 3.2: Raices terceras de la unidad.

unitario:




Se observa que estas tres raices dividen en tres arcos de igual longitud al circulo

. . . 1 3. 1 3.
unitario, ademas llamando w; = -7 ‘/2——1 y wy=—2+ ‘/2——1, se encuentra que wiw, =

wy, W2 =w,w; =1, w*=w3w; =1w; = w,, s decir las potencias de w,; generan
todas las raices cubicas de la unidad, también esta propiedad la cumple w,, asi: w,w, =

(1)22 = W1, (1)23 = 1, (1)24 = (U230)22 = 1(1)1 = Wi, se tlene tamblén que (1)22 = Wy y

wy? = w;.

Dadas la linea de interés de este trabajo, hemos encontrado un interesante resultado, es
que el conjunto 1, w;, w, con la multiplicacion entre complejos, desde una mirada actual,
es un grupo ciclico cuyos generadores son w, Y w,.

De otro lado, continuando con la aplicacion de la resolvente a la ecuacion cubica, se
tiene que:

=X + wxy + 0lxs.
T, =X, + wxsz + w?x,.
T3 = X, + wxg + w2y 3.12
T = X3 + wxy + w?xg.
Ts = X3 + wx; + w%x,.
Te = Xy + WXy + W2x5.

Haciendo una serie de calculos que se presentan a continuacion, se encuentra una
importante relacion entre ry, 1y, ..., 7, Cabe mencionar que estas relaciones son diferentes
cada vez que se establezca un nuevo orden para las permutaciones.

Calculando wr; se tiene:

wr = wx; + wx, + w3xs.
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= x3 + wx; + Wx,.

Ts.
Calculando w? r, se tiene:
= w?x; + w3x, + w*xs.

=x, + wx3z + w?x;.

=13.

Calculando wr, se tiene:

w71y = wx; + wixg + wix,.
=x, + wx; + w3x3.
= 7.

Calculando w? , se tiene:

w?r, = w?x; + w3x; + whx,.
= x3 + wx, + w?x;.
=1.

En términos actuales el conjunto 7y, 15, ..., 7 S€ conoce como S; bajo isomorfismos, el
grupo de todas las permutaciones de un conjunto de tres elementos, llamado grupo
simétrico de orden 3.

Se observa que r; Yy 1, generan subgrupos ciclicos disyuntos, basado en estas
propiedades y sus implicaciones algebraicas nace lo que hoy dia se conoce como la teoria
de Galois. A este subgrupo lo llamo Lagrange inicialmente la resolvente de la ecuacion de
tercer grado y basado en este misma idea, encuentra la resolvente para la ecuacion de cuarto
grado. EIl éxito que tuvo Lagrange en encontrar la resolvente para estas dos ecuaciones,
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fortalece la idea equivocada de que existia para cualquier ecuacién de quinto grado una
resolvente.
Volviendo al método de Lagrange, la ecuacion (3.11) queda expresada como:
- - -’y -’ )y -wr)y -—wr) =0, 313
multiplicando:
- ) —w?r)y—owr) =2 +ne?)y+ 0’ ) —on).
=03 —(n+or+ro0?)+ (W?r?+on?+ 0dn?)y —wdn.
=?-nr?).
Anéalogo cuando se multiplica (y — 7,)(y — w? 1) (y — wr;)se obtiene (y3 —1r,3)
Luego,
0P =) —-r3) =02 ) -+ )y  + . 31
Haciendo y3 = t:

- (i +r)t+r3r2 =0. 3.15

Se encuentra una ecuacion auxiliar a la cubica de grado menor.
A partir de las permutaciones (3.12) se pueden encontrar los valores para x4, x,, x5:
Tomando
1+ 1 =2x + 0l + x3) + 02(x, + x3).
1 =2x + (0 + 0?)(x, + x3).
r+ 1 =2x + (—1)(x, + x3).
T+ 1y ==X — X3 — X3 + 3x4.
31 =x1+ X, +x3+ 1y +15.

[( X1 + Xy + X3) +r1 + rz].
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Haciendo célculos similares se llega a que:

x, = =[( x1 +x, +x3) + 0%y + wny],

W =

y 3.16

[y

x3 ==[( x1 + x5 + x3) + wry + 0?1,

3
Aunque ya se conoce la forma de las soluciones x;, x5, x5, que satisfacen la ecuacion
cubica (3.8), es claro que estas se encuentran expresadas en términos de r; y r,, que son
raices de la ecuacion (3.15) lo que requiere determinar (143 + r,3) y r, 31, 3:
e Paracalcular ;3 + r,3 se tiene que:
s =nrnn.
= (x1 + wxy + 03x3) (%1 + wWx; + W2x3) (X + Wx, + W2x3).
= (x1 + WX Xy + W?x1X3 + XX, + WP %+ w3xyx3 + W3x x5+ W3 x,x3 + 0A3?) (X + WX,
+ w?xs3).
Teniendo en cuenta que w3 = 1, simplificando se obtiene:
13 =x3 4+ %3 + %33 + w(Bxy2x, + 3x,2x5 + 3x1%32) + w?(3x12x3 + 3x1%,2 + 3x,x352)
+ 6x1 X3,
haciendo calculos similares se llega a que
73 = 213 + 253 + 233 + w(Bx1%x3 + 3x,%%; + 3x,%32) + w2 (3x1%x, + 3x3%,2 + 3x1x32)
+ 6x1 x3x3.
Calculando la suma ;3 + r,3:
13+ 13 =203 + %23 + x33) + w(Bx1%x3 + 3x3%x; + 3x,x3% + 3x12x, + 3x,2x5 + 3x,x32)

+ (1)2(3X12x2 + 3x3x22 + 3x1x32 + 3,7C12X3 + SXszl + SXZX32) + 12x1 X2X3.
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Llamando R a x;%x, + x3x%,% + x1x32% + x1%x3 + x,%x; + x,x32 de la expresion

anterior, se tiene:
3+ 13 =203 + 23 + x233) + w(BR) + w?(3R) + 12x; x,x5.
Sacando como factor comun 3R:
2+ 13 =203 + 123 + x33) + (w0 + w?)(BR) + 12x; x,x5.
Sustituyendo w + w? = —1, se tiene que:
3+ 13 =203 + %3 + x33) + (—1)(3R) + 12x; x,x3,
de donde w + w? + 1 = 0, luego:
34+ 13 =203 + 2,3 + x33) + (=3R) + 12x; x,x5. 3.17

Para continuar con el célculo de 7,3+ r,3se utilizard un resultado mencionado
anteriormente, las identidades de Girard, que establece una relacion entre los coeficientes y
las raices de la ecuacidn, asi pues en este caso que es una ecuacion cubica de la forma
x3 + px + g = 0 donde las raices son xy, x,, x5, se tiene:

X1 +x, +x3 =0.
X1Xg + X1X3 + X2X3 = P. 3.18
X1X2X3 = —(q.
Tomando (x; + x, + x3)3se tiene:
(1 + x5, +x3)3 = 13 + 253 + 233 + (Bx12x, + 3x3%x3 + 3x1x32 + 3x12x5 + 3x,%x;
+ 3x,x32) + 6x;1 X3%5.
(1 + x5, +x3)3 =23+ %3+ %33 + (BR) + 6x1 x3%3.
Por las identidades de Girard se tiene:

x13 + x23 + x33 = _(3R) - 6x1 x2x3. 3.19
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Sustituyendo en (3.17) se obtiene:
3 + 1,3 = 2((—3R) — 6x; x,x3) + (—3R) + 12x; x,x3,
3+ 1,3 =—9R, 3.20
Tomando la expresion R + 3x; x,x5. Se puede escribir como:
R+ 3x; x5x3 = (X1 + X3 + x3)(X1X3 + X1X3 + X2X3),
Ahora, por las relaciones establecidas por Girard:
R = —3x4 x,x3.
Reemplazando en (3.20) se tiene que:
13+ 13 = 27x; x,x5.
3+ 1,3 =-27q. 3.21
e Paracalcular 31,3 setiene que (rny)3 = r3n5.
Calculando
nr, = (X1 + wx; + 0ix3) (1 = x; + wx3 + 0ixy.).
i = X2+ %% + x3% + w(xX1X, + X1X3 + XpX3) + 02 (X1Xp + X1X3 + XpX3).
Sacando factor comun:

1 = X2+ %2 + %32 + (0 + 0?) (XX + X1X3 + X5X3).

Usando el hecho que w + w? = —1:

rir, = X12 + xzz + .X'32 + (—1)(X1XZ + x1x3 + xeg). 3.22

Ahora, tomando la expresion:
(x1 + Xy + X3)2 = x12 + xzz + x32 + Z(xle + x1X3 + XZX3) = 0
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Por las identidades de Girard se tiene:
x12 + x22 + x32 = —2(x1x2 + x1X3 + xeg) = 0

Reemplazando en 11, = x1% + x2% + x3% + (—1)(x1x3 + x1Xx3 + X2x3). 3.223.22):

iy, = —2(x1%2 + x1%3 + X2%3) + (1) (x1%5 + x1%3 + X3X3).
iy = —3(x1x5 + X1X3 + X3X3).
i, = —3p.
Luego,
(ryry)3 = —27p3. 3.23

Con los resultados obtenidos (3.22 y 3.23) se pueden reescribir las soluciones de la
ecuacion cuadratica (3.15) :
t2 — (=27q)t —27p3 = 0.
Ahora, como r; y r, son raices de la ecuacion cuadratica, aplicando el método de

radicales se obtiene:

—-27 2722 4.27p3
3 —
. j( ) (4270,
-27 272q>2 4.27p3
3:_ _
= [(Z0)+(422)

Tomando la expresion (3.16):

3.24

x1:

W] =

[C % +x+x3)+1 +13].
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Se pueden escribir como:

1 3 3
X1 = 5[( X; 4 x5 +x3) + /()3 + \/(7”2)3]-

Reemplazando (3.24) se encuentra:

L=3|Ca ) + 3\/_72761 + \/(#) + (2 + 3\/_727‘1 - \/(27:"2) + (4'22"3)‘.

Por las identidades de Girard se tiene que x; + x, + x3 = 0:
[ |
|3 [=27 N 272q2 N 4.27p3 N (=27 272q2 4.27p3 |
1 _l 22717 \a.272) "\ 4272 22717 \a.272) "\ 4272 J

ne (G @@+ 3 (@6

En la anterior ecuacion Lagrange ha llegado a la misma expresién que su antecesor

Cardano, la férmula para resolver la ecuacion cubica por medio de radicales, a través

del proceso que hasta hoy se conoce como la resolvente de Lagrange.

3.3.2 La resolvente de Lagrange para la ecuacion de cuarto grado

Con un procedimiento andlogo al anterior, Lagrange establece la resolvente de la
ecuacion de grado cuatro, (Moreira & Soprani, 2012), (Davila Rascén, 2003), asi:
Dada la ecuacion:
x*+azx3+ax?+a;x+a;=0. 325
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Para tomar la suma de las raices como cero, hecho que representa gran utilidad a la hora

de hacer simplificaciones, es claro que incluso antes de la época de Cardano se sabia que al

hacer la sustitucion y = x + ‘;"_‘11 se elimina el término cuadratico de grado n — 1 de la

ecuacion de grado n, escribiendo sin hacer calculos la ecuacion:
y*+byy? + by + by =0,
de la cual se puede decir que tiene raices y,,y,, ys, ¥4 Y ademas que se cumple la ecuacién
y1 + vy, +y3 + vy, = 0. Laresolvente de Lagrange, para esta ecuacion, estd compuesta por
la construccion del conjunto s, S5, S3, ..., So4 Que consiste basicamente en la permutacion
de las raices y;, 2, Vs, ¥4 €n la combinacion siguiente:
s =y +ay, + a’y; + ady,, 3.26
donde a es una raiz, diferente de uno, de a* — 1 = 0; por resumir un poco los calculos, se
toma a = —1 y se tiene que de las 24 combinaciones, solo 6 valores distintos para s asi:
S1=Y1— Y21t Y3~ Va
S =—Y1tY2—Yy3+ Vs
S3=Y1tY2— Y3~ Va
S4 = —Y1— Y2t Y3t Ya
Ss =Y1— Y2~ Y3t Va
S¢ = —Y1tY2+ Y3~ Va
De estas seis expresiones, hay tres con las que se pueden representar las otras, estos
calculos se mostraran mas adelante, pero se utiliza este resultado para escribir la ecuacion:

(x —s)*(x +5)*(x — s)*(x + 5)*(x — 53)*(x + 53)* = 0.
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Que se puede escribir también como:
(x? — 5:2)(x? — 5,°)(x* — 55%) = 0.
Realizando una serie de calculos analogos a lo que se hicieron para la construccion de la

resolvente de la ecuacion cubica, se llega a que las soluciones de la ecuacion de cuarto

grado son:

1

Y1=Z[(Y1+Y2 +y3 + Y1) +51 + 5, + 53]
1

YZ:Z[()’1+)’2 + Y3 +Ys) — 51+ 5, — s3]
1

Y3:Z[(J’1+3’2 + Y3 +Ys) +5;— 5, — s3]
1

}’4:Z[(}’1+3’2+3’3+}’4)—51—52+53]-

En la direccién de analisis de este trabajo, es importante que al considerar los conjuntos
1,72, 13, .., Tg Y S1,S2,S3,...,Sg S€ €ncuentra que son dos grupos de orden 6.

Enelcasode r,1y,13,...,7%, Si e definen las potencias de r; asi:

T'l == T'l
nl= wr=rs.
1= w?r=r1;.

Después de estas observaciones es preciso hacer un comentario en la direccion de
nuestro analisis: estas potencias forman un subgrupo ciclico de orden primo (3), de la
misma manera con las potencias de r, se genera un subgrupo con las mismas caracteristicas
y con el mismo orden pero disjunto al anterior; el primer conjunto se denota actualmente

como ( ry) y el segundo como ( r;); se cumple que (1) U(ry) = { 11,719,735, 74,75, T )
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Para las raices que forman lo que se ha llamado la resolvente de Lagrange para la
ecuacion de cuarto grado, se puede observar también que definidas las potencias de sus

raices de forma similar a lo que se hizo en el caso anterior, se tiene:

si2= as;=(-1)s; = s,.
s =a?s; = s;.

Haciendo céalculos similares:

S37 = S3
sz = as3=(—1)s3 = s4.
s33 = a’s; = s3.
ss' = ss
ss?2 = asg = (—1)ss = s,
sg3 = a’sg = ss.

Finalmente (s;) = {51, s}, (s3) = {53, 4}, (s5) = {55, S¢}, ademas (s;) U(s3)U
(ss) ={ 51, 52,53, 54, S5, Se} -

Cuando Lagrange intenta extender su método para encontrar la forma de resolver por
radicales la ecuacién de quinto grado, se encuentra inicialmente con la dificultad de que el
numero de elementos finales que forman la resolvente para este caso tiene un total de 24
elementos, conjunto que no tiene las propiedades de las anteriores resolventes que se han

mencionado. La anterior afirmacion se puede ilustrar tomando de la teoria de grupos el
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teorema que lleva precisamente el nombre de Lagrange: Sea G un grupo de orden finito ny
H un subgrupo de G, el orden de H divide al orden de G (Suarez, 1994, pag. 102).

Aunque Lagrange intenta encontrar el método por medio de radicales para resolver la
ecuacion quintica, al finalizar su trabajo coloca en duda su demostracion afirmando que
“De nuestro razonamiento vemos que es muy dudoso que los métodos que hemos
considerado pudieran dar una completa solucion a las ecuaciones de quinto grado”.
(Lagrange, 1867-1869, pag. 305)

En el momento que Lagrange coloca en duda sus procedimientos se genera un cambio de
perspectiva en lo que tiene que ver con la resoluciéon de ecuaciones de quinto grado o
mayor, pues se empieza a considerar que no es posible encontrar el método por medio de
radicales para resolverlas.

A partir de los resultados de Lagrange, es Paolo Ruffini (1765 —1822), matematico
italiano, quien presenta una demostracion sobre la irresolubilidad de la ecuacion de quinto
grado por medio de radicales, pero la compleja notacion que utilizd para representar las
permutaciones hicieron que, aunque se considerara correcta, fuera ignorada por los
matematicos de la época.

La demostracion de Ruffini fue presentada en dos publicaciones, una en 1799 llamada
Teoria generale della equazione y la Reflessioni intorno alla soluzione della equazioni
algebriche generali, el método empleado por Ruffini establecia que no existe una
resolvente para las ecuaciones mayores o iguales a cinco, implicitamente Ruffini utilizo

una afirmacion, que en su momento no tuvo las justificaciones suficientes para lograr la
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aceptacion de los matematicos de la época pero que a la postre se convertiria en el teorema

de Abel- Ruffini que dice que:

Si una ecuacion es resoluble con el uso de radicales, las expresiones para las
raices pueden darse de tal forma que los radicales en ellas sean funciones
racionales con coeficientes racionales de las raices de la ecuacion dada y las

raices de la unidad. (Mufioz, 2011, pag. 6)

Finalmente es Niels Henrik Abel (1802 - 1829) matematico noruego, quien da un
demostracion correcta y ademas aceptada por los matematicos de que era imposible
encontrar un método por medio de radicales con el que se pudiera resolver cualquier
ecuacion de quinto grado.

Abel se refirié a la demostraciéon de Ruffini asi:

El primero vy, si no estoy equivocado, el Unico que antes que yo ha intentado
demostrar la imposibilidad de la solucién algebraica de una ecuacién en
general, ha sido el gedmetra Ruffini. Pero su demostracion es tan complicada
que es muy dificil afirmar lo acertado de su razonamiento. Me parece que no

son siempre satisfactorios. (Henrik, 1881, pag. 218)
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3.4 Ecuaciones no resolubles por el método de radicales. Demostracion de Abel

La vida de Abel merece ser admirada, pues no solo fue un joven brillante sino que en su
corta vida dej6 un legado muy valioso para las matematicas.

Abel se interesd por la solucion de las ecuaciones quinticas por medio de radicales, su
primera demostracion estuvo enfocada a que las ecuaciones de quinto grado si era
resolubles por radicales. El trabajo en el que resolvia con el método de radicales la ecuacion
de quinto grado, fue presentado a su mentor Bernt Michael Holmboe (1795 —1850), un
matematico noruego, pero ni su mentor ni ningun matematico noruego pudo probar la
veracidad de su trabajo. Lo que hizo que Holmboe lo enviara a la real sociedad de ciencias
de Dinamarca donde fue revisado por el matematico danés Carl Ferdinand Degen ( 1766 -
1825) quien le sugirio presentar ejemplos numéricos. Cuando Abel empezd la busqueda
de ejemplos, encontrd un error en su razonamiento, lo que hizo que detuviera su trabajo en
la linea del algebra y que se interesara por estudiar las integrales elipticas, tema que
también era de su interés.

Los matematicos durante mas de dos siglos y en particular los gedmetras estuvieron
buscando la solucion para una ecuacién de quinto grado 6 mayor por medio de radicales.
Aln después del cambio de perspectiva dado por Lagrange quien después de un intento
fallido de encontrar la solucion por medio de radicales de la ecuacién de grado cinco,
plantea el problema en otra direccidn, se continta en la busqueda del método desde la
perspectiva geométrica y analitica, y es desde esta Ultima que Abel consigue demostrar la

imposibilidad de resolver, en general por medio de radicales, la ecuacion de quinto grado o

99



mayor En su articulo titulado Mémoire sur les equations algébriques, oul” on demontres
I"impossibilité¢ de la resolution de l"aquation générales du cinquiéne degré (1824),

reconoce lo importante de su hallazgo cuando dice:

Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucion general de las
ecuaciones algebraicas y varios de ellos trataron de probar la imposibilidad.
Pero, si no estoy equivocado, no han tenido éxito hasta ahora. Por eso,
espero gue acojan con agrado esta memoria, la cual esta destinada a llenar el

hueco existente en la teoria de ecuaciones algebraicas. (Abel, 1824, pag. 3)

En 1826 presentd una nueva version de esta memoria, pero mas clara y elaborada, esta
fue publicada en el Journal fur die reine und angewandte Mathematik (Revista de
Matematicas Puras y Aplicadas), fundado en 1826 por August Leopold Crelle ( 1780-
1855) un matematico aleman, que era reconocido en el campo de las matematicas por
publicaciones sobre matematicas aplicadas y escolares. Crelle se convirtié en benefactor y
amigo de Abel, y rapidamente se dio cuenta que estaba frente a un genio matematico.

Aunque el Journal de Crelle tuvo publicaciones internacionales en poco tiempo, Abel
queria que matematicos prestigiosos conocieran su trabajo, con este objetivo claro, Abel se
desplaza hasta Berlin, con el propoésito de entrevistarse con Gauss, a quien previamente le
habia enviado su memoria, gran desilusion se llevd Abel al enterarse que Gauss ignoré por
completo su demostracion afirmando que: “; He aqui otra de esas monstruosidades!”. Por

lo que decidi6 no visitarlo y continuar sus travesias que lo llevaron por varias ciudades de
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Italia y Francia hasta llegar a Paris, donde present6 su memoria a la Academia de Ciencias
de Francia para que fuese publicada en la revista de la academia, Para esto, debia primero
ser evaluado el documento por profesores de la academia, tarea que fue encomendada a
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) y Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

Abel esperé con ansias la respuesta de sus evaluadores, Legendre le dejé toda la
responsabilidad a Cauchy afirmando que era poco legible y Cauchy no se interesé por este
trabajo hasta el punto que fue extraviada.

Abel, después de una larga espera, se entera de que su memoria fue extraviada y decide
abandonar la Europa continental y volver a Noruega, donde fallece producto de una
tuberculosis pulmonar.

Después de la muerte de Abel, Legendre es el primero en llamar la atencion sobre el
descubrimiento de Abel: “;Qué descubrimiento es ése de Abel! (...) jcomo es posible que
ese descubrimiento, quizas el mas importante que se haya hecho en nuestro siglo, se
comunicara a su Academia hace dos anos y se escapara a la atencion de sus colegas?”
(Munoz, 2011, pag. 17)

Tras su muerte, la fama de Abel crecié notoriamente, aunque Cauchy y Legendre
intentaron publicar su memoria en la revista de la academia, ya el Journal de Crelle habia
publicado parte de esta. En 1830 le concedieron el gran premio de matematicas y aunque se
ha dicho reiteradamente, es importante reconocer que la demostraciéon de la imposibilidad
de resolver las ecuaciones de quinto grado o mayor por medio de radicales presentada por

Abel, fundé las bases de lo que actualmente se conoce como algebra abstracta.
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3.4.1 Una mirada general a la demostracion de Abel

En su memoria de 1824, Henrik Abel responde a los problemas que se presentaban,
hasta el momento, en la teoria de ecuaciones: “Por eso, espero que acojan con agrado esta
memoria, la cual estd destinada a llenar el hueco existente en la teoria de ecuaciones
algebraicas” (Abel, 1824, pag. 3).

La técnica con que aborda su demostracion se enmarca, en reiterados pasos, en la
reduccion al absurdo; el supuesto inicial tiene como soporte el teorema, mencionado
anteriormente, que hoy se conoce como teorema de Ruffini-Abel; supone que para la
incognita x debe haber una expresion de la forma:

m-—1

1 2
x=p+p Rm+p,Rm+--+p,_1R

Es decir una solucion con radicales, como son los casos hasta el momento conocidos,
. ER . - .
asumiendo que Rm es imposible expresarlo como una funcion racional, luego usando su

1
primer truco algebraico elimina p; dejando el término R= con coeficiente 1, esta expresion
para X se sustituye en la ecuacion inicial debiéndose obtener una expresion con términos de

potencias iguales de R nuevamente, pero con nuevos coeficientes, asi:

1 2 m—
0=q+qRm+qRm+ -+ qu_1R ™ . 3.27
1
Luego hace una sustitucién z = Rm lo que equivale a
zZ™ =R. 3.28

Argumentando que entre la ecuacion 3.27 y 3.28 existen soluciones comunes, construye

entonces una ecuacién polindmica con estas soluciones comunes como raices, lo que lo

102



lleva finalmente a probar que los {; son todos ceros y que por tanto las expresiones de la

forma R%, aR%, azR%, ...,ocm‘lRmT_1 satisfacen la ecuacién inicial. Ademas por ser a una
solucion del polinomio:

a™t+am 4 +a+1=0.
Las posibles soluciones:

X1

X2

Xm
Deben ser todas distintas, y por tanto m no puede exceder a 5, retomando un resultado
anterior de Cauchy limita las posibilidades a
m =2 0 m =15, probando inicialmente que el caso m =5 lo lleva a un imposible y

dejando como unica opcion m = 2 .

1 2 m-—1

Paso seguido expresa los términos p, Rm, p,Rm, ... p,,_1R"m como funciones racionales de

X1, X2, X3, X4, X5, S€ CeNtra en la expresion:
1
Rm = —(xy + a™ lx, + - ax) .
De donde sefiala que R es una funcion racional de las raices x;, x5, X3, X4, Xs5.
Para llegar nuevamente a una expresion igualmente imposible con el mismo argumento

anterior, concluyendo que es imposible resolver por radicales la ecuacion general de

quinto grado.
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Abel tenia claro que esta imposibilidad no es solo para la quintica sino para aquellas
ecuaciones de grado mayor, ya que si multiplicaba la ecuacion quintica por x obtenia una
ecuacion particular de sexto grado con una solucion conocida x =0 y las restantes

imposibles de hallar por radicales.

3.4.2 Demostracién dada por Abel sobre la imposibilidad de resolver por medio de

radicales la ecuacién de quinto grado y mayores

A continuacion se mostrara con mas detalle y con comentarios la demostracion de la
imposibilidad de resolver por medio de radicales las ecuaciones de quinto grado o mayor
escrita en su memoria, para mostrar con un lenguaje mas actual la demostracion de Abel, se
utilizara una notacion ligeramente distinta a la utilizada por Abel.”

Para entender la demostracion de Abel se tomd como referencia su memoria (Abel,
1824) y el articulo (Mufioz, 2011), teniendo claro que se presentan varias pasos Yy
observaciones que al parecer fueron obviados en estos documentos.

Sea la ecuacion general de grado quinto:

x5 —ax*+bx3—cx?+dx—e=0. 329
Abel desarrolla su demostracion siguiendo el método de reduccién al absurdo, para lo

cual plantea que si x es una solucién de la ecuacién 3.29 esta se puede expresar de la forma:

m—1

1 2
xX=p+pRm+p,Rm+ - +p,_1Rm. 330

* Para el seguimiento de la demostracién dada por Abel se utilizé el arti{iculo original de Abel y las fuentes
secundarias (Mufoz, 2011).

104



Donde m es un ndmero primo y R, p, p1, P2, - Pm—1 SON funciones racionales de los
coeficientes de la ecuacion 3.29.
Para ilustrar lo que hasta el momento habia planteado Abel, se mostrara en términos de
la ecuacion de segundo grado un ejemplo; si se tiene la ecuacion:
Ax?>+Bx+C = 0.

Es claro que si A#0 entonces esta ecuacion tiene las mismas soluciones que la ecuacion:

R
X Ax A— .
Haciendo
_ B b—C
=T
Se tiene:

x*+ax+b =0.
Se sabe que las soluciones de esta ecuacion se pueden hallar por medio del método de

radicales y tienen la misma forma, en este caso:

N PEaT:
X = _261 .

N

Tomando

_e_ ., 1_ 2 _ap —
=P ;=p1 Ya 4b = R.
Reescribiendo, se tiene una expresion como la propuesta por Abel 3.30:

1
X =p+pR2.
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Observe que en este caso el nimero primo m es 2, y que a pesar de que las raices de la

ecuacion se pueden expresar como una funcién formada por radicales, es imposible reducir

1
la expresion Rz a una funcion racional en términos de los coeficientes de la ecuacion.
Continuando con la demostracion, Abel elimina p; de 3.30, haciendo las siguientes

sustituciones:

_ R
(O™

Lo que también lo lleva, aunque no lo manifiesta, a hacer:

R

p, = b2

2 (p1)?
ps = D3

3 (p1)?

3.31
_ Pm-1
Pt = Gyt
La ecuacién, eliminando p,, queda:
1 2 m-1
x=p+Rm+p,Rm+--+py_Rm 3.32

Estos nuevos coeficientes p, py, vy, ..., Pm—1 SON funciones similares a los coeficientes

anteriores de la ecuacién 3.30, ahora, reemplazando esta solucién (3.32) en la ecuacion

inicial 3.29 y reagrupando convenientemente, se obtiene:

m—1

1 2
0=qg+q,Rm+q,Rn+ -+ ¢qp_4Rm™ . 333

Siendo 4,91, 92, -, qm-1 funciones racionales de los términos

a, br (o d: e, 0, P, P2 -» Pm-1 y R.
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En el siguiente paso, Abel hace la sustitucion:

3[=

Rm =z,

Y plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

Z"—R=0 yq+qz+ -+ qm1z2™1=0. 3.34

En esta etapa de la demostracién Abel prueba que los coeficientes q, 4,95, -, Gm—-1
son todos ceros, para lo cual usa una nueva suposicion: si los terminos q, q1, 42, - Gm-1
no son simultdneamente cero, las ecuaciones expresadas en 3.34 tienen necesariamente una
0 mas raices en comun, Abel continta afirmando que (Abel, 1824): “Si k es el nimero de
estas raices comunes, sabemos que podemos encontrar una ecuacién de grado k que tenga
tantas como las k raices mencionadas y en la cual todos los coeficientes sean funciones
racionalesde R,q,q1,92, .- Y Qm—1"-

Sea:

r+rz+nz?++nzk=0. 3.35

m
La ecuacion de grado k cuyas raices son comunes a 3.34. Ahora, llamando a™ = Z?

m
reemplazando en Z? —1=0 setiene la ecuacion:

a™—1=0. 3.36
Que equivale a tener:
O0=(a— (@™ 1+a™2+ - +a+1). 3.37
Del primer factor de 3.37 se tiene que a; = 1 de donde se puede encontrar una raiz para

zm—R =0:



Luego,
1
Z1 = Rm
Si a4 es una solucion de:
a®l+a™ i+ +a+1=0 3.38
Parai = 1,2,3, ... k entonces:
am = A
L R "
3.39
1
Z; = al-Rm.

En general, cualquier solucion de la ecuacion 3.35 tiene la forma:

1
Z;j = ajRm.

1
Que tambien se puede escribir (sustituyendo Rm = z) como:
Z; = ;Z.

Ahora, remplazando las k raices en la ecuacién 3.35 se obtienen las siguientes

ecuaciones:
r+amz+a’rzi+ o+ af iz =0,

T+ a,mz + a’rz% + o+ aykrzk =0 .

r+ apnz + a’rz? + o+ afrzk =0 .
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Tomando z=S;,z2=S5,,2z3=8S;,..,zX =5, se obtiene un sistema lineal que

matricialmente se puede plantear asi:

1 T Ty Si 1
a1 ATy ... AoT S
o | Il S 3 P P
Akt Ax’2 ... AT/ \Sg 1
Reescribiendo 3.40 se tiene:
AS = b. 3.41

Cada solucién de este sistema tiene la forma:

_ det(Al)
LT det(4)

Se ha llegado a que z se puede escribir como una funcion racional de los coeficientes

(1), éstos a su vez son p, a, b,... lo cual es una contradicciéon pues se habia dicho

1
anteriormente que Rm = z no se podia expresar como una funcion racional.
Luego,

q=0,9,=0,q,=0,...,9n-1=0.

En consecuencia, la ecuacion 3.29 se satisface para todos los valores de x obtenidos al

1
sustituir en la ecuacibn 332 a Rm por las raices de la forma

1
Zi = (ll'Rm..

Esto es claro puesto que al sustituir estos valores de x en 3.29, se obtienen multiplos de
la ecuacion 3.33.

Por ejemplo:

2 m-1

x=p+ R% + p, (R%) + o+ Pm-1 (R%) . 3.42
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Si se sustituye en 3.29 satisface la ecuacion.

Ahora,

m—1

1 2
Xy =P+ auRmM + pyay?Rm + - + pp_qa,™ IR m

3.43

1 2 m—1
Xm =P+ @pRM + P, R+ - + Ppy_q @™ 1R m .
Se tiene entonces que todos los valores de x son diferentes, luego m no debe exceder de
cinco.

Observe que si x; = x, Se tendria que:

m—1 1 m—1

1 2 2
p+Rm+pRm+ 4Dy Rm =p+ a,Rm+pray?Rm+ -+ pp_ja,™ 1R m . 3.44

Simplificando:
kS 2 m-1
(az - 1)Rm + (azz - 1)p2Rm + e + (azm_l - 1)pm_1R m = 0 3.45
De donde:
a2_1=a22_1=0...=a2m_1_1. 346
Ahora,
(az— 1)+ (@2 =1+ -+ (ay™1-1)=0. 3.47

(az + a2+ +a,™ ) —(m—-1)=0.
a, + a? + -+ a,™ 1+ 1=m.

Lo que contradice 3.38 , luego cada x,,, debe ser diferente.
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Hasta este momento Abel deja claro que las ecuaciones de quinto grado con una raiz de
multiplicidad algebraica 5 quedarian por fuera de la supuesta formula con radicales. Es
claro que esta situacion, donde una raiz tiene multiplicidad algebraica de cinco, se da si los

coeficientes son muy restringidos.

1
Ahora, haciendo uso de las ecuaciones 3.43, Abel despeja p,p2, ..., Pm-1,R.- Y Rm, a
continuacion se presentan unos de estos despejes:

Si se suman las ecuaciones 3.43 se obtiene:
1 2
X1+ ot xp=mp+Rm(l+a+--+a™ ) +p,Rm(l+a+-+a™?1) +--

+ pm_lRmT_l(l +a+-+am™h),
Comol+a+-+am™t=0.
Entonces se tiene:
X1+ xy+ 0+ x, = mp.
De donde se puede concluir que:

p = (X1 + 2+ + X, 3.48

1
Para despejar Rm, se toma la ecuacion 3.42 :

3=

2 m-1
R =x1—(p+p2Rm+---+pm_1R m )

1 2 m—1
Multiplicando la ecuacion x, = p + ayRm + pyay?Rm + -+ + pp_1a,™ 1R m por

a™ 1y teniendo en cuenta que a™ = 1 se tiene:

m—1

1 2
“Ix, = pa™ ! + Rm + pyaRm + -+ ppy_1a, " 2R m . 3.49

am
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1
Despejando Rm:

1 2 m-—1
Rm =a™ 1x, — (a™ 1p + pyaRm + -+ + pp_1a,™ 2R m ). 3.50
Procediendo de manera similar con las restantes (m — 2) ecuaciones y sumando las m-

ecuaciones resultantes, se obtiene:

mRm = x; + a™lx, + a™ 2xg + -+ axpy,. 351
De donde

Rim = %(xl +a™ e, +a™ %xg 4 e 4 axy). 3.52
Ademas:

R= # (1 +a™xy + a™ x5 + - + axy,)™ 3.53

3 m-—1

2
De igual manera se hace para p,Rm, p3Rm, ...,pjp_1R m , asi:

™
2 1
p2Rm = — (x; + a™ 2x, 4 o+ alxy).

3 1
psRm = E(xl +a™3x, + -+ adx,y).
m-1 1
Pm_1iR m = ~ (x1 + axy + -+ a™ 1xy).

Mostrando que todos los términos de la ecuacién 3.32 se pueden expresar como
funciones racionales de las raices de la ecuacion 3.29.

Se enfoca ahora en la expresion 3.53:

1
R = W(xl +a™ 1, + a™ %z + e+ axy)™,
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Advirtiendo que la expresion del lado derecho de la ecuacion es un polinomio de grado
m, tratando esta ecuacion del mismo modo que la ecuacion 3.29 se puede escribir una

expresion analoga a la expresion 3.32, asi:

1 2 n-1
R:Q+Vn+Q2Vn+"'+Qn_1V n.,

De donde se puede afirmar que los términos de esta expresion:

-1

n
n

1 2
Q,V,Vn,Vn,...,Qu-1V son funciones racionales de
X1, X2, X3, ..., Xm, de donde concluye que todas las expresiones irracionales contenidas en la
expresion

n—1

x=P+R%+P2R%+---+Pn_1R n

Son funciones racionales de las raices de la ecuacion 3.29.
Haciendo uso de los resultados obtenidos por Cauchy, Abel da su ultimo paso en la
demostracion, estableciendo la reduccion al absurdo, la cual consiste en mostrar que la

expresion, que se obtiene tomando m = 5 en 3.49:

ull

R5 = = (x1 + a*x, + adx; + a?x, + axs).

Puede tomar en su lado izquierdo 5 valores, mientras que el lado derecho 120 valores; lo
que resulta de las permutaciones de las 5 raices xj,x,, X3, X4, X5, descartando asi la
posibilidad que m = 5 y finalmente el Gnico valor posible para m es 2.

Se concluye que es imposible resolver por radicales la ecuacion general de quinto grado,
resultado del cual advierte Abel se puede concluir que las ecuaciones de grado superior a

cinco tampoco son resolubles por este metodo.
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4. LOS DESARROLLOS DE GALOIS Y LA EMERGENCIA DE LAS

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

La matematica es el trabajo del espiritu humano que esta
destinado tanto a estudiar como a conocer, tanto a buscar
la verdad como a encontrarla.

Evariste Galois

Como pudo observarse, Abel demuestra que es imposible encontrar una expresion
general para resolver, por el método de radicales, una ecuacion de grado mayor a cuatro, lo
gue desmonta una creencia compartida por todas las generaciones que le antecedieron.

El problema, después del hallazgo de Abel, se orienta ahora en dar respuesta a la
pregunta: ;Cuando una ecuacion es resoluble por medio de radicales? Para la época ya era
claro, gracias al trabajo de Gauss en esta direccion, que algunas familias particulares de
ecuaciones de grado mayor a cuatro eran resolubles por radicales; el interés de los
matematicos se enfoca ahora en caracterizar de manera general las ecuaciones de quinto
grado y mayores que si son resolubles por radicales. Este problema es resuelto finalmente

por Evariste Galois.
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4.1 La vida de Galois

Galois naci6 en 1811 en cercanias a Paris, sus primeros afios estudi6 en su casa bajo la

direccién de su madre; a sus 15 afios ingresd a un prestigioso colegio de Paris en el que
rapidamente se interesd por los cursos de matematicas y dejé de lado el resto de las
asignaturas. Sus profesores reconocen su superioridad frente a sus compafieros, pero a pesar
de esto no pudo ingresar el centro de estudios cientificos mas prestigioso de Francia, la
Escuela Politécnica.

La vida de Galois estuvo marcada por situaciones desagradables y amargas; en 1829
present6 algunos de sus resultados sobre teoria de ecuaciones a la Academia de Ciencias de
Paris, pero éstos corrieron la misma suerte que el trabajo de Abel en su momento. Cauchy,
quien fue el encargado de revisarlo, argumenta que es incomprensible y termina
extraviandolo. En 1832, Galois fallece durante un duelo; una noche antes de este duelo,
Galois completa su memoria y pide a un amigo cercano que se encargue de publicar su
trabajo:

He hecho algunos descubrimientos nuevos en andlisis. EI primero concierne
a la teoria de ecuaciones; los otros, a las funciones enteras. En teoria de
ecuaciones he investigado las condiciones de solubilidad de ecuaciones por
medio de radicales; con ello he tenido ocasion de profundizar en esta teoria'y
describir todas las transformaciones posibles en una ecuacion, aun cuando no
sea posible resolverla por radicales. Todo ello puede verse aqui, en tres
memorias... Haz peticion publica a Jacobi 0 a Gauss para que den su opinion,
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no acerca de la veracidad, sino sobre la importancia de estos teoremas.
Confio en que después algunos hombres encuentren de provecho organizar

todo este embrollo.®

Su amigo Auguste Chevalier se da a la tarea de publicarlo y enviarlo a diferentes
matematicos reconocidos, doce afios después el matematico francés Joseph Liouville
(1809 - 1882) reconoce la importancia de la memoria de Galois, afirmando que:
“...espero interesar a la academia en anunciarle que entre los papeles de Evariste Galois
encontré una solucion, tan exacta como profunda, de este bello problema...”. De ahi en

adelante, muchos matematicos se interesaron por estudiar los resultados dejados por Galois.

4.2 Lateoria de Galois en términos generales

El enfoque en la relacion entre los coeficientes y las raices de una ecuacion, iniciado por
Cardano y continuado por sus sucesores en forma separada a la busqueda de nuevos
algoritmos que permitan hallar las soluciones de las ecuaciones de grado mayor o igual a
cuatro, es retomado por Lagrange a quien debe atribuirsele el cambio de enfoque, es decir,
la busqueda de las soluciones de una ecuacion, teniendo en cuenta la relacién entre los
coeficientes y las raices, lo que desemboca en los polinomios simétricos; es desde el
estudio de éstos con la perspectiva de Lagrange que se empiezan a gestar nuevas

estructuras algebraicas como es el caso particular del concepto de grupo (permutaciones).

® Tomado de (Alvarez, 2006, pag. 5).
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Esta nueva orientacion resulta ser tan fértil que de ella se desprenden resultados tales como
la no solubilidad por radicales de las ecuaciones de grado quinto y mayores demostrado por
Abel. En esta misma direccion se puede decir que en el método empleado por Evariste
Galois cobran fundamental importancia los polinomios simétricos, pues Galois inicia
definiendo para cada ecuacién un conjunto k,, formado por todas las operaciones posibles
(suma, resta, multiplicacion, division) entre los coeficientes de la ecuacion y dado que cada
uno de los coeficientes se pueden expresar como funciones de los polinomios simétricos de
las raices. Galois encuentra que la estructura de este conjunto k, esté relacionada con lo
que actualmente se conoce como el grupo de Galois de la ecuacion.

A continuacion se presenta una definicion del grupo de Galois, en términos modernos,
la ecuacion x™ + a™®1x™"1 + ... 4 a = 0 estas asociada al polinomio f(x) con F(x) el

conjunto de todos los polinomios en x cuyos coeficientes estan en el campo x.

Si Kes un cuerpo de descomposicion sobre F, G(K/F) es llamado el grupo
de Galois de f(x) y es isomorfo a cierto grupo de permutaciones de los
ceros de f(x). Existe una correspondencia entre los subgrupos de G(K/F)
y los subcuerpos de K, a partir de la cual se deduce una condicion para la

solubilidad por radicales de la ecuacién f(x) = 0. (Suarez, 1994, pag. 229).

La condicién no es méas que el grupo de Galois asociado a la ecuacion sea resoluble:
Teorema: Un grupo G es resoluble si y solo si, para alguna serie de composicion los

factores de composicion tienen orden primo. (Suérez, 1994, pag. 132).
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Esta condicion la cumplen S,,S55,5, que son los grupos de Galois asociados a las
ecuaciones de 2°, 3° y 4°, y que no lo cumple el grupo Sg ni en general los grupos S,,,n > 5
que son los grupo de Galois asociados a las ecuaciones generales de quinto grado o
mayores.

Cabe anotar que lo que no demuestra Galois es que en general no se puede establecer
una descomposicion en subgrupos normales para Ss, S, ... Sy, €sto no debe entenderse que
el grupo de Galois para cualquier ecuacion de quinto grado es Sg, este es el caso mas
general del grupo de Galois.

Las permutaciones son un concepto fundamental en el estudio del grupo de Galois, en
términos actuales, una permutacion de n elementos es una funcién 8, uno a uno, cuyo
dominio y rango son el mismo conjunto finito de n elementos.

Sea G = {x;,x,, ..., X} un conjunto finito de elementos y 6 una permutacion de G se

puede representar de la siguiente forma:

Donde 0x; = x; ,0x; = X, ..., 0x, = x; .

Para mas claridad se puede escribir usando los subindices:

p=(1 2 7).
ll lz ln

El conjunto de las permutaciones de G, con la estructura algebraica atribuida por Galois
se le denomina actualmente grupo simétrico de grado n y se denota como

S,
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Para dar un poco mas de claridad al método empleado por Galois, se mostrara para la
ecuacion de grado dos, tres y cuatro, algunos aspectos comunes en busca de clarificar la
idea general de la teoria de Galois, pero se debe advertir que es necesario profundizar
mucho mas en su estudio para llegar a comprender el razonamiento utilizado, aspecto de la
obra de Galois que se ve reflejado con sus contemporaneos, de quienes no logré hacerse

comprender.®

4.2.1 Ecuacién General de segundo grado

Si se tiene la ecuacion cuadrética:
x2+bx+c=0. 4.1
Los polinomios simétricos asociados a esta son:
b=—-(r+r)
C =11y,
siendo 7y, 1, las raices de la ecuacion 4.1.

Teniendo claro que la solucion por medio de radicales de esta ecuacion (4.1) es:

—b++Vb2 —4c
2 )

® Para el seguimiento de la demostracién dada por Galois se utilizé el articulo original de Galois (Galois,
1832) y las fuentes secundarias (Davila Rascon, 2003), (Galois, 2008), (Bourgne & Azra, 1962), (Taton,
1971).
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un andlisis detallado de esta solucion permite ver que el radical

VbZ — 4c transforma una funcion simétrica en dos funciones no simétricas, observe que la
expresion:
b? —4c = (r+ 1) —4rry, = (n —1)%,
es una funcion simétrica, pero al aplicarle el radical se obtiene:
T(ry — 1),

que no es simétrica.

Ahora, considérese el conjunto de todas las expresiones que resultan de operar los
coeficientes de la ecuacion (suma, resta, multiplicacion y division) que se pueden realizar
con b y c, los coeficientes de la ecuacion cuadrética, llAmesele a este conjunto k, , éste

conjunto de puede expresar asi:

f(b,c) € k.

Algunos ejemplos de elementos del conjunto k, son b? — 4c, — g +c,2c—b, Sbjsc,

etc.; una caracteristica sustancial que tiene este conjunto es que sus elementos son
invariantes bajo permutaciones, como se observa en algunos casos:

b _(n+ 1)

_E C 2 +T1T2,
2c—b=2rr+ (rn+ 1),

3b+5c —3(r;+ 1) +5m 1,
c T '

Los polinomios al lado derecho de las igualdades son polinomios simétricos de r; y 7.

esta relacion entre los coeficientes de la ecuacidn y sus raices, se puede expresar asi:

f(b,c) = g(ry, rp) € k.
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Ahora se define el conjunto k, de todas las expresiones que se generan realizando todas

las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de los elementos b, ¢ y Vb2 — 4c; en este
nuevo conjunto estan todos los elementos de k,, puesto que sus elementos resultan de
operaciones elementales entre los dos primeros elementos, es decir ky = k;.

Se observa también que las raices del polinomio pertenecen a k; mas no a k,, por lo cual
es llamado k, el campo de extensién de k. Para el estudio de estos dos conjuntos infinitos,
Galois observa que la estructura interna de k,, es decir la conformacion de cada elemento,
en este caso a través de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones entre los coeficientes
de la ecuacién, se puede relacionar con el grupo de permutaciones del conjunto ry y 1, el
cual es isomorfo a S,:

g(ry, ) = g(ry, 1)

De otro lado observa que todas los elementos de k; donde aparece el elemento
generador Vb2 — 4c no resultan ser polinomios simétricos de las raices, como se aclar6
anteriormente, y en consecuencia Galois asocia a la estructura interna de k,;, el grupo
trivial de simetrias, que usualmente se denota como {Id} y que corresponde a todas las
permutaciones que se pueden hacer con el elemento identidad, a continuacién se presenta

un esquema de la cadena de descomposicion:
ko — Ky

| |

S2 {1d}
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4.2.2 Ecuacién General de tercer grado

Dada la ecuacion cubica:

x3+bx*+cx+d=0.
Los polinomios simétricos asociados a esta son:
b=—(r+nr+r;).
C=1nry, +rrs + 103,

d = —1ryr3.

La formula para resolver la ecuacién cubica se puede escribir como:
b t b3
3373

donde

L 3\[9bc —2b3 — 27d + /(9bc — 2b3 — 27d)? + 4(3c — b?)3
= - _

Ahora, haciendo las siguientes sustituciones:

9bc — 2b3 — 27d +/D
E= z :

D = (9bc — 2b3 — 27d)? + 4(3¢c — b?)3,

se puede escribir:

t = VE.
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Reemplazando b, ¢ y d en términos de las raices y haciendo una serie de
simplificaciones se tiene que:

D = =270, —15)%(ry — 13)%(r, — 13)? 4.2

E = (r +—ar, + a’r3)3,
donde & es una raiz cubica no trivial de la unidad:

_—1+iV3

@ 2

D es una funcion simétrica de las raices, pero VD no lo es en general, pero se conservan

algunas simetrias; por ejemplo observe que al hacer la permutacion en VD

0 n T T
- (7"2 r3 r1)'

Se obtiene:
VD = ‘/ﬁi(—l)(ﬁ — 1) (=D (ry —13) (1 — 13).
= \/ﬁi(ﬁ — 1) (1 —13) (1 — 13).
Que corresponde a la misma expresion al aplicarle la raiz cuadrada a 4.2. Otra

permutacion que resulta invariante es:

02_(7"1 2 7"3)
r3 11 Tp)°

Se puede comprobar que bajo cualquier otra permutacion VD varia.
Ahora, se llama k, al conjunto de todas las expresiones que resultan de operar (suma,

resta, multiplicacion y division) los coeficientes de la ecuacion cubica b, c y d.
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f(b,c,d) € k.

Cada una de las expresiones que forman el conjunto k, esta intimamente ligada al
conjunto de las raices de la ecuacion cubica ry,r, y r3; puesto que cada coeficiente de la
ecuacion puede expresarse por medio de un polinomio simétrico de estas, en efecto, k, esta
relacionado con el grupo de permutaciones de sus raices el cual a su vez es isomorfo a Ss.
Por “transitividad” en nuestro razonamiento anterior se puede implicar la relacion entre k,
y S3.

A continuacion se forma el conjunto k; con todas las expresiones que se generan

realizando todas las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de los elementos b, ¢ ,dy

VD:
f(b,c,d, VD) € k.

En este nuevo conjunto estan todos los elementos de k,, puesto que sus elementos
resultan de operaciones elementales entre los tres primeros elementos, es decir ko= k4,
pero ademas este conjunto se caracteriza porque tiene tres permutaciones invariantes, la
identidad y las dos permutaciones mencionadas anteriormente, lo cual hace que se pueda
asociar con el Grupo Alternante de grado 3, que se denota por A, el cual estd formado por
todas las permutaciones pares de S;.

Finalmente se define el conjunto k, formado por todas las expresiones que se obtienen
al hacer operaciones (suma, resta, multiplicacion y division) entre los coeficientes de la
ecuacion clbica, vVDy VE:

f(b,c,d,VD,VE) € k,.
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Aunque E tiene las mismas simetrias que VD, al extraerle raiz clbica todas se pierden,

luego el grupo que se le puede asociar a k, es el grupo trivial de simetrias{/d}.

ko > k1 S
Ss As {1d}

4.2.3 Ecuacién General de cuarto grado

Si se tiene la ecuacidn de cuarto grado de la forma:

x*+bx3+cx?+dx+e=0.

La férmula para solucionar esta ecuacion se puede escribir como:

F—+F-3G—-vVH—I.

Teniendo claro que F, G, H, | son una serie de expresiones en términos de las raices
r1,12,73 Y 1,. Haciendo un analisis de los radicales que se encuentran en la solucion de la
ecuacion x* + bx3 + cx? + dx + e = 0, se encuentra que a medida de que se van
aplicando estas raices se van perdiendo las simetrias, es asi como en F todas sus funciones
son simétricas, mientras que en | no hay ninguna simétrica.

Sea k al conjunto de todas las expresiones que resultan de operar los coeficientes de la
ecuacion operaciones (suma, resta, multiplicacion y divisidn) que se pueden realizar con b,
c, d y e, los coeficientes de la ecuacion de cuarto grado:

f(b,c,d,e) € k.
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Este conjunto se asocia con el grupo de todas las permutaciones que se pueden hacer con
las raices de la ecuacion S,.

Con un proceso similar al de la ecuacion cuadratica y cubica, se forma la cadena de

extensiones hasta llegar a {Id}:

ko > k1 > k, > ks > k,
54 A4 GZ G3 {Id}

El conjunto k; corresponde a todas las operaciones (suma, resta, multiplicacion y
division) que se pueden realizar con b, c,d,e yVF:
f(b,c,d,e,NF) € k.
este conjunto tiene 12 permutaciones invariantes, lo cual permite asociarlo al grupo
alternante (A4,) de permutaciones pares, es decir el generado por p = (ry1y)(131),
o= (rr3)(1ery) Y T = (1,13, 73).
Ahora, llama k, al conjunto de todas las operaciones (suma, resta, multiplicacion y
division) que se pueden realizar con b, ¢, d, e, VF,y VG :
f(b,c,d,VF,VG) € k,.
Galois observa que las expresiones que forman el conjunto k, se pueden relacionar el
grupo G, formado por {p, o) = {Id, p, 1, pT}.
El conjunto k5 se forma con todas las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones que se
pueden hacer entre b, c,d, e,\F, VG yVH:

f(b,c,d,VD,E,VH) € k.
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Este conjunto se puede asociar con G; = (p) = {Id, p} . Finalmente k, se forma con
todas las expresiones que resultan de operar los b, ¢, d, e,N'F, G NVH y VI :
f(b,c,d, YD, VE,VI) € k,.

este conjunto no tiene simetrias, luego se asocia con {Id}.

En estos tres casos se encuentran unas caracteristicas comunes, con respecto al grupo
que se asocia al primer conjunto formado por las operaciones basicas entre los coeficientes,
las cuales debe cumplir el grupo de Galois (como se le conoce actualmente).

Observe que para el caso de la ecuacion de segundo grado se tiene que:

S, > {Id}. 4.3

Donde {Id} es un subgrupo de S,, actualmente se sabe que a la expresion 4.3 se le
conoce como cadena de descomposicion. En los tres casos expuestos, ésta es la cadena de
descomposicion del grupo de Galois que estd formada por subgrupos normales, en

su memoria Galois caracteriza la cadena de descomposicion asi:

i

wte G ot HIT 4 S,
T e {j’“ftrm;--ﬁ- L v ﬂ-ra_,- t'i_, o scws
AR TSR iRl R

lustracion 4.1: Manuscrito de Galois (1832)

En otras palabras, cuando un grupo G contiene otro H, el grupo G se puede
dividir en grupos, cada uno obtenido mediante una operacién de

permutaciones de sustitucién de H, de modoque G=H + HS+ HS '+ ... y
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también, puede ser dividido en grupos que todos tienen las mismas
sustituciones G =H + TH T + H + ... Estas dos clases de descomposicion no
suele coincidir. Y si coinciden, se dice que la descomposicion es propia.

(Traducido por Sandra Chavarria (Galois, 1832, pag. 2))

Esta afirmacion de Galois hace referencia, desde un lenguaje moderno, a la
descomposicion de un grupo en subgrupos, pero ademas estas descomposiciones no
siempre coinciden, pero cuando lo hacen, el subgrupo H se dice ser un subgrupo normal
(Galois llama a la descomposicion, en este caso, propia). Se usara la siguiente notacion

para designar a los subgrupos normales, H es subgrupo normal de G:
HLG.
Para el caso de la ecuacion de segundo grado asi:
{1d} < S,.
Ademas la razén entre el cardinal de S, (actualmente Ilamado orden del grupo) y su

subgrupo normal resulta ser siempre un nimero primo, esta relacién entre un grupo y su

subgrupo inmediato se denomina actualmente indice del subgrupo, observe:

0(S,) =Numero de elementos de S,, (Orden de S,,).

o(S,) =21 =2.

o({ld}) = 1.
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El indice de {Id} con respecto a S, es:

0(S2)
o({1d})

= 2 (Numero primo).

Para la ecuacion cubica la cadena de descomposicion del grupo de Galois es:
{1d} < A;<15;.
Calculando los érdenes y los indices se tiene:
0(S3) =31 =6.
o(4;) =% =3.
o({Id}) = 1.

0(S3) _
0(43)

2. (NUmero primo)

0(A3) _
o({1a})

3 (NUmero primo).

Para la ecuacion de cuarto grado la cadena de descomposicion del grupo de Galois es:
{1d}<G, <G, <4,<8S,.
Calculando los 6rdenes y los indices se tiene:
0(S,) = 4! = 24.
0(As) =3 =12.
0(G,) =4..
0(G,) = 2..

o({ld}) = 1.

0(54) _— 2

= NUmero primo).
0(As) P )
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24a) _ 3 (Ndmero primo).

0(Gy)

0(G1) , .
—2 =2, (NUmero primo).
0(Gz) ( p )
0G) _ . _
o({1d}) 2. (Ndmero primo).

Que el grupo de Galois de cada ecuacion tenga una descomposicion en subgrupos
normales y que el indice de cada uno de estos sea un nimero primo, son las caracteristicas
que debe cumplir una ecuacién para que sus raices se puedan encontrar por medio de

radicales.

4.3 La teoria de Galois para la ecuacion de quinto grado y mayores

Si se tiene la ecuacion de quinto grado:
x>+ bx* +cx®+dx?+ex+ f=0.

Al intentar hacer un proceso similar a los anteriores el primer paso es analogo, pero al
hacer la segunda extension se pierden todas las simetrias y en efecto, la descomposicion de
Se hasta {Id}, resulta ser:

{1d} < A5 < S-.
Lo que en términos actuales se explica diciendo que As no tiene subgrupos normales

propios.
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Calculando los 6rdenes se tiene que:

0(Ss) = 5! = 120..

0(4s) = 60..
o({ld}) = 1.
Ahora, los indices son 0(35) = 2 Que €S un ndmero primo, pero 0(4s) =60 noes
0(4s) o({1d})

primo! por tanto falla la condicion establecida por Galois, lo cual implica que la ecuacion
general de quinto grado no se puede resolver por radicales, este resultado esta intimamente
ligado con el criterio que finalmente presenta Abel donde mostraba una igualdad que en
uno de sus lados podia tomar 5 valores distintos mientras que el otro lado podia tomar 120
valores distintos .

En términos generales, dado que A, con n > 5 no tiene subgrupos normales propios, la

cadena de descomposicion para la ecuacion general de grado n es:
{1d}<A,<S,.
Ahora, dado que el total de elementos que se puede formar con A, =”;! , el indice

0(An)
o({rd})

nunca es primo, lo cual implica la no solubilidad de S,,.
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4.4 Hacia la constitucion del concepto de grupo

En la historia de las matematicas se documenta ampliamente que el trabajo de Galois no
fue entendido por sus contemporaneos, pero se pueden contar entre quienes continuaron su
obra a los matematicos franceses Joseph Liouville (1809 - 1882) y Charles
Hermite (1822 - 1901); Joseph Alfred Serret (1819 - 1885), alumno de Liouville publicé
apartes de la obra de Galois en un capitulo, entre otros, en su texto Cours d'Algebre
supérieure. Es solo veinte afios después (1852) de la muerte de Galois que Enrico
Betti (1823 —1892) presenta un texto dedicado a la obra de Galois en forma detallada.
Luego es Marie E. Camille Jordan (1838 - 1922), en 1870, quien publica un tratado que
marca la emergencia de la teoria de grupos y la teoria de Galois como focos de
investigacion para los matematicos, consolidandose asi la teoria de grupos como uno de los
ejes fundamentales para lo que hoy se conoce como el dlgebra moderna.

La teoria de Galois marca lo que puede llamarse un punto de inflexion en el camino
hacia la constitucién final del concepto de grupo, se mostrard en este ultimo capitulo la

justificacion de esta aseveracion.

4.4.1 Polinomios simétricos: Grupos de permutaciones

Es precisamente con el hallazgo de Cardano y Ferrari que se retoma la importancia de

los polinomios simétricos porque con el algoritmo presentado por ellos; se prueba, de
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manera formal, la relacidn existente entre las raices de la ecuacién y sus coeficientes en el
caso de las ecuaciones de grado tres y cuatro.

La relacion existente entre los coeficientes de una ecuacion de grado n y sus raices se da
en términos de polinomios simétricos; es natural, entonces que los matematicos sucesores
de Cardano los involucraran dentro de sus intereses de investigacion. Sin embargo, al
principio no hubo una linea de investigacion en esta direccion. Los trabajos se hacian de
manera independiente y sin interconexion. Es el caso de los trabajos de Vieta, Harriot,
Girard, Newton, entre otros. Es con Lagrange que se da un giro en la investigacion de los
polinomios simétricos que apunta hacia el concepto de grupo, gracias al estudio de las
sustituciones que se pueden realizar dentro de un polinomio simétrico lo que resulta ser en
la actualidad el grupo de permutaciones de n elementos S,,. El estudio de las permutaciones,
como nocion matemaética independiente es abordado ampliamente por Augustin Louis
Cauchy (11789 - 1857) a quien se le debe la notacion y muchos de los resultados
actualmente vigentes, como también a Abel y a Galois, sus contemporaneos usan resultados
suyos sobre permutaciones para realizar sus influyentes aportes alrededor de la teoria de
ecuaciones los cuales ya hemos mencionado, es Galois quien usa el término de Grupo
asociado a una ecuacion y que resulta a la luz de la terminologia actual el Grupo de

Permutaciones.
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4.4.2 Raices de la unidad: Grupo Abeliano

Las raices de la unidad representaban un conjunto con unas caracteristicas especiales
que conocian los matematicos antes y después de Cardano, pero debido a que los nimeros
negativos, y en consecuencia los numeros complejos, no eran aceptados como ndmeros, y
mucho menos como raices validas de una ecuacion, se dejaron a un lado. Es s6lo hasta la
época de Gauss donde los nimeros complejos empiezan a tener sentido entre los
matematicos.

Gauss da ejemplos de distintos conjuntos que cumplen unas propiedades comunes como
es el caso de los enteros médulo n con la suma; los enteros que son primos relativos con n,
modulo n, con la multiplicacion; las clases de equivalencia de formas cuadraticas binarias,
y las raices n-ésimas de la unidad; de este ultimo conjunto, a lo largo de este trabajo, se ha

visto el papel crucial que le hacen jugar Lagrange y Abel en sus trabajos.

4.4.3 El concepto de grupo como el papel unificador entre el adlgebra y la geometria.

Aunque la obra de Jordan tuvo gran importancia en el desarrollo de la teoria de grupos,
su trabajo fue rebasado por el matematico aleman Felix Christian Klein (1849 -1925) vy el
matematico noruego Marius Sophus Lie (1842-1899), quienes en 1871 publicaron el
articulo titulado Ueber diejenigen ebenen curven, welche durch ein geschlossenes system
von einfach unendlich vielen vertauschbaren transformationen in sich ubergehen en la

revista cientifica alemana Mathematische Annalen, en donde presentan la generalidad del
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concepto de grupo, no como los grupos de permutaciones de Jordan, Cauchy y Galois, sino
como grupos de transformaciones.

Hacia 1872 Klein presenta una famosa conferencia de admision al cuerpo profesoral de
la Universidad de Erlangen. En su discurso, Klein presentd una nueva mirada al concepto
de grupo. Klein clasifica las geometrias (euclidianas y no-euclidianas) como el estudio de
invariantes bajo varios grupos de transformaciones, pero ademas introduce varios grupos y
sus geometrias asociadas; a partir de ello argumenta que el concepto de grupo tiene un
papel unificador entre el algebra y la geometria. Este hecho ocupa la atenciéon de Klein
(1842-1899) quien durante casi toda su vida de productividad matematica se encargo de
desarrollarlo, aplicarlo y popularizarlo.

Como bien se documenta en (Davila Rascon, 2003), hacia 1873 Klein establece que los
grupos deben cumplir que si dos transformaciones A y B pertenecen al grupo, entonces su
producto AB también es un elemento del grupo; en este caso, el producto es composicién
de funciones, esta corresponde a la propiedad clausurativa y ademas, el producto también
requiere que el inverso de cada elemento pertenezca al grupo, lo que quiere decir que si A
es un transformacion del grupo, entonces A1, la transformacion inversa de A , también
debe pertenecer al grupo.

Para ilustrar de manera muy simple ese papel unificador y las propiedades de las que

habla Klein, se presenta el siguiente ejemplo desde una notaciéon moderna:
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El grupo S5 se puede ver desde una interpretacion geométrica como todas las rotaciones
y reflexiones que se le pueden hacer a un triangulo equilatero, si se tiene el triangulo

equilatero, cuyos vértices se denominan 1, 2, 3 y sus bisectrices L, L, y Ls:

L2

L3

Se describen a continuacion las simetrias de este triangulo:
R,: Rotacion de 0 ° correspondiente a la permutacién idéntica en los veértices.

R;: Rotacién de 120° en sentido positivo, alrededor del centro:

LN

Esta rotacion puede representarse como:

G 12

L2
/N
1]
L3
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R,: Rotacion de 240° en sentido positivo, alrededor del centro:

/\ ]
LN

Esta rotacion puede representarse como:

G35

L,: Reflexion con respecto a la bisectriz L, :

1
L3

L2

/\u

o

L3

Esta reflexion puede representarse como:
(1 2 3)
1 3 2/°

L,: Reflexién con respecto a L, :

L3
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Esta reflexién puede representarse como:

Ls: Reflexion con respecto a L :

G 21

Esta reflexién puede representarse como:

G 13

Es importante observar que al aplicar una operacion (composicién) entre dos de las

).

/\ B
LN

L3

simetrias arbitrariamente esto da lugar a una tercera simetria, lo que permite definir que el

conjunto de simetrias es cerrado bajo la composicion de simetrias, observe algunos

ejemplos:

RyoL, = (é

LyoLs = (é

N

NN

N W
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A continuacion se muestran todas las composiciones posibles que se pueden hacer entre

las simetrias:

Tabla 1: Simetrias del triangulo equilatero.

Se puede encontrar que el conjunto de las simetrias del triangulo equilatero tiene un
elemento neutro bajo la operacion de composicion (R,) y ademas como se puede observar
en la tabla cada simetria tiene una inversa, luego se concluye que el conjunto de simetrias
del triangulo equilatero con la operacion de composicion tiene estructura de grupo,
actualmente se le denomina “grupo de simetrias del tridangulo”

En la basqueda de la constitucion del concepto de grupo se llega a una primera
definicion de grupo de forma abstracta con Arthur Cayley (1821-1895),
un matematico britanico conocido como uno de los matematicos mas prolificos de la

historia. En 1854 escribi6 un articulo titulado Sobre la teoria de grupos que dependen de la
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ecuacién simbolica 6™ = 1, en el que se encuentra la primera definicion abstracta de un

grupo:

Un conjunto de simbolos 1,a,f,...todos ellos diferentes, y tal que el
producto de cualesquiera dos de ellos (no importa en qué orden), o el
producto de cualquiera de ellos consigo mismo, pertenece al conjunto, se

dice ser un grupo (Davila Rascén, 2003, pag. 75).

A pesar del prestigio con el que contaba Cayley, fue solo hasta finales del siglo XI1X que

su definicion de grupo logra llamar la atencion de los matematicos hacia este tema.

4.4.4 Una caracteristica fundamental del algebra

La historia primitiva muestra que el hombre después de tener alguna familiaridad con el
proceso de contar, el siguiente paso fue el de calcular, es a partir de esto que se podria decir
que uno de los conceptos matematicos mas primitivas es el de operar, al que también se le
puede llamar ley de la composicion.

Esta relacion entre los objetos y la operacion ha sufrido a lo largo de la historia una serie
de transformaciones, tal como se ha documentado en los capitulos anteriores, como es el
caso de las magnitudes. Tomando en particular el universo de los segmentos Euclides
define una operacion (suma) entre ellos y a partir de esto, establece unas propiedades que
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cumple; se va evidenciando que a medida de que diferentes matematicos trabajan en esto, el
conjunto se va dotando de operaciones y de propiedades hasta el punto en que actualmente
los segmentos se pueden operar y tiene una orientacion que les permite llamarlo vectores en
algunos momentos.

Otro ejemplo que esta documentado en este trabajo es el del universo de los nimeros. En
el primer capitulo se mostré que Euclides definié unas operaciones, las cuales, desde una

mirada actual, conforman una estructura algebraica (N,+,-,<). Con Diofanto se encuentra

una nueva propiedad que caracteriza este conjunto, la propiedad uniforme; pero ademas
define una nueva relacién entre los objetos, en este caso cantidades numeéricas, a partir de la
multiplicacion: el neutro y, de manera implicita, el opuesto; este Ultimo trae consigo un
asomo de los nimeros negativos. Asi a lo largo de la historia se va viendo que este universo
numérico se va dotando de mas estructura, dado que al ampliar el campo de operaciones
van ganando propiedades Yy se va ampliando el dominio, hasta el punto que actualmente
hay una rama de las matematicas que se encarga de estudiarlas.

El concepto de grupo tiene una caracteristica principal, pues se define como un conjunto
de elementos que cumplen unas propiedades bajo una operacion dada: el conjunto es
cerrado bajo la operacion. El conjunto contiene un modulo, con respecto a la operacion;
para todo elemento del conjunto debe haber otro elemento tal que al operarlos dé como
resultado la identidad, en otras palabras cada elemento del conjunto tienen un elemento
inverso, que también pertenece al conjunto, bajo la operacidon. Ahora se podria formular la
pregunta ¢;de qué naturaleza son los elementos del conjunto? Los elementos del conjunto

pueden ser nimeros, objetos geométricos (puntos, segmentos, triangulos, cuadrados, etc.),
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transformaciones (en algebra o en geometria) o, en general, cualquier conjunto de objetos
que satisfagan las propiedades a partir de la operacién definida. En otras palabras, la
naturaleza de los objetos no interesa en la formacion de un grupo. Este hecho hace que la
teoria de grupos requiera de un grado de abstraccion mayor, al no considerar la naturaleza
de los elementos, sino las leyes de operatividad que se pueden realizar entre estos y las
propiedades que cumplen.

La ley de composicién le marco siempre un rumbo al algebra; con la emergencia de un
nuevo objeto algebraico como es el de grupo y su consolidacion en la comunidad
matematica; gracias a las aplicaciones conseguidas por Galois en un tema de maximo
interés para los matematicos durante toda la historia precedente, como era el de la teoria
de ecuaciones. Era de esperarse que surgieran las preguntas: ;cuales son los grupos mas
simples?, ;como se podian obtener nuevos grupos a partir de los ya conocidos? Entre otras.
El estudio de las ecuaciones deberia darle paso al de las estructuras algebraicas. Esto da
lugar a que en el siglo XX se consoliden formalmente estructuras como la de anillos,
ideales, campo y extensiones entre otras.

En nuestra direccion de analisis debemos resaltar que aunque el concepto de grupo de
manera formal se le haya atribuido a Cayley en la mitad del siglo XIX y el de campo a
Heinrich Weber (1842 - 1913) en 1893, en su articulo “fundamentacion general de la teoria
de las ecuaciones de Galois” \Weber presenta de nuevo la definicion de grupo formalmente
y le suma la de Campo, ambas en términos muy cercanos a los actuales y aunque el mismo

Weber sefiala:
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La teoria se presenta aqui como una consecuencia inmediata del concepto de
campo, que no es sino una extension del concepto de grupo, visto como una
ley formal, independiente del significado numérico de los elementos
relacionados...Asi, la teoria aparece como un formalismo absoluto, el cual
cobra vida y contenido, sélo al otorgarsele a los elementos valores

numéricos. (Corry, 2009, pag. 5).

El interés de los matematicos no se desvia hacia el estudio de las estructuras, parece ser
que estos resultados se toman como marginales y por mas de 30 afios estos conceptos son
utilizados como elementos utilitarios dentro de la teoria de ecuaciones, quien aun
reclamaba su estatus de foco de interés en investigacion que conservaba por muchos siglos,
este hallazgo en nuestro analisis nos da nuevas herramientas para caracterizar el obstaculo
epistemoldgico que ha sido llamado el paradigma de la solucidn y que mencionaremos mas
adelante, sumaremos en profundidad estos hechos en un nuevo esfuerzo de investigacion en
esta direccion donde pretendemos profundizar de manera considerable en la teoria de
Galois, foco de interés que desborda los objetivos en este trabajo planteados.

Entrado ya el siglo XX se encuentra una de las mas importantes contribuciones en el
camino hacia la axiomatizacion del algebra abstracta por parte de una de de las mujeres
matematicas mas reconocidas, considerada por muchos como la mujer mas importante en la
historia de las matematicas, Emmy Noether (1882-1935). Inicialmente Emmy se intereso
por el estudio de los idiomas, llegd a ser profesional en esta area, pero nunca ejercié su

carrera; a la edad de 18 afios se empez0 a interesar por el estudio de las matematicas, lo
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cual era todo un reto, pues en aquella época no estaba permitido que las mujeres fueran
alumnas en las universidades alemanas; poco a poco Emmy fue adquiriendo
reconocimiento por sus habilidades para las matematicas, hasta llegar en 1903 a estudiar en
la Universitat Gottingen, donde impartian cursos Blumenthal, Hilbert, Klein y Minkowsky;
es asi como Emmy Noether fue la segunda mujer en graduarse como doctora de
matematicas en Alemania.

Emmy Noether logré darle un enfoque axiomatico al algebra, este planteamiento de
Emmy fue reconocido por importantes matematicos como Pavel Serguéyevich Aleksandrov

(1896-1982) quien afirmd que:

Fue ella quien nos ensefid a pensar en términos de conceptos algebraicos
generales —homomorfismos, grupos y anillos con operadores, ideales— mas
que en términos de complicados calculos algebraicos.

Ella, por tanto, nos llevd a descubrir principios algebraicos unificadores en
lugares donde previamente éstos habian estado tapados por complicadas
condiciones especificas que la matematica clasica no reconocia como

algebraicos. (Aleksandrov, 1982, pag. 99).

Algunos conceptos modernos como el de anillo, ideal y mddulo sobre un anillo
aparecen, por primera vez, en uno de sus articulos, llamado ideal theory in rings, escrito en
1920. A partir de estos conceptos, Emmy plantea un estilo de matematicas que consiste en

aislar lo que mas se pueda los objetos de las propiedades que cumplen, quedandose
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finalmente con las propiedades que posiblemente las cumplen objetos de distintas
naturalezas; a esta estilo se le denomina begriffliche Mathematik (matematica conceptual),
la cual fue trabajada después por algunos matematicos.

Van Der Waerden (1903-1996) uno de sus alumnos define el planteamiento de Noether

asi:

La maxima por la que se guiaba Emmy Noether a lo largo de su obra podria
ser formulada como sigue: “Cualquier relacion entre numeros, funciones y
operaciones se hace transparente, generalmente aplicable y completamente
productiva sélo si ha sido aislada a partir de objetos particulares y formulada

como conceptos universalmente validos” (Dick, 1981, pag. 101).

Hacia 1930 se publico uno de las primeros textos que presenta las nuevas ideas del
algebra de forma axiomatica, Modern Algebra, escrito por B.L. van der Waerden. Este libro
estd basado en conferencias dadas por su tutora Emmy Noether (1882-1935) y otros
matematicos. Se podria decir que muchas de las ideas de Noether fueron conocidas gracias
a este libro. Modern Algebra marca una nueva etapa en el estudio del algebra, pues hasta
este momento los grandes libros de algebra habian sido producidos por los algebristas
italianos del siglo XVI. Esta obra inicia con los conceptos basicos del algebra abstracta
como lo son grupos, subgrupos, isomorfismos, automorfismos, etc. y va llevando al

aprendiz a estructuras mas complejas como anillos, cuerpos, campos, extensiones infinitas
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de cuerpos; en esta obra quedaron sentados los fundamentos del algebra como también sus

aplicaciones a la geometria, las funciones algebraicas, la topologia, entre otros.
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5. CONCLUSIONES

Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas, sélo
se le revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar
en ella.

Carl Friedrich Gauss

5.1 El uso de las estructuras en la formacion matematica.

La historia ofrece a la ensefianza-aprendizaje una especie de faro donde se puede
observar procesos de emergencia de conceptos, dificultades para ver una realidad proxima,
retrocesos en una linea de construccién teorica y otros fendmenos. Es asi como desde los
hechos alrededor de la teoria de ecuaciones y la linea que conduce al concepto de grupo
como eje central de una disciplina matematica, se avizora una tendencia historica que
remarca la importancia de establecer una estructura conformada por objetos de igual
naturaleza, operaciones entre ellos y una serie de propiedades que estos deben cumplir; es
inicialmente la estructura que envuelve a los segmentos entre si, superficies planas entre si
y cuerpos sélidos entre si, bajo la concepcion de medida euclidiana y es su axiomatica, que
permite hacer matematica con distintas posibilidades de procesos validatorios a través de
méas de veinte siglos. Este hallazgo presta una serie de criterios que llevan a tomar el
espacio y sus propiedades para recrear mecanismos de validacion formal en los diferentes
estadios de formacion matematica, ademas muestra lo acertado de plantear problemas en la

formacién temprana, donde el proceso de medida, comparacion y establecimiento de

147



unidades relativas, jueguen un papel preponderante en los procesos de formacién
matematica.

Sin perder de vista que llegado el momento este ambiente propicio de construccion de
conocimiento pasara a ser un obstaculo para el advenimiento de conceptos como el de
namero complejo. Este faro de observacion ofrecido por la historia, muestra ahora que el
posicionamiento del concepto de nimero complejo se logra muy al interior de los objetos
matematicos, ya que estos tienen su validacion inicial por medio de las relaciones que
existen entre los polinomios simétricos de las raices y los coeficientes de una misma
ecuacion, es decir, historicamente la aceptacion de los nimeros complejos recorre una
trayectoria que va desde la manipulacion de estos, por apariciones inesperadas en la
resolucion de ecuaciones, hasta su representacion geométrica; parece ser que manipular
estas cantidades imaginarias en un contexto completamente matematico, prepara al
aprendiz para aceptar su representacion geométrica, tal y como lo plantea Gauss en su

plano complejo.

5.2 El paradigma de la solucion

Desde el desarrollo de las ecuaciones lineales y cuadraticas con las que trabajaron Al-
Khowarizmi y Diofanto, por citar dos de los matematicos que se mencionaron
anteriormente, se encuentra una busqueda constante por métodos para resolver estas

ecuaciones.
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En esta misma linea, los trabajos de Tartaglia, Cardano y Ferrari tuvieron éxito, pues
lograron encontrar la solucion por medio de radicales de la ecuacién cubica y de cuarto
grado. Todos estos métodos encontrados exitosamente inducen, de manera natural, a los
matematicos a la busqueda de los algoritmos que completen el trabajo de los anteriores, es
decir buscar la solucion, por medio de radicales, para las de quinto grado y de manera
general para resolver cualquier ecuacion de grado n > 5.

Es importante notar que a lo largo de la historia se encuentran resultados que van
ratificando la idea de que existe el método, por medio de radicales, para resolver las
ecuaciones de quinto grado y mayores, por ejemplo, el teorema fundamental del algebra
cuya primera aproximacion fue dada por Descartes y demostrado finalmente por Gauss,
garantiza la existencia de las raices y su naturaleza; otro de los resultados que ratifica esta
idea es haber encontrado para algunas ecuaciones particulares como las de la forma

xP—-—1=0,
a las que se les llama ecuaciones ciclotomicas, que fueron trabajadas y demostradas para
algunos casos por Vandermonde y generalizada por Gauss.

Estos hallazgos y otros que se presentan en la historia conducen a una idea equivocada
de que el método existe y que por lo tanto debe poder encontrarse; desde la linea de la
didactica, este hecho recurrente por mas de dos siglos, se puede caracterizar como un
obstaculo epistemoldgico puesto que se muestra un conocimiento, en este caso los métodos
para solucionar por medio de radicales; que genera la idea de que cualquier ecuacién se
puede solucionar con el método de radicales, es con Lagrange que se da un cambio de

perspectiva, puesto que éste termina admitiendo que sus aproximaciones a la solucion de
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las ecuaciones de quinto grado por medio de la resolvente, le dejan la idea de la
imposibilidad final de hallar el método. Es finalmente Abel, con el mismo enfoque de
Lagrange, quien resuelve el problema para la ecuacion general de quinto grado y mayores.
Es tan fuerte esta idea, que la demostracion de Abel sobre la imposibilidad del método para
solucionar las ecuaciones de grado mayor o igual a cinco fue inicialmente rechazada por
matematicos tan reconocidos como Gauss, quien se refirié a ésta como una monstruosidad.

El resultado de Abel se convierte en un hecho relevante para las matematicas, dado que
esta era la primera vez en la historia que se aceptaba la imposibilidad de resolver un
problema; es asi como a partir de este cambio de perspectiva influencia la comunidad
matematica, que hasta este momento, tenian la creencia de que cuando un problema no se
sabia resolver era porque carecian de los métodos apropiados, pero que éstos existian, y que
en algin momento se llegaria al hallazgo de ellos y si no era asi, solo cabia la explicacion
de que el problema estaba mal planteado.

Desde una mirada de la filosofia de las matematicas, el hecho de que los matematicos
creian que el método existe pero que no se tienen este obstaculo epistemoldgico se puede
relacionar con la concepcion platénica que afirma que los objetos matematicos no son
invenciones humanas sino que existen por si mismos, es decir no son producto de la mente
humana sino que son verdades preexistentes que habitan en un mundo distante de la
condicion humana, el mundo de la ideas, nucleo de la filosofia platonica y caracterizado en
muchos de sus dialogos. En nuestro caso, lo platonico tiene cabida en el sentido de que los
matematicos no dudaban de la existencia de la solucion, la cual reposaba en un mundo

intangible. El problema era encontrar el camino que permitiera “descubrir” dicho método.
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5.3 Insistencia en la representacion geométrica

La historia presenta una estrecha relacion entre el desarrollo de las ecuaciones y la
geometria, es precisamente en este hecho que se puede encontrar un obstaculo
epistemologico.

En el primer capitulo se presenta la axiomatica propuesta en la obra de Euclides, la cual
rige la forma de hacer matematicas por mas de 20 siglos, esto se convirtié por mucho
tiempo en el lugar desde donde se validaban los resultados matematicos.

La validacion de procesos que actualmente se conocen como algebraicos, se daba en el
seno de la geometria, esto se puede observar con varios matematicos como Al-Khowarizmi,
Cardano y Descartes.

Al- Khowarizmi establecié unas formas canonicas de ecuaciones y el algoritmo para
solucionar cada una de estas, pero dejo en manos de la geometria la validacion de estos
algoritmos, esto muestra una limitacion en su propuesta, puesto que los algoritmos que no
podia validar geométricamente seguramente no fueron considerados por €l. Asi mismo en
el trabajo de Al-Khowarizmi se encuentran definiciones relacionadas con la parte
comercial, pero al hacer un analisis de estos términos, tesoros, raices del tesoro, dirhams,
todos éstos, aunque son tomados de un ambiente netamente comercial, Ilama la atencion
que Al-Khowarizmi no explord las cantidades negativas, a las que €l por este contexto
podia haberlas llamado deudas. Pero dado que las cantidades estaban asociadas a las

magnitudes, como en Euclides, no habia lugar para las cantidades negativas.
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La no aceptacion de los nimeros negativos, también se puede evidenciar en el trabajo de
Cardano. Después de plantear el método para resolver la ecuacion cubica, Cardano muestra
su desinterés por la solucion por medio de radicales para las ecuaciones de cuarto grado,
cuando afirma que esta tarea se la propuso a su alumno y secretario Ferrari. Se trae a
cuentas la siguiente cita para validar el obstaculo de la insistencia en la representacion

geomeétrica en un hombre que representa toda una época en las matematicas:

La sexta cosa a sefialar [es] que en cuanto el hombre haya llegado a conocer
todos los capitulos [ecuaciones] hasta el relativo al cubo, que son 19
[incluidos, hacemos notar, los de primer y segundo grado], tendra cuanto
basta para cualquier caso algebraico, porque hasta el cubo se encuentra la
gradacion en la Naturaleza: de hecho hay lineas, superficies y cuerpos. Y las
lineas corresponden a la incdgnita lineal, las superficies a los cuadrados y los
cuerpos a los cubos. Por tanto, si sobre éstos hemos dado noticias
suficientes, se conocera todo lo que es necesario. En realidad todo lo que
afiadiremos mas alla, serd por entretenimiento y no por el fruto que pueda
obtenerse del [tal] estudio. Tales capitulos sucesivos no existen
verdaderamente de por si, sino por accidente, si bien existen [férmulas]

generales (Cardano, 1545).

Descartes replantea la relacion entre el algebra y la geometria, en lo que se llama

geometria analitica, alli establece que las curvas pueden ser estudiadas desde su ecuacién o
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desde su representacién, pero dado que no se desprendia del todo del referente geométrico,

Descartes tampoco acepta las cantidades negativas, a las que €l llama falsas:

Ni las verdaderas raices ni las falsas son siempre reales; algunas veces son
solamente imaginarias; esto es, mientras que siempre podemos concebir
tantas raices para cada ecuacion de la forma como ya las he asignado, no
siempre existe una cantidad definida que corresponda a cada raiz asi
concebida. De esta manera, si bien podemos concebir que la ecuacion
x3 —6x%+13x — 10 = 0 tiene tres raices, solamente existe una raiz real,
2, mientras que las otras dos, de cualquier manera que las incrementemos,
disminuyamos, o las multipliquemos de acuerdo con las reglas ya
expresadas, permanecen imaginarias. Traducido de (Descartes, The

Geometry. Book I., 1954, pag. 83).

Una caracteristica importante que se puede encontrar en el trabajo de Cardano y
Descartes es que aunque no aceptaban las cantidades negativas, si operaban con ellas, esto
permite afirmar que la naturaleza de las cantidades, en este caso los nimeros negativos, no
se agota con una representacion simbdlica producto de operarlas, es necesario establecer un

universo donde cohabiten estas cantidades.
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Por ejemplo si se pide resolver la ecuacion:
x+2=0,
se sabe que no tiene solucion en los nimeros naturales, aunque al resolver aplicando
propiedades algebraicas se llega a que:
x=-=2.
Lo que muestra que no es suficiente la representacion simbdlica, en este caso —2, sino

que es necesario conocer la naturaleza de este objeto.
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ANEXOS

Semigrupo: Se define como una estructura algebraica de la forma (A4,*) donde A es un
conjunto y * es una operacion binaria, cerrada y asociativa.

Permutacion: Una funcion 6 , uno a uno, y cuyo dominio y rango son el mismo
conjunto finito X = {x;, x5, ..., x,} €s una permutacion de X o una permutacién de n
elementos.

Grupo: es un conjunto G # @ con las siguientes propiedades:

1. Existe una funcion p: G X G - G tal que, si (a,b) € G X G,p(a, b) se simboliza ab y
se llama el producto de a y b.

2. (ab)c = a(bc), paraa,b,c € G (Asociatividad).

3. Existe un elemento e € G tal que ae = a = ea para todo a € G. (Elemento neutro).

4. Paratodo a € G existe a! € G tal que aa™! = e = a~'a. (Elemento inverso de a).

Grupo abeliano: Si ab = ba para todos a,b € G, G e€s un grupo conmutativo o
abeliano.

Grupo ciclico: Es un grupo que puede ser generado por un solo elemento; es decir, hay
un elemento a del grupo G tal que todo elemento de G puede ser expresado como una
potencia de a.

Grupo Simétrico: El conjunto de las permutaciones de G, se le denomina grupo
simétrico de grado n y se denota como S,,.

Grupo alternante: El grupo de todas las permutaciones pares de S,,, .se le llama grupo
Alternante de grado n y se denota por 4,,
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Subgrupo: Sea G un grupo, H < G, H # @ es un subgrupo de G, Si H forma un grupo
con respecto a la operacion de G.

Subgrupo normal: Sea G un grupo, y H un subgrupo de G. Se dice que H
esnormal en G Si

aH = Ha

Paratodoa € G

Anillo: es un conjunto R # @ con las siguientes propiedades:

1. Existe dos funciones s, p:R X R — R llamadas respectivamente adicién y
multiplicacion. Si (a,b) € R X R,s(a,b) y p(a,b) se simbolizaa+b y aby sellaman
respectivamente la sumay el producto de a y b.

2.(a+b)+c=a+ (b+c), paraa,b,c € R (Asociatividad para la suma).

3.a+b=>b+a,paraa,b, € R. (Conmutatividad)

3. Existe un elemento 0 € R tal que a + 0 =a = 0 + a para todo a € R. (Elemento
neutro aditivo).

4. Paratodo a € R existe —a tal que a + (—a) = 0. (Elemento inverso de a).

5. (ab)c = a(bc), paraa,b,c € R (Asociatividad para la multiplicacion).

6. (a + b)c = ac + bc, para todos a,b,c € R.
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