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Abstract

This research has how aim the modelling of monthly rainfall amount for the automated
meteorological station Melendez subscribed the metrological network CENICANA orga-
nization, which is located in the city of Santiago de Cali. Daily records involved in the
analysis correspond to an observation period of 20 years, ranging from 1 September 1993
to 31 August 2013. For the development of this study positive skewed distributions such
as Gamma, Log-normal and Weibull distributions widely used in the literature to describe
the behavior of wet and dry seasons are used. This pattern is observed in a department
like Valle del Cauca has two dry quarters (December-February and June-Aug) and two
rainy (Mar-May and Sep-Nov).It also proposes the use of the distribution Leak (Loi des
Fuites) as a method to describe the behavior of records considered dry months. The pro-
posed distributions will be adjusted each month of the year, and by goodness of fit criteria
relevant distribution is assigned to describe the behavior of the records in each of the 12
months. Using the Fourier Series is intended to describe the seasonal variation of the
monthly mean and standard deviation, estimated models assigned to each of the months.

Finally the validation of the assumptions of the Fourier series is made.

Keywords:skewed distributions, Fourier Series, Kolmogorov-Smirnov, Criteria BIC, Q-Q

plots, maximum likelthood estimation






Resumen

Este trabajo tiene como objetivo la modelacién de la cantidad de precipitacién mensual
para la estacion Meteorolégica Automatizada de Meléndez suscripta a la red meteorolégica
de la organizacién CENICANA, y la cual se encuentra ubicada en el municipio de Santiago
de Cali. Los registros diarios involucrados en el analisis corresponden a un periodo de
observacién de 20 anos, que van desde el 01 de septiembre 1993 al 31 de agosto de 2013.
Para el desarrollo de este estudio se emplean distribuciones asimétricas positivas como la
Gamma, Log-normal y Weibull, distribuciones ampliamente utilizadas en la literatura para
describir el comportamiento de temporadas himedas como secas. Este patrén es observado
en un departamento como el Valle del Cauca que cuenta con dos trimestres secos (Dic-
Feb y Jun-Ago) y dos lluviosos (Mar-May y Sep-Nov). Se propone ademds el uso de la
distribucién de Fugas (Loi des Fuites) como método para describir el comportamiento de los
registros en meses considerados como secos. Las distribuciones propuestas seran ajustadas
a cada uno los meses de ano, y mediante criterios de bondad de ajuste se asignard la
distribucién pertinente para describir el comportamiento de los registros en cada uno de
los 12 meses del ano. Haciendo uso de las Series de Fourier se pretende describir la variacién
estacional de la media y desviacion estdndar mensual, estimadas en los modelos asignados
a cada uno de los meses. Finalmente se efectiia la validacién de los supuestos de la Serie

de Fourier.

Palabras Claves: Distribuciones Asimetricas, Series de Fourier, Prueba de Kolmogorov-

Smirnov, Criterio BIC, Q-Q plots, estimacion de mdxima verosimilitud






Tabla de Contenido

(1. Introduccionl 1
[I.1. Planteamiento del Problemal . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... 2
[1.2. Objetivos| . . . . . . . e 3
(.3, Justificacionl . . . . . . . ..o 4
(1.4 Antecedentes . . . . . . . . .. 5

2. Marco Teoricol 11
[2.1. Marco Teérico Conceptuall . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 11

11, BElchmal . . .. o0 o 11
[2.1.2. Ciclo hidrologico| . . . . . . . . .. ... ... .o o 11
R13. Definicién deTluvial . . . . . ... ... ... ... . ... .. 12
2.1.4. Medicion delalluvial . . . . . . ... ..o 12
[2.1.5. Zona de Convergencia Intertropical (ZCIT) . . . .. ... ... ... 12
[2.1.6. Fenoémeno del Ninoy dela Nina] . . .. ... ... .. ........ 12
[2.1.7. Régimen de la precipitacion en Colombia] . . . . . ... .. ... .. 13
[2.1.8. Reégimen de la precipitacion en el Valle del Caucal. . . . . . . .. .. 13
2.2. Marco Teorico Fistadisticol . . . . . . . .. .. oo oo 14
[2.2.1. Distribucion de probabilidad| . . . . . ... ... ... ... ... .. 14
[2.2.2. Método de Maxima Verosimilitud (MLE)| . . . ... ... ... ... 16




2.2.3. Distribucién Gammal . . . . . . . . . ... oL 17

¢ P 19

[2.2.5. Distribucion Lognormal| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 21

2.2.6. Distribucién Weibulll . . . . . . . .. o000 23

[2.2.7. Pruebas de Bondad de Ajuste|. . . . . . . .. ... ... ... .. 24

2.2.8. Series de Fourierl . . . . . . .. ... 27

2.2.9. Version rankeada del test de razon de Von-Neumann| . . . . . . . . . 31

3. Metodologial 33
[3.1.  Analisis exploratorio de datos| . . . . . . . ... ... L. 33
13.2.  Ajuste de las distribuciones propuestas|. . . . . . .. ... ... L. 34
|3.3. Pruebas de bondad de ajuste] . . . . . .. ... 0oL 34
13.4. Ajuste de las series de Fourier[. . . . . . . .. ... ... L. 35
4. Resultados| 41
[4.1. Analisis Exploratorio de datos|. . . . . . . .. ... ..o oL, 42
|4.2. Ajuste de las distribuciones propuestas| . . . . . . . . ... ... 44
[4.3. Pruebas de bondad de ajuste| . . . . . .. ... oo 0oL 45
|4.4. Ajuste de las series de Fourier[. . . . . . . ... ... 52
[4.4.1. Validacion de los supuestos de Fourier| . . . . . . . ... .. .. ... 54
6._Conclusiones| 61
|A. Codigo en R project para hallar la funcion de distribucion LDF| 65
IB. Codigo en R project para realizar las estimaciones de maxima verosimi- |
|  litud de los parametros de la distribucion LDEF] 67




Indice de Tablas

|4.1. Estadisticas Descriptivas de la cantidad total de lluvia mensual. Periodo

[ multianual 1993-20131. . . . . . . . . . . .. 42
4.2. Prueba de Independencia Von-Neumann Rankeadal . . . . . . ... ... .. 44
[4.3. Estimacion de parametros por maxima verosimilitud| . . . . . . .. ... .. 44
[4.4. Media (1) y desviacion estandar (o) estimadas| . . . . .. .. ... ... .. 45
[4.5. Valor p de la prueba de Kolmogorov-Smirnov y Criterio de Informacion |

Bayesiano (BIC)| . . . . . ... .. 48
|4.6. Modelos seleccionados para cada uno de los meses| . . . . .. ... ... .. 49
[4.7. Prueba de razon de verosimilitud para el No. de Armoénicos| . . . . . . . .. 52
14.8.  Ajuste del modelo de Fourier para la media mensual estimada). . . . . . . . 53
[4.9. Ajuste del modelo de Fourier para la desviacion estandar mensual estimada] 54
[4.10. Oscilacion de los modelos| . . . . . . ... .o oo 54
|4.11. Resumen test para la prueba de los supuestos del modelo de tourier de la |

[ mediamensual estimadal . . . . ... ... ... oL 56
|4.12. Resumen test para la prueba de los supuestos del modelo de tourier de la |

L desviacion estandar mensual estimadal . . . . . ... ..o 56






Indice de Figuras

[2.1. Tipos de asimetrial . . . . . . . . . . ... 16
[2.2. Ejemplo Q-Q plot para la distribuciéon Normal| . . . . . ... ... ... .. 27
[3.1. Ejemplo Grafica e; vs tiempo. Tomado de Montgomery & Peck (2005)] . . . 37
[3.2. Ejemplo Grafica e; vs y;. Tomado de Montgomery & Peck (2005)[ . . . . . . 38
l4.1. Estaciones meteordlogicas CENICANA | . . . . . .. ... ... ... .... 41
|4.2. Cantidad de precipitacion total mensual . . . . . .. ... ... 43
|4.3. Funcion de Autocorrelacion para la secuencia de precipitacion mensual| . . . 43
|4.4. Histograma precipitacion Sep, Oct, Nov y Dic vs ajuste modelos. Linea |

negra: Loi des fuites; Linea roja: Distribucion Gamma; Linea verde: Distri- |

bucion Lognormal; Linea azul: Distribucion Weibulll . . . . . .. .. .. .. 46
|4.5. Histograma precipitacion Ene, Feb, Mar y Abr vs ajuste modelos. Linea |

negra: Loi des tuites; Linea roja: Distribucion Gamma; Linea verde: Distri- |

bucion Lognormal; Linea azul: Distribucion Weibulll . . . . . .. .. . . .. 47
|4.6. Histograma precipitacion May, Jun, Jul v Ago vs ajuste modelos. Linea |

negra: Loi des tuites; Linea roja: Distribucion Gamma; Linea verde: Distri- |

bucion Lognormal; Linea azul: Distribucion Weibulll . . . . . .. .. .. .. 47
4.7. Q-Q plot Lognormal vs Weibull para el mes de Septiembre] . . . . . . . .. 48
4.8. Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Noviembre| . . . . . . . .. .. 50
[4.9. Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Febrero| . . . . . ... ... .. 50
[4.10. Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Marzo| . . . . .. ... ... .. 51

13



[4.11. Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Agosto] . . . .. ... ... .. 51
|4.12. Periodograma para la media mensual estimadal . . . . . ... ... ... .. 52
[4.13. Periodograma para la desviacion estandar mensual estimadal. . . . . . . . . 53
|4.14. Ajuste de Fourier con dos armonicos para el modelo de media mensual |
estimadal. . . . . .. 59

[4.15. Ajuste de fourier con un armonico para la desviacion estandar mensual |
estimadal. . . . . .. 59

[4.16. Q-Q plot Normal para los errores del modelo de media mensual estimada 57
14.17. Q-Q plot Normal para los errores del modelo de desviacion estandar mensual |
estimadal. . . . ... 57

|4.18. Diagrama de los errores vs valores ajustados para el modelo de media men- |

[ sual estimadal . . . . . . ... L 58
14.19. Diagrama de los errores vs valores ajustados para el modelo de desviacion |
[ estandar mensual estimadal . . . .. ... ... .. oo 58
14.20. Errores a traves del tiempo para el modelo de media mensual estimadal. . . 59

|4.21. Errores a traves del tiempo para el modelo de desviacion estandar mensual

estimadal . . . . . ..




Capitulo 1

Introduccion

La mayoria de actividades econdémicas e ingenieriles en una regiéon pueden estar limitadas
por el agua, principalmente en zonas aridas o semiaridas donde el aporte natural de este re-
curso es irregular o escaso. La evaluacién del recurso hidrico permite una planificacién con
vista a la optimizacion del aprovechamiento del agua y su distribucién entre los diferentes
sectores demandantes: humano, agricola, industrial, medioambiental, etc. (Roldan 1994).
El estudio de procesos naturales relacionados con dicho elemento: flujos de rios, evapo-
racién natural y la precipitacién han sido frecuentemente tematica de investigacién en
trabajos desarrollados por diversas ramas de la ciencia. Cabe destacar el interés que los
investigadores tienen hoy en dia sobre el efecto que puede tener el cambio climatico en
ciclo hidrolégico (Asin 2003).

La hidrologia de una regién depende principalmente del clima, de ahi la necesidad de
conocer los procesos meteorolégicos que lo determinan, entre estos cabe destacar la llu-
via. Colombia por encontrarse ubicada sobre la zona toérrida o intertropical del planeta
Tierra es altamente susceptible de presentar alteraciones climéaticas debido a procesos de

precipitacién, los cuales generan reacciones adversas particularmente en el sector agricola.

El estudio del fenémeno de la precipitacién, considerado como una realizaciéon de un pro-
ceso estocastico involucra el andlisis de dos componentes, cada uno de los cuales requiere
un sub-modelo propio: la ocurrencia de lluvia, representada por una variable binaria y el
segundo enfocado en modelar la cantidad de precipitacién en los dias lluviosos. El pro-
ceso de ocurrencia ha sido ampliamente estudiado haciendo uso de cadenas de Markov,
modelos de renovacién alternativa, ademés de modelos de regresién logistica. Respecto
de la cantidad de precipitacién las técnicas de analisis incluyen el uso de distribuciones
asimétricas positivas como la Log-normal, Weibull, Gamma, Exponencial, etc., ademés de

distribuciones mixtas.



Especificamente, este documento se centra en el segundo componente del proceso de pre-
cipitacion, es decir en la modelacién de la cantidad de lluvia. El trabajo consta de 5

capitulos:

El capitulo 1, trata aspectos como el planteamiento de problema descripto de forma concre-
ta, asi como los diferentes objetivos considerados en el desarrollo del documento. Ademaés
de definir especificamente las razones que llevaron a la implementacién de las metodologias
propuestas para resolver el problema en cuestién. El capitulo 2, denominado Marco Teérico
es dedicado a contextualizacién de términos necesarios para la comprension de fenémeno
objeto de estudio y la descripcion tedrica de las herramientas estadisticas utilizadas en la
modelacién de la cantidad de precipitacién. En el capitulo 3, se describe el procedimien-
to metodolégico propuesto para dar cumplimiento a los objetivos en este trabajo. En el
capitulo 4, se lleva a cabo el ajuste de los modelos planteados para cada uno de los meses
y mediante criterios de bondad de ajuste se selecciona el modelo que mejor describe el
comportamiento de los registros para cada mes del ano. Se utilizan las Series de Fourier
para describir la variacién estacional de la media y desviacién estandar halladas en ca-
da uno de los modelos asignados. Ademas de la verificacion de los supuestos. Finalmente
en el capitulo 5, se describe de forma concreta las conclusiones generadas con base a los

resultados observados en el capitulo 4.

1.1. Planteamiento del Problema

La estimacién y prediccién de la cantidad de precipitacién espacial y temporal es un pro-
blema de importancia fundamental en muchas aplicaciones en la agricultura, la hidrologia
y la ecologia. Su variabilidad repercute, adversa o benéficamente, sobre casi todas las acti-
vidades del quehacer humano y de su conocimiento depende, en buena medida, el éptimo

desarrollo social y econémico del pais (Bernal & et. al 1989).

En las regiones tropicales y subtropicales, la variabilidad de las precipitaciones constituye
un factor limitante muy importante en la produccién de alimentos, generacion de energia
hidroeléctrica, y cuestiones relacionadas con la salud (Sanso & Guenni 2000). La precipi-
tacion se presenta como un componente fundamental del sistema climatico; en momentos
actuales existe un amplio consenso sobre la necesidad de profundizar en el conocimiento
sobre su variabilidad espacial y temporal dentro del contexto de cambio climético global
(Citado por Guenni et al., 2008 de Solomon et al. 2007, p. 996).

A nivel nacional, la caracterizacion de la precipitacién encarna un papel fundamental en
el comportamiento del sistema agricola de nuestro pais, en la dindmica de enfermedades

endémicas como el dengue y la malaria, asi como en la distribucién espacial y la frecuen-
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cia de eventos hidrometeoroldgicos extremos causantes de inundaciones y corrimientos de

tierra.

Este trabajo puede considerarse una herramienta importante para futuros estudios hi-
drolégicos e hidraulicos que requieran el andlisis de datos sobre precipitacién, por ejemplo
proyectos relacionados con la planificacién para el uso de recurso hidrico, planes de orde-
namiento urbano y agricola principalmente para la optimizacién de la disponibilidad de
agua con fines de riego en zonas de estudio, asi como la determinacién de la potencialidad

de sequias climatolégicas en lugares susceptibles (Dorado & et al. 2006).

La modelacién de datos de precipitacion desde una perspectiva estadistica presenta el reto
de hacer frente a una serie de tiempo que es no estacionaria y que ademds posee una
distribucién asimétrica que incluye un punto de masa en 0 (Sanso & Guenni 2000). Para
afrontar dicho inconveniente han sido empleadas diversas técnicas, entre las cuales resaltan
el uso de distribuciones tales como; Exponencial: (Todorovic & Woolhiser 1974); mixta
exponencial: (Smith & Schreiber 1974), (Woolhiser & Pegram 1979), (Woolhiser & Roldan
1986), (Alcaide 1986); gamma: (Ison et al. 1971), (Katz 1977), (Ibanez 1982), (Stern & Coe
1984); uniforme: (Haan et al. 1976), (Roldan 1979); kappa: (Mielke 1971,1973); Weibull:
(Selker & Haith 1990), (Selker et al. 1998).

En este proyecto se hara uso de la distribucién Gamma, Lognormal, Weibull y una de-
nominada “loi des fuites”, las cuales han sido ampliamente usadas para modelar datos
de precipitacién. Esta tltima ha sido aplicada en lugares con climas aridos, semiaridos,
mostrando buenos resultados en el ajuste en comparacion con las tradicionales Gamma,
Weibull, Lognormal, entre otras (Buishand 1977). La idea principal de este trabajo, es
encontrar la mejor distribucién que ajuste a la cantidad de precipitaciéon total mensual

para el periodo de registro 1993 — 2013.

Un factor importante a resaltar es la variacién estacional de la media y desviacién estandar
mensual; debido a la variabilidad climética y la rotacién del planeta sobre sus mismos ejes
(Huynh, Anat & Apichai 1980). Por ende, se hard uso de las Series de Fourier, la cual es
una metodologia que permite describir dicha variacién por medio de la suma de funciones

trigonométricas Senos y Cosenos.

1.2. Objetivos

Objetivo General

Modelar el comportamiento de la cantidad de precipitacién total mensual de la estacién

meteoroldgica Meléndez ubicada en la ciudad de Cali-Colombia para el periodo 1993-2013.
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Objetivos Especificos

= Encontrar las estimaciones de los pardmetros para los modelos haciendo uso del

método de maxima verosimilitud.

» Evaluar la pertinencia de los modelos planteados haciendo uso de pruebas de bondad

de ajuste.

= Encontrar las estimaciones de los coeficientes de la serie de Fourier, los cuales per-

miten describir la variacion estacional de la media y desviacién estandar mensual.

1.3. Justificacién

En la actualidad, el uso de la informacién climéatica es de vital importancia para las activi-
dades econdmicas y culturales de la sociedad, puesto que dichas actividades se encuentran
altamente condicionadas por los fenémenos climatolégicos. La repercusién del fenémeno
climatico de la precipitacion, sobre diversos ambitos del desarrollo humano genera gran
expectativa por su modelacién y pronostico; puesto que conocer el comportamiento de
esta variable permitird de alguna forma establecer estrategias anticipadas que permitan

mitigar los efectos adversos causados por este fenémeno.

El andlisis de la informacién histérica, indica que las alteraciones que se producen en
el régimen de lluvias en Colombia son causadas, en parte, por la variabilidad climatica
interanual, relacionada con el ciclo El Nino, La Nina - Oscilacién del Sur, el cual ha sido
causa de sequias extremas y lluvias extraordinarias en diferentes regiones geogréficas del
planeta (Montealegre & Pabon 2000).

“Colombia, por su localizacién en la Franja Intertropical de Convergencia (FIC) y por
su accidentada fisiografia, es un pais susceptible a catdstrofes y desastres naturales, los
cuales, en un 90 %, estdn asociados a fenémenos hidrometeoroldgicos. El Valle del Cauca
es uno de los departamentos més afectados por su cercania al Océano Pacifico, que es zona
de influencia de fenémenos Océano-Atmosféricos cuasi periédicos, dificiles de comprender,

como el fenémeno ENSO” (Carvajal, Jiménez & Materén 1998).

Las lluvias excesivas del segundo semestre del 2010 dieron lugar a inundaciones, desliza-
mientos y movimientos en masa que ocasionaron desastres de extraordinarias proporciones
en el territorio nacional, en particular en las regiones Caribe y Andina, razén por la cual
el gobierno tuvo que decretar la emergencia invernal en 28 de los 32 departamentos, ex-
ceptuando a San Andrés, Guaviare, Amazonas y Guainia, con la pérdida de 315 vidas
humanas, afectacién a méas de 2 millones de personas y una inversién que supera los

$540.000 millones de pesos para atender la emergencia (Leén 2012).
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Dado que el municipio de Santiago de Cali se encuentra a una altura de 995 msnm, consi-
deraremos que su temperatura promedio anual es igual a los 22,6°C, segtn la informacién
proporcionada por el IDEAM (2012¢). Por otra parte, la clasificacién de Richard Lang
establecida en 1915 utiliza la precipitacién anual en mm y la temperatura media anual en
°C, relacionando dichos pardmetros mediante el cociente entre la precipitaciéon (P) y la
temperatura (T), llamado factor de Lang (P/T'). En base a dicho factor se obtienen seis

clases de climas.

De acuerdo a la informacion anterior y sabiendo que la precipitacién anual para la zona
central del Valle del Cauca varfa entre 1000 y 1500 mm total anual, se tiene que el clima
para dicha zona estaria clasificada entre semiarido y semihtimedo. Debido a esto, se espera
que el comportamiento de los datos sea mas frecuente en cantidades de lluvia cercanas
a cero, y algunas frecuencias correspondientes a cantidades de lluvias mayores, lo cual
corresponde a distribuciones con curva en forma de J. De esta manera se justifica la

utilizacién de las cuatro distribuciones involucradas en esta investigacion.

1.4. Antecedentes

Buishand (1977). Modelé la cantidad de precipitacién para periodos de 30 dias (un mes)
mediante la distribucién gamma y una distribucién denotada “loi des fuites” (LDF). Los
datos usados consisten en registros de precipitacién diaria para Winterswijk y Hoofddorp
en Holanda con periodos de observacion: 1880 — 1970 y 1861 — 1972 respectivamente. Con-
sider6 un dia himedo cuando la precipitacién era mayor a 0.25 mm, la cual correspondia
a la minima cantidad registrada. Las estimaciones de los parametros de las distribuciones
propuestas fueron realizadas por maxima verosimilitud y usando el método de Newton-
Raphson, tomando como valor semilla, las estimaciones de dichos pardmetros encontradas

por el método de los momentos.

Por otra parte, usé la serie finita de Fourier para describir la variacién estacional de los
parametros, estimando los coeficientes de Fourier por minimos cuadrados y probando la

significancia del armdnico mediante la estadistica:

3(A%,+B2)

Bajo el supuesto de independencia y normalidad de los errores, la distribuciéon nula del
estadistico Tp,, es F'(2,11 — 2ng). Si el n-ésimo armonico no es significante, entonces la

prueba es repetida sin tener en cuenta el armonico en cuestion.
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Cabe resaltar que el autor empled el coeficiente de correlacion serial (scc) para verificar
el supuesto de independencia entre cantidades de precipitacién de dias sucesivos, donde

concluyd que no existe evidencia de correlacién serial con un 95 % de confianza.

Finalmente realizé la comparacién de los modelos propuestos mediante la prueba de bon-
dad de ajuste chi-cuadrado, donde concluyo que la distribucién LDF ajusta un poco mejor

que la distribucién gamma, en lugares con climas aridos.

Huynh et al. (1980). Usaron datos diarios de 56 estaciones meteoroldgicas ubicadas en
el Noreste de Tailandia con registros de al menos 20 anos, para modelar la cantidad de
precipitacion para cada uno de los meses del ano. Los autores emplearon la distribucién
“lois des fuites” para tal fin, donde los parametros fueron estimados por el método de los
momentos. Usaron series de Fourier para describir la variacion estacional de los pardmetros,
estimando los coeficientes de Fourier por minimos cuadrados y probaron la significancia

del arménico mediante el cociente:

(1/2)(A% + BR)/6%(vy)

Y mediante el método empirico propuesto por Yevjevich (1972). Aqui v; representa el

armonico.

Por otra parte, compararon el modelo propuesto con la distribucién gamma y la lognor-
mal usando la prueba de Kolmogorv-Smirnov y la media y desviacién estandar mensual
empirica y la obtenida por los modelos. De los resultados obtenidos, encuentran que la
distribucién “lois des fuites” tiene un mejor ajuste en comparacién con la distribucién log-
normal y gamma, particularmente en lugares con climas aridos o en precedencia de varios

meses Secos.

Stern & Coe (1984). Ajustan una cadena de Markov de primer orden con dos estados para
el proceso de ocurrencia y una distribucién gamma para la cantidad de precipitacién en los
dias considerados huimedos. Los autores definieron un dia hiimedo cuando la cantidad de
precipitacién registrada fuera mayor a 0.1 mm, empleando registros de Morogoro, Tanzania
con un periodo de observacién de 1928 a 1981. Las estimaciones de los parametros fueron
realizadas por maxima verosimilitud para periodos de 5 dias (73 periodos a lo largo del
ano) y describiendo la variacién estacional de dichos parametros mediante series de Fourier.
Para estimar los coeficientes de la serie y probar la significancia de los arménicos, ellos

usaron un modelo lineal generalizado con funcién de enlace log, tal como sigue:

p(t) =explAo + > 1y Akcos(%) + Bksen(%)]
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Donde p corresponde a la media de la distribucién gamma. El uso del modelo lineal
generalizado es justificado debido al incumplimiento de la normalidad y varianza constante

de los errores en los modelos de regresién simple.

Para determinar la significancia de los armonicos, los autores compararon la devianza de
cada uno de los modelos incrementando el nimero de armoénicos ajustados, mediante un

analisis analogo al andlisis de varianza usado con datos normales.

Ellos encontraron que tres arménicos son requeridos para describir la variacién estacional
de la media de la distribuciéon gamma. Finalmente concluyeron que el modelo tanto de
ocurrencia como de cantidad de precipitacién enfocados como un modelo lineal generali-
zado tiene un buen ajuste a los datos de Morogoro, Tanzania. Resultados similares fueron

obtenidos en Coe & Stern (1982), donde usaron registros de Zinder y Niger.

Roldén (1994). El autor en su trabajo “Tendencias actuales en el modelado de la precipi-
tacion diaria” efectiia una revision de publicaciones realizadas por diversos autores sobre
la modelacion y anélisis de la precipitacién, lo anterior con el objetivo de identificar las
técnicas mas usadas para estudiar el comportamiento de dicha variable, dado que la ma-
yoria de actividades econdémicas se encuentran limitadas por aspectos relacionados con la
lluvia. Roldan afirman segun estudios de Foufoula-Georgakalos & Georgakakos (1991) se
deben establecer modelos de precipitacién diaria basados en la metodologia estocéastica,
diversos autores en trabajos posteriores concluyen que los procesos estocédsticos describen

tanto la ocurrencia como también la estructura de la cantidad de precipitacién.

El autor efecttiia ademds un analisis de la calidad de los datos recabados citando estudios
como los de Woolhiser & Roldan (1986) y Woolhiser (1992) donde se identifican algunos
factores que pueden incidir en la toma adecuada de los datos, tales como: la situacién de
la estacién meteoroldgica, el tiempo de observacién y los errores metodolégicos de lectura

de los datos.

Respecto de la modelacion estocastica de la precipitacién diaria, Roldan describe el proceso

de precipitacion mediante una secuencia de dos variables aleatorias:

{(Xy,Yy); t=1,2,...}

Donde X; es una variable que representa el estado del proceso en el tiempo t. Su valor
es igual a unidad si la lluvia es igual o mayor que un umbral 7"y a 0 en caso contrario.
Y, es una variable continua que representa la cantidad de lluvia en el dia. Umbral para

distinguir entre un dia seco y uno lluvioso.



Dado que el proceso de precipitacién se describe en términos de la ocurrencia y la canti-
dad de lluvia. La estimacion de los pardmetros se llevd a cabo mediante la estimacion de
méxima verosimilitud para periodos de 14 dias (26 periodos a lo largo del ano), y usando
series de Fourier para describir la variacién estacional de los pardmetros. Los coeficien-
tes de Fourier también fueron estimados por méxima verosimilitud, usando procesos de
optimizacién multivariados, tomando como valores semilla, las estimaciones por minimos
cuadrados de dichos coeficientes. Para probar la significancia de los armédnicos, el autor

empled el test de razén de verosimilitud, encontrando tres arménicos significativos.

Finalmente, el autor concluye en su documento que los modelos de lluvia que describen la
ocurrencia mediante una cadena de Markov de primer orden y la cantidad de precipitacién
a través de una distribucién mixta exponencial, usando series de Fourier finitas para la
variabilidad estacional con coeficientes estimados por técnicas de maxima verosimilitud,

proporcionan una suficiente aproximacién en una gran variedad de climas.

Selker, Duan & Grant (1998). Evaluaron la funcién de densidad de probabilidad para la
precipitacién diaria en el noroeste del pacifico en Estados Unidos. Para ello hicieron uso
de tres distribuciones cominmente usadas para tal fin, tales como, la distribuciéon weibull,

la gamma y la kappa.

Los autores emplearon los datos de precipitacién diaria registrados por 99 estaciones me-
teorolégicas a lo largo del noroeste del pacifico, con registros de mas de 40 anos. Ademads
dividieron el registro histérico en periodos mensuales, con el fin de seleccionar para ca-
da mes la distribuciéon con mejor ajuste, usando la prueba chi-cuadrado y el diagrama de
razon de los L-momentos. Finalmente encontraron que la distribucién weibull tuvo el mejor
ajuste para la mayoria de los meses, debido a sus grandes propiedades tales como, inver-
tibilidad, integrabilidad, y estimaciones cercanas a los momentos probabilisticos; ademaés
de su flexibilidad y maleabilidad.

Suhaila & Jemain (2007b). Presentan un estudio estadistico de la precipitacién, en la
cual se compara diferentes tipos de distribucién normal transformada que describen la
distribucién de la cantidad de lluvia en Malasia, considerando un periodo multi-afio (21
a 35 anos). Las distribuciones lognormal, normal asimétrica y la mixta lognormal fueron
propuestas y probadas para identificar el modelo éptimo para la cantidad de precipitacién
diaria en distintas estaciones pluviométricas ubicadas en diversos lugares de Malasia. Las
estimaciones de los parametros para las distribuciones propuestas se realizaron por el
método de maxima verosimilitud y empleando el algoritmo de Newton-Raphson. Por otra
parte, para determinar el mejor modelo, los autores hicieron uso de pruebas de bondad
de ajuste, especificamente las pruebas de Kolmogorv-Smirnov, Cramér-von Mises y la de
Anderson-Darling, ademéas de utilizar unas pruebas de bondad de ajuste m&s potentes

que las tradicionales propuestas por Zhang (2002) y Zhang & Wu (2005). Finalmente, los
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autores concluyeron que la mixta lognormal fue el modelo més apropiado para describir

la cantidad de lluvia en la Malasia.

Liu et al. (2011). Modelan tanto la ocurrencia como la cantidad de precipitacién diaria,
usando datos recolectados en 10 estaciones ubicadas en la cuenca del rio Yishu, para un
periodo de observacién de 46 anos (1962 a 2007). Con respecto a la modelacién de la
ocurrencia de lluvia, los autores utilizan cadenas de Markov de primer orden, mientras
que para la cantidad de precipitacién en los dias himedos (consideraron un dia hiimedo
cuando la cantidad de precipitacién era mayor a 0.25 mm), plantean 4 modelos: La dis-
tribuciones exponencial, gamma, lognormal, y por iltimo, la mezcla de dos distribuciones
exponencial (mixta exponencial). Los pardmetros de estos modelos fueron estimados para
cada uno de los meses del anio, empleando técnicas de maxima verosimilitud, desarrolladas
con algoritmos genéticos, y mediante Series de Fourier para describir la variacién estacio-
nal de los pardmetros. Por otra parte, para la comparacién de los modelos propuestos a la
cantidad de lluvia, los autores hacen uso del criterio de informacién Bayesiano (BIC), y
la estimacion de la varianza mensual de precipitacién, en donde finalmente concluyen que
las distribuciones lognormal y mixta exponencial ajustan de mejor manera a los datos de

la cantidad de lluvia, en comparacion con las distribuciones gamma y exponencial.
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Capitulo 2

Marco Teorico

La modelacién de la cantidad de precipitaciéon diaria requiere contextualizar ciertas de-
finiciones y teorias estadisticas necesarias para abordar el proceso de andlisis de dicha

variable.

2.1. Marco Teérico Conceptual

2.1.1. El clima

El clima es el conjunto fluctuante de las condiciones atmosféricas, caracterizado por los
estados y evoluciones del estado del tiempo, durante un periodo de tiempo y en un lugar o
region dada, y controlado por los denominados factores forzantes, factores determinantes
y por la interaccién entre los diferentes componentes del denominado sistema climatico

(atmdsfera, hidrosfera, litosfera, criésfera, biosfera y antropdsfera) (IDEAM 2012b).

2.1.2. Ciclo hidrolégico

El ciclo hidrolégico estd gobernado por los siguientes procesos naturales que ocurren de

manera continua:

El sol calienta las aguas de la superficie terrestre, una cantidad del vapor de agua pro-
ducido es enviado a la atmosfera mediante corrientes de aire ascendentes. El vapor se
condensa en forma de nubes a medida que las temperaturas descienden, esto desencadena
la precipitacién de agua en forma de lluvia o nieve sobre la superficie terrestre. La parte

del agua que escurre a lo largo de las laderas puede ser interceptada por las depresiones
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naturales del terreno, en donde se evapora o infiltra; o, por dltimo, se mueve a través de
los drenajes naturales de la cuenca y forma el flujo superficial. Estos tres flujos superfi-
cial, subsuperficial y subterraneo conforman la escorrentia, que integra los cauces de las
corrientes, alimenta los diferentes almacenamientos y drena finalmente al mar, donde el
ciclo se renueva (SIAC 2013).

2.1.3. Definicion de lluvia

Fenomeno atmosférico consistente en una precipitacién acuosa en forma de gotas liquidas,
cuyo didmetro se halla generalmente comprendido entre 0,5 y 7 mm, y que caen a una
velocidad del orden de los 3 m/s (IDEAM 2012¢).

2.1.4. Medicién de la lluvia

El volumen de lluvia se mide en milimetros. Un milimetro equivale a un litro de agua
por metro cuadrado. Los dos principales aparatos de medicién de la precipitacion son el
pluviémetro y el pluviégrafo. El primero mide el volumen total de lluvia caida durante
el dia meteorolégico (7 A.M. a 7 A.M. del dia siguiente). El segundo es un aparato de
registro continuo que permite determinar la intensidad de la precipitacién en un intervalo
de tiempo dado (IDEAM 2012¢).

2.1.5. Zona de Convergencia Intertropical (ZCIT)

Es una franja de bajas presiones ubicada en la zona ecuatorial, en esta confluyen los
vientos alisios del sureste y del noreste. Debido a las altas temperaturas las masas de
aire son forzadas a ascender originando abundante nubosidad y fuertes precipitaciones,
algunas acompanadas de descargas eléctricas. La ZCIT no es uniforme ni continua, se
puede interrumpir y su grosor variar de un sitio a otro, también su comportamiento en
zonas maritimas y continentales. (Citado por Gémez & Hernandez (2013) de Pabén et al.
(1998))

2.1.6. Fenomeno del Nino y de la Nina

El ciclo conocido como “el Nifio” y su fase opuesta “la Nina” son la causa de la mayor
senal de variabilidad climatica en la franja tropical del océano Pacifico, en la escala in-
teranual. Son las componentes ocednicas del ENOS (Oscilacién del Sur) que corresponde

a la aparicién, de tiempo en tiempo, de aguas superficiales relativamente més cédlidas (El
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Nino) o mas frias (La Nina) por lo normal en el Pacifico tropical central y oriental, frente
a las costas del norte de Pertd, Ecuador y sur de Colombia (SIAC 2013).

2.1.7. Régimen de la precipitacién en Colombia

El patrén de la lluvia total anual en el pais puede esquematizarse en la siguiente forma
(IDEAM 2012¢):

» Las menores lluvias se presentan en la Alta Guajira con totales de 500 mm y menos;
los nicleos maximos se han registrado en la regiéon Pacifica con totales anuales de
méas de 10000 mm.

» La region Caribe registra lluvias entre 500 y 2000 mm con un gradiente muy definido

en direccion Sur.

s Laregion Andina posee una gran diversidad pluviométrica, con lluvias relativamente
escasas (hasta 2000 mm) a lo largo de la Cordillera Oriental y en los valles del Alto
Magdalena y Alto Cauca y ntcleos méaximos (de 3000 a 5000 mm) en las cuencas
del Medio Magdalena y Medio Cauca.

= FEn la Orinoquia generalmente predominan las lluvias altas de 2000 a 3000 mm en su
parte central y Oriental, aun cuando hacia el piedemonte pueden observarse hasta
6000 mm y por el contrario en el extremo Norte de Arauca las lluvias pueden ser

menores de 1500 mm.

s La mayor parte de la Amazonia recibe entre 3000 y 4500 mm por ano, mientras que

en la regién Pacifica se reciben entre 3000 y 12000 mm.

2.1.8. Régimen de la precipitacién en el Valle del Cauca

En el departamento del Valle del Cauca se presenta una distribucién de lluvias de tipo
bimodal, con dos periodos hiimedos o lluviosos (Marzo a Mayo y Septiembre a Noviembre)
y dos perfodos secos y/o de lluvias moderadas (Diciembre a Febrero y Junio a Agosto).

Este régimen es caracteristico de la Zona de Convergencia Intertropical (ZCIT).

= En la vertiente del Pacifico de la Cordillera Occidental la precipitacién media anual
puede fluctuar entre 4000 mm en la parte baja y unos 2500 en la parte alta, excep-
tuando el valle alto y medio del Rio Dagua, con una precipitaciéon media inferior a

2000 mm (debido al efecto abrigo).
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= La vertiente oriental o interior de la Cordillera Occidental presenta una precipitacién

media que puede oscilar entre 1500 y 2000 mm anuales.

= La parte plana del valle del Rio Cauca presenta una precipitacién media anual inferior
a los 1500 mm, debido a que buena parte de las nubes que logran pasar la Cordillera
Occidental son arrastradas por los vientos occidentales hacia la Cordillera Central o

posiblemente son disipadas por el calor del fondo del valle.

= En la Cordillera Central la precipitacién media anual es ligeramente superior a los
1500 mm entre los 1800 msnm y los 3500 msnm de altitud. En las partes mas elevadas,
por encima de los 3500 msnm, la precipitacién se reduce gradualmente hasta unos

1000 mm anuales.

2.2. Marco Teédrico Estadistico

A continuacién se describirdn los métodos que seran empleados en la modelacién de la

cantidad de precipitacién diaria en el Valle del Cauca.

2.2.1. Distribucién de probabilidad
La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria, es una funciéon que asigna a
cada suceso definido sobre la variable, la probabilidad de que dicho suceso ocurra. Esta se

encuentra completamente especificada por la funciéon de distribucién, cuyo valor en cada

real x es la probabilidad de que la variable aleatoria sea menor o igual que x.

Dada una variable aleatoria X, su funcién de distribucién, Fx(z) es (Maronna 1995):

Fx(z)=P(X <x)

Distribucion de variable continua

Una variable X tiene distribucion absolutamente continua si existe una funciéon fx : R —
R, (llamada densidad de X) tal que (Maronna 1995):

P(XeA)= [, fx(x)de YACR

En particular, tomando A = (a, b], resulta para todo intervalo:
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Pla< X <b)= ff fx(x)dx
Si se hace a = —oo queda

Fx(x) = ffooo fx(t)dt Vaz;
y por lo tanto

ffooo fx(z)de =1

Aplicando a Fx(x) el Teorema Fundamental del Célculo Integral, se obtiene que para una
distribucién absolutamente continua, Fx(x) es una funcién continua para todo z, y su

derivada es fx(x) en todos los z donde fx es continua.

Entre las distribuciones de variable continua se encuentran: Distribucién Gamma,Distribucién
Lognormal, Distribucién Weibull, Distribucién Normal, Distribucién t de Student, Distri-

bucién Exponencial,entre otras.

Asimetria

La asimetria es una medida de forma de una distribucién que permite identificar y describir
la manera como los datos tiende a reunirse de acuerdo con la frecuencia con que se hallen
dentro de la distribucién. Permite identificar las caracteristicas de la distribucion de datos
sin necesidad de generar el gréfico. La asimetria presenta las siguientes formas (Joanest &
Gill 1998):

» Asimetria negativa o a la izquierda: Se da cuando en una distribucién la minoria
de los datos esta en la parte izquierda de la media. Este tipo de distribucion presenta
un alargamiento o sesgo hacia la izquierda, es decir, la distribucién de los datos tiene

a la izquierda una cola mas larga que a la derecha.

» Simétrica: Se da cuando en una distribucién se distribuyen aproximadamente la

misma cantidad de los datos a ambos lados de la media aritmética.

= Asimetria positiva o a la derecha: Se da cuando en una distribucién la minoria
de los datos estd en la parte derecha de la media aritmética. Este tipo de distribucion
presenta un alargamiento o sesgo hacia la derecha, es decir, la distribucién de los

datos tiene a la derecha una cola més larga que a la izquierda.
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Figura 2.1: Tipos de asimetria
Asimetria Negativa Simétrica Asimetria positiva

|
=
»l

Definicion. Sea {x;} una muestra de n observaciones, y p, o? denotan la media y

varianza de {z;}. Los momentos centrales m; son definidos por (Joanest & Gill 1998):

=
w

)

= "3/

=
N

Mientras que la asimetria muestral se calcula como:

skew = 3 = Yndin(z—7) (2.1)

7”113/2 o (1/nd>0 (v — 7)2)3/2

2.2.2. Método de Maxima Verosimilitud (MLE)

De acuerdo con Gujarati (2001), un método de estimacién puntual, con algunas propie-
dades tedricamente mas fuertes que las del método de minimos cuadrados ordinarios, es
el método de Maxima Verosimilitud (MV), también conocido como método de “razén de
varianza minima”. La evaluacién por el método de méxima verosimilitud procura encon-
trar los valores més probables para un conjunto de datos, maximizando el valor de lo que

se conoce como funcion de verosimilitud.

Supdénga que se tiene una muestra x1,xs,...,2, de n observaciones independientes ex-
traidas de una funcién de distribucién desconocida con funcién de densidad fy(.). Se sabe,
sin embargo, que fy pertenece a una familia de distribuciones { f(.|0),6 € O}, llamada mo-
delo paramétrico, de manera que fy corresponde a 6 = 6, el cual es el verdadero valor del
parametro. Se desea encontrar el valor de 6 que esté lo més cercano posible al verdadero

valor 6.
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La idea de este método es el de encontrar primero la funcién de densidad conjunta de

todas las observaciones, que bajo condiciones de independencia, es:

f(x1, 22, .., 20]0) = f(21]0) f(22]0) . . . f(20]0)

Esta es la funcién de verosimilitud, y se denota como sigue:

L(O|z1, ... zn) = [[i2; f(2i]0)

En la préctica, se suele utilizar el logaritmo de esta funcién:
L@z, ... xn) = In(L) = 0 Inf(x:]6)

El método de maxima verosimilitud estima 6y buscando un valor de 6 que maximiza £ (6|z).

Este es el llamado estimador de méxima verosimilitud (MLE)de 6.

2.2.3. Distribucion Gamma

La distribucién Gamma es una distribucién adecuada para modelizar el comportamiento
de variables aleatorias continuas con asimetria positiva. Es decir, variables que presentan
una mayor densidad de sucesos a la izquierda de la media que a la derecha. En su expresién
se encuentran dos pardametros, siempre positivos, (k) y (\) de los que depende su forma y
alcance por la derecha, y también la funcién Gamma I'(k), responsable de la convergencia
de la distribucién (Buishand 1977).

Una variable aleatoria X sigue una distribucién Gamma, si su funcién de densidad esté da-

da como sigue:

(2.2)



A denota el pardmetro de escala y k el pardmetro de forma. Si & > 1 se deduce por
diferenciacion de que existe una moda en (k — 1)/A. Si k¥ < 1 La curva de densidad
tiene forma de J y es infinita en el origen. Para k = 1 se obtiene la distribucién Exponencial,

la cual tiene funcién de densidad:

f(z) = e

Otro caso especial de la distribucién Gamma es la distribucién Chi-cuadrado.

Los momentos de la distribucién Gamma son (Buishand 1977):

p = k/A (2.3)

pig = k /N2 (2.4)

p3 = 2k/\3 (2.5)

g = (6k + 3k?) /X1 (2.6)

C = Vi/uy = 1/Vk (2.7)

v=2/Vk (2.8)

De y Se deduce que el cociente v/C' es siempre 2, sin importar los pardmetros
de la distribucién. Las estimaciones de k y A pueden ser obtenidas por el método de los

momentos o el método de maxima verosimilitud (ML) (Thom 1958).

Las estimaciones ML de A y k se obtienen a partir de la funciéon de log-verosimilitud
(Thom 1958):

—(nk)In(A) —nin(T'(k)) + (k — 1) Z In(x;) — A Z x; (2.9)
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Maximizando la expresion en [2.9| con respecto a A se tiene:

A=k/z (2.10)

In(k) — U(k) = in(z) — =) In(z) (2.11)

Esta ecuacion es implicita en k pero puede resolverse con algunas dificultades usando una

~

aproximacién a In(k) — (k) desarrollada por (Thom 1958).

Siguiendo la metodologia planteada por Thom (1958) se tiene que el estimador de méxima

verosimilitud para k es:

. 14./1+44
o 1tV/1+44/3 (2.12)

4A

Donde A = In(z) — L Y In(x)

n

2.2.4. Distribucién “loi des fuites”

La segunda distribuciéon de probabilidad la cual es considera en este proyecto puede ser
descrita como sigue. Suponga que la precipitacién ocurre en lluvias instantaneas segun
un proceso Poisson con intensidad media o tasa 1/u, es decir, el nimero de lluvias en un
intervalo de tamano t se distribuye Poisson con media t/u. La cantidad de precipitacién

en una lluvia en particular se asume:

= Independiente del proceso de ocurrencia.
= Mutuamente independiente.

» Distribuida exponencial con media 1/p.

El proceso descrito aqui fue sugerido como un modelo para precipitaciones en periodos
aridos por Fisher & Cornish (1960). Bernier & Fandeux (1970) aplicaron este proceso
exitosamente al ajuste de la distribucién del total mensual para las series de precipitacién
en Francia y anteriormente habia sido usada para describir la distribucién de los flujos de

escape de los conductos de gases, por lo que la denominaron “loi des fuites” (LDF).
19



Sea x; la cantidad de precipitacion total en un periodo de tamano t. La distribucion de

probabilidad de z; esta dada como sigue (Ribstein 1983):

0 _ k—1 i
Pla, <2)=e 9k691— (p2)" —pa 2.13
(<) =4y Tema 3 P (2.13)
k=1 ’ i= ’

De se deduce por diferenciacion (Ribstein 1983):

Pz =0)=e",

; (2.14)
Pz <y <z +dx) =e 07"\ /L1, (2¢/pfz), x>0

Donde I; representa una funcién de Bessel modificada de orden 1.

Por otra parte, para derivar los momentos de x; se puede hacer uso de la funcién generadora
de momentos (Cox 1962):

£5) = B(e™) = e~ exp(-2) (2.15)

Con 6 =t/u. De se deduce:

log(f(s) = 0(~1+ 157) = 0355, (~1)™ ()™

O escrito de otra manera:

m

log(f(s)) = > p=1(=1)" Xm0y
Donde x, es, por definicién, el m-ésimo cumulante de x;. Asi y,, satisface la relacién:

m!o

o (2.16)

De la expresién las expresiones para los momentos y momentos centrales pueden ser

obtenidos:

p=x1="06/p (2.17)
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pa = x2 = 20/p (2.18)
p3 = x3 = 66/p° (2.19)
4 = x4 + 33 = (2460 + 120%)/p* (2.20)

C=1/2/60 (2.21)

v =3/V20 (2.22)

De la ecuacién y se deduce que el cociente 7/C' es siempre 1.5, sin importar los

parametros de la distribucion.

Las estimaciones de los pardmetros de la distribucién LDF por el método de méaxima
verosimilitud es complicado y se requiere el uso del algoritmo de Newton-Raphson. La
funcién de verosimilitud L(p, #) estd dada por (Buishand 1977):

ko k—1

L(p,0) = e N0 ]:[1 e_’m{; %f‘l)'} (2.23)

2.2.5. Distribucién Lognormal

Una variable aleatoria X se dice que tiene una distribucién Lognormal con pardmetros
p€Ryo>0siln(X) sigue una distribucién Normal con media p y desviacién estandar
0. Equivalentemente, X = exp(Y) donde Y se distribuye Normal con media p y desvia-
cién estandar o. La distribuciéon Lognormal es usada para modelar cantidades aleatorias
continuas con distribucién de frecuencia asimétrica, tales como ingresos, tiempos de vida,
etc (Limpert et al. 2001).

La funcién de densidad de la Lognormal estd dada por (Suhaila & Jemain 2007b):

) >0, 6>0, —0co<p<o00 (2.24)




Note que la distribucién lognormal es unimodal y es asimétrica a la derecha. Especifica-

mente, si m = exp(u — o) entonces:

» f(x) Se incrementa en (0, m) y decrece en (m, c0), asi que la moda ocurre en x = m.
» f(z) — 0 cuando z +— oc.

» f(z) — 0 cuando z | 0.

El valor esperado y la varianza son:

E(X)=elt7 (2.25)

p)ente’ (2.26)

Fa) = oMl s (2.27)
Y la funcién cuantil:
F'p) =exp(n+0¢~"(p)), 0<p<1 (2.28)

Los momentos de la distribucién Lognormal pueden ser calculados de la funcién generadora

de momentos de la distribucién normal:
E(X*) = exp(kp + $k*c?), keN

Los parametros son estimados por maxima verosimilitud; las expresiones son presentadas

a continuacién (Suhaila & Jemain 2007b):

i = iz i (2.29)
n
y
n .02
5= [Zi1(l7;xl D 1M/ (2.30)
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2.2.6. Distribucién Weibull

La funcién de densidad f(z) y la funcién de distribucién F'(z) de la distribucién Weibull

de 2 pardmetros son definidas como sigue (Wong Raymond 1977):

= YDy lexp(—(Da), = o' .
f(z) = B(B) p( (ﬁ) ), >0,a0>0,8>0 (2.31)
Flz)=1- exp(—(%)a), z>0,a>0,3>0 (2.32)

Donde a y 8 son los parametros de forma y escala respectivamente. El r—ésimo momento

alrededor de cero de la variable aleatoria Weibull X esta dado por:

BE(X") = BT(1+r/a)

D(t) = [ & exp(—€)d¢
Es la funciéon gamma. En particular, la media y varianza de la distribucién Weibull son
p=pBT(1+1/a)y o?=B3((1+2/a) — (T(1 +1/a))?), respectivamente.

Por otra parte, los pardmetros son estimados usualmente por maxima verosimilitud, sin
embargo se requiere el uso del algoritmo Newton-Raphson para resolver las ecuaciones de

verosimilitud que estdn dadas en su forma implicita (Wong Raymond 1977).

El método de los momentos es usado para proveer estimaciones iniciales de o y 8 para el

proceso iterativo de las estimaciones maximo verosimil. Considerando las relaciones:

po/(17)? = ¥(a) =T(1+2/a)/(T(1+1/a))?

B = (py/1y)x(a)

Donde x(o) =T'(1+41/c)/T(1 +2/c). El primer y segundo momento muestral (i} y fi5)

pueden ser usados para obtener las estimaciones de & y 3 por el método de los momentos.

Ahora bien, las estimaciones de maxima verosimilitud de « y [ son las soluciones de
(Wong Raymond 1977):

olnL

oo
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olnL
5 =" (2.34)

Donde InL = Nina — Nadnf + (o — 1) N | Ina; — Ef\;l(%)a Para mas detalles sobre

el proceso de estimacion de los parametros ver Wong Raymond (1977)

2.2.7. Pruebas de Bondad de Ajuste

Las pruebas de bondad de ajuste miden la compatibilidad de una muestra aleatoria con una
funcién de distribucién teérica. En otras palabras, estos tests muestran que tan bueno es el
ajuste de la distribucién seleccionada al conjunto de datos. A continuacién se describiran
algunas de las pruebas que existen, las cuales seran de utilidad para medir el ajuste de los

modelos seleccionados a los datos de cantidad de precipitacién diaria.

Prueba de Kolmogorov-Smirnov

El test de Kolmogorov-Smirnov (KS) es una prueba no paramétrica que se utiliza para
medir el grado de concordancia existente entre la distribucién de un conjunto de datos

(F(x)) y una distribucién tedrica especificada (Fy(x)).

Suponga que se tiene una muestra aleatoria x1, xs, ..., x, proveniente de una distribucién
F y se desea probar Hy : F' = Fjy para una cierta distribucién Fy. El estadistico de prueba
D estéd basado sobre la mayor diferencia (vertical) entre Fy(z) y Fp(x), el cual se define

como sigue:

Dy, = supger|Fn(z) — Fo(2)| (2.35)

Para estudiar el comportamiento de D,, el cual toma valores en el intervalo (0,1), y que
a medida que el tamano de muestra aumenta tiende a tomar valores més proximos a cero

(Teorema de Glivenko-Canteli), se utilizan los estadisticos (Suhaila & Jemain 2007a):

D} = supser(Fu(z) — Fo(x)) (2.36)

n

D, = supyer(Fo(z) — Fa(z)) (2.37)
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que permiten comprobar que D, = maac(% — Fo(z@), Fo(zay) — %), it =1,...,n. La
distribucién de D,, es independiente de la distribucién formulada en la hipdtesis nula,
ya que la transformacion de los estadisticos ordenados de una variables continua por su
funcién de distribucién da lugar a los estadisticos ordenados de una variable distribuida

U(0,1).

Criterio de Informacién Bayesiano (BIC)

El criterio de informacién bayesiano (BIC) o también conocido como el criterio de Schwarz,
es un criterio para la seleccién de modelos entre un conjunto finito de modelos. En el
contexto de procedimientos basados en la verosimilitud, Schwarz (1978) sugirié que el AIC
podria no ser asintéticamente justificable, y presentd un criterio de informacién alternativo
a partir de un enfoque bayesiano. Con este criterio, se penaliza el nimero de pardmetros

con In(n), ast:
BIC(k) = —2In(L(6(k))) + kin(n)

Donde L(0(k)) es la funcién de verosimilitud de las observaciones, (k) es la estimacién
méximo verosimil del vector de pardmetros 6 = (u, L, V) y k es el nimero de pardmetros

estimados dentro del modelo, mientras que n es el tamano muestral.

El criterio es obtenido analizando el comportamiento de la probabilidad a posteriori del
j—ésimo modelo cuando n tiende a infinito, bajo la hipdtesis de algunas distribuciones a

priori de los parametros.
Inf(X|M;) = Li(651X) + InP(6;M;) + Fn(2m) = Fin(n) + Sin|Rj|
Donde:

» f(X|M;) es la verosimilitud marginal de los datos para el modelo M;.

s L;(0;]X) es la verosimilitud del modelo M;, donde 6; es el estimador méximo ve-

rosimil del pardmetro 0;.
] P(éj\Mj) es la probabilidad a priori para los parametros.
» kj es el nimero de parametros libres estimados dentro del modelo M;.

» |Rj| es el determinante de R; = n.S;, donde S; es la matriz de covarianzas del

estimador éj .
25



Para un n suficientemente grande,
A k-
Inf(X|Mj) ~ L;j(0;|X) — Fin(n)

Esta expresion fue obtenida por primera vez por Schwarz (1978), que propuso escoger el
modelo que conduzca a un valor maximo de esta cantidad. Una forma equivalente de este

criterio es calcular para cada modelo la cantidad

BIC(M;) = —2InL;j(0;|X) + kjln(n) (2.38)

y seleccionar aquel modelo para el cual esta cantidad sea minima. De esta manera, este
criterio pondera la desviacién del modelo, medida por —InL; (éj|X ), con el nimero de
parametros. Si introducimos mas parametros en el modelo, mejorara el ajuste, con el que
aumentard el soporte o disminuird la desviacion, y este efecto quedara compensado por el

aumento del nimero de pardmetros que aparece en kjln(n).

Gréfico Cuantil-Cuantil (Q-Q plot)

Un gréfico cuantil-cuantil es un método gréfico para diagnosticar las diferencias entre
la distribucién de probabilidad de una poblacién de la que se ha extraido una muestra
aleatoria (funcién de distribucién empirica) y una distribucién usada para la comparacién.
Una forma basica de grafico surge cuando la distribuciéon para la comparacién es una
distribucién tedrica (Wilk & Gnanadesikan 1968).

El cuantil q de F(x) es el nimero z, tal que
F(xq) =q
Si F~! es la inversa de F, entonces
Tg = Fﬁl(Q)

Un estimado razonable de la funcién de distribucién F'(z) de una variable aleatoria X es
F'n(x) definida como una proporcién de las muestras que son mas pequenas que x;, es

decir:

F’(.Z‘Z) = %
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No obstante, i/n, es igual a 1 cuando ¢ = n, mientras que la mayorfa de las distribuciones

tedricas tienden a 1 cuando z va a infinito. De modo que se usa:

0,5
Fr(z;) = - - (2.39)

Una forma facil para ver si los datos z; se ajustan a una funcién de distribucion teo-
rica determinada es graficando los puntos (z1,0,5/n), (z2,1,5/n),..., (zn, (n —0,5)/n) y
comparando este resultado con el grafico de la distribucién tedrica que se cree ajusta al
conjunto de datos. El problema radica en que muchas de las funciones de distribucién

tienen forma de S y es muy dificil ver sus similitudes a ojo (Wilk & Gnanadesikan 1968).

La segunda forma es usando un g-q plot. Para cualquier conjunto de datos continuo un g-q

plot es un grafico de los cuantiles de la funcién de distribucion tedrica mZ; que se obtienen

como xi = F~Y(g), versus los cuantiles de la distribucién muestral F»(z), denotados por

qu\f =FYq), parai=1,2,...,n.

Si las funciones de distribucién tienen una inversa, es muy facil determinar los x4, , en otros

casos, se tienen que usar tablas e interpolar los valores si es necesario.

Figura 2.2: Ejemplo Q-Q plot para la distribuciéon Normal
Normal Q-Q Plot

Random normal data quantiles

Mormal theoretical quantiles

2.2.8. Series de Fourier

La Transformacion de Fourier fue introducida por primera vez en 1807 por el matemaético

francés, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830), como resultado de sus trabajos en
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transmision de calor donde empleaba estas transformaciones para solucionar las ecuaciones
involucradas. Desde su presentacién, esta técnica tuvo algunos opositores, como fueron:
Euler, Laplace y Lagrange, entre otros. La publicacién formal de la Transformacién de
Fourier fue con el libro La teoria analitica del calor (Fourier 1822) donde se afirma la
convergencia de una transformacion de funciones periédicas en sumas infinitas de funciones

trigonometricas.

Transformacion de Fourier o Serie de Fourier

Una serie de la forma:

ao

5 + Z{akcos(kx) + bsin(kzx)} (2.40)

k=1

Es llamada serie trigonométrica o serie o sinusoidal. Dado f(z) una funcién definida e
integrable en el intervalo [—m, 7|, entonces la serie de Fourier asociada a la funcién f(z)

es una serie trigonometrica de la forma y los pardmetros a; y by viene dados por:

1 ™

a = — f(x)cos(kx)dx, n=0,1,2,..., (2.41)
™ —Tr
1 /7 )

by = — f(z)sin(kx)dx, n=0,1,2,..., (2.42)
™ —T

Donde ay, y by son llamados los coeficientes de Fourier de la funcién f(x).

Serie de Fourier Simple

Suponga un proceso Estocéstico x1, za, ..., z, indexado en el tiempo y suponiendo que tie-
ne un comportamiento periédico o ciclico. Entonces el proceso se puede modelar mediante

un Sinusoide de la forma.

St =p+ Acos(% +6) (2.43)

Donde T es el periodo o intervalo de tiempo que transcurre entre repeticiéon de los valores
de la variable, A es la amplitud y 6 es la fase o desplazamiento en el origen respecto al

valor 1.
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La representacién de la serie de Fourier de la ecuacién se puede expresar de una forma

alternativa siguiendo una identidad trigonométrica:

cos(r +t) = cos(r)cos(t) — sin(r)sin(t)

Entonces:
Sy = Acos(wt + 0) = Acos(wt)cos(f) — Asin(wt)sin(6) (2.44)
St = p + acos(wt) + bsin(wt) (2.45)
Donde w = 2% se le conoce como la frecuencia arménica; a = Acos(0) y b = —Asin(f). La

amplitud se puede obtener de la siguiente manera:

a® + b2 = A%cos%(0) + A%sin?(0) = A? (cos(0) + sin?(0)) = A? (2.46)

1

En consecuencia se puede obtener la amplitud de la serie peridédica a traves de A =
V (a? + b?) y la fase (0) se determina segin la expresién (Bloomfield 2000) mencionado
por (Gémez & Herndndez 2013):

arctan(—b/a), a>0;
arctan(—b/a) —m, a>0, b>0;
g — arctan(—b/a), a>0, b<0; (2.47)
—7/2, a=0, b>0;
—m/2, a=0, b<0;
Arbitrario, a=0, b=0.

Kupper (1972) propone generalizar el uso de la serie para ajustar curvar arménicas, me-

diante una suma finita de la serie de Fourier de k componentes armoénicos.

k
St = p+ Z{aicos(iwt) + bisin(iwt)} + e (2.48)
i=1

Donde w se le denomina frecuencias arménicas fundamental y e; corresponde al residual
en el tiempo ¢, el cual se puede considerar como un ruido. Para este caso de la serie de

Fourier, se deben de estimar 2k + 1 parametros; u, a1, a9,...,ar y b1, bo, ..., bg.
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Estimaciéon por Minimos Cuadrados

Las estimaciones de los 2k 4+ 1 parametros del modelo de la Serie de Fourier se puede
realizar por medio de Minimos Cuadrados y este consiste basicamente en minimizar una

funcién S(u,a1,...,am,b1,...,bx) con respecto a los pardmetros p, ai,...,am,b1,...,bg.
Sty @1y .y Qmy by b)) = Z;LZI e2
= Z?Zl[yi — - Zle a;cos(wit) + by sin(wit)]?

% =230y —n— Zle a;cos(wit) + bysin(wit)] = 0

gTSk =230 [y —p— Zle a;cos(wit) + bysin(wit)]cos(wit) = 0

% =237 \[yi —p— Zle a;cos(wit) + by sin(wit)]sin(wit) = 0

Esto corresponde a un sistema de 2m + 1 ecuaciones igualadas a cero (0). Khuri (2003)

presenta una expresion de los estimadores por Minimos Cuadrados.
~ 1 n
=5 Zt:1 Yt
2 n ; -
a; = =3 0 yrcos(wit), i=1,2,...,k

b; = %Z?:l ysin(wit), i=1,2,....k

Periodograma

El periodograma es una metodologia que se emplea para encontrar “periodocidades ocul-
tas” o frecuencias importantes en una serie que no son percibidas de forma inmediata. Esta
metodologia consiste en graficar las amplitudes de las ondas cosenosoidales en funcién de
las frecuencias w; = iw, donde w = 1/T, i =1,2,3,...,T se le conoce como la frecuencia

principal (Carcedo 2000). La expresién del periodograma es presentada por (Khuri 2003):

L(wi) = 5 (@2 + ) (2.49)
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Prueba de Razdon Generalizada de Verosimilitud

Sea X1, Xo,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de densidad de
probabilidad f(z,0). Si 8 € ©y donde ©g es el correspondiente espacio paramétrico bajo
la Hy, entonces el estadistico T'(z) = —2lnv(z) tiene distribucién asintética X2, donde
q es el nimero de parametros de 6 que ha sido completamente especificado en la hipdtesis

nula y v(x) tiene la siguiente expresion:

. sung@fn(x,H) _ supLo __ fn(xvéo)
v(X) = supgeo fn(z,0) — supL T f (2,0)

Y por lo tanto el estadistico T'(x) se expresaria de la siguiente manera:

T(x) = —2lnﬂl(x’09>) (2.50)

fn(x,0

Un contraste de la hipdtesis Hy puede obtenerse comparando el estadistico T'(z) con el

cuantil X%p—q) ; valores del estadistico mayores que dicho cuantil, conducirdn al rechazo

,Q

de la hipétesis nula (Manriquez & Valdez 2012).

2.2.9. Versiéon rankeada del test de razéon de Von-Neumann

El principal supuesto para llevar a cabo el estudio es el de independencia entre las can-
tidades de precipitacion de dias sucesivos. Por tal motivo se presenta el test de razén de

Von-Neumann rankeado, el cual evalia la aleatoriedad (independencia) de una variable X.

Sea R(i) el rango asociado con la i-ésima observacién en una secuencia de N observaciones;
la versiéon rankeada de la razén de Von-Neumann estd definido como sigue (Cromwell,
Labys & Terraza 1994):

'[R(i +1) — R()]?

RNV = Zi\;N
ijl[R(j) — urJ?

(2.51)

Donde pp es la media de los rangos de X. (Bartels 1982) proporciona una explicacién
relativamente sencilla, segtin la cual, la prueba de rachas deberia ser menos potente que
una prueba basada en rangos, debido a que el test de rachas ignora completamente las

magnitudes de las observaciones. Los valores criticos para esta prueba estdn dados en

(Bartels 1982).
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A continuacién se enuncian los pasos que se llevan a cabo para la realizacion de la prueba
de Bartels:

Paso 1: Rankear los valores de X en forma ascendente, y denominar a la nueva variable
R(i).

Paso 2: Las hipétesis a probar son.

Hy : las observaciones de X son independientes

H; : Las observaciones de X no son independientes

La prueba de estas hipotesis estd basada en la estadistica presentada en la ecuacion [2.51
Paso 3: Los valores criticos, 7, para comparar con RNV se encuentran en (Bartels 1982).

Paso 4. Se rechaza la hipétesis de independencia de X si

RNV >r1
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Capitulo 3
Metodologia

La metodologia propuesta para dar cumplimiento a los objetivos planteados en este pro-
yecto, se desarrollé pretendiendo mantener una revision bibliografica continua, seguido de
un andlisis exploratorio de las observaciones, con el propdsito de realizar una descripcién
del proceso de la precipitacién (mm). Los datos fueron proporcionados por CENICANA,
los cuales fueron registrados por la estacion Melendez Cali y comprenden un periodo de
estudio que va desde Septiembre 1993 hasta Agosto 2013, para un total de 20 anos. Ca-
be resaltar que el estudio fue realizado en base a los dias himedos. Se consideré un dia
hiimedo cuando la precipitacién fue mayor a 0,1mm (la minima cantidad de precipita-
cién registrada) para filtrar en todo lo posible casos de precipitacién horizontal y error de

precisién del pluviémetro (Mormeneo & F. 2001).

Ui=Y;—01 j=1,2,...,365 (3.1)

Donde Y; denota la cantidad de precipitacién en un dia humedo (X; = 1).

La cantidad de precipitaciéon total en un mes se obtuvo mediante la suma de todas las
cantidades diarias en ese mes (Z; = u; +uz+...), y la coleccién de tales valores mensuales
sobre todo el periodo de registro formaron la secuencia de precipitaciéon mensual en dicha
estacién. Esta metodologia es similar a la usada por Buishand (1977), Huynh et al. (1980),

entre otros.

3.1. Analisis exploratorio de datos

Dentro del andlisis exploratorio se tuvieron en cuenta estadisticas tales como la precipita-

cion media, desviacién estandar y asimetria mensual,niimero de dias himedos promedio
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por mes, entre otras. Ademads, se examiné la influencia de precipitacién en un mes sobre la
precipitacién en el siguiente mes, mediante el coeficiente de correlacion serial (scc), definido

como sigue (Buishand 1977):

= i (v = ) (vigk — D) (3.2)

S (v — )2

Donde N = 12 %[ (I, ntimero de anos) y v; son las observaciones estandarizadas:

21t —2t

v; =
7 St

Conl=1,...,20,t = 1,2,...,12 y Z v s, son la media y varianza muestral para el
mes t. Se estandarizaron las secuencias de precipitaciones mensuales debido a la variacién

estacional en la media y desviaciéon estandar para cada mes.

Puesto que las observaciones no son normales, se aplicé el test de razén de Von-Neumann
rankeado, propuesto por Bartels (1982) definido en la ecuacién el cual es una prueba
que no estd basada en ninguna distribucién de probabilidad, a diferencia de pruebas como

Durbin-Watson y Ljung-Box que requieren normalidad.

3.2. Ajuste de las distribuciones propuestas

Para cada uno de los periodos mensuales se realizaron las estimaciones de méaxima verosi-
militud de los pardmetros para las distribuciones loi des fuites (LDF'), Gamma, Lognormal

y Weibull, tal como se explicé en la seccién 2.

3.3. Pruebas de bondad de ajuste

Con el fin de determinar que tan bien ajustaron los modelos propuestos a las observaciones
totales mensuales, se llevaron a cabo pruebas de bondad de ajuste. Las pruebas de bondad
de ajuste pueden ser probadas tanto cualitativamente como cuantitativamente. La prueba
cuantitativa més usada es la prueba de Kolmogorov-Smirnov, la cual compara el estadistico
D,, (la mayor diferencia, en valor absoluto, entre la distribucién empirica y la distribucién
tedrica) con un valor critico determinado por el nimero de observaciones en el conjunto

de datos y un nivel de significancia seleccionado (Wilks 1998).

Ademas de la prueba K-S, se usé el criterio BIC, el cual penaliza la funcién de verosimi-

litud maximizada por el nimero de parametros usados en la estimacién. El mejor modelo
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serd aquel que obtenga un BIC mas pequeno. Por otra parte, las pruebas cualitativas
a menudo usadas involucran simples histogramas con la curva de distribuciéon ajustada
sobrepuesta, Q-Q plots, entre otros. También se compararon las medias y desviaciones
estandar de cada uno de los modelos con respecto a la media y desviaciones muestrales

para cada mes.

3.4. Ajuste de las series de Fourier

Luego de haber seleccionado la mejor distribucién para cada uno de los meses, se procedié a
describir la variacién estacional de la media y desviacién estandar mensual, usando las
estimaciones dadas por los modelos para dichas medidas de tendencia central y de forma.
Esta metodologia es similar a la trabajada por Coe & Stern (1982) y Stern & Coe (1984),
donde los autores describieron la variacién presentada por la media de la distribucién

Gamma mediante una serie de Fourier con un enfoque de modelo lineal generalizado.

La variacién de la media y desviacion estandar mensual es descrita mediante la serie finita

de Fourier:

o 2mtk 2mtk
0;(t) = Ajo + ;{Ajkcos (12> + Bjisen (12>} + ¢ (3.3)

Donde j = 1,2 indica los datos a usar de la media y desviacién estandar mensual res-
pectivamente, m; es el nimero maximo de armonicos requeridos para especificar dichos
pardmetros, Ajo, Aji v Bjr son los coeficientes de la serie de Fourier y ¢ son los errores
aleatorios los cuales son independientes y distribuidos normal con media cero y varianza

o?. Los pardmetros de la serie son estimados por minimos cuadrados (Buishand 1977).

Para determinar el nimero de arménicos a utilizar se empleé el periodograma y la prueba
de razén de verosimilitud. El periodograma es una metodologia que ayuda a encontrar
“periodicidades ocultas” o frecuencias importantes en una serie que no son percibidas de
forma inmediata. Esta metodologia consiste en graficas las amplitudes de las ondas cose-
nosoidales en funcion de las frecuencias w; = 1w, donde w se le conoce como la frecuencia
principal w =1/T, i =1,2,...,T (Carcedo 2000).

Ln(wi) =5 (a2 +?) (3.4)

A la expresion [3.4]se le conoce como periodograma o espectro de amplitud que identifica los

armoénicos para la serie, pero para determinar si es significativo involucrar dicha frecuencia
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o armonico del modelo, se plantea una metodologia de seleccién de variables hacia adelante,

basandose en la prueba de razém de verosimilitud, iniciando con un modelo nulo e ir

adicionando armonicos conforme el periodograma lo sugiera, hasta llegar al punto en el

que las frecuencias no sean significativas.

Una vez realizado el ajuste de la serie finita de Fourier para cada pardmetro, se verifico el

cumplimiento de los supuestos:

e; Normal(0,0?)

2

Varle;] = 0* constante

Corrle;,ej] =0

La validacién de estos supuestos se puede realizar de manera grafica o analitica. A con-

tinuacién se enuncian las diferentes pruebas que existen, especificando el supuesto en el

cual son de utilidad.

Pruebas Graficas

Histrograma: Este tipo de gréafico ilustra una primera aproximacion a la distribu-
cion de los datos de interés. En el caso de los residuales, si la forma de este grafico
tiende a ser simétrica alrededor del cero, se puede decir en primera instancia que la

distribucion es a simple vista normal con media cero.

Grafico de Residuales:La grafica de residuales en secuencia temporal puede indicar
la autocorrelacion de los errores en un periodo con los de otros periodos. Una grafica
como la de la Figura 3.1 (a) indica una autocorrelacién positiva, es decir que existe
dicha correlacién, mientras que la Figura 3.1 (b) da indicios de una autocorrelacién

negativa, o sea que no existe dicha correlacién (Montgomery & Peck 2005).

Grafico de Residuales vs Valores ajustados: Esta gréfica es 1til para detectar
algunas inadecuaciones frecuentes del modelo. Si esta gréfica se parece a la de Figura
3.2 (a), esto indica que los residuales se pueden encerrar en una banda horizontal
y por tanto no hay defectos obvios del modelo. Mientras que las Figuras (b) o (c)
indican deficiencias del modelo. Por ultimo, una grafica de e; en funcién de 3; que
sea similar a la Figura (d), es indicio de no linealidad, y por tanto es posible pensar
que se necesiten otras variables regresoras en el modelo. Por ejemplo, un término

cuadrético (Montgomery & Peck 2005).
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Figura 3.1: Ejemplo Gréfica e; vs tiempo. Tomado de Montgomery & Peck (2005)

Pruebas Analiticas

= Prueba de Anderson-Darling: Este contraste tiene como objetivo probar si un
grupo de datos estd distribuido normalmente para lo cual es mas potente que otras
en casos en los que hay presencia de valores atipicos o outliers. El estadistico a probar

en este caso viene dado por la siguiente expresion:
A% = —n— L5020 — 1)in(P) + (2n 4+ 1 = 2i)in(1 — P,)]

Donde (P;) es el area bajo la curva normal para el intervalo (—oo, z;), es decir que es
la funcién de distribucién normal evaluada en el i-ésimo elemento (orden ascendente)
de la muestra. Para el caso de bondad de ajuste a la distribucién normal, se presentan

los siguientes casos:

e /1y o conocidos.

e 02 conocida y p desconocida y estimada por X.

e /1, conocida y o2 desconocida y estimada por s2.

e Ambos parametros desconocidos y estimados por X y s°.

Para cada uno de los casos, existe una tabla estadistica para realizar la prueba
de hipétesis Hy : La muestra aleatoria proviene de una distribucién normal. Sin
embargo, el estadistico se calcula de igual manera en todos los casos para lo cual es

necesario organizar la muestra ascendentemente (Marquez Dos Santos 2001).

s Contraste Durbin-Watson: Esta prueba se basa en la hipdtesis de que los errores
de un modelo se generan en un proceso autorregresivo de orden uno, que se observa
a intervalos de tiempo constantes y dado que la mayor parte de los contextos de
regresiéon donde intervienen las series temporales tienen autocorrelacién positiva, la

hipétesis que considera esta prueba es:
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Figura 3.2: Ejemplo Gréfica e; vs g;. Tomado de Montgomery & Peck (2005)
Hy:p=0 vs Hy:p#0

La cual se resuelve calculando el siguiente estadistico:

_ 2 (er—er—1)?
d= tzl?=1(et)2

El cual tiene una distribucién tabulada por los mismos autores. Para que la aplicacion
de este contraste tenga sentido, es necesario que los datos esten ordenados; cuando
se trata de una serie de tiempo, el orden més inmediato surge como la secuencia

cronoldgica que las observaciones tengan (Murillo & Gonzélez 2004).

Contraste Breunch-Pagan: Esta fue planteada por Breunsh y Pagan en 1979, el
uso de esta es estrictamente valido cuando se dispone de muestras suficientemente
grandes. Supone que es posible expresar la varianza de los errores como una combi-

nacién lineal de p variables explicativas, es decir:
Viel=ap+a1Z1 + ...+ o2,
El estadistico de esta prueba es:

_ SCR
BP = 5=
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Donde SCR corresponde a la suma de cuadrados del modelo cuya variable dependien-
te es e?/ > e?/n donde los e son los residuales del modelo cuya homocedasticidad se
quiere probar. Este estadistico bajo la hipétesis nula sigue una distribucién x? con
p grados de libertad, es decir que si el estadistico de prueba es mayor que el valor
de x? tabulado o critico, entonces se rechaza la buena especificacién del modelo y

deben revisarse las etapas de su construccién (Behar 2003).

Por ultimo, cabe aclarar que todas las pruebas realizadas para probar cada uno de los

supuestos involucrados en esta investigacion fueron hechas bajo un 5% de significancia.
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Capitulo 4

Resultados

La base de datos seleccionada corresponde a los registros para la estacién Meteoroldgica
Automatizada de Meléndez, la cual se encuentra ubicada en el municipio de Santiago de
Cali capital del departamento del Valle del Cauca. Este municipio se encuentra a una

altura de 995 msnm y cuenta aproximadamente con una extensién de 564 km2.

Figura 4.1: Estaciones meteorélogicas CENICANA
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La estacién perteneciente a la red meteoroldgica de la organizacién CENICANA, cuenta
registros diarios de precipitacion medidos en escala continua desde el 01 de septiembre de
1993 al 14 de octubre de 2013. Puesto que la metodologia planteada requiere de un periodo
de observacion de por lo menos 20 afios, se decide tomar los datos comprendidos entre el
01 de septiembre de 1993 al 31 de agosto de 2013. Dicho periodo presenta ausencia de 438
datos que corresponde al 0.66 % del total de los registros, por lo cual no existen problemas

para realizar el ajuste de los modelos propuestos.

4.1. Analisis Exploratorio de datos

Resulta importante indicar que se utilizo la secuencia cronoldgica en que las observaciones
fueron registradas, debido a que en la literatura el analisis de la informacién es realizada

de dicha manera y no en orden cronolégico (Enero a Diciembre).

En la Tabla se observa que las maximas medias de precipitacién mensual recaen en los
meses de Marzo, Abril, Mayo, Octubre y Noviembre; mientras que las minimas se obtu-
vieron en los meses de Julio y Agosto. Este comportamiento del régimen de lluvias para
la zona de estudio se ve claramente en la Figura 4.2} en la cual se detalla dos tempora-
das de lluvias (una més intensa que la otra) y dos temporadas con menos presencia de

precipitacion.

Tabla 4.1: Estadisticas Descriptivas de la cantidad total de lluvia mensual. Periodo mul-
tianual 1993-2013
Mes Prec. Min. Prec. Mdx Media Desv. Est. CV  C. Asimetria Media dias

lluviosos
Sep 15.2 170.2 81.4 48.06 0.59 0.33 10.85
Oct 35.2 202.8 125.5 48.26 0.38 -0.33 16.6
Nov 62.4 269.4 174.9 69.46 0.39 0.02 17.15
Dic 3.7 252.7 113.2 63.28 0.56 0.41 13.55
Ene 6.0 230.0 100.4 66.69 0.67 0.26 11.85
Feb 7.2 231.1 89.1 66.5 0.75 0.64 11.00
Mar 33.4 258.0 149.6 56.56 0.38 0.32 14.75
Abr 52.6 334.5 195.8 64.74 0.33 -0.03 18.1
May 89.4 313.4 165.7 61.00 0.37 0.87 15.75
Jun 20.1 196.9 85.7 48.83 0.57 0.48 11.6
Jul 6.5 173.5 50.5 44.04 0.87 1.20 9.15
Ago 1.6 132.9 54.2 37.74 0.69 0.61 8.65

De igual forma se puede ver que las méaximas desviaciones estandar mensuales estan dadas
por los meses de Noviembre, Enero y Febrero, mientras que la menor desviacién registra-

da corresponde al mes de Agosto. Sin embargo, se observa que en general la desviacién
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estandar para cada uno de los meses tiende a mantenerse constante. Este hecho se refleja
en la Figura[4.2] en donde se detalla que las “cajas” para los meses tienen mds o menos el
mismo ancho y se corrobora con el coeficiente de variacién mensual, el cual oscila alrededor
de un valor medio de 0.546. Por otra parte, se tiene que para la mayoria de los meses la
asimetria se considera positiva o la derecha, excepto para los meses de Octubre y Abril
donde registraron una asimetria negativa o a la izquierda, posiblemente debido a que en

estos meses es mas frecuente la presencia de una mayor cantidad de lluvia.

Figura 4.2: Cantidad de precipitacién total mensual

200
|

150
|

Cant. Precipitacién (mm)

Sep Oct Nav Dic Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago

Figura 4.3: Funcién de Autocorrelacién para la secuencia de precipitacion mensual
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Como ya se ha mencionado, es usual suponer que las cantidades de lluvia son mutuamente
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independientes y asi, ajustar distribuciones con la caracteristica de asimetria positiva a
dichas cantidades. Debido a esto, se realizé la verificacién de dicho supuesto mediante la
funcién de autocorrelacién de las observaciones (fac) asi como la prueba de Von-Neumann

Rankeada (RVN) también conocida como el test de Bartels.

Tabla 4.2: Prueba de Independencia Von-Neumann Rankeada
Prueba de Bartels

RVN Valor p
1.926 0.5668

El resultado de dicha prueba se muestra en la Tabla en la cual se observa un valor-p
igual a 0.5668 que es mayor al nivel de significancia 5%, y por ende, se concluye que no
existe influencia de la precipitaciéon en un mes sobre la lluvia en el siguiente mes. Esta
afirmacion es corroborada con la funcién de autocorrelaciéon (Figura donde se detalla

un solo rezago significativo, que es el comportamiento caracteristico de un ruido blanco.

4.2. Ajuste de las distribuciones propuestas

Debido al cumplimiento de la independencia entre las cantidades de precipitaciones men-
suales, se procedié a realizar las estimaciones de los parametros para las distribuciones
propuestas. En la Tabla se presentan las estimaciones de mdxima verosimilitud para

cada uno de los parametros de dichos modelos.

Tabla 4.3: Estimacién de pardmetros por maxima verosimilitud

LDF Gamma Lognormal Weibull
Mes 0 o) k A 7 o Q@ I5;

Sep | 5.034 0.062 | 2.546 0.031 | 4.191 0.701 | 1.803  91.856
Oct | 9.536 0.076 | 5.461 0.044 | 4.738 0.473 | 3.037 140.791
Nov | 9.918 0.057 | 5,993 0.034 | 5.079 0.431 | 2.896 197.218
Dic | 5.847 0.052 | 2.235 0.020 | 4.489 0.879 | 1.801 126.286
Ene | 3.638 0.036 | 1.608 0.016 | 4.267 0.982 | 1.452 110.288
Feb | 3.855 0.043 | 1.641 0.018 | 4.155 0.905 | 1.371  97.749
Mar | 8.144 0.054 | 6.131 0.041 | 4.924 0.448 | 2.894 167.590
Abr | 11.331 0.058 | 7.813 0.040 | 5.212 0.393 | 3.416 217.816
May | 9.305 0.056 | 8.545 0.052 | 5.047 0.341 | 2.922 185.355
Jun | 5438 0.063 | 2.874 0.034 | 4.267 0.646 | 1.893  96.968
Jul | 3.296 0.065 | 1.445 0.029 | 5.537 0.931 | 1.220 54.165
Ago | 3.877 0.071 | 1.668 0.031 | 3.665 0.984 | 1.436 59.551

De igual forma, se presentan en la Tabla las medias y desviaciones estandar mensuales
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estimadas mediante cada una de las distribuciones en cuestion. En general se tiene que:

= La distribucién loi des fuites y la Gamma presentan buenas estimaciones para la
media pero tienden a arrojar valores mas grandes de la desviacion estandar mensual

en comparacion a las obtenidas por la distribucién empirica de las observaciones.

s La distribuciéon Lognormal presenta valores superiores tanto en media como en des-
viacién estdndar para cada uno de los meses, excepto en el mes de Mayo, donde

produjo estimaciones muy similares a la observada en los datos.

s La distribucién Weibull fue la que tuvo mejores estimaciones de la media y desvia-
cién estandar mensual, debido a que la distribuciéon empirica de los datos muestra

resultados similares con relacién a los obtenidos por esta distribucién tedrica.

Tabla 4.4: Media (/1) y desviacién estandar (6) estimadas

LDF Gamma Lognormal Weibull
Mes il o i o il o i o
Sep | 81.194 51.178 | 82.129 51.472 | 84.496 67.311 | 81.680 46.885
Oct | 125.474 57.463 | 124.114 53.111 | 127.723  63.955 | 125.792 45.219
Nov | 174.00 78.136 | 176.265 72.002 | 176.246  79.630 | 175.847 65.964
Dic | 112.442 65.762 | 111.750 74.750 | 131.016 141.441 | 112.301 64.527
Ene | 101.056 74.928 | 100.500 79.254 | 115.487 147.128 | 99.981 69.954
Feb | 89.651 64.574 | 91.167 71.168 | 96.016 108.131 | 89.395 65.974
Mar | 150.815 74.738 | 149.537 60.392 | 152.072 71.694 | 149.426 56.088
Abr | 195.362 82.077 | 195.325 69.879 | 198.190 80.955 | 195.730 63.309
May | 166.161 77.034 | 164.327 56.215 | 164.867 57.894 | 165.331 61.525
Jun | 86.317 52.347 | 84.529 49.861 | 87.852  63.222 | 86.056 47.269
Jul | 50.708 39.500 | 49.828 41.451 | 53.005  62.248 | 50.739 41.799
Ago | 54.606 39.220 | 53.806 41.662 | 63.379  81.000 | 54.070 38.221

En las Figuras y [4.6]se detalla el ajuste de las distribuciones en cuestién solapadas
en el histograma para las cantidades totales en cada uno de los meses. Note que en la ma-
yoria de los meses el modelo Weibull y Gamma son los que aparentemente mejor ajustan a
los datos, mientras que la distribucién loi des fuites tiene un pobre desempefio en casi to-
dos los meses excepto para Diciembre y Enero. Finalmente, se corrobora la sobrestimacién

mostrada por el modelo Lognormal.

4.3. Pruebas de bondad de ajuste

A continuacién se muestra el andlisis de bondad de ajuste realizado, con el fin de seleccionar

la distribucion que mejor se ajuste a los datos de cantidad de precipitacién total mensual.
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Figura 4.4: Histograma precipitacién Sep, Oct, Nov y Dic vs ajuste modelos. Linea negra:
Loi des fuites; Linea roja: Distribucion Gamma; Linea verde: Distribucién Lognormal;
Linea azul: Distribucién Weibull
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En la Tabla se presentan el valor-p para la prueba de Kolmogorv-Smirnov y el Criterio
de Informacién Bayesiano (BIC). Recuerde que el criterio para seleccionar el modelo que
mejor desempeno tenga, estd basado en el modelo con el mayor valor-p de la prueba K-S

y un menor valor del BIC.

De forma General, se tiene que:

= Para los meses de Octubre, Enero, Abril y Junio la distribucién seleccionada corres-
ponde a la Weibull.

= Para los Meses de Diciembre, Mayo y Julio las distribuciones seleccionadas corres-

ponden a la loi des fuites, Lognormal y Gamma respectivamente.

= Para el mes de Septiembre hay un empate entre la distribuciéon Lognormal y la Wei-
bull, mientras que para los meses Noviembre, Febrero, Marzo y Agosto los modelos
empatados corresponden a la Gamma y Weibull. Estos empates se presentaron de-
bido a que, por ejemplo, para el mes de Septiembre la distribucién Lognormal tuvo
un valor-p de la prueba K-S igual a 0.958 y un valor BIC de 216.15, mientras que
para la Weibull el valor-p fue de 0.9016 y el BIC de 213.7. Como se puede notar, no
existe una clara evidencia de que modelo podria ser el mas adecuado. Este mismo

hecho ocurrié en el resto de meses empatados.
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Figura 4.5: Histograma precipitacién Ene, Feb, Mar y Abr vs ajuste modelos. Linea negra:
Loi des fuites; Linea roja: Distribucién Gamma; Linea verde: Distribucién Lognormal;
Linea azul: Distribuciéon Weibull
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Figura 4.6: Histograma precipitacién May, Jun, Jul y Ago vs ajuste modelos. Linea negra:
Loi des fuites; Linea roja: Distribucién Gamma; Linea verde: Distribucién Lognormal;
Linea azul: Distribucién Weibull

Precipitacion total para Mayo

Precipitacion Total (mm)

47

Precipitacion total para Junio

g
] £ N
& 8 /N
3 3 S g3
= = 5
2 g S = LN
o = o 2 X
L= S,
o o 1
(=) (=)
(=] (=]
o I T T T T T 1 o I T T T 1
50 100 150 200 250 300 350 0 a0 100 150 200
Precipitacidn Total (mm) Precipitacién Total (mm)
Precipitacion total para Julio Precipitacion total para Agosto
o
=
o
T
g o ;—ae. £ =
2 3K E &
(] (]
8 | ™ 8
o o
o I T T 1 (=] I T T T T T T 1
0 50 100 150 0 20 40 60 80 100 140

Precipitacion Total (mm)



Tabla 4.5: Valor p de la prueba de Kolmogorov-Smirnov y Criterio de Informacién Baye-

siano (BIC)

Loi des fuites Gamma Lognormal Weibull

Mes | Valor p BIC | Valorp BIC Valor p BIC | Valorp BIC

Sep | 0.000322 215.32 | 0.6128 214.28 0.958 216.15 | 0.9016  213.7
Oct | 0.0003914 219.71 | 0.3448 219.54 | 0.3312  222.31 | 0.6488 216.41
Nov 0.4337 232.16 | 0.7163 231.19 0.6427  232.18 | 0.6801 230.32
Dic 0.9858 226.59 | 0.8609 229.16 | 0.4616  237.16 | 0.9822 227.06
Ene 0.1753 229.5 | 0.6527 227.97 | 0.3211  232.68 | 0.8647 226.93
Feb 0.8475 224.51 | 0.9607 223.03 | 0.7516  224.96 | 0.9384 222.89
Mar | 0.005961 227.04 | 0.4137 224.54 | 0.4489 227.61 | 0.238 223.18
Abr 0.4841 232.08 | 0.8799 230.97 | 0.7313  233.88 | 0.9915 228.67
May | 0.05136  227.98 | 0.5848 222.51 | 0.7183  221.55 | 0.3661 225.45
Jun 0.2278 215.83 | 0.7974 214.63 0.6073 21597 | 0.8111 214.32
Jul | 3,h9E-07 204.73 | 0.961 201.35 | 448E-12 201.36 | 0.9118 201.63
Ago 0.3657 203.63 | 0.9759 203.02 | 0.7492 208.7 | 0.9086  202.3

Figura 4.7: Q-Q plot Lognormal vs Weibull para el mes de Septiembre
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Sin embargo, la cuestion de los meses empatados puede solucionarse mediante el Q-Q
plot para las distribuciones involucradas (Figuras y [4.11]) y mediante el
analisis de las estimaciones de las medias y desviaciones estdndar mensuales producidas

por dichos modelos.

En el Q-Q plot de la distribucién Lognormal vs Weibull para el mes de septiembre (Figura
se observa un mejor ajuste por parte del modelo Weibull, especificamente en la cola
superior; ademas la media y desviacién estandar estimada por parte de dicho modelo son
mas similares que las producidas por el modelo Lognormal. Por tanto, la distribucion que

mas se adecua a los datos de precipitacién total para Septiembre es la Weibull.

Por otra parte, para el resto de meses, se observa un comportamiento muy similar entre las
distribuciones Gamma y Weibull. Sin embargo, se puede detallar un mejor ajuste en la cola
superior por parte del modelo Weibull en comparacion con la Gamma. Este hecho puede
deberse a las caracteristicas deseables que tiene la distribucién Weibull, tales como, in-
vertibilidad, integrabilidad y estimaciones cercanas en todos los momentos probabilisticos.
Ademsds como se mencioné anteriormente, la Weibull presenté estimaciones de la media y

desviacion estandar mensual mas cercanas a las empiricas.

Finalmente, la cantidad de precipitacién total para cada uno de los meses del ano es
modelada por las siguientes distribuciones, los cuales fueron seleccionados de acuerdo a

los criterios de bondad de ajuste:

Tabla 4.6: Modelos seleccionados para cada uno de los meses

Mes Distribucién Parametros

~

Sep  Weibull a4=180 §=091,86

Oct  Weibull a4 =304 A =140,79

Nov  Weibull =289 B=197,22
Dic LDF

=585 p=0,05
Ene  Weibull a=145 B=110,29

~

Feb Weibull  a&=137 B=97,75
Mar  Weibull a=289 J=167,59
Abr  Weibull a=342 f§=217,82
May Lognormal j=5,06 &6=0,34

Jun  Weibull a=1.89 /3 =96,97
Jul Gamma k= 1,45 A= 0,03

Ago  Weibull a=144 S=59,55
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Figura 4.8: Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Noviembre
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Figura 4.9: Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Febrero
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Figura 4.10: Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Marzo
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Figura 4.11: Q-Q plot Gamma vs Weibull para el mes de Agosto
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4.4. Ajuste de las series de Fourier

Una vez seleccionado los modelos para cada uno de los meses, se procede a la descripcién
de la variacién estacional de la media y desviacién estandar mensual estimada. Para la
seleccién del nimero de armonicos se presentan las Figuras y las cuales son los

periodogramas para la media y desviacién estandar mensual estimada, respectivamente.

Figura 4.12: Periodograma para la media mensual estimada
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Para la media mensual estimada se tiene un pico significativo correspondiente a la segunda
frecuencia, lo cual es consecuencia del comportamiento bimodal de la precipitacién en el
ano, tal como se observé en la Figura Por otra parte, para la desviacién estandar
mensual estimada, se tiene que la primera frecuencia es la mas significativa, lo que es

consistente con la poca variacién observada en la varianza mensual (ver Figura [4.2)).

Con el fin de determinar el niimero de arménicos a usar para cada modelo de una manera
mas analitica, se empled el test de razén de verosimilitud, el cual es frecuentemente usado
para tal fin. Esta prueba se contrasta con un valor critico dado por las tablas de la disr-
tibucién x? con dos grados de libertad, correspondientes al niimero de pardmetros que se

estiman al incluirse un nuevo armonico.

Tabla 4.7: Prueba de razén de verosimilitud para el No. de Armoénicos

Modelos No. Arménicos Estadistico gl xo0,95:2

1 3.2924 2 5.99

Media mensual 2 27.05 2 5.99

3 8.0465 2 5.99

1 17.542 2 5.99

Desv. Est. Mensual 9 9.0894 9 5.99
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Figura 4.13: Periodograma para la desviacién estandar mensual estimada
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En la Tabla[4.7)se observa que para el modelo para la media mensual, la segunda arménica
es la mas significativa, mientras que para el modelo de desviacién estandar mensual la
primera arménica es la més significante. Este resultado es concorde a lo observado en los
periodogramas mostrados anteriormente. Sin embargo, se tendran presente los modelos
con tres y dos armonicos para la media y desviacién estandar respectivamente, puesto que

la prueba de razon de verosimilitud muestra que también son significativos.

Luego de seleccionar el niimero de arménicos para cada uno de los modelos, se procedié a
realizar las estimaciones de los coeficientes de Fourier por minimos cuadrados. Los ajustes
se realizaron mediante el uso de la herramienta estadistica R Project. Cabe aclarar que,
inicialmente se ajustaron los modelos con tres y dos armoénicas para la media y desvia-
cién estandar respectivamente, sin embargo los coeficientes para la tercera arménica en
el modelo de media y la segunda arménica para el de desviacion estandar, no fueron sig-
nificativos, por tanto fueron excluidos del modelo. También se excluy6 el coeficiente que
acompafia a la funcién seno en la primera armonica del modelo de desviacién estéandar,

debido a que tampoco fue significativo.

Tabla 4.8: Ajuste del modelo de Fourier para la media mensual estimada

Estimacién Error Est. Valor t Pr(>|t|)

(Intercept)  115.4262 4.5398 25.43 0.0000
Cos(23Z)  -30.9318 6.4203 -4.82 0.0013
Cos( 2(122” )y -44.4669 6.4203 -6.93 0.0001
Sen(221)) 29.4912 6.4203 4.59 0.0018

o=15,73 R?=0,9202

En las Tablas y se presentan el ajuste final de los modelos de Fourier para la
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media y desviacion estandar mensual estimada. Note que todos los coeficientes son signi-
ficativos, con un valor de R? igual a 0.902 y 0.7682 para el modelo de media y desviacién
estandar respectivamente. Ademas los valores de la prueba conjunta de significancia fueron
de 9.644e-05 y 0.0001835, en el mismo orden; lo que conlleva a concluir que ambos modelos

estdn bien especificados, segin la teoria que rige a este tipo de andlisis (Ver Figuras

y [L15).

Tabla 4.9: Ajuste del modelo de Fourier para la desviacién estandar mensual estimada

Estimate Std. Error  t value Pr(>|t])
(Intercept)  55.3325 16112 34.34 0.0000
Cos(2Z) -13.1165 2.2785 -5.76 0.0002

oc="558 R?=0,7682

Finalmente, mediante el ajuste de los modelos de Fourier se puede determinar el valor
medio y el rango de oscilaciéon para la media y desviacion estdndar mensual estimadas,
describiendo de esta manera la variacién a través del ano para estos pardmetros (ver Tabla
. Dado que para el modelo de media, la segunda frecuencia es la mas significativa, se
puede tomar como referencia para la interpretaciéon, la amplitud de oscilacion a la que se
llega mediante la formula A? = \/W .

Tabla 4.10: Oscilacion de los modelos

Modelo Valor Medio Amplitud Rango de Oscilacién
Media Estimada 115.43 53.36 62.07 168.79
Sd Estimada 55.333 13.12 42.22 68.45

De acuerdo al modelo de Fourier para la media mensual, se afirma que esta fluctiia alrede-
dor de un valor medio de 115.43 mm con un rango de oscilacién entre 62.07mm y 168.79
mm. Mientras que para el modelo de Fourier para la desviacién estdndar mensual, se en-
contré que tiene una fluctuacién alrededor de un valor medio de 53.33mm con un rango de
oscilacion entre 42.22mm y 68.45mm. Este andlisis muestra la gran variacién del régimen
de lluvias a lo largo del ano en cuanto a su valor medio, sin embargo la varianza mensual
tiende a ser parecida entre los meses. Ademads estos resultados son bastante apropiados
para esta zona, si se tiene en cuenta que para el Valle del Cauca el clima estda determinado
por temporadas himedas o secas, a diferencia de otras partes del mundo, donde cuenta

con las diferentes estaciones climaticas.

4.4.1. Validacién de los supuestos de Fourier

A continuacién se presenta el resumen de los resultados de las pruebas de validacién tanto

graficas como analiticas descritas en el capitulo 2, con el fin de verificar el cumplimiento
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Figura 4.14: Ajuste de Fourier con dos armoénicos para el modelo de media mensual esti-
mada
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Figura 4.15: Ajuste de fourier con un arménico para la desviacién estandar mensual esti-
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Tabla 4.11: Resumen test para la prueba de los supuestos del modelo de fourier de la media
mensual estimada
Prueba de Shapiro-Wilk Prueba de Breush-Pagan Prueba de Durbin-Watson

W% Valor p BP Valor p DW Valor p
0.9138 0.2386 31.526 0.3687 22.905 0.3357

Tabla 4.12: Resumen test para la prueba de los supuestos del modelo de fourier de la
desviacion estandar mensual estimada
Prueba de Shapiro-Wilk Prueba de Breush-Pagan Prueba de Durbin-Watson

W Valor p BP Valor p DW Valor p
0.9561 0.7268 0.7893 0.3743 17.776 0.2326

de los supuestos tedricos que se hacen alrededor de los modelos de Fourier ajustados.

De las Tablas y se puede concluir que los supuestos se cumplen a un nivel de

confianza del 95 % para los modelos de media y desviacién estdndar mensual estimadas.

De igual forma las Figuras[4.16]y [4.17] verifican el cumplimento del supuesto de normalidad;
en las Figuras y no se observa ninguna tendencia especifica de los errores vs los
valores ajustados, por lo cual se verifica el cumplimiento de homogeneidad de varianza de
los errores. Por ultimo, en las Figuras y se detalla que ninguno de los modelos
parece tener correlacién entre sus errores en el tiempo, dando cumplimiento al supuesto

de independencia.
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Figura 4.16: Q-Q plot Normal para los errores del modelo de media mensual estimada
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Figura 4.17: Q-Q plot Normal para los errores del modelo de desviacion estandar mensual
estimada
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Figura 4.18: Diagrama de los errores vs valores ajustados para el modelo de media mensual
estimada
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Figura 4.19: Diagrama de los errores vs valores ajustados para el modelo de desviacién
estandar mensual estimada
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Figura 4.20: Errores a traves del tiempo para el modelo de media mensual estimada
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Figura 4.21: Errores a traves del tiempo para el modelo de desviacion estandar mensual
estimada
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Capitulo 5

Conclusiones

La cantidad total de precipitacién para la zona de estudio estd caracterizada en gran parte
por una distribucién Weibull, donde sus parametros de forma y escala varian a lo largo del
ano debido a la variacién estacional presente en este tipo de variables. Este resultado es
concorde a la afirmacién hecha por Gregory et al. (1993) donde probaron varios modelos
para la precipitacién en el reino unido y encontraron que la distribuciéon Weibull tiene un

mejor desempeno en diferentes regiones y estaciones climéticas.

Para el mes de Mayo, se encontré que la distribucién Lognormal fue la que mejor ajuste
mostro de acuerdo a los criterios de bondad de ajuste usados. Es posible afirmar que este
hecho se debe a la especial caracteristica que posee dicha distribucién para producir datos
extremos; en el contexto del problema se refiere a generar grandes cantidades de lluvia,
lo que es tipico de este mes, pues hace parte de una de las temporadas de lluvia (ver
Figura . Ademas, se observé que para el resto de meses, esta distribucién tuvo un
pobre ajuste, que puede también deberse al hecho ya mencionado, lo que conlleva a que
la precipitacién mensual estimada se vea alterada por dichos valores extremos, y por ende

una sobrestimaciéon de la misma.

Por otra parte, para el mes de Julio se tiene que la distribucién que mejor ajuste pre-
sento fue la distribucion Gamma. Este hecho es corroborado con el cociente entre el tercer
momento central equivalente a la asimetria sobre el coeficiente de variacién, el cual para
este mes fue de 1.61, que es cercano a 2 y el cual es el valor tedrico de dicho cociente para
la distribucién Gamma, sin tener en cuenta el valor de los pardmetros (ver Ecuaciones
y [2.8). Esta misma justificacién fue mencionada en Buishand (1977), donde emple6 la
distribucién Gamma para modelar los datos de dos estaciones meteorolégicas ubicadas en
Holanda.

También se encontrd que la distribucién Loi des fuites tuvo un buen desempeno en el mes
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de Diciembre, el cual corresponde a una de las temporadas calurosas de la zona. Para este
mes se observd pocos dias con registros de precipitacién, donde el ano 1994 fue el que
registro una menor cantidad de lluvia total mensual equivalente a 3.6 mm. Este hecho fue
lo que hizo que esta distribucién tuviera un mejor ajuste en comparacién con el resto de
distribuciones. Ademas estos resultados son concordes a los encontrados en la literatura,
donde por ejemplo, Huynh et al. (1980) afirma que las secuencias de lluvias mensuales
con presencia de valores cero son mejor ajustadas a la distribucién loi des fuites que con
las distribuciones Gamma y Lognormal. Cabe aclarar que su pobre desempefio en el resto
del ano es debido a que ninguno de los meses presentaba totales mensuales iguales a cero.
Por otra parte, de manera general, es posible afirmar que para este mes el nimero de dias
lluviosos se distribuye Poisson con una tasa media igual a 5,85 y la cantidad de lluvia

recogida en uno de estos dias en particular se distribuye Exponencial con media igual a
20 (1/p).

Cabe resaltar que estas distribuciones en general tienden a dar buenas estimaciones para la
media mensual pero incrementan el valor de la desviacién estandar mensual (exceptuando
la Lognormal, la cual tiende a arrojar valores superiores tanto en la media como en la
desviacion estandar mensual en comparacién con los obtenidos por la distribucién empirica
de los datos). Esto puede deberse al hecho de que los modelos tedricos son incapaces de
ajustar perfectamente a los datos. Se debe tener en cuenta que la capacidad de una funcién
analitica para ajustarse a la distribucién de probabilidad empirica para cantidades de
precipitacién en dias himedos depende de la flexibilidad de la distribucién y la naturaleza

intrinseca de la forma de la distribucién.

En cuanto a la variacién estacional de la media y desviacion estandar mensual estimadas,
se encontrd que los modelos de Fourier con dos y un armonico respectivamente son necesa-
rios para describir dicha variacién a lo largo del afio. Esto es concorde al comportamiento
mensual observado en la Figura[4.2] en donde se observa que el régimen de lluvias est4 ca-
racterizado por dos temporadas, una mas intensa que la otra, mientras que la varianza es
mas o menos constante en cada uno de los periodos. Ademaés los resultados obtenidos en
el analisis concuerdan con la afirmacién realizada por Woolhiser & Roldédn (1986) y Liu et
al. (2011) en la cual se indica que de una a tres armonicas son suficientes para el ajuste

de las series de Fourier.

Finalmente, se debe tener en cuenta que la elecciéon de uno u otro modelo propuesto para
describir o analizar el comportamiento de precipitacién dependerd, en gran medida, del
uso que se le vaya a dar a dicho modelo. En ese sentido, los modelos més simples, cuya
aplicacién es inmediata, pueden ser mas utiles que los mas complejos cuya utilizacién tal
cual es poco probable y que, por lo tanto, requieren de suposiciones que los alejan de su

objetivo final.
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Recomendaciones

Existen diferentes metodologias que podrian mejorar los resultados obtenidos en este tra-

bajo, estas son:

s El uso de una distribucién Pearson tipo III para modelar la cantidad de precipita-
cién total mensual, se presenta como una buena alternativa para caracterizar dicha
variable en diferentes condiciones climaticas tal como lo sugieren Hanson & Vogel
(2008).

= Respecto de las pruebas de bondad de ajuste empleadas para el contraste de los
modelos propuestos, cabe notar que pueden ser mejoradas haciendo uso de técnicas
tales como: el diagrama de razén de L-momentos, el cual proveen una conveniente
forma visual para detallar las caracteristicas de los datos muestrales comparados con
una distribucién estadistica tedrica (Hanson & Vogel 2008), asi como el grafico de
probabilidad del coeficiente de correlaciéon (PPCC).

s La estimacién de los coeficientes de Fourier puede llevarse a cabo haciendo uso de
estimaciones de maxima verosimilitud a través de procesos de optimizacion multi-
variados, empleando como valores semillas los coeficientes de Fourier hallados por

minimos cuadrados (Para mas detalles ver Roldén (1994)).

La metodologia utilizada en este proyecto para modelar la cantidad de precipitacion men-
sual puede ser replicada para desarrollar el andlisis diario de dicha variable. En ese contexto
se puede emplear la distribucién mixta exponencial la cual provee buen ajuste en diversas

condiciones climdticas tal como lo sugiere Roldan (1994).

Otro enfoque utilizado para analizar la variable precipitacién es por medio de un modelo
de regionalizaciéon el cual mediante la modelaciéon diaria tanto del proceso de ocurrencia
como de cantidad de lluvia, ademas de uso de variables orograficas y climaticas permite
describir el comportamiento del régimen de lluvia en una regién determinada. Cabe aclarar
que para ello se deben usar los registros diarios de estaciones meteorolégicas ubicadas en
diferentes lugares de la regién o zona investigada.

63



64



Anexo A

Cddigo en R project para hallar la

funcion de distribucion LDF

La distribucion loi des fuites no se encuentra implementada en el programa estadistico R
Project. Por este motivo, presentamos a continuacion el cédigo de R para hallar la funcién

de distribuciéon LDF, el cual fue utilizado para realizar los respectivos calculos.

s+xFuncién de distribucién loi des fuites (LDF)
xxdias es igual al niimero de dias lluviosos para cada mes

sxxtheta y rho corresponden a los parametros de la distribucién LDF

LDF = function(y, theta, rho)
{

PLDF =0

for(j in 1:20)

{

p=0

q = matriz(0, ncol = dias[j], nrow = dias[j], byrow = F)
A=0

s1=0

for(k in 1: dias[j])

{ p[k] = (theta A k x exp(—theta))/( factorial(k))

for(lin 1:k)

{

qll, k] = (((rhox y[j]) A (I = 1))/ (factorial(l — 1))) * (exp(—rho * y[j]))

}
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s1[k] = sum(q], k])

Alk] = plk] + (1 — s1[k])

}

PLDF[j] = exp(—theta) + sum(A)
}

return(round(PLDF,4))

}
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Anexo B

Cddigo en R project para realizar
las estimaciones de maxima

verosimilitud de los parametros de
la distribucion LDF

A continuacion se presenta el codigo implementado en el programa estadistico R para
realizar las estimaciones de maxima verosimilitud de los parametros de la distribucién
LDF. Dicho cédigo estaba basado en la ecuacién de la seccién 2 y empleando el

algoritmo de Newton-Raphson.

funcionLogVer = function(p, x)

{

pl = p[1]

r = matriz(0, nrow = length(x), ncol = maz(k), byrow = T')
s=0

for(j in 1: length(z))

{

for(i in 1:k[j])

{

rlj, 1] = (pL Aixx[j] A (i — 1))/(factorial(i) * factorial(i — 1))
}

slj] = sum(r(j,])

}

f=—(=2xsqrt(pl x N x sum(x)) + sum(log(s)))
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return(f)

}

xx Estimacién de parametros por el método de los momentos

rho = 2 % (mean(y)/var(y))

theta = 2 x (mean(y) A 2/var(y))

lambda = rho * theta

lambdaVer = optim(par = c¢(lambda), fn = funcionLogVer,method = ¢(“BFGS”),x = y)
thetaVer = round(sqrt(lambdaVer$par x (sum(y)/N)), 3)
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