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0.1. Resumen

Desde un enfoque histérico-epistemolégico, en este trabajo de grado se da cuenta del proceso
de construccion y formalizacién de las nociones de limite e infinito potencial, conceptos de

gran utilidad y relevancia en el campo de la historia, epistemologia y educacién matematica.

Mostramos algunos elementos de causalidad con el propédsito de argumentar que la definicién
de limite formaliza el infinito potencial. Para esto, nos centraremos especialmente en los
métodos infinitesimales, que dieron paso a la solucién de problemas relativos a cuadraturas
de figuras, y en los desarrollos con respecto a la consolidacion del concepto de limite.
Estudiamos la génesis, construccién y formalizacion de las definiciones de limite y de infinito
potencial, prestando especial atencién en los trabajos de Arquimedes, Cavalieri, Wallis,
Newton, Leibniz, entre otros, hasta llegar a la consolidacién del infinito potencial a través
del limite, en los trabajos de Cauchy y Weierstrass sobre la emergencia del cédlculo y el

analisis matematico.

En este trabajo se abordan, ademds, aspectos importantes relacionados con algunos obstdculos
epistemoldgicos, que se presentan en el desarrollo histérico de los conceptos de limite e

infinito.

Palabras Clave: Limite, Infinito Potencial, Infinitesimal, Historia de las Matematicas,

Obstéculo Epistemolégico.
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0.2. Introduccién

El estudio histérico-epistemolégico de las matematicas aporta desde diferentes formas en el
ambito educativo, y estd ligado a procesos de aprendizaje de conceptos o teorias matematicas,
que inciden en un mejor acercamiento al conocimiento matemadtico por parte de los
estudiantes. En este sentido, es de gran relevancia que los estudiantes conozcan el desarrollo
de los conceptos matematicos y sus diferentes procesos de consolidacién, potenciando la

comprensién de algunos aspectos de la actividad matematica.

Este trabajo de grado se enmarca dentro de la linea de historia y epistemologia de las
matemdticas. A lo largo de este documento hacemos un rastreo histérico de el concepto de
limite, identificando cémo el infinito potencial ha estado vinculado a las diferentes nociones

de limite, hasta su consolidacion formal en la definicién de limite de Cauchy.

En educacién matemaética el concepto de limite, generalmente se introduce a través de
la definicién formal € — § o de las técnicas algoritmicas para su cdlculo, sin embargo, la
definicién de un concepto no garantiza la comprensién del mismo. La definicién formal da
precisién y rigor matematico, pero encapsula las situaciones y procesos que le dan sentido al
concepto, ocultando su significacion y complejidad. El infinito potencial, por ejemplo, es un
concepto que atraviesa histéricamente las diferentes nociones de limite y es parte esencial
de la definicién moderna de limite, sin embargo, su rol no es evidente en esta ultima. Este
hecho llama la atencién, y lo abordamos desde la teoria de los obstaculos epistemoldgicos.
Hay concepciones que se transforman en obstaculos epistemoldgicos, donde para superarlos
se requiere de una nueva teoria y un cambio importante en el punto de vista, estos se dan en
la génesis de una nocioén, o a través de concepciones colectivas transmitidas. Estos obstaculos
se deben a la naturaleza del conocimiento matematico en si, o se producen en la transposicion

didéactica del saber cientifico al saber escolar.

Este trabajo de grado, aborda entonces dos miradas; primero, se presenta un desarrollo
histérico, donde a través de varios personajes se da cuenta de la relacién entre infinito
potencial y limite, y cémo el infinito potencial es formalizado en el concepto de limite;

segundo, se caracterizan algunos obstaculos epistemoldgicos presentes en el desarrollo



0.2 Introduccién 9

histérico de estos conceptos.

Los aspectos mencionados anteriormente, evidencian la necesidad de comprender los diferentes
contextos de construccion, rigorizacion y formalizacién de los conceptos, nociones, técnicas,
algoritmos y objetos matemaéticos, los cuales son elementos fundamentales del trabajo en
educaciéon matematica. Es por eso que se pretende no solo hacer un tratamiento desde el
punto de vista de métodos y técnicas novedosas en cada periodo historico, sino también se
pretende poner en evidencia las diferentes posturas respecto a cuestiones epistemoldgicas.
Mediante la historia de las matematicas, se pretende dar cuenta de los complejos procesos de
génesis, evolucion y consolidacién de una teoria matemaética, sin olvidar que en estos procesos
de construccién circulan de manera particular, concepciones pedagodgicas y filosdficas.
Ademaés, las matemadticas son una actividad humana, una construccién social, elaborada

durante siglos con base en procesos de interrelacién cultural.

Con el propésito de estudiar la manera en que los estudiantes conciben los conceptos de
limite y de infinito potencial, tanto en el calculo como en el anélisis, debemos partir de los
significados que histéricamente se le han atribuido a dichos conceptos, los cuales dificilmente
se pueden encontrar en los libros de texto, que mediante la transposicién didactica se
encuentran ya terminados y adaptados a las convenciones cientificas rigurosas, ocultando
las dificultades y obstaculos que permitieron la evolucién de los conceptos hasta la fase
de institucionalizacion como conceptos matematicos. Por lo tanto es necesario recurrir a la
historia, epistemologia y filosofia de las matematicas, ademés de algunas investigaciones en
educacién matemdtica como [7,11,34], para acercarnos a los elementos constitutivos de la

significacién de los conceptos mencionados anteriormente.

Los aspectos antes mencionados se desarrollan en cinco capitulos, los cuales se especifican a

continuacion.

En el primer capitulo se realiza una recopilacién de métodos de tratamiento de procesos
infinitesimales, donde se trabaja con el infinito potencial y el limite en el marco de
cuadraturas de figuras, que se pueden ver en las obras de Arquimedes. Se presentan los

métodos indivisibles utilizados en el siglo XVII por Kepler y Cavalieri. Ademas se tiene en
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cuenta el trabajo algebraico de Wallis y las contribuciones al calculo infinitesimal de Newton
y Leibniz. En este capitulo se presentan, ademads, las primeras nociones de limite planteadas

por Euclides, Wallis y Newton.

El segundo capitulo, gira en torno a un analisis de la evoluciéon histérica de la nocién
de infinitesimal por parte de los hermanos Bernoulli, L’Hopital y Euler. También se
presentan las criticas realizadas por Berkeley a los fundamentos de las matemadticas, que
desencadenaron en el trabajo algebraico de Lagrange, y las ideas de limite por parte de

D’Alembert, Lacroix, Lhuilier y Carnot.

En el tercer capitulo se presentan las ideas de Bolzano sobre los fundamentos del calculo
y sobre el infinito matematico. También se hace alusién a una caracterizaciéon sobre la
fundamentacién del infinito potencial a través del concepto formal de limite por parte de
Cauchy. Finalmente se presenta la definicién de limite en el lenguaje € — § que se encuentra

en los trabajos de Weierstrass.

En el cuarto capitulo se presenta una caracterizacion de algunos obstéculos epistemoldgicos
presentes en la historia del concepto de limite. Mediante algunas investigaciones realizadas
por diferentes autores, se retoman las ideas de dichas investigaciones y se profundiza en los

obstédculos, especialmente en el denominado horror al infinito.

Por dltimo, en el quinto capitulo presentamos algunos comentarios finales que resultan

después de el estudio realizado.

Este documento pretende aportar al analisis de tipo histérico-epistemoldgico del concepto de
limite y su relacién con el infinito potencial, brindando una mirada de estos dos conceptos
que pueda servir como referencia a docentes y estudiantes de carreras como Matematicas
y Licenciatura en Matemadticas, y afines. Esperamos que este estudio contribuya a mejorar
algunos aspectos de la ensenanza y del aprendizaje, relacionados con la nocién de limite

como concepto fundamentador del infinito potencial.



Métodos y técnicas en el calculo con indivisibles e

infinitesimales

Las primeras preguntas con respecto al infinito surgieron en Grecia al pensar en el espacio,
el tiempo y la divisibilidad de la materia. Anaximandro, siglo VI a.C., consideraba que
todas las cosas estaban conformadas de algo denominado “apeiron”, al cual se considera
como imperecedero, neutral, ilimitado e infinito. Cuando salieron a la luz las paradojas de
Zenon de Elea, siglo V a.C., existian dos concepciones opuestas del espacio y el tiempo, que
eran consideradas infinitamente divisibles y que estaban formados por pequenos intervalos
indivisibles. Cuatro son las paradojas mas conocidas de Zenén que se encuentran en la Fisica
de Aristételes [3], relacionadas al movimiento y la continuidad, donde se considera que el
movimiento no existe, dado que es un engano de nuestros sentidos. El problema surge al
querer tratar a las magnitudes continuas, y al tiempo, como algo discreto, lo cual lleva a

contradicciones relacionadas con el infinito.

En la Fisica [3], Aristételes (384-322 a.C.) menciona que el infinito es “lo que no se deja
recorrer y carece de limite, es aquello que tomada una determinada cantidad, siempre es
posible tomar por fuera algo de ella”. El infinito para Aristételes se dividia en dos clases,
el infinito como un proceso de crecimiento sin final, o de subdivisién sin final, denominado
“infinito potencial”; y el infinito como una totalidad completa, el cual existe en un cierto
instante, denominado “infinito actual”. Aristételes acepta el uso del infinito potencial en
matematicas, en ambas direcciones, hacia lo més grande, como se puede ver en la aritmética
donde: dado el nimero uno, mediante la operacién suma se obtiene el ntimero dos y asi
sucesivamente en un proceso sin fin y hacia lo mas pequeno, como se puede ver en la
geometria donde a una magnitud continua, se la divide a la mitad, a lo que resta se divide

nuevamente a la mitad asi si sucesivamente en un proceso que nunca termina. Con respecto
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al infinito actual este es rechazado por Aristételes en las matemaéticas, es decir que no
existe una ultima cantidad infinitamente pequena, ni tampoco existe una ultima cantidad
infinitamente grande, sin embargo el infinito actual sigue teniendo validez en el campo de la

Filosofia. Con respecto a lo anterior, Aristételes menciona:

Y parece también razonable que en los nimeros el mas pequeno sea el limite, pero que en la
direccién del mas grande toda pluralidad siempre puede ser superada. En las magnitudes,
por el contrario, toda magnitud es superada en la direccién de lo mas pequeiio ... Pero en
la direccién del niimero mayor siempre es posible pensar otro mayor ... De ahi que este
infinito sea potencial, nunca actual, aunque lo que se tome supere siempre toda pluralidad

determinada. [3, pp.208-209]

Este pensamiento, expresado por Aristételes, serfa adoptado por Euclides (325-265 a.C.) y
Arquimedes. En los Elementos de Euclides se evidencia un trabajo con el infinito potencial,

lo cual se muestra a través del siguiente postulado y de la siguiente proposicion:
» Postulado 2. Prolongar continuamente en linea recta una recta [19].
En otras palabras, una recta se puede prolongar cada vez mdas y mas, tanto como se quiera.

= Proposicion IX.20. Hay més ntmeros primos que cualquier cantidad propuesta de

numeros primos [20, p.226].

Es decir, que si se da un nimero primo muy grande, siempre es posible obtener uno mas

grande que el dado con anterioridad, en un proceso que se repite continuamente.

En el libro de los Elementos de Euclides, los conceptos matematicos se trabajan con un alto
grado de formalismo; sin embargo el uso del infinito potencial, por ejemplo en el postulado

2 y en la proposicion IX. 20, es informal.

1.1. El método exhaustivo: Arquimedes

Eudoxo de Cnido (390-337 a.C.), desarroll la teoria de razones y proporciones, ademds,
introdujo el “Axioma de Eudoxo-Arquimedes'”, que fue considerado en la obra Sobre la
esfera y el cilindro como el siguiente postulado:

!Definicién V.4: Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse, puede

exceder una a la otra. [20, p.10]
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Postulado I.5. Y ademads, en las lineas desiguales y las superficies desiguales y los sélidos
desiguales el mayor excede al menor en una magnitud tal que, anadida a si misma, es capaz

de exceder cualquier magnitud propuesta de las que decimos que guardan razén [4, p.112].

Arquimedes (288-212 a.C.), retoma y potencializa el método de exhaucién, al hacer que el
limite de las medidas de las dreas de una sucesién de poligonos inscritos y circunscritos en

un circulo, o en una parabola, sea el drea aproximada de estas figuras.

La nocién de limite en Arquimedes

La base del método exhaustivo se encuentra, en los Elementos, en la siguiente Proposicion,

donde se prefigura el concepto de limite como salida conceptual para encapsular los procesos

infinitos:

Proposicién X.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud)
mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi

sucesivamente, quedard una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada. |

p-12].

)

En términos modernos, segin Recalde [32, pp.100-101], la proposicién X.1 menciona que:
sea My y € dos magnitudes dadas y sea My, My, Mo, ..., M, ... una sucesion, tal que: M; <
My, My < My, ..., Myp11 < M, ..., entonces, existe un n € N, tal que M,, < €, que en el

lenguaje moderno significa:

lim M, =0.

n—00

La esencia de este método, se observa al cuadrar la Figura 1.1 no rectilinea, y que

B

F

Figura 1.1. Figura no rectilinea.



14 1 Métodos y técnicas en el calculo con indivisibles e infinitesimales

denotaremos por R, donde, segin Grattan-Guinness [23, pp.47] se pretende demostrar que
un area, una superficie o un volumen R, que se esta investigando, es igual a una magnitud
conocida A del mismo tipo (por ejemplo, R puede ser la superficie de una esfera y A
cuatro circulos méximos de la esfera). Se construyen entonces dos sucesiones de figuras,
una mondtona creciente y otra monoétona decreciente, que estén respectivamente inscritas y
circunscritas a R; asi pues, se obtiene mediante reduccién al absurdo que A = R, como se

puede ver en Recalde [32, pp.101-102]:

1. Dentro de R, se inscribe una sucesién de figuras rectilineas Ag, A1, As, ..., Ap, ... que
crecen mondotonamente. En este caso A1 = ABC, A, = ADBECYF, ..., etc.

2. Las figuras son escogidas de tal manera que la sucesiéon R — A1, R — Ay, ..., R — A, ...
cumpla con la hipdtesis de la proposicién X.1.

3. Con ayuda de consideraciones tedricas se presume el limite de la sucesién de las figuras

inscritas, el cual es designado como A.
Ahora se demuestra que A = R, mediante el método de reduccién al absurdo.

1. Se supone que R > A, de lo cual R — A > 0, por el principio de Eudoxo existe un n
natural, tal que R — A,, < R — A, lo que implica que A,, > A, lo cual es imposible.
2. Se supone que R < A, de lo cual A — R > 0, por el principio de Eudoxo existe un n

natural, tal que A — A,, < A — R, lo que implica que A,, > R, lo cual es imposible.

Por lo tanto se concluye que: A = R.

La cuadratura del circulo

Arquimedes establecié una aproximacién a la cuadratura del circulo, tomando de los
Elementos la Proposiciéon X.1, con la cual consiguié igualar el circulo C' a un tridngulo
rectangulo T'= ABD cuya altura R, es el radio del circulo y su base [ es la longitud de la
circunferencia; esto permite deducir la longitud de la misma (ver Figura 1.2), como se puede

ver en la siguiente proposicién, de la obra Medida del Circulo de Arquimedes:

Proposicion 1: Un circulo es equivalente a un triangulo rectangulo cuyos catetos son iguales

al radio y a la circunferencia del circulo. [4]
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J K D
E F
B
B G
R,
(8
A 1

Figura 1.2. Cuadratura del circulo.

En la demostracion, Arquimedes usa el método de reduccion al absurdo utilizando poligonos

inscritos y circunscritos, como lo menciona Recalde [32, pp.103-105] (ver Figura 1.2).

Demostracion. Sea C un circulo de radio R, supongamos que C' > T', que es equivalente a
C —T > 0, donde T es el tridngulo ABD. Para realizar la demostracién de esta proposicién,
se hace uso del método exhaustivo que corresponde a la proposicién X.1 de los Elementos;
esto es, dado un circulo C' y una magnitud superficial C'—T, existe una sucesion de poligonos

P, inscritos en C, tal que C'— P,, < C'— T, para algin ntimero entero positivo n.
Para esto, tomamos una sucesién de poligonos inscritos en la circunferencia C':
Py: Cuadrado AEFH.

Py: Octégono ABEKFGHI.

P,,: Poligono regular Cuadrado 2"*2 lados inscrito en C.

Sea MO = C—Po,Ml = C—Pl,MQ = C—PQ,...,Mn = C—Pn,

DondeMo—M1=C’—P0—[C—P1]:Pl—P0:4AEKF

De lo anterior tenemos:
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ANEKF = 2 Rectdngulos EJDF > 2 Sector EKF
4 Rectdngulos EJDF > 4 Sector EKF
4 Rectangulos EJDF > C — Py, donde C' — Py = 4 Sector EKF

4 Rectangulos EJDF - C—-PF
2 2

1
2 Rectdngulos EJDF > 5(0 - BR)
1
My — M, > iMO

1 1
De lo cual My < §M0, de la misma manera se podria probar que My < §M1 y en general

1
que M, 41 < §Mn lo cual garantiza el cumplimiento de la Proposicién X.1. De tal manera

que: C — P, < C —T, entonces P, > T.

Por otro lado si [ es la longitud de la circunferencia, tenemos que

P,, = n(Tridngulo que tiene la base S,, y la altura h)
=Triangulo que tiene la base n.S,, y la altura h

<Tridngulo de base [ y altura R,

dado que nS,, <!y h < R,. Por lo tanto P,, < T, lo que contradice el resultado anterior.

Ahora, se supone que C' < T, de lo cual T'— C' > 0. Usando X.1 de los Elementos, para el
caso de poligonos circunscritos, existe @,,, poligono circunscrito, tal que: @, —C < T —C,

de lo cual @Q,, < T. De otro lado,

@, = n(Tridngulo de base L,, y altura R,,)
=Tridngulo de base nL,, y la altura R,
>Tridangulo de base [ y altura R,

puesto que nL, > [. Significa que @, > T, lo cual contradice el resultado anterior. Por lo

tanto, C' =T, como se queria demostrar. ]

La cuadratura de la parabola

El siguiente teorema se encuentra en Cuadratura de la pardbola [5], en donde se hace uso

del método exhaustivo, para su demostracién.
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Teorema: El area del segmento parabdlico es igual a cuatro tercios del area del triangulo

inscrito.

La siguiente demostracién es tomada de Recalde [32, pp.113-114].

Demostracion. Sea la pardbola ABC, donde B es el vértice de la pardbola. Se inscriben los

tridangulos como aparecen en la Figura 1.3. Partimos de la siguiente sucesién de triangulos:

M B N

o

A F G C

Figura 1.3. Cuadratura de la pardbola.

Py = AABC,
P, =P+ (AADB+ ABEC),
P,=Py+  ANADB+ ABEC + NAJD + ADKB+ ABHFE + AEIC,

P,.

Gracias a la proposicién 21° podemos afirmar que:
ANABC =8AADB
AABC =8ABEC)
2Proposicién 21: sea AC la base de un segmento parabélico ABC, y B el vértice de dicho

segmento. Sea F un punto en el segmento parabdlico en el cual la tangente es paralela a BC,

entonces la medida de la superficie del tridgngulo ABC' es 8 veces la del tridngulo BEC.
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9AABC = 8(AADB + ABEC)
AABC = 4(AADB + ABEC).

1
Por lo tanto: P, = Py + ZPO'

Realizando el mismo procedimiento anterior con el resto de tridngulos, se llega a que:
AADB =4(ANAJD + ADKB)y ABEC = 4ABHFE + AEIC),

AABC =4(4(AAJD + ADKB) + 4(ABHE + AEIC)),

NABC = 42((NAJD + ADKB) + (ABHE + AEIC)).

1 1\?
Por lo tanto: P, = Py + ZPO + <4> P.

Y en general:

1 1\? 1\"
P, =Py, +-P, ) P+ o+ (=) P
0+40+<4) o+ +(4> 0

Debemos demostrar que esta sucesiéon cumple las hipdtesis de la proposicion X.1. Llamemos
S al drea del segmento parabdlico; debemos mostrar que para cualquier € > 0 existe n, tal

que S — P, < e.

1
Tomemos el paralelogramo AMNC, en el cual AM es paralela a NC y a BO. Py = 2@

1 1
donde (a = paralelogramo AMNC'), pero S < a, luego: Py > 55 yS—P< 55, de lo cual
tenemos que si Mg =S — Pyp,M1 =S —P,,My=85—Py,....M,, =5 — P,.

1 1 1 1
Donde S — P, = (S — Py) — ZPO < 55 — §P0 = 5(5’ — Py), entonces
1
S—P1<§(S—Po)

1 1
De lo cual M; < §MO, de la misma manera se podria probar que My < §M1 y en general

1
que M,41 < §Mn lo cual garantiza el cumplimiento de la Proposicién X.1 de los Elementos

de Euclides.

El paso siguiente consiste en la btisqueda del limite de la sucesién de figuras inscritas, para

lo cual se parte de:
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" Py 4 1 1
P, = e o —— = 1.1
gk — 370 gyn-170 (1.1)
k=0
Una vez obtenido el resultado de dicha suma, Arquimedes demuestra mediante el método
4
de reduccién al absurdo que S = gPO' Para esto parte de dos casos que se pueden ver en

Pérez [31, pp.6-7]:
4 . 4
(I) Supongamos que S > gpo; es decir, que S — §P0 > 0.

Como el area del tridngulo inscrito en un segmento parabdlico S es la mitad del drea del
paralelogramo circunscrito, la cual, a su vez, es mayor que el area del segmento, se sigue que
el area de triangulo inscrito en un segmento parabdlico es mayor que a mitad del area de
dicho segmento, lo que permite aplicar el método exhaustivo.

Por tanto, en la sucesién de areas:

1 1 1\?

1 1\? 1\"
S—<P0+4P()+(4> P0++<4> R))

Cada una es menor que la mitad de la que le precede y, por tanto, en virtud del método

exhaustivo podemos concluir que en alguna etapa se tendra que:

4 1 1\’ 1\"
S—3P0>S—<PQ+4P0+(4> P0++<4) Po)

Esto implica que:
4 1 1\* 1\"
- P, Py+ =P, -] Py+... - P,
3 o<<o+4 o+<4) 0 + +(4> 0>,

4
lo que es contradictorio con la igualdad (1.1). Por tanto, no puede ser S > §P°‘

4 4
(IT) Supongamos que S < §P0; es decir, que gPO -S5>0.

2 n
1 1 1
Como cada una de las areas Py, EPO’ (4) Py,..., (4) Py, es menor que la mitad de la

que le precede y, por tanto, en virtud del método exhaustivo, podemos concluir que en alguna

" 4
etapa se tendrd que (4> Py < gPO — S. Entonces
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4 \" 11 4 1 1\? 1\"
-Py— 5 - F ———PFPy==-Fy— | P, - P - | P -1 F.
310 ><4> 0> 3 moito=3t0 <0+40+<4) 0+ +(4> 0)

Lo que implicaria que

1 1\? \"

Que es absurdo pues la suma de la derecha es el drea de un poligono inscrito en el segmento

4
parabdlico S. Por tanto, no puede ser S < gpo-

4
Como (I) y (II) nos lleva a contradicciones, solo nos queda decir que S = §PO O

1.2. Infinitesimales e indivisibles en el siglo XVII

1.2.1. El método de aproximacion: Kepler

Johannes Kepler (1571-1630) se interesé por el cdlculo de areas y volimenes, el cual se
intensific6 a partir de un incidente en su boda, pues en ese evento le llamé la atencién
el método que usd el comerciante de vinos para medir el volumen del tonel. Llevandolo a
escribir un libro sobre este tema titulado Nova stereometria doliorum vinariorum que se
puede traducir como (Nueva geometria sélida de los barriles de vino), publicado en 1615.
Pero este problema también lo llevé a plantearse la siguiente pregunta: ;Cudl es el mejor

diseno para un barril de modo que se maximice su volumen?

Para Kepler, un sélido (barril) estar{a formado por numerosas capas finas cilindricas y trat6 el
volumen como la suma de capas cilindricas [25], donde las capas se tomaban perpendiculares
al eje del barril, el grosor de cada cilindro puede ser tan fino como uno quiera imaginar. Es
decir, las capas cilindricas estan apiladas y todas juntas forman el barril®, (ver Figura 1.4).
Segiin Edwards [18, p.102] “El enfoque de Kepler en la estercometria es diseccionar un
sélido dado en un nimero infinito (aparentemente) de piezas infinitesimales, o ‘indivisibles’
sélidos”, de un tamano y forma conveniente para la solucién del problema particular. Kepler
sumaba los volimenes de esas piezas componentes para obtener el volumen de un sélido
3Kepler consulté los trabajos de Arquimedes y descubrié que su método de indivisibles le habia

permitido obtener resultados de un modo mucho més simple y mds general que Arquimedes [30,

p.-83].
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I""

Figura 1.4. Capas cilindricas que conforman un barril.

dado. Los elementos infinitesimales de Kepler tenian que tener la misma dimensiéon que el
cuerpo que queria medir. Es decir, si queria calcular un area entonces sumaba elementos de

area y si queria calcular un volumen consideraba elementos infinitesimales sélidos.

En el célculo del area del circulo, inicialmente considera al circulo como un poligono regular
con un infinito nimero de lados, compuesto por una infinidad de tridngulos infinitesimales
(ver Figura 1.5). Como el area de un tridngulo es la mitad del producto de su base por su
altura, el area total del circulo viene dada por la mitad del producto del perimetro de la

circunferencia y el radio. De un modo analogo, Kepler encuentra el volumen de una esfera.

27r

Figura 1.5. Area de un circulo.

El método utilizado por el comerciante, para medir el volumen del barril, consistia en insertar
una vara desde del agujero central S hasta el lado opuesto de la tapa en D (ver Figura 1.6),

donde la longitud SD = d, Kepler observé que un barril estrecho y maés alto tendria el
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mismo valor SD que uno més ancho, sin embargo el volumen seria mucho més pequeiio [36,

pp-82-83]. Para optimizar el volumen, Kepler aproxima el barril por un cilindro que tiene la

L\-g____/
Ay
g ‘
\
1o~ \
1 ~ \
1 hES d N\
~ \
1 ~
~ A
1 S o \
1 ~. \
I ~ ; N\
hp === e-———-- S8 S

Figura 1.6. Método para medir el volumen de un barril de vino.

diagonal d como antes, r seria el radio de la base y h la altura. Entonces la relacién entre d, h

B\ 2
y r puede escribirse, usando el teorema de Pitdgoras: d* = (2) +(27)2. Ahora despejamos

7"21

h? > n?
I T B B G

I ¢

Por lo tanto el volumen (V = r?7h) en funcién de h y d es:

d?> h? d*h h3
V—hﬂ'(4—16) —WT—TFTG.

Pero si d estd fijo, {qué valor de h nos da el mayor volumen V? Hoy sabemos (usando

métodos del cdlculo), que el volumen méximo se alcanza en

2
h=-".d
V3

Con respecto a esto Kepler mostré que si un barril no satisfacia que 3h? = 4d?, pero se
desviaba algo de ella, esto habria tenido solo un pequeno efecto en el volumen, porque
cerca de sus méximos una funcién cambia lentamente [306, p.83]. Kepler tabul6 valores para
reforzar su idea de que el volumen de esos cilindros con diagonales iguales cambian muy

poco en un entorno de un méximo [3, p.116].
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1.2.2. El método de los indivisibles: Cavalieri

Los “indivisibles” de Bonaventura Cavalieri (1598-1647) son elementos infinitos y su naturaleza
depende de la dimensién de los objetos, es decir poseen una dimensién menor que aquella
de la figura que componen; asi, para las superficies, los indivisibles seran las lineas; para
los voliumenes, superficies, y en general, para objetos de dimensién n seran los objetos de
dimensién n — 1. Segin Recalde [32, p.175], la suma de estos infinitos elementos constituyen
el total de la figura. La nocién de indivisible se puede ver en la obra de Cavalieri: Geometria

indivisibilibus continuorum quadam nova ratione promota de 1653.

La idea de Cavalieri fue considerar una figura plana como un conjunto infinito de cuerdas
interceptadas dentro de una superficie; donde cada una es vista como un rectangulo con una
dimension infinitamente pequena, aspecto que lo llevan a enunciar el principio que lleva su

nombre

Primer Principio de Cavalieri: Si dos superficies cortadas por un sistema de rectas
paralelas generan segmentos correspondientes isométricos, estas tienen una misma area;
si los segmentos correspondientes tienen una relacién constante, existe la misma relacién

entre las dreas. [0, p.59]

Sean A, Ay, As las areas de los cuadrilateros representados en la figura 1.7, gracias al primer
principio, se tiene que A; = Ay = 2A3. Analogamente, este principio se aplica a las figuras

geométricas de tres dimensiones.

Al Ao A

a a a/2

Figura 1.7. Extension de Figuras.



24 1 Métodos y técnicas en el cdlculo con indivisibles e infinitesimales

Segundo Principio de Cavalieri: Si dos sélidos cortados por un sistema de planos
paralelos generan secciones correspondientes a la misma &rea, estos tienen el mismo
volumen. Si las secciones correspondientes tienen una relacién constante, dicha relacién

existe entre los voldmenes. [0, p.59]

Como ejemplo del segundo principio de Cavalieri, se muestra graficamente la comparacién

entre un cono y una pirdmide (Ver Figura 1.8)

Figura 1.8. Comparaciéon de un cono y una piramide.

Para profundizar en Cavalieri, se presentan los presupuestos de su método, para esto se
parte de una figura plana dada F' = AC'B limitada por una curva ACB y una recta AB
llamada “regula” (ver Figura 1.9). Cavalieri consideraba una linea recta que partiendo de la
posiciéon AB en la figura, se desplaza uniformemente conservandose siempre paralela a AB,
y se quedaba con un haz de segmentos paralelos que determinaban la figura F' sobre dicha
recta en sus posiciones sucesivas a lo largo de su movimiento. A estos segmentos los llamaba
“todas las lineas de la figura plana” o “los indivisibles de la figura dada”; representaremos

dicho haz como Op(1).

Figura 1.9. Figura plana dada F' = ABC.
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En términos modernos segin Grattan-Guinness [23, pp.50-51], Cavalieri construia una
aplicacion

F— Op(l) (1.2)
que va del conjunto de las figuras planas a el conjunto formado por haces de segmentos
paralelos, v extendia la teorfa de magnitudes de Eudoxo* para incluir en ella sus nuevas
magnitudes {Op(1)}. Mds tarde establecié aunque no de manera satisfactoria la relacién

fundamental entre dos figuras planas:
Fi :F,=0pr (1) :O0g() (1.3)

Si en vez de ser una recta la regula fuese un plano, se obtiene de una manera andloga la
relacién

Sy : 89 =0g, (p) : Os,(p), (1.4)

donde S; es un sélido y Og, (p), son todos los planos que corresponden a él, para i = 1, 2.

El objetivo de Cavalieri era hallar la razén de la izquierda en la igualdad (1.3) por medio
del célculo de la razén de la derecha, y para ello le era de gran ayuda un postulado que
conduce al llamado “teorema de Cavalieri”. El postulado mencionado afirma que si en dos
figuras dadas de la misma altura F} y Fy todo par de segmentos correspondientes (es decir
segmentos de distancia iguales de la misma regla comin) estdn en la misma razén, entonces
OF, (1) y Op, (1) también estédn en la misma razén. O bien, en notacién moderna y usando

la Figura 1.10:

Y Y

; s

Figura 1.10. Teorema de Cavalieri.

b
I

4Ver libro V de los Elementos de Euclides.
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Si para todo z tal que 0 < z < a, se tiene que fi(z) : fo(x) = b : ¢ entonces
Op, (1) : Op, (1) =b: c. (1.5)

Esto junto con (1.3), nos da inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema de Cavalieri: Si para todo z tal que 0 < z < a, se tiene que f1(z): fa(z) =b: ¢
entonces

Fi:Fy=b:c. (1.6)

El método colectivo de los indivisibles

Se compara la coleccién de indivisibles de figuras como se puede ver en la Figura 1.7, que
resultan de secciones hechas por rectas paralelas (o planos paralelos) a las bases y a igual
distancia. Esto puede variar de acuerdo a la forma de hacer las divisiones, lo que permite

obtener diferentes tipos de indivisibles.

Todas las lineas de la figura plana: Dada una figura plana ACB y una recta AB, los
segmentos que se generan al intersecar la figura con rectas paralelas a la dada (llamada
regula) se constituyen en los indivisibles de la figura. Particularmente si la figura tiene una
base recta y se toman rectas paralelas a ésta, la coleccién de los segmentos generados por
la interseccion entre la figura F' y estas rectas son la coleccién de todas las lineas, es decir

Op(l) (Ver Figura 1.11).

A B A B

Figura 1.11. Todas las lineas de la figura plana.
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Todos los planos de un sélido: Cavalieri toma como indivisibles a todas las regiones
que se generan por la interseccién del sélido con planos paralelos a uno dado inicialmente.
Particularmente si el slido tiene como base una regién plana (ver Figura 1.12) a la coleccién
de todas las regiones que se obtienen al cortar un solido S por planos paralelos a ésta, se le

denomina la coleccién de todos los planos Og(p).

Figura 1.12. Todos los planos de un sélido.

Segin Canizales y Erazo [13, p.70], Cavalieri intentaba demostrar que las colecciones de
indivisibles son magnitudes en el sentido de los Elementos de Euclides por lo que podemos
compararlas y operarlas. Sin embargo surge un cuestionamiento en torno a la forma de
tratar con ellas, es decir ;Se puede asumir que los infinitos indivisibles de una figura, con

los infinitos indivisibles de otra, son iguales en cantidad?

El método distributivo de los indivisibles

Se encuentra la relacién entre las colecciones indivisibles de dos figuras, haciendo una
particién de cada indivisible, analizando las colecciones de los elementos de esta particién
y encontrando el resultado final al unir estas colecciones. Segtiin Edwards [18, p.106] este

método conduce al calculo de la “sumas de potencias”, que se puede expresar en lenguaje

a an+1
/ 2"dx = h (1.7)
0 n

moderno como:

Para describir el método utilizado por Cavalieri, en [13, p.76] se parte de un cuadrado ABC' D

con lados a, dividido por dos tridngulos a partir de su diagonal AC (ver Figura 1.13). Si z e
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y denotan las longitudes de las secciones PQ y QR de estos tridngulos congruentes, entonces

T + y = a, ahora

<

Figura 1.13. Cuadrado ABCD, dividido por dos tridngulos.

B B B B B
Yoa=> @ty =) z+Y y=2) z,
A A A A A

B B . .
dado que ), « = > y por simetrfa, entonces:

B B 1
2r=52 0= (18)
A A

N | =

B .
pues ), a representa el drea del cuadrado.

Para calcular Zﬁ 22 se inicia con:
B B B B B
DI DIRTII SETE) SRS i
A A A A A
=2 ZE 22+ 2 Zﬁ xy (simetria)

B B 9
:223@24—22((1—22)
A A 4

Donde z = (a/2) — z,y = (a/2) + z. Por lo tanto

B B B
Za2:42x2—4222 (1.9)
A A A
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La le 2% sobre los tridngulos AEF y CFG, representa el volumen de una pirdmide, que

. B
con relacién al volumen de Y, 2%, es:

B 1 B
2 _ & 2
IR I
A A
La sustitucién de este resultado en (1.9) da en este tratamiento el volumen de una pirdmide

(ver Figura 1.14)

Figura 1.14. Volumen de una Pirdmide.

B B
V(P)=ZQZEZQ=13 (1.10)
T 3 a 39 .
A A

ya que Z]Ag a? representa el volumen de un cubo con borde a [18, pp.107-108].

Pasando a las sumas de cubos, tenemos

B

B B B B B
Za?’:Z(x+y)3:Zx3+32x2y+32zy2+2y3
A A A A A

A
B B B

ZaB = 223:3 + 623:224 (simetria). (1.11)
A A A

Para evaluar Z]j 22y se recurre a lo siguiente:
B B B B
Za?’ = aZUL2 =a <22m2 —i-Qny)
A A A A
9 B B
o332y )
A A
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o B B
= §Za3+22(x+y)xy
A A

B 9 B B
3 3 2 . ,
a® = — a’ +4 x simetria).
EA 3 EA EA y ( )

Por lo tanto Zﬁ 2%y = Zf 23 /3, y la sustitucién de este resultado en (1.11) da

B
Ea:3:
A

Las férmulas (1.8), (1.10) y (1.12) son las tres primeras instancias de la férmula general

RNy

& 1
> at = Za‘*. (1.12)
A

B an+1
» at= o (1.13)
" n -+

equivalente a (1.7), que Cavalieri infirié luego de verificarlo caso por caso hasta n = 9. Con
base en este resultado, podria escribir inmediatamente el drea bajo la curva y = =™ (un

entero positivo) sobre la unidad intervalo,

Esta unificacién y generalizacién de resultados anteriores constituyé un paso gigante hacia
el desarrollo de los procedimientos algoritmicos del cdlculo. Cavalieri siempre consideré el
método distributivo como suplemento del colectivo y nunca como una teoria independiente,

motivo por el cual, quizas, no se molestd en darle nombres distintos.

1.2.3. El método aritmético del infinito: Wallis

En 1641, con el método de los indivisibles, Evangelista Torricelli (1608-1647) descubrié un
teorema, que le expuso a su maestro Cavalieri. Este mencionaba que “... existe un sélido de
longitud infinita pero dotado de una sutileza tal que, ain prolongado al infinito, no supera
la cantidad de un pequeno cilindro” [39, p.334]. En 1656, John Wallis (1616-1703) publicé su
Arithmetica infinitorum, en esta obra, él cuenta como se habia familiarizado con el método
de indivisibles gracias a Torricelli y también se aventurd a dar ese salto que precisaba la

Geometria, al introducir el dlgebra en sus deducciones.
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El método de induccion incompleta para el calculo de cuadraturas

Para Wallis, segiin Recalde [32, pp.229-233], el cdlculo de la cuadratura de una curva, tiene

que ver con calcular X de la proposicién:

_ 1
=<

SIS

donde el area de figura curvilinea es T', y P es el poligono circunscrito en 7. Inicialmente

encuentra valores de X en curvas de la forma y = 2™, basados en la Figura 1.15, trata de

C A
A
C> 2
A
o) /Al
(0} By Ba B

Figura 1.15. Curvas de la forma y = z".

establecer la proporcién entre el tridngulo curvilineo OAB y el paralelogramo OCAB, en
términos modernos se tendria que:
AlBl (ClAl)n

= ,n €7,
AsBy  (CRAl)"

Con la cuadratura de OC AB, el problema consiste en hallar X, tal que:

Cuad. OAB l
Cuad. OCAB ~ X'

Si n = 1, entonces OA se reducird a una recta, OAB a un tridngulo rectilineo y X seria
igual a 2. Para el caso general, Wallis considera el tridngulo OAB y el paralelogramo OCAB
formados de una infinidad de segmentos paralelos. La idea de Wallis fue establecer un
formalismo para las sumas infinitas. Si se toma la regién limitada por la curva y = z",

el eje x y la recta © = a como se puede ver en la Figura 1.16, se tendrd que:

cuad. OAB Y0 _y h h h

_ _ _ [z
cuad. OCAB Y% _ x an+a*+...+a” S hn X '
1= —00

h—o0
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Figura 1.16. Curva y = =™, limitada por el eje z y la recta z = a.

Para llegar al caso general, Wallis empieza considerando casos particulares. Para el caso de

n =1, en términos modernos se establece la siguiente igualdad:
. h(h+1)
Z?:o hy o h(h+1)

h—o00
L . . 1 .
Wallis sigue el mismo proceso para n = 2, obteniendo 3’ para el caso de n = 3, obtiene

1
—. Wallis establece la proposicién general consignando los resultados de las diez primeras

potencias y con ese resultado encuentra el caso general para n enteros positivos.

Z?: ohl, .. "t 1
Lo que significa que en la proporcién
cuad. OAB 1
cuad. OCAB X’

donde X = n + 1. De esta manera, si consideramos la regién limitada por la curva y = x™,

el eje x y la recta x = a, dado que el drea del paralelogramo OCAB es a™*! (tiene base a y

n+1

1
altura a™) entonces Ta corresponde a la cuadratura de la region OAB.
n

El método de Wallis fue extender su resultado para exponentes racionales al observar que

para las curvas del tipo y = (V)P = xP/1 siguiendo un proceso similar para encontrar la

k

cuadratura bajo la curva de y = 2%, se tiene que la regién acotada por la curva y = /9, el

eje x y la recta x = 1, estda dada por:

Cuad [xp/q](lj - _7

p+q
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La nocién de limite e infinito en Wallis

El germen del concepto aritmético de limite de una sucesion infinita de nimeros la podemos

encontrar en la Arithmetica Infinitorum de Wallis, como sigue:

... un nimero al que se aproxima la funcién de modo que la diferencia entre este numero y
la funcién puede hacerse menor que cualquier cantidad fijada de antemano y que se anula

cuando el proceso se continuard hasta el infinito [26, p.513].

Podemos entender que la definicién presentada por Wallis es de cierta manera muy vaga,
pero para la época ain no se habian trabajado conceptos como el de funcién que hace
referencia a una sucesién infinita de nimeros, ademéas en esta expresion se hace alusién a la
proposicién X.1 de los Elementos de Euclides, cuando se menciona que “la funcién puede
hacerse menor que cualquier cantidad fijada de antemano y que se anula cuando el proceso
se continuard hasta el infinito”, también se observa un proceso infinito (infinito potencial),

lo cual nos lleva a entender que la idea de Wallis en el fondo es correcta.

Los indivisibles de Wallis poseen cantidad, es decir las lineas tienen anchura, al igual
que los planos tienen grosor. Su método consiste en rellenar una superficie (o un sélido)
con paralelogramos (paralelepipedos) de anchura infinitesimal y uniforme, en una cantidad
infinita. Esa anchura ha de ser la minima posible: un “infinitésimo”. Por primera vez en la
historia de la matemdtica hallamos “infinitésimos” [39, p.342]; estos son una invencién de

Wallis los cuales surgen del cociente entre una magnitud finita y otra infinita.

El infinito absoluto de Wallis, segin Yuste [39, p.342], es un infinito potencial actualizado,
es una cantidad mayor que cualquier otra asignable. Por consiguiente, el infinitésimo, é,
traduce el hecho de partir una superficie o volumen en infinitas porciones infinitamente
pequenas. Wallis realiza operaciones sin tener en cuenta los objetos, por ejemplo establece

que la suma de infinitas partes infinitésimas nos proporciona una magnitud finita:
1 1 1
(+++...> -h=h
00 00

11 1
<2+4+8+...)~h—h

1 1
Ademas se tienen igualdades como: — oo =1y ( . h> <00 = h.
00 o)
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1.3. Las cantidades infinitamente pequenas

A las cantidades con las que trabajaban tanto Newton como Leibniz en la conformacién
del célculo, en algunas ocasiones se las consideraba como infinitesimales, o como cantidades

evanescentes o incipientes o cantidades infinitamente pequenas.

1.3.1. Limite e Infinitesimales: Newton

Basdndose en las obras de René Descartes (1596-1650,), de Wallis y de Isaac Barrow
(1630-1677), Isaac Newton (1642-1727) fund6 su célculo fluxional, el cual fue publicado

mediante una serie de tratados sobre:

= Series infinitas De analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas de 1711.

= Método de fluxiones y series infinitas Methodus Fluzxionum et Serierum Infinitorum de
1736.

= Cuadratura de curvas denominado De Quadratura Curvarum, de 1704.

= Principia de 1687 que suministraban al piblico en general indicaciones sobre sus métodos

de célculo infinitesimal.

Los concepto de limite e infinitesimal se puede observar en algunos apartados de las obras
que mencionamos en la lista, relacionados a tres aspectos, el primero tiene que ver con el
método de razones primeras y ultimas, el segundo aspecto con fluentes y fluxiones y el tercero

con la cuadratura de curvas, de los cuales hablaremos a continuacién.

Método de razones primeras y ultimas

Para dar cuenta de este método, centramos nuestra atencién en el Libro I, Seccion 1 de
Principia que se puede ver en Struik [35, pp. 291-294] donde se encuentra el método de
las razones primeras y ultimas que es un intento de definir la nocién de limite, su trabajo

empieza con el siguiente lema:

Lema I: Las cantidades, y las proporciones de las cantidades, que en cualquier tiempo finito
convergen continuamente a la igualdad, y antes del final de ese tiempo se acercan entre si

mas y mas que cualquier diferencia dada, se vuelven finalmente iguales.
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Newton busca definir en el Lema 1, el limite de las sucesiones y las razones o relaciones de
las sucesiones, el tiempo representa para €él, lo que seria para nosotros el concepto de niimero
real. En este sentido en términos modernos si se tiene dos sucesiones monétonas de niimeros
reales a,, b, una creciente y otra decreciente respectivamente, ambas convergentes, entonces
para cualquier diferencia dada sus limites son iguales, es decir que para una diferencia ¢ > 0,
existe un ndmero entero positivo N tal que n = N conducen | a, — b, |= ¢, entonces l; = la,
donde

lim a, =11, lim b, = I5.
n—oo n— oo

Segin Dugac [17, pp.47-48], la idea para una demostracién de este lema parte de su negacién
y suponer que en ultima instancia son desiguales, por lo que no pueden acercarse mas a la
igualdad que por la diferencia D dada; es decir que | I — Iy |= D > 0, como las sucesiones
consideradas son convergentes, existe N tal que n > Nj implica | a, — 1 |[< g, y existe N

tal que n > Ny conduce | b, — I3 |< e. Por lo tanto, si n > N3 = sup(N, N1, N3), entonces
|11712 ‘:| ll—un+un—vn+vn—lz |

Jup =l |+ up —v1 |+ v =12 |< 3

. D Lo
Entonces es suficiente tomar € = 5 donde € < D para llegar a una contradiccién.

Lema IT: Si en alguna figura AacE (Ver Figura, 1.17) determinada por las rectas Aa, AE y la

A B F C D E

Figura 1.17. Método de razones primeras y ultimas: Lema II

curva acF, se inscribird cualquier nimero de paralelogramos Ab, Bc, Cd, etc., comprendidos
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bajo iguales bases AB, BC,CD,etc., Y los lados, Bb, Cc, Dd, etc., paralelos a un lado Aa de
la figura; y los paralelogramos aKbl, bLcm, cMdn, ete., se completan: entonces, si se supone
que la amplitud de esos paralelogramo esta disminuida, y su niimero aumenta al infinito, es
posible que las relaciones ultimas de la figura inscrita AKbLcMdD, la figura circunscrita

AalbmendoFE y la figura curvilinea AabcdE, tendran entre si, son proporciones de igualdad.

Tenemos que la diferencia de las figuras inscrita Ab y circunscrita Al es el paralelogramo K1
y en general son la suma de los paralelogramos K, Lm, Mn, Do. Ademés las figuras Ab, Al
y Kl comparten la base AB y si esta se supone disminuida en infinitum, se vuelve menor que
cualquier cantidad dada, de igual manera sucede con el resto de las figuras. Y por lo tanto
(por Lema I) las figuras inscritas y circunscritas se vuelven en tltima instancia iguales entre

si; y mucho més, la figura curvilinea intermedia serd en ultima instancia igual a cualquiera.

Los dos lemas que siguen, asi como sus corolarios en uno de ellos Newton usa la palabra
“limite”, revelan el significado que le da a su “método de las razones primeras y ultimas”,

que corresponde en ultima instancia al concepto de limite.

Lema III: Las mismas razones ultimas, también son razones de igualdad, cuando las
anchuras AB, BC, DC, etc., de los paralelogramos son desiguales y todas estdn disminuidas

en infinitum.

Suponga que AF' (Ver Figura, 1.17) es igual a la mayor amplitud y complete el paralelogramo
FAaf. Este paralelogramo sera mayor que la diferencia de las figuras inscritas y circunscritas;

pero, debido a que su ancho AF se reduce en infinito, sera menor que cualquier rectangulo

dado.

= Corolario I. Por tanto, la suma tltima de estos paralelogramos evanescentes coincidira
en todas sus partes con la figura curvilinea.

= Corolario II. Mucho mas serd la figura rectilinea comprendida bajo las cuerdas de los
arcos evanescentes ab, be, cd, etc., coincidira en definitiva con la figura curvilinea.

= Corolario ITI. Y también la figura rectilinea circunscrita comprendida bajo las tangentes

de los mismos arcos.
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= Corolario IV. Y, por tanto, estas figuras dltimas (en cuanto a sus perimetros acE) no

son rectilineas, sino limites curvilineos de figuras rectilineas.

Lema IV: Si en dos figuras AacE, PprT (Ver Figura 1.18), se inscriben (como antes) dos
series de paralelogramos, un niimero igual en cada serie, y, siendo sus bases disminuidas en
infinitum, si las razones tdltimas de los paralelogramos en una figura a los de la otra, cada
uno para cada uno respectivamente, son los mismos: digo, que esas dos figuras, AacE, PprT,

estan entre si en la misma proporcion.

A E P T

Figura 1.18. Método de razones primeras y ultimas: Lema IV

Porque asi como los paralelogramos en uno son iguales a los paralelogramos en el otro, asi
(por composicién) es la suma de todos en el uno a la suma de todos en el otro; y asi es una
figura a la otra; porque (por Lema III) la primera cantidad a la primera suma, y la dltima

cantidad a la ltima suma, estan ambas en la razén de igualdad.

Corolario. Por lo tanto, si dos cantidades de cualquier tipo se dividen de cualquier manera
en un numero igual de partes, y esas partes, cuando su nimero aumenta y su magnitud
disminuye en infinito, tienen una relacién determinada entre si, la primera con la primera,
el segundo al segundo, y asi sucesivamente en orden, todos juntos seran entre si en la misma
proporcién dada. Pues si, en las figuras de este Lema (Ver Figura 1.18), los paralelogramos
se toman entre si en la razén de las partes, la suma de las partes siempre serd como la
suma de los paralelogramos; y, por lo tanto, suponiendo que el niimero de paralelogramos
y partes se aumente, y sus magnitudes disminuidas en infinito, esas sumas estaran en la
razén udltima del paralelogramo en una figura al paralelogramo correspondiente en la otra;

es decir (por suposicién), en la relacién ultima de cualquier parte de una cantidad a la parte
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correspondiente de la otra.

Después de haber enunciado varios lemas, Newton escribe en una importante nota: “Empecé
con estos lemas para no deducir largas demostraciones por método de reduccién al absurdo,
que fue utilizado por los antiguos gedémetras” [17, p.48]. Finalmente prefirié el método de las
razones primeras y ultimas de las cantidades que surgen y se desvanecen, es decir, deducir

los limites de las sumas y las proporciones.

Fluentes y Fluxiones

Jhon Wallis publicé en 1693 en el Libro II de sus Obras Matemdticas la investigacién que
habfa realizado Newton sobre cédlculo diferencial. En esta obra es donde aparece por primera

vez la notacién de Newton para las fluxiones:

Sean v, z,y, z cantidades fluentes, sus fluxiones se denotan respectivamente por 0, 4,9, 2. Y
dado que estas fluxiones también son cantidades indeterminadas y se hacen més grandes o
ma&s pequenas por un movimiento continuo, podemos considerar las velocidades con las que
aumentan o disminuyen como sus fluxiones, y las podemos denotar por dos puntos de la
siguiente manera: v, &, 4, 2, y podemos considerar el crecimiento o la disminucion de estas

mismas fluxiones como fluxiones. [17, p.49]
Retomando la idea de la cita anterior tenemos que:

= Fluentes: son cantidades que varian con respecto al tiempo, denotadas por x,y.

= Fluxiones: es la rapidez de cambio de las fluentes, representadas por &, 3.

Newton interpreté el cociente de las fluxiones como la pendiente de la recta tangente, esto

€s:
dy
y_dt _ W
z dz dt’
dt

Ademés, procura formalizar la idea de cantidades infinitesimales® bajo la nocién de fluentes y
fluxiones, sin embargo las cantidades infinitesimales o infinitamente pequenas introdujeron
en la comunidad matemaética de la época inconformidad. Dicha inconformidad se hallaba

en el hecho que las cantidades infinitesimales cumplian las siguientes leyes, en un cociente

5Son entendidas como una cantidad menor que cualquier cantidad positiva dada, pero no nula.
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dividian a diferentes cantidades por ser consideradas distintas de cero, y como sumando
desaparecen en determinadas expresiones al no afectar el resultado, por ser infinitamente

pequenas. A estas cantidades se le conoce como “cantidades evanescentes”.

W v o . L
Pero Newton a través de procesos algoritmicos se dio cuenta en términos generales de estos
problemas. Es decir, a los incrementos correspondientes a las fluxiones las expreso en funcién
de los incrementos de tiempo; esto es si “0” es entendido como un incremento infinitesimal
de tiempo, entonces los incrementos correspondientes a x, y estan dados por o, o, llamados

“momentos”. Estas cantidades son introducidas en el Libro II de Principia, y corresponde

a la nocién de diferencial de una funcién que conocemos actualmente.

A través del siguiente ejemplo problema planteado en [37, p.38] observamos el proceso usado
por Newton, para obtener la tangente de una curva en un punto, teniendo en cuenta los

incrementos infinitesimales. Sea la curva de ecuacién

2 —ax® +ary —y* =0 (1.14)

Sustituyendo x por z 4 o y y por y + go, tenemos:
(24 #0)* — ax + #0)* + alw + #0)(y + o) — (y + §o)* = 0

Teniendo en cuenta (1.14), desarrollando los binomios establecido, dividiendo por o y

despreciando los demés términos que contengan a o, resulta
32%% — 2axd + axy + ayi — 3y*y =0

Despejando se tiene el cociente diferencial:

y 3x2 — 2azx + ay

& 3y —ax
El cual es la relacién que satisfacen las fluxiones. A partir de ella puede obtenerse la tangente

a la curva (1.14) en cualquier punto (z,y) de la misma.

Cuadratura de Curvas

Con las herramientas obtenidas en los dos apartados anteriores, es decir los “momentos”

(infinitesimales), las fluentes y fluxiones y su método de razones primarias y tltimas, Newton
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publicé la primera exposicién completa de esta teoria de las fluxiones en su Tractatus de
quadratura curvarum, que se puede ver en Struik [35, pp. 303-305]. Ademés introduce el

tridangulo caracteristico y la definiciéon de tangente como “limite” de una secante.

Newton consideraba que las cantidades mateméticas (lineas) describen un movimiento
continuo, y por lo tanto, se generan por el movimiento continuo de puntos; las superficies
por el movimiento de lineas; los s6lidos por el movimiento de superficies; dngulos por la
rotacion de los lados; porciones de tiempo por un flujo continuo: y asi en otras cantidades.
Estés génesis realmente tienen lugar en la naturaleza de las cosas y se ven a diario en el
movimiento de los cuerpos. Por tanto, considerando que las cantidades que aumentan en
tiempos iguales y al aumentar se generan, se hacen mayores o menores segin la mayor o

menor velocidad con que aumentan y se generan; esto gracias a las fluentes y fluxiones.

Para la introduccién del tridngulo caracteristico, se tiene en cuenta las dreas ABC, ABDG

(Ver Figura 1.19) que se describen mediante las ordenadas BC'y BD moviéndose a lo largo

Figura 1.19. Tridngulo Caracteristico.

de la base AB con un movimiento uniforme, las fluxiones de estas dreas seran entre si como

las ordenadas descritas BC'y BD, y las fluxiones pueden ser expuestas por estas ordenadas,
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porque estas ordenadas son como los aumentos nacientes de las areas.

Deje que la ordenada BC' avance desde su lugar a cualquier lugar nuevo bc. Complete el
paralelogramo BCFED y dibuje la recta VI'H tangente a la curva en C, y encontrando las
dos lineas bc en T'y BA en V, y Bb, Fc y Cc seran los aumentos ahora generados de la
abscisa AB, la ordenada BC' y la curva ACc; y los lados del tridngulo caracteristico CET
estan en la primera proporcion de estos aumentos considerados como nacientes, por lo tanto,
las fluxiones de AB, BC'y AC son como los lados CE, ET y CT de ese triangulo CET, y
pueden ser expuestas por estos mismos lados, o lo que es lo mismo, por los lados del tridngulo

V BC, que es similar al tridngulo CET.

Para dar cuenta de la definiciéon de tangente como “limite” de una secante, se tiene el
propoésito de tomar las fluxiones en la relacién ultima de las partes evanescentes. Dibuje la
linea derecha C¢, y produzcala a K. Deje que la ordenada bc vuelva a su lugar anterior
BC, y cuando los puntos C' y ¢ se fusionen, la recta C'K coincidird con la tangente CH,
y el tridngulo evanescente C'Ec¢ en su la forma final se volvera similar al tridangulo CET),
y sus lados evanescentes C'E, Ec y Cc estaran en ultima instancia entre ellos como lo son
los lados CE, ET y CT del otro tridangulo CET vy, por lo tanto, las fluxiones de las lineas
AB,BC y AC estdn en la misma proporcién. Si los puntos C' y c¢ estdan distantes entre si
por una pequena distancia, la recta CK estard igualmente distante de la tangente C' H por
una pequena distancia. Que la recta C'K pueda coincidir con la tangente CH, y que se
puedan encontrar las relaciones ultimas de las rectas CE, Ec y Cec, los puntos C'y ¢ deben
fusionarse y coincidir exactamente, llegando a determinarse la recta tangente como “limite”

de una recta secante.

1.3.2. Infinitesimales: Leibniz

Para dar cuenta de las cantidades infinitesimales usadas por Gottfried Leibniz (1646-1716)
centramos nuestra atencién en Cambray [12] quien presenta de manera detallada en el
desarrollo del calculo de Leibniz un método denominado “método de transmutacién”, en
él se recoge toda la tradicion anterior, especialmente el método de indivisibles de Cavalieri
que fue presentado anteriormente en esta investigacién, donde el objetivo de este método

es realizar el calculo de cuadraturas y la comparacién de areas, lo que desencadena en uno
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de los aportes més grandes de Leibniz como es el “Teorema fundamental del calculo” del
cual no se hablaré en este trabajo debido a un interés metodoldgico, el cual se centra en las

cantidades infinitesimales.

El método de transmutacion

El resultado mas importante obtenido por Leibniz, el cual lo erige como uno de los creadores
del calculo, es su método de “transmutacién”. El método de transmutacién se puede expresar

en los siguientes términos:

Método de transmutacién: Sean A y B dos regiones planas, cada una dividida en
indivisibles (estos pueden ser tomados como una infinidad de rectdngulos infinitesimales).
Si existe una correspondencia uno a uno entre los indivisibles en A y los de B, tales que
indivisibles correspondientes tengan iguales areas, entonces se dice que B es derivado de A

por transmutacién, concluyendo que tiene dreas iguales. [32, p. 252]

En 1675 Leibniz realiza un estudio detallado sobre cuadraturas, donde para calcular de
manera analitica las relaciones utiliza el simbolismo de Cavalieri. Partiendo de la Figura

1.20 considera una sucesién de ordenadas “y” correspondientes a la curva OC, separadas

w

w

ult.x w

w

uw

w

w

Figura 1.20. Sucesién de ordenadas y correspondientes a la curva oC.
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por una distancia infinitamente pequena, con lo cual O BC' es igual a la suma de las ordenadas
y. Sea ademds las diferencias sucesivas entre estas ordenadas “y” una cantidad infinitamente
pequena representada por w, los rectdngulos w X x se interpreta como los momentos de las

diferencias w con respecto al eje OD (momento = peso x distancia al eje).

Como se puede observar en la figura OCB es el complemento de OCD (representa el
momento total de las diferencias w). En el rectdngulo ODCB encuentra Leibniz que los
momentos (rectdngulos wxx ) de las diferencias w con respecto a una linea O B perpendicular
al eje OD son iguales al complemento OCB de la suma de los términos “y” y reciprocamente
la sucesién de sumas de ordenadas y es igual a la sucesién de sumas de las cantidades w,
de modo que podemos eliminar y y considerar solamente las cantidades w y su sucesion de

sumas respectivamente [23, p.91].

El tratamiento geométrico de las ideas de Leibniz estuvieron basadas en el “tridngulo
caracteristico”, el cual afirmé haber encontrado cuando realizé un estudio sobre los trabajos

de Blaise Pascal (1623-1662). En la Figura 1.21, considerando el segmento EE’ tangente a

B

— ¥

Rl 1 R C

Figura 1.21. Tridngulo Caracteristico.

la circunferencia en el punto D. Leibniz utilizé en sus investigaciones el tridngulo EDM,
al que llamo tridngulo caracteristico. Tomaba el segmento £ D como una cuerda o un lado

recto “infinitamente pequeno” de los que forman la circunferencia.

Leibniz generalizo el uso de las propiedades del tridngulo caracteristico a todas las curvas
(ver Figura 1.22), al reemplazar el radio del circulo por la normal n a la curva en el punto

D. Ademé&s Leibniz, exploré el uso de elementos triangulares OPP’ (Ver Figura 1.23), fue
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&

R I R

Figura 1.22.

\s
N

Figura 1.23.

de esta manera como el tridngulo caracteristico permitié a Leibniz explorar sus resultados

con sucesiones numéricas en un contexto geométrico.

Miremos con mas detalle, el uso del tridngulo caracteristico en el método de transmutacion.
Para esto se toma en cuenta, la siguiente curva dada OPP’Q (Ver Figura 1.24), y sea PDP’
el tridangulo caracteristico en un punto P de ella. La cuadratura de esta curva es igual a la

suma de los elementos trapezoidales APP’A’; también es igual al drea del tridngulo O BQ

<;OB X BQ>
M4s la suma de los elementos triangulares OPP’. Al considerar que PP’ es un segmento de
recta “infinitamente pequeno” de los que forman la curva OPP’'(Q, la linea recta tangente
por el punto P serd la prolongacién de PP’ y cortard al eje vertical en T. Tricese OS
perpendicular a PT. Resulta que el triangulo OT'S asi construido es semejante al tridngulo
PP'D (ambos son tridngulos rectdngulos y el dngulo PP’'D es igual al dngulo STO, pues
P'D es paralela a TO) y por lo tanto
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Figura 1.24. Método de Transmutacién.

0s _ pp
TO PP’

o OSx PP =TO x PD.

Obsérvese que OS (altura) por PP’ (base) es el doble del drea del tridngulo OPP’.

Para cada punto P sobre OPP’'Q se determina un punto R al trazar la tangente PT y
tomando AR = OT. De esta manera se construye otra curva, ORR'C. La cuadratura de
esta nueva curva es igual a la suma de los elementos trapezoidales ARR’A, cada uno de los
cuales tiene como drea RA x AA" = TO x PD. Pero OS x PP’ = TO x PD; esto es, el
doble del drea de cada tridngulo infinitesimal OPP’ es igual al drea de su correspondiente
“rectdngulo infinitesimal” ARR’A. Entonces, la cuadratura del sector OPP’(@Q) por encima

de la linea recta OQ es igual a la mitad de la cuadratura de la curva ORR'C.

Por lo tanto,
/ 1 / 1
cuadratura de OPP'Q = icuadratura de ORR'C + iOB x BQ | .

El rasgo mas sobresaliente del método de transmutacién es que relaciona el trazado de
tangentes con la determinacién de cuadraturas: para determinar la nueva curva ORR'C
cuya cuadratura debe ser més facil obtener que la de la original OPP’(Q, es necesario trazar
las tangentes PT por cada punto P de ésta. Asi mostrd y utilizé Leibniz su conclusion de

que la determinacién de cuadraturas y el trazado de tangentes son “operaciones” inversas
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una de la otra.

Consider6 en el estudio de las curvas una sucesién de ordenadas y equidistantes (Ver

Figura 1.25), y si la distancia entre ellas se toma “infinitamente pequena” (despreciable

Figura 1.25. Cuadratura de la curva

al compararla con cantidades finitas, pero diferente de cero), la suma de las ordenadas dara
la cuadratura de la curva, y la diferencia entre dos ordenadas consecutivas dard el valor de

la pendiente de la recta tangente correspondiente.



El limite y el infinito como conceptos fundamentadores

del calculo

En los siglos XVIII y XIX se dieron los fundamentos del cédlculo infinitesimal, de donde
brotaron nuevas e importantes ramas de la matematica. Pero antes de que esto pudiese
llevarse a cabo hubo que desarrollar el propio cédlculo infinitesimal, pues, si bien Newton y
Leibniz habian creado los métodos bésicos, quedaba mucho por hacer. Habia que extender
las técnicas de derivacién y de integracion a ciertas funciones conocidas y a otras todavia
por conocer y quedaban por establecer los fundamentos 16gicos del célculo infinitesimal. Los
matematicos del siglo XVIII extendieron el cédlculo infinitesimal y fundaron nuevas ramas
del analisis. Elaboraron un tratamiento puramente formal del calculo infinitesimal y de las

ramas del andlisis resultante de él.

El tratamiento puramente formal del cdlculo infinitesimal y de las ramas del andlisis
resultante de él, contaba con una técnica insuperable, aunque no fue guiada por un elaborado
pensamiento matemadtico sino por agudas percepciones de caracter fisico e intuitivo. Estos
esfuerzos formales resistieron la prueba de posteriores exdmenes criticos y dieron lugar a
grandes lineas de pensamiento. Para apreciar el trabajo y los argumentos de los pensadores

del siglo XVIII ser4 titil tener presente que ellos no distingufan entre dlgebra y analisis'. Por

!La distincién entre el dlgebra y el anslisis como ramas de las mateméticas, tiene que ver con que
el algebra se ocupa de las operaciones aritméticas, asi como de las ecuaciones en que las incégnitas
sélo se ven afectadas por ese tipo de operaciones. Su proceso histérico estd relacionado con el
desarrollo de los simbolos algebraicos, con procedimientos genéricos para solucién de ecuaciones
de primer y segundo grado, con el cédlculo de polinomios y los primeros rudimentos del calculo
vectorial y matricial. Por otro lado el andlisis se encarga de cuestiones en los que estan implicados

procesos de paso al limite, como el cédlculo diferencial y el calculo integral; ademds de éstos, hay
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ejemplo, no se percibe la necesidad del concepto de limite y por lo tanto el tratamiento de
series infinitas reducia los célculos infinitesimales a una manipulacién puramente algebraica

[26, pp.533-534].

2.1. Los predecesores en las ideas de Leibniz

2.1.1. El anadlisis de las cantidades infinitamente pequenas

Muchas de las ideas de los Bernoulli y Leibniz sobre el calculo diferencial se hicieron publicas
en un libro titulado Analyse des infiniment petits, pour l'intelligence des lignes courbes de
1696 por Guillaume Francois Antoine de L’Hopital (1661-1701), quien reconocié libremente
su deuda con sus maestros: “He hecho uso gratuito de sus descubrimientos, de modo que

francamente les devuelvo lo que quieran reclamar como suyo” [35, p.312].

En 1691 Johann Bernoulli (J. Bernoulli), conocié a L'Hopital quien quedd encantado
con el nuevo anilisis de lo infinitamente pequenio que J. Bernoulli presenté. Asi que
L’Hopital contraté a J. Bernoulli quien estuvo dispuesto a ayudarlo y comunicarle algunos
descubrimientos exclusivos, lo cual se realizé mediante un contrato que se firmé por ambos,
donde L’Hopital le pidié enviarle sus resultados, a lo cual J. Bernoulli respondié “sélo tiene
que hacerme saber sus deseos categéricos, si ya no tengo que publicar nada en mi vida, los

seguiré con precisién y ya nada de mi autoria serd visto” [28, p.5].

El libro de I.’Hoépital se publicé siguiendo el estilo cldsico de Euclides y Arquimedes, iniciando
con dos definiciones y dos axiomas, como un intento de formalizar el concepto intuitivo de

cantidades infinitesimales y las operaciones que regian su uso.

Entre 1700 y 1706 prevalecié un debate muy acalorado en el seno de la Académie des Sciences
de Paris sobre la admisibilidad 1égica del nuevo célculo; las discusiones giraron en torno a la

validez de los métodos infinitesimales y las bases sobre las que se apoyaban de acuerdo con

otros temas, como la suma de series infinitas, que también implican procesos “infinitos” del mismo
tipo. El término “anélisis” también se utiliza para indicar un enfoque bastante mas riguroso en los

temas de calculo, y la fundamentacién del sistema de los nimeros reales.
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la manera en que L’Hopital habia presentado la estructura de este nuevo saber matematico.

La primera etapa del debate (1700-1701) no fue hecha publica. Michel Rolle (1652-1719)
fue el lider del grupo anti-infinitesimalista que negaban la existencia de cantidades que no
satisficiera el axioma arquimediano,? no aceptaba la nocién comtn 8 de los Elementos®,
y tampoco aceptaba la manipulacién, aparentemente arbitraria, de los infinitesimales. En
el caso de los infinitesimales el problema para Leibniz era asegurar el uso confiable de las
cantidades infinitesimales y no su existencia. El segundo debate, publico a partir de 1702,
trataba cuestiones no sélo sobre los fundamentos del nuevo célculo sino también sobre los

resultados, lo que impulsé el avance de las investigaciones.

En lo que sigue presentaremos algunos aportes importantes de la obra de L’Hopital que se

pueden ver en la traduccién al espariol, realizada por Niiez, R. [28, pp.28-30].

Definicién I: Se llaman cantidades variables aquellas que aumentan o disminuyen continuamente;
y por el contrario, cantidades constantes las que permanecen siendo las mismas mientras las

otras cambian.

Definicién II: La parte infinitamente pequena en la que una cantidad variable aumenta o

disminuye continuamente, es llamada la diferencia.

Para dar claridad a la definicién 11, ’Ho6pital se refiere a la Figura 2.1, sea AM B una linea
curva cualquiera que tiene como eje o didmetro la recta AC en la cual se denota: AP = x,
PM =y, la cuerda AM = z, el arco AM = s y la cuadratura AMP = L, luego describe
con centro en A y radio AM, el pequeno arco M S, si se traza una segunda ordenada pm
“infinitamente préxima” a PM, entonces las diferenciales de las variables son, como se ve:
dx = Pp, dy = mR, dz = Sm, ds = Mm (donde la cuerda Mm y su arco Mm coinciden)
y dL = M Ppm. L’Hopital explica que “d” es un simbolo que se usa para representar la
diferencial de la variable. Los segmentos Pp, mR, ... deben considerarse como “infinitamente

pequenos”, no se menciona si existen, pero si cémo se comportan, como se evidencia en el

2Si A y B son dos magnitudes (que pueden ser inconmensurables) entonces siempre existe un

nidmero natural n tal que nA > B.
3El todo es mayor que la parte [19, p.201]
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Figura 2.1. Definicién II, de L’Hopital.

siguiente postulado:

Postulado I. Se pide que se puedan tomar indistintamente una por la otra a dos cantidades
que no difieran entre s{ més que por una cantidad infinitamente pequena, o (lo cual es lo
mismo) que una cantidad que no se incremente ni se haga disminuir mds que por otra
cantidad infinitamente menor que ella, pueda considerarse como que permanece siendo la

misma.

Lo que quiere decir que AP puede considerarse igual a Ap o bien z = x + dx, M P igual a

mp (y =y + dy), ete. El segundo postulado menciona que:

Postulado II. Se pide que una linea curva pueda ser considerada como el ensamblaje de
una infinidad de lineas rectas, cada una infinitamente pequena, o (lo cual es lo mismo) como
una poligonal de un numero infinito de lados, cada uno infinitamente pequeno, los cuales

determinan, por los dngulos que forman entre si, la curvatura de la linea.

Como ejemplo, menciona que la porcién de curva Mm y el arco de circulo M S (Ver Figura
2.1) se puedan considerar como lineas rectas debido a su pequefiez infinita, de modo que
el pequeno tridngulo mSM pueda ser supuesto rectilineo. Con estos postulados L’Hopital

construyé todo el edificio del cdlculo diferencial.
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Segin Grattan-Guinness [23, p.97], el concepto de diferencial que tiene L’Hopital, es un poco
diferente al de Leibniz, en el caso de Leibniz el diferencial es una cantidad infinitamente
pequena entre valores sucesivos de una variable; en el caso de L’Hopital no considera
las variables como recorriendo una sucesién de valores infinitamente préximos, sino como
creciendo y decreciendo de manera continua y entonces las diferencias son las partes

infinitamente pequenas o que aumentan y disminuyen.

2.1.2. Johann Bernoulli y el infinito

Johann Bernoulli (1667-1748), junto a Leibniz con quien mantuvieron una fuerte correspondencia
ayudaron a la creacion de los elementos del célculo diferencial e integral, lo cual quedd

registrado en los articulos que hacian publicos en el Acta Eruditorum alrededor de 1700.

Los didlogos de Leibniz y J. Bernoulli

Con respecto a la investigacién sobre la naturaleza de los infinitesimales existe un interesante
intercambio de cartas las cuales se pueden ver més detenidamente en Alvarez [1], que se
da entre Leibniz y Johann Bernoulli en el periodo entre 1698 y 1699, donde ambos estan
convencidos de la potencialidad del calculo infinitesimal y coinciden en la aceptacion del

calculo, pero difieren en su fundamentacion.

En la correspondencia Leibniz le manifiesta a J. Bernoulli que los infinitesimales posiblemente
sean producto de la imaginacion, aunque son tutiles para caracterizar la realidad. La linea
no tiene fin, como lo habia planteado Euclides, el admitir infinitesimales con existencia real
implica una admisién del infinito actual, aspecto que Leibniz no estd dispuesto a tolerar,
pues para Leibniz es dificil admitir la referencia de una entidad matematica si no se puede
establecer un paralelismo con un fenémeno natural. A lo anterior J. Bernoulli responde que
los infinitesimales probablemente existan con referencia en la naturaleza, pero no esta seguro

de ello.

En la discusién mencionada anteriormente, Leibniz comenta que se debe buscar algo a lo
que no se llegue por un proceso de reduccién progresiva. Quizas en el cdlculo pueda ser
de gran utilidad practica admitir tales ideas; pero hablar de esto en la naturaleza puede

resultar absurdo. En cualquier caso, la utilidad de los infinitesimales, a pesar de su falta de
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referencialidad, es manifiesta y dan razon de ello sus miultiples aplicaciones.

J. Bernoulli le recuerda a Leibniz que si algo es divisible al infinito, por ejemplo la materia,
entonces esa tltima parte serd infinitesimal. Tal particula de materia mantendra una relacién
respecto al resto igual que una linea respecto a un plano, o un plano respecto a un
cuerpo tridimensional. J. Bernoulli defiende la existencia real de los infinitesimales y ve
una continuidad de los mismos con los reales. Lo infinitamente pequeno se identifica con lo

indefinidamente pequeno.

Rapidamente responderd Leibniz y menciona que la existencia de los infinitesimales es
completamente de ficcién, no es posible en absoluto su existencia. Por mas que se remonte,
no se llegard nunca a los infinitesimales; la divisibilidad es hasta el infinito, sin que se pueda
poner tope alguno. Aunque no se tenga de hecho una porcién de materia que no sea eso,
porcién, no por ello se llega a una porcién indivisible infinitesimal. Tampoco se puede decir
que los infinitesimales no sean nada. Lo que sucede es que no son una cantidad mas, ni

siquiera una cantidad nula.

En la respuesta de J. Bernoulli se defiende. Acusa a Leibniz de no haberle entendido. J.
Bernoulli no ha pretendido decir que a partir de cierto momento la materia ya no sea
capaz de division, sino que a partir de cierto momento es infinitesimal. Le plantea su gran
interrogante a Leibniz: si la materia es divisible al infinito, como no tiene alguna de éstas
particulas existencia infinitesimal, pues si todas las cantidades en que se subdivide algo finito
son finitas y se considera en acto el nimero, infinito, de dichas cantidades finitas, se llega
a una suma infinita. J. Bernoulli afirma que Leibniz admite la posibilidad de que se pueda
considerar en acto las infinitas partes en las que puede dividirse algo finito. No estaba claro
que Leibniz admitiera tal cosa en absoluto. Lo que si es evidente es que ése es un punto de

capital importancia para J. Bernoulli, como dejara claro la segunda parte de la polémica.

A partir de este momento, en la misma carta, introduce J. Bernoulli un ejemplo matemaético
que serd tomado repetidamente por los dos como objeto de discusién. En palabras de J.

Bernoulli:
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Piensa alguna magnitud determinada que sea dividida en partes descendentes en esta
. L. L 1 1 1 . , L. .
progresion geometrica B} + 1 + 3 + 16 + ---. Mientras el nimero de términos sea finito,
reconozco que cada uno de ellos habrda de ser también finito; pero si existen todos los
términos en acto, entonces existird realmente el infinitesimal y todos los sucesivos de
. . o 1 1 1 1 . ,
magnitud infinitesimal. Supongamos la suma 5 + 1 + 3 + 16 + - --. Si tenemos un nimero
finito de términos no hay problema, el siguiente serd finito. Pero si consideramos en acto
todos los infinitos términos de ella, tendra que haber infinitesimales por la misma razén

expuesta anteriormente. [1, pp.69-70]

J. Bernoulli termina reclamando a Leibniz que le demuestre por qué es imposible la existencia
de infinitesimales, pues si bien él no estd seguro de que pueda demostrar la existencia de

los mismos, de lo que si esta cierto es de que la opcién por su existencia debe quedar abierta.

En la siguiente carta se reafirma Leibniz en sus opiniones, el infinito “actual” no es posible.
Leibniz responde a la argumentacién de J. Bernoulli de considerar un infinito niimero de
términos como un todo: no hay infinito en acto, ni existencia de infinitesimales, aunque la
divisibilidad sea real. No se puede cambiar de nivel y llegar al del infinito “actual” o al del
infinitesimal. Sélo se puede considerar el infinito “actual” si se tuviera previamente niimeros

finitos e infinitos que acotasen por arriba y abajo los ntimeros finitos.

J. Bernoulli contesta y suaviza su posiciéon: aunque no se pueda demostrar la existencia de
infinitesimales como pretendia, tampoco puede demostrarse su inexistencia. Sin embargo
lo més probable es que si existan. Es obvio que J. Bernoulli estd en una érbita diferente
a la de Leibniz, estd jugando con la posibilidad del infinito “actual”, cosa que Leibniz no
quiere. Ademads J. Bernoulli para respaldar su concepcion plantea lo siguiente: si hay diez
miembros en una serie entonces habré un décimo, que en el ejemplo propuesto serd 1/10.
Si hay cien, se dard el centésimo, en nuestro ejemplo 1/100. Si se dan infinitos, entonces

existird el infinitésimo.

Finalmente Leibniz le da una respuesta, que pretende definitiva, con respecto al argumento
de J. Bernoulli, el cual menciona que si se dan diez tenemos el décimo, si se dan infinitos
tenemos el infinitésimo, no sirve. No vale aqui un paso de lo finito a lo infinito. Cuando

se dice que se dan infinitos términos, no quiere decirse, como piensa J. Bernoulli, que esté
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completo el conjunto de dichos términos, sino que se dan mas términos que cualquier niimero
que se pueda fijar. Insiste Leibniz en que el ejemplo de J. Bernoulli no vale pues si se afirma
que se da el décimo término de la serie también podria decirse que lo que se afirma es que
se da el dltimo término de la serie que es el minimo de ellos. En el caso de una serie infinita
postular tal nimero supone contradiccién. Perfectamente, piensa Leibniz, puede suponerse
una serie infinita de términos, todos ellos finitos. Si se fija en un término cualquiera de
dicha serie, hasta llegar a él hay un ntimero finito de términos. A partir de él hay todavia
un nimero potencialmente infinito e indefinido, de términos. En ningin caso hace falta
postular nimeros infinitesimales o infinitos. No es necesario afirmar el infinito “actual” para
dar explicaciéon de la serie y admitir la existencia de infinitesimales. Una serie infinita es
indefinida y consta de ntimeros finitos. La justificacion del célculo no puede ir por ahi como

pretende J. Bernoulli, L’Hopital y otros.

J. Bernoulli no se convencié y ademads es que le parece completamente evidente: si se dan
infinitos términos se dard el infinitésimo y los que le siguen. Lo cual no quiere decir que
el infinitésimo sea el Ultimo término de la serie, hay més detras de él. En cierto modo J.
Bernoulli malinterpreta a Leibniz que no admite un infinito “actual”, pero si el infinito
entendido potencialmente en una serie. Y se lo manifiesta en una carta donde concede que
se da una multitud infinita, pero esta multitud no constituye un nimero como si fuera una
totalidad. Sélo significa que son mas numerosos los términos que los que se pueden designar

por un numero.

Leibniz hace su cédlculo independiente de las controversias metafisicas sostenidas sobre la
existencia “actual” de los infinitesimales. A finales del siglo XVII Leibniz comprende que hay
que distinguir dos cuestiones: primera, el problema filos6fico de si un concepto implica algo
que es objetivamente existente o no. Segunda, si la aplicacién de un concepto en matematicas
estd bien fundamentada o no. Ambas son cosas diferentes. Los infinitesimales no existen y
su existencia no es necesaria para que haya una buena fundamentacién del célculo dentro
del hacer matematico, geométrico, de la época. La justificacién del calculo se hace en otra

direccion.
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La discusién no termina y como lo mencionamos en la seccién anterior surge en un contexto
mucho mas conflictivo. J. Bernoulli era un acérrimo partidario del célculo y, a fin de cuentas,
la discusioén sobre la existencia de los infinitesimales no ponia en juego la potencia del célculo.
La polémica que se va iniciar justo entonces en la Academia Real de las Ciencias de Paris sera
diferente. Habra una pugna entre partidarios y enemigos del calculo. Ademas los partidarios
entienden que existen los infinitesimales y esa es la forma de justificarlos. Leibniz deberd

apoyarlos y hablara de infinitesimales; era la unica forma de hacerse entender.

La determinacion de areas

En 1742 J. Bernoulli publicé las lecciones que habia dado a L’Hopital sobre “el método de
las integrales”, afirmando que lo relacionado al célculo diferencial lo podian encontrar en
el trabajo de L’Hopital. J. Bernoulli define la integral como la inversa de la diferencial, la
cual difiere de la de Leibniz quien la consideraba como una suma de cantidades infinitamente
pequetias es decir que [ y.dz = L significa que la suma de rectdngulos infinitamente pequefios

y X dx nos da L, en cambio para J. Bernoulli , significa dL. = y.dzx.

J. Bernoulli menciona que el uso principal del calculo integral es la determinacién de éareas,

para eso toma la curva de la Figura 2.2, la cual estd dividida en pequenas &areas, que

/

dy

dx

Figura 2.2. Determinacién de areas.

representan las diferenciales de dichas areas, y lo que se debe hacer es hallar su expresion de
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la forma f(z)-dz donde z es la variable. El drea buscada es igual a la integral [ f(z) - dx.

J. Bernoulli hizo fundamental los diferenciales de 6rdenes superiores en lugar del concepto
de limite. En el célculo integral, la figura delimitada por una pieza infinitamente pequena de
una curva, las ordenadas de sus puntos finales y la diferencia correspondiente en las abscisas,
que €l consideraba como un paralelogramo. Aunque pens6 en una superficie como la suma
de tales diferenciales de drea, no definié la integral como tal, sino mas bien como la inversa
del diferencial, con la adicién de una constante elegida adecuadamente, una definicién que

persistiéo durante el siglo siguiente.

2.1.3. Las series y el analisis de los infinitamente pequenos en Euler

Leonhard Euler (1707-1783) promovié el nuevo andlisis, organizdndolo de manera formal en
tres textos, Introductio in analysin infinitorum de 1748; Institutiones calculi differentialis
de 1755 e Institutiones calculi integralis de 1768-1770. Anteriormente se consideraba que
el cédlculo diferencial estaba ligado a la geometria, pero Euler hizo del tema una teoria
formal de las funciones que no tenia necesidad de volver a concepciones geométricas. La
nocién “funcién” de Euler segin Grattan-Guinness [23, pp.102-103] se encuentra definida en
términos de expresiones algebraicas donde incluso las series infinitas fueron parte de estas.
Euler realizé un inventario y las clasificd, para lo cual utiliz6 algunos tipos de procedimientos

infinitesimales como el desarrollo binomial, etc.

El analisis de los infinitamente pequenos

Euler introdujo el célculo diferencial como un célculo de diferencias infinitamente pequenas,
volviendo a una concepcion afin a la de Leibniz, con respecto en una cita de Grattan-Guinness
[23, p.105] se menciona que “El andlisis de los infinitos... no serd otra cosa que un caso
especial del método de diferencias... que se presenta cuando las diferencias que previamente

habiamos supuesto finitas se toman infinitamente pequenas”.

La visién formalista a la que la notacién de Leibniz se adapté de manera tan notable
permitié el desarrollo del célculo durante el siglo XVIII. Pero con el éxito del calculo
diferencial, Euler se limita menos en la justificacién de sus procedimientos, dado que él no

estd interesado en fundamentar su teorfa. Sus puntos de vista y tratamientos a los procesos
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infinitesimales eran similares a los de Wallis y Johann Bernoulli. Euler consideraba que las
cantidades infinitamente pequenas eran casi cero ademas de ser el reciproco de una cantidad

infinitamente grande.

Euler se opuso a la nocién de infinitesimal como una cantidad menor que otra dada, es decir
al infinito potencial; en este sentido los diferenciales dz y dy deben ser cero, y los diferenciales
de los drdenes superiores, también. Euler, sostenia que los ceros representados por los
diferenciales debian distinguirse por el hecho reconocido de que la razén g podria, en cierto
sentido, representar cualquier relaciéon de nimeros finitos; asi, el cdlculo era simplemente la

determinacién de la relacion de incrementos evanescentes, un procedimiento heuristico para

0 .
encontrar el valor de la expresion 0’ sin importar la naturaleza de las cantidades [10, p.244].
a a
Euler sostuvo que e es infinito porque dz = 0, entonces e es infinito de segundo orden; y,
x x

mas generalmente, correspondiente a los 6rdenes de los diferenciales, hay un nimero infinito
de grados de infinito; sin embargo, no justificé la transicién de uno a otro, pero siguié a
Taylor (1685-1731), en la simple sustitucién de los incrementos por cero. Por ejemplo, al
determinar el diferencial de 22 permitié que z se convirtiera en 2 + w. La relacién de los
i 5 2 f s 1:2 E si dif de 1 i6

incrementos en x y x“ tue entonces 1 : 2z + w. Esto siempre es diferente de la proporcion

1: 22 a menos que w desaparezca. Euler, por lo tanto, sustituyé 0 por w [10, p.245].

La idea que mas adelante sera retomada por Cauchy, de que el oo era una especie de limite
entre los nimeros positivos y negativos, similar al 0, que sostenia que la relacién % = 00,
fue planteada por Euler. Lo anterior era interpretado como que nada por el infinito puede
dar como resultado una magnitud finita, la falta de cuidado con la que Euler manejo el

infinito también se evidencia en su uso de series divergentes. Como Leibniz habia sugerido

1 1

uel—1+1—1+--- = =, Euler sostuvo que de ————"* se podia concluir que

q + + X Vo q 1+ 1)2 p ir q

1
1-2+3-445—---. = 1 Bajo un punto de vista algo diferente, Euler agregé que
1-34+5—7+---=0. Numerosos ejemplos similares de series divergentes se encuentran en
4Que se da, cuando se reemplaza en la serie infinita: ﬁ =1-2z+432% —42> + ... que
x

habia sido planteada por Leibniz, quien ademaés plantea =14+z+22+2>+..., locual se

1
1-2)

puede encontrar en [27].



58 2 El limite y el infinito como conceptos fundamentadores del célculo

su trabajo.

En la medida en que Euler se limit6 a funciones de buen comportamiento®, no se involucréd
en esas sutiles dificultades relacionadas con las nociones de infinito. Aunque sus puntos de
vista sobre los principios fundamentales del cédlculo carecian de la apariencia de precision
y rigor que entraron en las matematicas en el siglo siguiente, la tendencia formalista que
inauguro su trabajo fue liberar el nuevo andlisis de todas las cadenas geométricas. También
hizo mas aceptable la interpretacién aritmética que mas tarde aclararia el calculo a través

del concepto de limite que Euler mismo descuidé.

Series infinitas

En su obra de 1748, Euler publicé desarrollos de series infinitas para todas las funciones
estandar de la época, tales como cocientes de polinomios, exponenciales, logaritmos, senos
y cosenos, incluso aquellas generalmente definidas geométricamente, las cuales podian
representarse por series infinitas. Estas series, vistas de este modo, se enmarcan en lo

algebraico.

En Grattan-Guinness [23, pp.102-105] se da la deduccién del desarrollo de la serie a*, donde
Euler razona de la siguiente forma: Sea a > 1 y sea w un nimero infinitamente pequeno,
entonces a* = 1 + 1, con @ un ndmero infinitamente pequeno; pongamos ¢y = kw, donde
k depende solo de a; entonces a¥ = 1 + w donde w = log(1 + kw) con el logaritmo de base
a. Euler realiza la demostraciéon para a = 10 el valor de a puede hallarse aproximadamente

por medio de la tabla de logaritmos y escribe: a’” = (1 + w)?, donde i € R, de donde por el

desarrollo binomial se obtiene

, P =) . i-)G-2),,
W=1+-k —k -k cee 2.1
a + kot SR w’ + (2.1)
Si z es cualquier numero positivo finito, entonces ¢ = — es infinitamente grande y
w
sustituyendo w = E en (2.1) nos queda
i
- L =1, 1-1D6-2) 4
zZ W 1 7‘1{; k k e
“-a L T T A BT TR

5Podriamos clasificar una funcidn de buen comportamiento como aquella que esté definida en
todas partes, que consta de una sola variable, que es continua y ademads que todas sus derivadas

son definidas y continuas.
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Pero si ¢ es infinitamente grande entonces —— = 1, —— = 1, y asf sucesivamente, con lo
i i

cual llegamos al resultado

az—1+@+k222+ k323
- 1 1-2  1-2-3

4+

Si tomamos un a de tal manera que k = 1, aparecen los logaritmos naturales, los cuales son

representado por la letra e por Euler y escribe el resultado final de la forma:

ezf1+f+i+ 23
o 1 1-2 1-2-3

Mas adelante Euler se ocupa de las funciones trigonométricas, haciendo uso de la siguiente
férmula

(cosz £+ —1sen z)" = cosnz £+ v—1 sen nz, (2.2)

desarrollando (2.2) obtiene expresiones para cosnz y sen nz y tomando z infinitamente
pequeno, de tal manera que sen z = z y cosz = 1, v = nz finito y n infinitamente grande
consigue llegar por métodos parecidos a los anteriores, al siguiente resultado:

v? vt v

—1— _
cosv 1271234 1.23456 "

3 v 7
SN U= ST 9. 3.45 1.2.3.4.5.6-7

4.,

2.2. El problema de los fundamentos

2.2.1. Criticas a la fundamentacion del cilculo por Berkeley

Entre los criticos de las teorias de Newton y Leibniz se encuentra a George Berkeley
(1685-1753), quien intenta demostrar, como bien se puede ver en el titulo de su obra El
Analista, o discurso dirigido a un matemdtico infiel, donde se examina sus objetos, principios
o inferencias del andlisis moderno estan formulados de manera mds clara, o decididos de
manera mdas evidente, que los misterios religiosos y los asuntos de la fe, de 1734. Los
fundadores del cédlculo habian establecido claramente las reglas de operaciéon que debian
observarse, y el sorprendente éxito de éstas cuando Euler y otros muchos los aplicaron a
los problemas matematicos y cientificos, llevé a los matematicos a pasar por alto el estado

insatisfactorio de los fundamentos de la materia.
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A lo largo del siglo XVIII en Inglaterra, la falta de claridad de Newton y su inconsistencia
en la notacién fue seguida por una confusién entre las “fluxiones” y los “momentos”. En el
continente, el racionalismo metafisico® de Leibniz fue descuidado por sus seguidores, quienes
libremente intentaron interpretar los diferenciales como infinitesimales reales o incluso como

ceros.

Lo que se preguntaba Berkeley, entre otras cosas es:

Y, i{Qué son estas fluxiones? ;Las velocidades de incrementos evanescentes? ;Y que
son estos mismos, incrementos evanescentes? No son ni cantidades finitas, ni cantidades
infinitamente pequefias, ni son tampoco una simple nada. ;No podriamos llamarlos los

fantasmas de las cantidades desaparecidas? [23, p.119].

Después de dar una explicacion del método de fluxiones, Berkeley criticé una demostraciéon
de los Principia en la que Newton habia utilizado cantidades infinitamente pequenas para

determinar el momento de un producto:

Suponga que el producto o rectdngulo AB aumenta por movimiento continuo: y que los

incrementos momentdneos de los lados A y B son a y b. Cuando los lados A y B fueren

1 1
deficientes, o menores en la mitad de sus momentos, el rectangulo seria A — 50 X B — ib
1 1 1
es decir, AB — iaB — §bB + Zab. Tan pronto como los lados A y B se incrementan en

1
las otras dos mitades de sus momentos, el rectangulo se convierte en A + 59 X B+ §b
1 1 1
o AB + §aB + ibB + Zab. Del dltimo rectangulo, subduzca el primero, y la diferencia
restante serd aB + bA. Por lo tanto, el incremento del rectdngulo generado por todos los

incrementos a y b es aB + bA. [Traducido al Espaiiol de [35, p.336]]

Berkeley objeté que se debe tomar las cantidades completas a y b como incrementos o
decrementos para encontrar el momento de AB, y en este caso se tendria que omitir del
célculo final la cantidad infinitamente pequena ab. Berkeley, criticé dejar de lado la cantidad
infinitamente pequena ab, si el resultado es rigurosamente correcto, citando un pasaje de De

quadratura, en el que Newton menciona “no descuidar nada, por pequeno que sea’.

SEn el tratamiento que Leibniz le daba a las cantidades infinitesimales se aseguraba su uso

confiable, mas no su existencia.
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Newton no habia entrado en la justificacion de la demostraciéon que acabamos de mencionar,
pero habia indicado que uno podria encontrar esto en el método de las razones primeras
y ultimas. Berkeley, por lo tanto, recurrié a este tipo de razonamiento, tal como lo aplico
Newton en una de sus principales demostraciones: la de encontrar la fluxiéon de z”, en la
que Newton habia tratado de evitar lo infinitamente pequeno. Segin [37, pp.39-40] Newton

habia dado a x un incremento o, y gracias al teorema binomial, obtuvo

-1
o+ Mm”_%? + ...

(z+0)" =z2" 4+ nzx 15

que es igual a

-1
(x+0)" — 2" =na" "o+ %x"”& +...,

para asi obtener el incremento en z™, se habia dividido entre o para encontrar la razén de los
incrementos de ™ de z, y luego habia dejado o volverse evanescente (o = 0), determinando
asi la razén final de los incrementos (o de las fluxiones). Berkeley afirmé que Newton no
hizo caso de la ley de contradiccién, suponiendo primero que x tiene un incremento y luego,
para alcanzar el resultado, permitiendo al incremento ser cero, por ejemplo, suponiendo que

no hubo incremento.

Berkeley sostuvo que la suposicion de que los incrementos se desvanecen, destruye la
L . . 0 .
suposiciéon de que eran incrementos, pues llevaba a considerar —, debido a la falta de
0
explicacién de los términos “cantidad evanescente”. La interpretacion en términos de limites,
considera la secuencia infinita formada por las proporciones a medida que el incremento se
aproxima a cero, y esto no tiene un tltimo término, aunque se define como tener un limite. La
expresion de “razoén ultima” es enganosa, y en todos los casos indica una falta de apreciacién
de las sutiles dificultades involucradas en los conceptos de infinito, continuidad y numero

real, dificultades que no se resolvieron hasta la segunda mitad del siglo XIX.

El método de diferenciales de Leibniz también fue criticado por Berkeley, segin Struik [35,

p.335]

En lugar de las velocidades con las que se generan incrementos, consideran los incrementos
o decrementos mismos, que llaman diferencias, y que se supone que son infinitamente
pequetios. La diferencia de una linea es una linea infinitamente pequena... Suponen que las

cantidades finitas consisten en partes infinitamente pequenas, y las curvas son poligonos,
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de los cuales los lados son infinitamente pequeiios, que por los dngulos que hacen uno con

otro determinan la curvatura de la linea.

Berkeley explicé que al encontrar la tangente por medio de diferenciales, uno primero supone
incrementos; pero estos determinan la secante, no la tangente. Sin embargo, uno deshace
este error al descuidar los diferenciales superiores y, por lo tanto, “en virtud de un doble

error se llega, no a la ciencia, sino a la verdad”.

Berkeley argumenté que el concepto de velocidad depende del espacio y los intervalos de
tiempo, en consecuencia, para él, es imposible concebir una velocidad instantdnea. Berkeley,
deseaba excluir de las matematicas la idea de velocidad instantanea. Esto estd en consonancia
con las ideas tempranas de Berkeley, que lo llevé a pensar en la geometria como una ciencia
aplicada que se ocupa de magnitudes finitas que se componen de “minimas sensibilidades”
indivisibles. Berkeley sugirié que seria mejor en el calculo considerar incrementos de
velocidades. Esta claro que habia una necesidad obvia de una aclaracion légica de muchos
de los términos que Newton habia usado. Las animaciones de Berkeley tuvieron éxito en
hacer que este hecho fuera apreciado; como resultado, en los siguientes anos aparecieron

unos articulos que intentaron remediar la situacién.

2.2.2. El limite como fundamentador del cédlculo por D’Alembert

Jean le Rond D’Alembert (1717-1783) traté seriamente de comprender los fundamentos
del calculo. El enfoque que se mostré m&s importante para resolver el problema de los
fundamentos, fue su teoria de limites bajo los términos de “indefinidamente grande” e

“indefinidamente pequeno”.

D’Alembert interpreté la teoria de “razones primeras y ultimas” de Newton, no literalmente,

sino como un limite, en los siguientes términos:

Se dice que una magnitud es el limite de otra magnitud, cuando la segunda puede acercarse
m4és a la primera que a una magnitud dada, tan pequena como esa magnitud [dada] puede
suponerse; sin embargo, sin que la magnitud que se esta acercando sea capaz de superar la
magnitud a la que se acerca, la diferencia entre una cantidad y su limite es absolutamente

inasignable ... Hablando correctamente, el limite nunca coincide, o nunca llega a ser igual,
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a la cantidad de la cual es un limite, pero este ultimo siempre puede acercarse mas y mas,

y puede diferir de él en tan poco como se desee. [Traducido al Espafol de [22, p.8]]

El concepto de limite es base fundamental del calculo y con él se logra una cercania a la
formalizacién del infinito potencial, pues hay un proceso potencial que estd intimamente
ligado al concepto de limite. En este sentido para D’Alembert, la base del célculo diferencial
se encontraba en la idea del limite. Al respecto menciona que, “la diferenciaciéon de las
ecuaciones consiste simplemente en encontrar los limites de la razén de diferencias finitas de

dos variables incluidas en la ecuacién” [10, p.247].

Los infinitesimales de segundo orden y superiores también fueron definidos por D’Alembert

en una terminologia equivalente a la de las relaciones limitantes:

Cuando uno dice que una cantidad es infinitamente pequena con respecto a una cantidad
que en si misma, ya es infinitamente pequena, esto significa simplemente que la razén de la
primera de estas cantidades, a la segunda, es siempre mucho més pequena que la segunda

cantidad como lo es a la dltima de una cantidad dada. [Traducido al Espaiiol de [10, p.248]]

D’Alembert agregé inmediatamente la explicacién interpretada en términos de razones de
limites, como se ve en la siguiente cita: “y que la razén puede suponerse tan pequena como

queramos al imaginar la segunda cantidad suficientemente pequena” [10, p.248].

Segin Boyer [10, p.248], esta definicién de infinitesimales de orden superior indica la manera
general en que estas cantidades se interpretan en la actualidad, sin embargo, esta carece de
claridad y resolucién. Ademads, no establece inequivocamente que el limite de la razén debe
ser cero para los infinitesimales de orden superior. Estas debilidades de D’Alembert seran
corregidas méas adelante por Cauchy, mientras tanto, la interpretacion de lo infinitamente

pequeno como un infinitesimal fijo, continué a pesar de la oposicién de D’Alembert.

D’Alembert también traté de aclarar el concepto de “infinito”, afirmé que: “la nocién de
infinito es realmente la de lo indefinidamente grande y es solo un resumen conveniente para
la interpretacion en términos de la doctrina de los limites” [10, p.249]. Con esta comprension,
senalé que uno puede tener érdenes de cantidades infinitamente grandes analogas a la de los
infinitesimales. Debido a su ideologia geométrica, la elaboracién de D’Alembert del concepto

de limite carecia del rigor claro, necesario para hacerla aceptable como un sustituto de la
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interpretacién infinitesimal.

En el articulo Différentiel de 1764, D’Alembert convierte a una secante en una tangente
cuando los dos puntos de la secante se vuelven uno. Para esto D’Alembert segin Struik [35,
p.343], toma la pardbola AM (Ver Figura 2.3), de ecuacién y?> = az; donde AP = x y
PM = y, y a es un parametro. Sea la tangente M@ a esta pardbola en el punto M.
Supongamos que el problema estd resuelto y tomemos una ordenada pm a cualquier distancia

finita de PM; y, dibujemos la linea mM R a través de los puntos M, m. Es evidente, primero,

ue la relacién E de la ordenada a la subtangente es mayor que la relacion E o m—o
d PO & vord PR ° MO

que es igual, por la similitud de los tridangulos M Om, M PR.

Segundo, que cuanto mas cerca esté el punto m del punto M, més cerca estard el punto R

del punto Q ia, ma tard la relacion 9 o ™9 4 1a relacion 2L
el punto @, en consecuencia, mas cerca estara la relaciéon —— o —— a la relacién ——;
P PR ° MO PQ
finalmente, que la primera de estas proporciones se aproxima a la segunda tan cerca cémo
M
se desee, dado PR pueden diferir tan poco como se desee de PQ. Asi que la relacién P—Q
es el limite de la relacién de mO o OM. Por lo tanto, si somos capaces de representar la
mO
relacién 0 en forma algebraica, entonces tendremos la expresion algebraica de la relacion

MP a PQ y, en consecuencia, la representacién algebraica de la relaciéon de la ordenada a

la subtangente, lo que nos permitird encontrar esta subtangente.

Sea MO = u, Om = z; tendremos ax = 32, y ax + au = y? + 2yz + 22. Luego, en vista de
a

2z
que az = y?, se deduce que = = )
u  2y+z

a
Este valor es en general, la relacién de mO a OM, donde sea que se elija el punto
z

., . a . .z
m. Esta relacién es siempre menor que 27; pero cuanto menor sea Z, Imayor sera la relacion
Y

y, dado que uno puede elegir z tan pequeno como se desee, la relacién se puede

204z

P . ., a . a - .
acercar lo mas posible a la relacién 20 En consecuencia, o es el limite de la relacion
Y Y

a m a M
——, es decir, de la relacion ——. Por lo tanto, — es igual a la relacién ——
2+ 2 MO ’ & PQ
también encontramos que es el limite de la relacién de mO a Om, ya que dos cantidades

, que

que son los limites de la misma cantidad son necesariamente iguales entre si [35, pp.343-344].
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M

Figura 2.3. Pardbola AM de ecuacién y* = az.

MP 29
De esto se deduce que ﬁ es igual a 2i. Por lo tanto, PQ = L Ahora, segun el

Y a

método del calculo diferencial, la relacion de M P a PQ es igual a la de dy a dz; y la ecuacion
d a d
Y _ 2 Entonces 2 es el limite de la relacién de z a
de 2y dx
u, y este limite se encuentra haciendo z = 0 en la fracciéon

ax = y? produce un adr = 2ydy y

2+ 2

Luego, llamando a s la subtangente, se tiene que % = 21; por lo tanto s = 2%;/2 = 2z. Se
suponen que las cantidades llamadas u estdn divididas por otras cantidades infinitamente
pequenas; en este estado no denotan cantidades infinitamente pequenas ni cocientes de las
mismas; sino que son los limites de la razén de dos cantidades finitas. Lo mismo vale para

las diferencias de segundo orden y para las de orden superior [35, p.345].

La razén por la que la teoria de limites se tardé tanto en cobrar su valor en los fundamentos,
fue que D’Alembert solo considero limites de magnitudes, lo cual solo se eliminaria una
vez el concepto se aplique a funciones bajo condiciones de comportamiento de la variable
independiente especificadas de manera explicita. En el articulo titulado Différentiel D’ Alembert
llegd a la expresion de la derivada como el limite de un cociente de incrementos. Sin embargo,

esta idea principal no fue seguida inmediatamente [35, pp.341-342].
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2.3. Los puntos de vista a finales del siglo XVIII

2.3.1. Lagrange y el calculo como algebra

Para el desarrollo de este apartado nos basamos en la libro de Grabiner [22], donde se
menciona que uno de los primeros matematico importantes en tratar los fundamentos del
cdlculo como un problema serio fue el matemdtico Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), a
quien no sélo le preocupaba el problema de las fundamentos, sino que, a diferencia de sus
contemporaneos, volvia al problema una y otra vez. Este interés repetido se produjo en parte

debido a los siguientes puntos:

1. A los requisitos que conllevaba la ensenanza del célculo, se debia preparar un material
entendible para los estudiantes. En una carta a Euler en 1754, Lagrange declard que
habia resuelto los elementos del calculo diferencial e integral para el uso de sus alumnos
en la escuela militar de Turin. Incluso afirmé “haber desarrollado la verdadera metafisica
de sus principios, en la medida de lo posible”.

2. En parte porque se convencié tanto de la validez de las criticas que habia realizado el

tedlogo Berkeley que no pudo seguir contento con los fundamentos existentes.

Lagrange estaba impresionado, como muchos otros matematicos de la época, por la tradicion
euclidiana. Ademads, pensé que el cuerpo de resultados del cdlculo era més o menos completo
y necesitaban una sistematizaciéon. Asi que en 1797, Lagrange publicé un libro Fonctions
analytiques, y con esta obra afirmaba haber resuelto el problema de poner el cédlculo de forma

rigurosa.

El libro de Lagrange diferia notablemente de las exposiciones anteriores del calculo. Sin
duda, su trabajo, como el de otros, dio definiciones de los conceptos basicos. Pero, lo mas
importante, fue que obtuvo los principales resultados existentes de su fundamentacién. La
contribucién de Fonctions analytiques a la rigorizacién del analisis no radica en la definicién
especifica de Lagrange de la derivada como el coeficiente del término lineal en la serie de
Taylor, sino en otras cosas, por ejemplo tomar en serio el rigor; en la demoliciéon de los
puntos de vista més antiguos; en este sentido empezo su investigacién, estudiando a fondo
los resultados recibidos del cédlculo a partir de sus definiciones; y en el desarrollo de las

técnicas necesarias para llevarlo a cabo.
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En 1760, Lagrange retomé el tema, que habia dejado planteado en 1754, esta vez para
aclarar la descripcion del filésofo del cdlculo, el fraile barnabita Hyacinth Sigismund Gerdil,
y su opinién en oposicién a la de Fontenelle, era que no habia un infinito “actual” en
matematicas, una conclusién que Gerdil crefa que tenia importantes implicaciones para la
filosofia. Lagrange pens6 que era necesaria una explicacién clara y la dio en una nota al pie
del documento de Gerdil; porque, aunque Gerdil habia deseado principalmente demostrar
que el célculo no necesitaba el infinito, Lagrange (que estuvo de acuerdo) también quiso dar
sus propias razones para creer que el cdlculo era riguroso. Los resultados verdaderos, dijo
Lagrange, se obtuvieron sélo mediante la cancelacién mutua de errores, pero nadie pudo
probar que los errores siempre se cancelaran. Sin embargo, agregé Lagrange, que el calculo
aun podia justificarse: el cdlculo newtoniano era completamente riguroso. Para ilustrar esto,

Lagrange esbozé brevemente los principios del método de las razones primeras y tltimas.

Entre 1760 y 1772, Lagrange cambi6 sus puntos de vista sobre la suficiencia de la base
Newton-D’Alembert para el cdlculo. En un articulo publicado en 1772, declaré que los
conceptos del cédlculo sélo podian hacerse rigurosos si se definfan en términos de conceptos
algebraicos, es decir, el cilculo debia reducirse a dlgebra. Esta vision de Lagrange finalmente
prevalecié con Bolzano y Cauchy. La pregunta importante por ahora es, ;por qué Lagrange
rechazé las opiniones anteriores? No dio razones explicitas hasta mucho mas tarde, pero
puede haber quedado insatisfecho con los fundamentos infinitesimales estandar, fluxiones y
limites, a través de las criticas de Berkeley. Claramente no creia que los fundamentos mas
antiguos estuvieran a la altura de los estdndares de razonamiento esperados en matemaéticas.

El crefa que un estdndar adecuado se cumplia sélo en el dlgebra’.

"Con respecto a los trabajos del dlgebra desarrollados por Lagrange, podemos destacar algunos

de los articulos que compartié a la Academia de Berlin, entre los cuales se encuentran:

= La solucién entera de las ecuaciones cuadraticas, 1769, y de ecuaciones indeterminadas, 1770.

= Un tratado de la teoria de eliminacién de pardmetros, 1770.

= Kl proceso general por resolver una ecuacién algebraica de cualquier grado, 1770 y 1771.

= La solucién completa de una ecuaciéon binomial de cualquier grado.

= Un tratamiento de determinantes de segundo y tercer orden, y de sus invariantes de 1773.

= Kl teorema que lleva su nombre: “si G es un grupo finito de orden n y H un subgrupo de orden

m, debe ser n multiplo de m, o m divisor de n. El ndmero i = > se llama {ndice del subgrupo”.
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En los trabajos de Lagrange perdura una idea hacia la generalizacién: su idea de que
cualquier resultado particular, de algin interés, es y debe demostrarse que es un caso
especial de algun principio méas general. Su extremo amor por la generalidad era inusual
para su tiempo y contrasta con el énfasis de muchos de sus contemporaneos en resolver
problemas especificos. La base algebraica del cédlculo, en Lagrange, fue consistente con la
tendencia generalizadora de querer llevar todos los conceptos del cédlculo a expresiones e

ideas algebraicas.

Lagrange explicé por primera vez su nueva idea de los fundamentos algebraicos del calculo
en un articulo de 1772, Sur une mouvelle espece de calcul relatif a la différentiation et
a l'intégration des quantités variables. Creia que habia una “teoria de series” totalmente
algebraica que daba a cualquier funcién una expansién de series de potencias; fue sobre esta
idea que descans6 su nueva fundamentacién. El célculo diferencial, considerado en toda su
generalidad, dijo, consiste en encontrar directamente, y mediante procedimientos faciles y

simples, las funciones p,p’,p”, ... en la expansién general
uw(z +h) =u(x) +ph+p'h? +p"'h® + ...

para una funcién dada u(x). Lagrange dijo que esta visién del cdlculo era “la més clara y
simple que se haya dado”. Por lo tanto, estaba rompiendo consciente y explicitamente con
la tradicién anterior. Su nuevo fundamento tenia la intencién de ser puramente algebraico,
no contaminado ni por la filosofia ni por ideas confusas, “independiente de toda metafisica

y toda teoria de cantidades infinitamente pequenas y evanescentes”.

Lagrange se convirtié asi en el primer matematico importante en otorgar la validez de las
criticas a los antiguos fundamentos del calculo. Sin embargo, en 1772 Lagrange todavia
no habia roto por completo con la actitud dominante hacia los fundamentos, los cuales
se basaban en las ideas de Newton y Leibniz. Por un lado las ideas de Newton estaban
relacionadas con la teoria de fluentes y fluxiones y por otro las de Leibniz trataban con
diferenciales; no fue sino hasta 1797 cuando dio por escrito razones explicitas para rechazar
los puntos de vista anteriores. Los fundamentos no fueron el tema principal de su articulo
de 1772, y sus comentarios al respecto fueron breves e incidentales. En este momento ni

siquiera dedujo las reglas algoritmicas bésicas del calculo diferencial de su nueva base, y
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mucho menos dio tales deducciones para obtener resultados mas complicados.

Sin embargo, Lagrange pensé que era importante encontrar una base exacta y algebraica
para el célculo, y continué pensando esto por el resto de su vida. Pero en 1772 seguia siendo
una idea embrionaria, no un objetivo realizado. Todavia no estaba satisfecho con su propio
fundamento; sabemos esto porque, a través del concurso de premios de la Academia de
Ciencias de Berlin en 1784, él y sus colegas hicieron un llamamiento a los académicos para

resolver el problema de los fundamentos del calculo.

2.3.2. La competencia del problema berlinés

El método de Lagrange recibié poco reconocimiento, tal vez como resultado de la novedad
de las ideas, la notacién involucrada, y la bisqueda de una base satisfactoria para el calculo.
Para alentar los esfuerzos en esta direccién, en el tiempo en el que Lagrange fue director de
la seccién matematica de la Academia de Berlin, se anuncié en 1784 la convocatoria de un

premio para “una teoria clara y precisa de lo que se llama el infinito en matematicas”:

Es bien sabido que la geometria superior emplea regularmente lo infinitamente grande y lo
infinitamente pequeno... La Academia, en consecuencia, desea una explicacién de cémo es
posible que se hayan podido deducir tantos teoremas correctos a partir de unos presupuestos
contradictorios, asi como... un principio verdaderamente matematico que pueda sustituir

correctamente al del infinito... [23, p.134]

Dos ensayos a gran escala de matematicos dedicados a exponer los fundamentos del calculo y
derivar la estructura existente de los resultados de estos fundamentos, estuvieron a cargo de:
Simon Antoine Jean L'Huillier (1750-1840) Exposition élémentaire des principes des calculs
supérieurs de 1788 y Lazare Carnot (1753-1823) Reflexiones sobre la metafisica del cdlculo
infinitesimal de 1797.

Lagrange no consiguio lo que queria, aunque el premio le fue concedido a L’Huillier, por su
serio y laborioso estudio sobre los limites y su significacién para el cdlculo, eso muestra que
Lagrange y sus colegas estaban empleando estdndares més altos de lo que eran entonces en las
discusiones de fundamentos. A todas las contribuciones les faltaba claridad, la simplicidad,

y especialmente el rigor, decia el informe del comité.
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2.3.3. La nocién de Limite antes de Cauchy

A continuacién presentaremos los aportes de tres matemaéticos importantes, tomando algunos
apartados de Karl B. Boyer [10]. Iniciaremos presentando a Simén L’Huillier, quien fue el

primero en intentar resolver el problema planteado por Lagrange en la Academia de Berlin.

Simon L’Huillier

Segin Boyer [10, p.255], L'Huilier, en su ensayo se dispuso a mostrar que el método
exhaustivo, convenientemente extendido, era suficiente para establecer con certeza los
principios del calculo. De conformidad con este propdsito, modificé este método exhaustivo

para interpretarlo en términos de limites.

L’Huillier definié el limite en los siguientes términos:

El valor del que una variable puede llegar a diferir en menos de una cantidad arbitrariamente

pequena’. [23, p.134]

Ademas planteé una operatividad al demostrar los teoremas del cociente y del producto:

lm <pn) _ limaseo pn

n—=00 \ dn lim;, oo dn

lim (prgn) = (h’m pn) ( lim qn)
n—oo n—oo

n—oo
esto, suponiendo que los limites mencionados existan. Introdujo la notacién de “lim”, con
esto L’Huillier neutralizé en buena medida la claridad de su teoria de limites, sin embargo

su obra no tuvo la influencia que merecia.

Segtin Boyer [10, p.255], L’Huilier tomé al cociente diferencial como nocién fundamental en
sus trabajos, definiéndolo como el limite de la razén entre el incremento de la funcién y el de
la variable independiente. L’Huilier enfocé la atencién en un solo nimero (la derivada) como
el limite de una sola variable (la razén de los incrementos), en lugar de una razén tdltima
de dos cantidades evanescentes, como lo habia planteado Newton. Aunque se mantuvo para
representar esto el nombre “cociente diferencial” y la cantidad de simbolos, insistié en que
s , . dy . e
este tltimo no era méas que un simbolo —= que debia interpretarse como un tinico nimero. Al

dx
tratar con cocientes diferenciales de érdenes superiores, advirtié nuevamente que el simbolo
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2

d—g no debia dividirse como cociente. Esto contrasta notablemente con el trabajo de Newton
x

y Leibniz, en el que se consideraba que las fluxiones y diferenciales de cualquier orden tenian

un significado independiente de la relacién o ecuacién en la que ingresaron.

Segtin Boyer [10, p.255], aunque la definicién de L’Huillier del cociente diferencial es en la
mayoria de los aspectos la que se encuentra en los libros de texto elementales actuales
sobre cdlculo, no parece haber sido consciente de las posibles dificultades involucradas
en el concepto de limite. Habia evitado el misticismo del infinitesimal, la vaguedad de la
proporcién ultima y la inanidad del simbolo %; pero no se dio cuenta de que la sutileza del
concepto de limite era hacer esencial una definicién extremadamente cuidadosa. L’Huillier
se ocupaba unicamente de funciones muy sencillas, por lo que ignoraba las deficiencias de
su presentacion. Su variable siempre fue menor o mayor que su limite. “Dada una cantidad
variable siempre menor o mayor que una cantidad constante propuesta; pero que puede
diferir de esta ultima en menos que cualquier cantidad propuesta, por pequena que sea, esta
cantidad constante se llama el limite en grandeza o en pequenez de la cantidad variable”.

La variable no podia oscilar, como podria hacerlo en nuestra vision més general.

L’Huillier cay6 en un error sugerido por la vaga idea de uniformidad expresada en la ley
de continuidad de Leibniz. Dijo que “si una cantidad variable en todas las etapas disfruta
de una determinada propiedad, su limite gozard de esta misma propiedad”. La falsedad
de esta doctrina es inmediatamente evidente por el hecho de que los nimeros irracionales
pueden definirse facilmente como los limites de sucesiones de numeros racionales, o por
la observacién de que las propiedades de un poligono inscrito en un circulo no son las de
la figura limitante: el circulo. El error de L’Huillier a este respecto fue probablemente el
resultado de su incapacidad para ver que el concepto de limite debia identificarse con la
naturaleza de las sucesiones convergentes infinitas y con la cuestion de la naturaleza de los
numeros reales y el continuo. La insuficiencia de su concepcion del nimero puede inferirse
ademas del hecho de que sinti6 la necesidad de distinguir entre valores limite y proporciones

limite.

Aunque L’Huilier buscé correctamente la base del cdlculo en el concepto de limite, su

exposicién de esto fue una simplificaciéon excesiva de lo que luego se dio cuenta de que
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era una pregunta muy dificil. Siguiendo a D’Alembert al considerar el infinito desde el
punto de vista de la magnitud més que de la agregacién, negé la existencia de una cantidad
realmente infinita porque sintié que su aceptacién conduciria a tales “contradicciones” como
o0 + n = oo — n sostenia que habia demostrado que el cédlculo era independiente de toda
idea de infinito, ya sea grande o pequeno. En esto no se dio cuenta de que toda la teoria de
los limites se basa, en ultima instancia, en la de los agregados infinitos. Este hecho no se

reconocio claramente hasta el siglo siguiente.

Los agregados infinitos ya eran tema de discusién desde el tiempo de los filésofos medievales,
y fue especialmente con Galileo Galilei (1564-1642) quien centré la atencién en la correspondencia
entre agregados infinitos, mas que en la relaciéon de magnitudes finitas e infinitas: un cambio

en el punto de vista que condujo a la formulacién final del célculo en el siglo XIX [10, p.70].

Al justificar esta conclusién, Galileo indicé un cambio significativo de énfasis, porque en
lugar de considerar el infinito desde el punto de vista de la magnitud, como habian hecho
Aristételes y muchos eruditos medievales, centrd la atencién, como Platén, en el infinito
como multiplicidad o agregacién. Al respecto, indicé que la clase infinita de todos los
ndimeros enteros positivos podria ponerse en una correspondencia uno a uno con una parte
de esta clase, por ejemplo, con todos los cuadrados perfectos. Esta caracteristica de los
conjuntos infinitos se redescubrié con Bolzano en el siglo XIX y posteriormente en ese
siglo se hizo fundamental en el establecimiento del calculo sobre una teoria rigurosamente

desarrollada de los ensamblajes infinitos. [10, p.115-116]

Lazare Carnot

Segtin Boyer [10, p.257], la monograffa de L’Huilier no fue ampliamente lefda, ni sus puntos
de vista fueron generalmente aceptados en ese momento. La indecisién sobre la verdadera
base del céalculo sigui6 siendo tan aguda como antes. Como resultado, aparecié la obra de
Carnot, que mencionamos anteriormente. El trabajo de Carnot gozé de una popularidad
verdaderamente notable, apareciendo en numerosas ediciones y en varios idiomas desde esa

época hasta hace muy poco.

Carnot realiza una revisién a los métodos relacionados con la fundamentacién del calculo,

incluyendo la teoria de Berkeley sobre la compensacién de errores y el enfoque de Euler
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relativo al cdlculo con ceros. La discusion interesante que se encuentra en Carnot es la

definicién y el uso que hace de los “infinitesimales”, y en su obra los define como:

Llamé cantidad infinitamente pequena a cualquier cantidad a la que se la considera como
decreciendo continuamente, de tal manera que se puede hacer tan pequena como queramos,
sin vernos obligados por ello a variar aquellas [otras cantidades] cuyas relaciones mutuas

investigamos. [23, p.135]
Con respecto a la nocién de “limite”, Carnot escribié que:

Un limite no es otra cosa que una cantidad fija a la que se supone que tiende indefinidamente
una cantidad auxiliar, de manera que puede diferir de ella tan poco como queramos y que

su razén dltima a ella sea una razén de igualdad. [23, p.136]

En vista de la falta de claridad y uniformidad en las exposiciones del cédlculo entonces
corrientes, Carnot deseaba hacer la teoria rigidamente precisa. Considerando las muchas
interpretaciones contradictorias del tema, buscé saber “en qué consistia el verdadero espiritu
del andlisis infinitesimal”. Sin embargo, en la seleccién de su principio unificador, lo hizo de
una manera deplorable. Llegd a la conclusién de que “los verdaderos principios metafisicos
del Analisis Infinitesimal ... son, sin embargo, los principios de la compensacién de errores,
como habian sugerido Berkeley y Lagrange. En su expansion de este punto de vista, volvié
sustancialmente a las ideas que Leibniz habia expresado. Sostuvo que para estar seguro
de que dos cantidades designadas son rigurosamente iguales, es suficiente demostrar que
su diferencia no puede ser una “quantité designé”. Parafraseando a Leibniz, Carnot dijo
ademas: que cualquier cantidad se puede sustituir por otra que se diferencia de ella por un
infinitesimal, que el método de los infinitesimales no es mas que el del agotamiento reducido a
un algoritmo; que los “quantités inapreciables” son meros auxiliares que se introducen, como
nameros imaginarios, sélo para facilitar el célculo, y que se eliminan al llegar al resultado

final.

Segtin Boyer [10, p.258], Carnot incluso se hizo eco de la explicacién favorita de Leibniz en
términos de la ley de continuidad. Sostuvo que uno puede concebir el analisis infinitesimal
bajo dos puntos de vista, segin que los infinitesimales se tomen como “quantités efectivos”
o se consideren como “quantités absolutos nulos”. (Leibniz, sin embargo, no los habia

admitido como absolutamente, sino sélo relativamente, cero.) En el primer caso, considerd
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que el calculo debia explicarse sobre la base de una compensacion de errores: debian hacerse
“ecuaciones imperfectas” “perfectamente exacto” por el simple expediente de eliminar las
cantidades cuya presencia ocasioné los errores; En el ultimo caso, consideré el calculo como
un “arte” de comparar cantidades que desaparecen entre si para descubrir a partir de estas
comparaciones las relaciones entre las cantidades propuestas. A la objeciéon de que estas
cantidades que desaparecen son o no son cero, Carnot respondié que “las llamadas cantidades
infinitamente pequenas no son simplemente cantidades nulas en absoluto, sino cantidades
nulas asignadas por una ley de continuidad que determina la relacion”. Esta explicacién es
sorprendentemente parecida a la dada por Leibniz aproximadamente un siglo antes.

Junto con su establecimiento de la *

‘verdadera metafisica” del cdlculo infinitesimal, Carnot
procedié a mostrar que las diversas opiniones sobre el tema eran esencialmente reducibles a
esta misma base. Al demostrar esto, senalé que el método exhaustivo hizo uso de sistemas
andlogos de cantidades auxiliares conocidas. El método de Newton de las razones primeras
y ultimas fue similar, excepto que en él los lemas liberaron el trabajo de la necesidad
del argumento mediante una doble reduccién al absurdo. Carnot sintié que el método de
Cavalieri también eran ciertamente corolarios del método de agotamiento. Reconocié que
el método de los limites no era diferente del de las razones primeras y ultimas, por lo
que también era una simplificaciéon del método exhaustivo. Ademds, todos estos métodos
conducen al resultado del analisis infinitesimal, pero por una ruta dificil y tortuosa. El
método de Lagrange también lo vio vinculado al calculo infinitesimal, ya que descuida los
otros términos de las series infinitas. Por lo tanto, los diversos puntos de vista que sentia, algo
asi como lo habia hecho L’Huilier, eran meras simplificaciones del método exhaustivo que
se efectuaron reduciendo esto a un algoritmo conveniente. En la medida en que el método
infinitesimal combinaba la facilidad de los procedimientos de cédlculo aproximado con la
exactitud de los resultados del anélisis ordinario, no veia ningtin punto en intentar, bajo el

pretexto de un mayor rigor, sustituirlo por un método menos natural.

Junto con su establecimiento de la “verdadera metafisica” del célculo infinitesimal, Carnot
procedié a mostrar que las diversas visiones del tema eran esencialmente reducibles a esta

misma base.
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Al demostrar esto, senalé que el método exhaustivo hacia uso de sistemas andlogos de
cantidades auxiliares conocidas. El método de Newton de las razones primarias y tltimas
era similar, excepto que en él los lemas liberaron a la obra de la necesidad del argumento
mediante una doble reductio ad absurdum. Carnot sintié que los métodos de Cavalieri y
Roberval también eran corolarios del método exhaustivo. Reconocié que el método de los
limites no era diferente del de la primera y la tdltima razén, de modo que también era
una simplificaciéon del método exhaustivo. Ademads, todos estos métodos conducen a los
resultados de un andlisis infinitesimal, pero por una dificultad y ruta tortuosa. El método de
Lagrange también lo vio vinculado al cdlculo infinitesimal, en el sentido de que descuida los
otros términos de la serie infinita. Los diversos puntos de vista, por lo tanto, los consideraba,
en cierto modo como L’Huilier, meras simplificaciones del método de agotamiento que se
efectuaban reduciendo esto a un algoritmo conveniente. En la medida en que el método
infinitesimal combinaba la facilidad de los procedimientos de cédlculo aproximado con la
exactitud de los resultados del analisis ordinario, no veia ningin sentido en intentar, bajo la

apariencia de mayor rigor, sustituirlo por un método menos natural.

Aunque el trabajo de Carnot fue ampliamente leido, dificilmente se puede decir que haya
conducido a una comprensién mas clara de las dificultades inherentes al nuevo analisis.
Aunque se dio cuenta de que los diferenciales debian definirse de alguna manera como
variables, anticipandose, hasta cierto punto, a la vision de Cauchy, no pudo dar definiciones
adecuadas a estas porque, como Leibniz, pensaba en términos de ecuaciones mas que de
funcién, concepto que llevé a Cauchy a hacer fundamental la derivada. Ademaés, Carnot,
miembro de una escuela de matematicos que enfatizé la relacién de las matematicas con la
préactica cientifica, parece, a pesar del titulo de su trabajo, haber estado mas preocupado por
la facilidad de aplicacion de las reglas de procedimiento que por la légica en el razonamiento
involucrado. En este sentido, su obra se parece a la de Leibniz, cuyas explicaciones de
los diferenciales parafraseo en gran medida y cuyo método defendié con una calidez casi

polémica.

Los matematicos del continente habian estado de acuerdo fundamentalmente en que,
pragmaticamente, el cdlculo diferencial ofrecia el mejor método de procedimiento; pero fue

precisamente en la logica del asunto que discrepaban. En este ultimo punto, Carnot fue
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de poca ayuda, ya que después de senalar lo que la mayoria de los hombres se habian dado
cuenta durante mucho tiempo que todos los métodos del nuevo anélisis estaban esencialmente
relacionados procedi6 a hacer basico el sistema infinitesimal, el que era légicamente, quizas,
el mas débil de todos. Al hacerlo, apunté hacia una visién diametralmente opuesta a la
que habian indicado D’Alembert y L’Huilier y por la que, en ultima instancia, procederd el

desarrollo riguroso, siguiendo la obra de Cauchy.

Sylvestre Lacroix

Segin Boyer [10, p.264], en el afio 1797, en el que Carnot intenté una concordancia de todos
los sistemas del calculo y en el que Lagrange intenté seriamente establecer su método, se
publicé el primer volumen de quizas el libro de texto mas famoso y ambicioso sobre el tema
que habia aparecido hasta ese momento Traité du calcul différentiel et du calcul intégral
de Lacroix. Lacroix declaré en el prefacio de esta obra que habia sido el nuevo método
de Lagrange el que lo habia inspirado a componer un tratado sobre el cdlculo que debia
tener como base las ideas luminosas que este método habia sustituido por lo infinitamente
pequeno. Su texto, sin embargo, indica bien la indecisiéon de la época, ya que a pesar del
objetivo declarado de la obra, la base del tema permanecié algo en duda. Lacroix interpreté
el método de series de Lagrange en términos de los limites de D’Alembert y L’Huilier. A este
respecto, sin embargo, oscurecié el significado de esta relacién al hablar del limite de las series
divergentes, y siguiendo a Euler en el estudio de series infinitas como 1—1+2—6+424—120+....
Ademas, no compartia con Lagrange la sospecha de que el método de Leibniz se basaba en
una idea falsa de lo infinitamente pequeno. Es cierto que Lacroix hizo uso de infinitesimales.
Aunque acept6 la metafisica de Lagrange, adopté la notacién diferencial de Leibniz. Este
hecho a veces confunde su pensamiento y lo llevé, como lo habia hecho Euler, a considerar

el coeficiente diferencial (como Lacroix llamé) como un cociente de ceros.

Quien sucedié a Lagrange como profesor de anélisis de la Ecole Polytechnique en 1799 fue
Sylvestre-Francois Lacroix (1765-1843), quien escribi6é un tratado de tres volimenes con el
cual buscaba ayudar a aquellos estudiantes que no vivian en Paris, los cuales no podian
acceder a trabajos originales de revistas. En los trabajos de Lacroix no se encuentra la
definicién de limite como tal, pero dio algunos ejemplos en los que si se puede rastrear la

nocion de limite:
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. . 2 4 s . 2 ax . .
Por ejemplo, definié6 a para ser el limite de la funcién ya que x aumenta indefinidamente,
x

+a
ya que la diferencia entre a y el valor de esa funcién “se hace méas pequena a medida que x
se hace més grande, y se puede hacer menos que cualquier cantidad, por pequena que sea,

de modo que la fraccién propuesta pueda acercarse a la distancia deseada”.[Traduccién al

Espanol de [22, pp.80-81]]

Lacroix mencioné que en el caso de sumas de series alternas, una cantidad podria superar u
oscilar alrededor de su limite, lo que iba en contra de lo que pensaban los matematicos del

siglo XVIII como D’Alembert.

La falta por parte de Lacroix de distincién critica al tratar los métodos de Newton,
Leibniz y Lagrange dio a su obra una apariencia algo parecida al intento de Carnot de
demostrar la congruencia de las numerosas representaciones del cadlculo. El matemético y
astronomo Laplace elogié esta actitud por parte de Lacroix, diciendo que tal acercamiento
de métodos sirvié como una aclaracién mutua, la verdadera metafisica probablemente se
encuentra en lo que tenfan en comun. Sin embargo, parece que en ese momento al menos era
deplorable, porque conducia a una confusién de pensamientos sobre el tema justo cuando
mads se necesitaba precisién logica. Sin embargo, en su obra més popular de 1802 el Traité
élémentaire, un resumen de su tratado més amplio, Lacroix omitié el método de Lagrange e
hizo bésica la explicacién en términos de limites, aunque de nuevo con una falta de rigor que
hizo interpretaciones en términos de infinitesimales posibles. El éxito de esta obra, que pasé
por muchas ediciones y fue traducida a varios idiomas, dio lugar a otros textos del mismo
tipo; y fue en gran parte a través de ellos que el método de los limites se hizo familiar, si no
riguroso. Fue a través de esos textos que la notacién leibniziana y la doctrina de los limites
suplantaron en Inglaterra el método de las fluxiones e interpretaciones que ya se habian

confundido irremediablemente con lo infinitamente pequeno.

El ano 1816, en el que se tradujo al inglés la obra més corta de Lacroix, marca un importante
periodo de transicién, porque fue testigo del triunfo en Inglaterra de los métodos utilizados
en el continente. Este punto particular de la historia de las matematicas marca una nueva
época por una razén mucho maés significativa, porque al ano siguiente aparecié una obra de
Bolzano que indicaba el surgimiento del periodo de rigor matematico en todas las ramas de

la materia. En el célculo, la nueva actitud dio como resultado el establecimiento 16gico del
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analisis superior sobre el concepto de limite, y asi puso fin al periodo de indecisién que habia

comenzado con las invenciones del método de fluxiones y del célculo diferencial.

En los trabajos de L’Huillier, Carnot y Lacroix podemos encontrar varios aspectos importantes
relacionadas con el concepto de limite, para las futuras generaciones como son: una
operatividad, una simbologia, lo que permite tener un concepto de limite cada vez maés
maduro con respecto a la formalidad, para de esta manera ser retomado por Cauchy en su

Curso de Andlisis.
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La formalizacién del infinito potencial mediante el

concepto de Limite

Las objeciones planteadas en el siglo XVIII con respecto a los métodos de fluxiones,
razones primeras y ultimas, limites, diferenciales y funciones derivadas, no fueron resueltas
satisfactoriamente. Los argumentos en los que se basan estos métodos eran equivalentes
a los de Zendn y se basaban en cuestiones del infinito y la continuidad. Sin embargo, los
defensores de todos los métodos, excepto el de los diferenciales, protestaron porque no tenian
necesidad de invocar la nocién de infinito. Los defensores del célculo diferencial, a su vez,
aunque intentaron justificar sus procedimientos en términos de estos conceptos, no pudieron

proporcionar explicaciones légicamente consistentes de ellos.

El método de los limites, que en ese momento parecia no conducir al infinito, proporciona
la base logica para el mismo; y el método de Lagrange, desarrollado para evitar estas
dificultades, planteé preguntas que senalan el camino hacia su solucién. A principios del
siglo XIX los criticos de Lagrange comenzaron a cuestionar la validez de su principio segtin
el cual una funcién continua siempre puede expresarse, por medio del teorema de Taylor,
como una serie infinita. Comenzaron a criticar el uso casi indiscriminado de series infinitas.
Lagrange al igual que Arquimedes, no consideraba que la serie continuara hasta el infinito,
sino sélo hasta un punto en el que el resto era lo suficientemente pequeno. Sin embargo, en
el siglo XIX, el concepto de infinito se volveria béasico en el calculo mediante el uso de series

infinitas y agregados infinitos.

Entre los matematicos de principios del siglo XIX, fue probablemente Bernard Bolzano
(1781-1848) quien planted las ideas mds profundas sobre dos aspectos que trataremos a

continuacion, los cuales corresponden a:
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1. Los fundamentos del analisis.

2. El infinito

Con respecto a los fundamentos del analisis, los aportes de Bolzano fueron poco conocidos
por sus contemporaneos, sin embargo fueron redescubiertos y estudiados por Weierstrass y

sus alumnos.

Como Lagrange habia sentido que la introduccién del tiempo y el movimiento en las
matematicas era innecesaria, Bolzano intenté evitar en sus pruebas cualquier consideracién
derivada de la intuicién espacial [10, p.268]. Bolzano dio una definicién de funcién continua
y por primera vez, indicé claramente que la base de la idea de continuidad se encontraba en

el concepto de limite:

Una funcién como f(z) es continua en un intervalo si para cualquier valor de = en este
intervalo la diferencia f(x+ Az)— f(x) se vuelve y permanece menor que cualquier cantidad
dada para Az lo suficientemente pequefia, ya sea positiva o negativa [Traduccién al espafiol

de [10, p.268]]

Al presentar los elementos del céalculo, Bolzano se dio cuenta claramente de que el tema
debia explicarse en términos de limites de proporciones de diferencias finitas, como lo habia

hecho L’Huilier. En este sentido, Bolzano menciona que:

En otras palabras: si x es una variable independiente y y = f(z) designa una variable
dependiente de ella, debe ocurrir (si nuestro célculo es correcto para todos los valores de x
entre z = a 'y * = b) que y dependa de x de manera tal que, para todos los valores de x

entre a y b, el cociente
Ay _ fla+ Ax) — ()
Ax Ax

(que surge al dividir el incremento de y por el incremento de x) puede aproximarse
arbitrariamente a alguna constante o a alguna cantidad f’(x) dependiente exclusivamente
de z, con tal que a Az se le de un valor suficientemente pequefio y permaneciendo en esa

vecindad o aproximdndose todavia mas cuando Ax es menor [9, pp.100].

Lagrange habia sentido que la nocién de limite estaba ligada a un cociente de cantidades
. dy :
evanescentes o de ceros. Euler mencioné que — se podia ver como un cociente de ceros y
dx
Lacroix tendia a seguirlo. Bolzano ademaés enfatizé en que este cociente no debia interpretarse

como una razén de dy a dx o como el cociente de cero entre cero, sino que era m&s bien
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un simbolo para representar la derivada de y con respecto a z [9, pp.102]. Bolzano sostuvo
ademds, que una funcién no tiene un valor determinado en un punto x( si esta se reduce

0 .. . o
a o Sin embargo la funcién, tiene un valor limite cuando unos se acerca a xg, y de forma

0
correcta indicé que, al adoptar el valor limite como el significado de 0’ la funcién puede

hacerse continua en este punto xg [10, p.269].

Desde la invencién del calculo se habia sentido que la continuidad de una funcién era
suficiente para asegurar la existencia de una derivada. Sin embargo, en 1834, en su
Théorie des fonctions (Teorfa de funciones) donde separa el concepto de continuidad del
de derivabilidad, Bolzano dio un ejemplo de una funcién de variable real, continua en un

intervalo cerrado, no diferenciable en ningtin punto de ese intervalo.

Esto podria haber servido en matemadticas para mostrar que las funciones continuas no
necesitan, a pesar de las sugerencias de la intuicién geométrica y fisica, tener derivada.
Sin embargo, debido a que el trabajo de Bolzano no se conocia en ese momento, el papel
de demostrar que una funcién continua no necesita tener derivada, estaba reservado para
Weierstrass quien publico alrededor de 1850 el primer ejemplo de una funcién continua y

diferenciable en ninguna parte.

Aunque las ideas de Bolzano indican la direccion en la que se ubicaria la formulacién final
del célculo y que debia seguir gran parte del pensamiento del siglo XIX, no constituyeron la
influencia decisiva para determinar esto. Su trabajo pasd desapercibido; afortunadamente,
Cauchy persiguié6 ideas similares casi al mismo tiempo y logré establecerlas como basicas en

el calculo.

Con respecto al segundo aspecto, relacionado con el infinito, se tiene que Bolzano negé
la existencia de magnitudes infinitamente grandes e infinitamente pequenas, mantuvo la
posibilidad de un infinito “actual”’, aunque no lo haya aceptado del todo, resaltando
la paradoja que Galileo habia sefialado: “que la parte en este caso podria ponerse en
correspondencia uno a uno con el todo” [6, p.55]. Las Paradojas del infinito, la tltima
obra de Bolzano, fue publicada tres anos después de su muerte, obra que hubiese pasado

desapercibida si no fuera por Hermann Hankel (1839-1873) quien sefialaria que este escrito
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contenia “excelentes comentarios sobre el concepto de infinito”. Desde el comienzo de su
libro, Bolzano se revel6 como el que, en ese momento, habia penetrado profundamente en

la cuestion del infinito, ya que afirmo lo siguiente:

Ciertamente no todas, como dice Kastern, pero sin duda alguna si la mayoria de las
afirmaciones paraddjicas que surgen en el &mbito de las matemaéticas, tienen que ver con el
concepto de “infinito”, ya sea que lo mencionan directamente o involucrdndose de manera

indirecta en su demostracién. [9, p.39]

Es por eso que Bolzano se esfuerza por aclarar la nocién de infinito. El libro Paradojas del
infinito consta de argumentos filosoficos, y ademas, de un significado matemaético que esta

lejos de ser insignificante.

En [9, pp.50-51], Bolzano enuncia una proposicién que serd adoptada mds tarde por Richard
Dedekind (1831-1916), sobre la existencia de conjuntos infinitos'. Bolzano demuestra que
“el conjunto de las proposiciones y de las verdades es un conjunto infinito”, ya que cuando
se considera una verdad cualquiera A (por ejemplo, la proposicién “existen verdades”)
descubrimos otra proposiciéon expresada por la frase “A es verdadera”’, distinta de la
proposicién A, que llamaremos B. En este sentido se deriva a partir de A un proposicién
distinta llamada B y, parte de esto para obtener otra proposicién llamada C' diferente tanto
de A como de B y asi, sucesivamente en un proceso sin fin. Con esto, Bolzano concluye que

el conjunto de todas las proposiciones es mas grande que cualquier conjunto finito.

A lo largo del libro Paradojas del infinito Bolzano establece una biyeccién entre diferentes
conjuntos infinitos. En particular, entre conjuntos infinitos A y B donde A es un subconjunto

propio de B. Por ejemplo establece la biyeccién

12
xn—>y=€x

entre los intervalos [0, 5] y [0, 12].

De la ecuacién (by = 12x) se sigue igualmente que a todo valor de = corresponde un tnico

valor de y y viceversa. Y es también claro que a toda cantidad x en el conjunto entre 0 y 5

'Esta proposicién planteada como “Teorema: Existen sistemas infinitos”, se encuentra en la

Seccién 5: FINITO E INFINITO en 4 Qué son y para que sirven los nimeros? de Dedekind [24, p.798]
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corresponde una cantidad en el conjunto 0 y 12. Inversamente: siempre que y se encuentre

entre 0 y 12, = ha de localizarse entre 0 y 5 [9, pp.65].

A pesar de la biyeccion entre dos conjuntos como se plantea en el ejemplo anterior, Bolzano
no esta considerando que los intervalos [0, 5] y [0, 12] tengan el mismo tamafio, con relacién
a la cantidad de elementos infinitos; sino que él sigue considerando que el intervalo [0, 5] es

mas pequeno que el intervalo [0,12].

3.1. Cauchy y la definicién de limite

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) fue un matemadtico francés, discipulo de Lagrange y
Lacroix. Ademés del estudio de las mateméticas donde realiz6 grandes aportes, Cauchy
también estudio lenguas clédsicas e ingenieria. Cauchy, asento las bases del anélisis matematico,

a través de las siguientes obras:

= Cours d’analyse [15] publicado en 1821.
= Résumé des legons sur le calcul infinitésimal [14] publicado en 1823.

= Legons sur le calcul différentiel publicado en 1829.

Cauchy necesitaba reconstruir el andlisis a partir de la aritmética, asi que busco establecer
una nueva operacién que estuviese ligada a los procesos infinitos, donde el concepto de
funcién y el concepto de limite jugaron un papel central. Para esto fue necesario aclarar
bajo estos conceptos algunas definiciones las cuales eran algo contradictorias como la de
derivada, integral, convergencia y en especial, las de cantidades infinitamente pequenas e

infinitamente grandes; definiciones que seran trabajadas a continuacion.

3.1.1. El limite y los infinitesimales

Hemos visto que la nocién de limite se ha ido desarrollando gradualmente a partir del método
exhaustivo planteado por los griegos, hasta el método de razones primeras y ultimas que se
encuentra en los Principia de Newton. Robins, D’Alembert y L’Huilier invocaron la nocién
de limite como “el” concepto bésico del cdlculo, y como tal fue incluido por Lacroix en sus
libros de texto. A lo largo de este periodo, el concepto de limite carecié de precision en

su formulacion. Esto resulté del hecho de que se basaba en la intuicién geométrica, ya que
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durante este tiempo las ideas de aritmética y algebra se establecieron en gran medida sobre
las de magnitud geométrica. Sus inventores interpretaron el cdlculo como un instrumento
para tratar las relaciones entre cantidades involucradas en problemas geométricos, y como
tal fue ampliamente aceptado por sus sucesores. Euler y Lagrange, en un sentido representan
excepciones a esta regla, porque deseaban establecer el cdlculo sobre el formalismo de su

concepto de funcién dada por expresiones analiticas.

Sin embargo, en el trabajo de Cauchy, el concepto de limite se convirtié, en un concepto claro
y definitivamente aritmético mas que geométrico. Anteriormente, cuando se queria ilustrar
la nocién de limite, la que méas probablemente se recordaba era la de un circulo definido
como el limite de una sucesién de poligonos inscritos y circunscritos. Tal ilustracion sirvié

de inmediato para plantear preguntas sobre la forma en que esto debe ser interpretado:

= ;La nocién de limite es el acercamiento o la coincidencia entre los lados de un poligono y
los puntos que representan el circulo?
= ,;El poligono se convierte alguna vez en el circulo?

= ;Son iguales las propiedades del poligono y el circulo?

Cuestionamientos como estos permitieron que se fundamentara mejor el concepto de limite.
Sin embargo, estas preguntas también evidencian la dificultad de acercarse al concepto de
limite, ya que exigian algin tipo de visualizacion en el paso de un poligono a un circulo, por

el cual las propiedades de la primera figura se fusionan con las de la segunda.

Gracias al concepto de limite Cauchy puede incorporar cantidades infinitamente pequenas e
infinitamente grandes; ademas incorpora las definiciones de funcién continua, convergencia,
derivada e integral. Para la rigorizacion del analisis era necesario que las definiciones y los
procesos de demostracion estuvieran libres de referentes geométricos, fisicos o metafisicos.
Cauchy tomé como punto de partida de su programa fundamentador el concepto de
limite, donde el limite prefigura un tratamiento en términos de inecuaciones, lo cual se
desarrollard posteriormente gracias a la escuela alemana liderada por el matematico aleman
Karl Weierstrass. El concepto de limite antes de Cauchy estuvo vinculado a procesos de
aproximacion en el calculo, pero poniéndolo como base en su teoria se ve en la necesidad
de elaborar una definicién precisa que permita establecer sus propiedades. En este sentido

presenta los presupuestos tedricos que tomard como base de su construccion. Inicialmente
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establece diferencias entre niimero y cantidad.

En su obra Curso de andlisis [15, p.5-6], Cauchy presenta a los ntimeros como “la medida
absoluta de las magnitudes”. Y a la cantidad como “un ntimero precedido de signos”. Por otro
lado, la definicién de cantidad variable “es aquella que recibe sucesivamente varios valores
diferentes los unos de los otros”. Con la cual se prepara para realizar la incorporacién del

concepto de limite.

Definicién de limite: Cuando los valores atribuidos a una variable particular se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que terminan por diferir de él tan poco como
queramos, este valor fijo se llama limite de todos los demds valores. [Traduccién al espafiol

de [15, p.6]]

Esta es la definicién presentada por Cauchy en términos retéricos, es la mas clara definicién
de limite que se ha presentado hasta ese momento. Sin embargo, los matematicos posteriores
como Weierstrass trataran de establecer la definicién de limite, aiin més formal y precisa, al
ser llevada a los términos € — d, y al encapsular la expresion “se aproximan indefinidamente”

que es mencionada en la definicién de limite planteada por Cauchy.

Para ilustrar el concepto de limite, Cauchy presenta dos ejemplos, el primero menciona que
un numero irracional es el limite de diversas fracciones que le dan mejores aproximaciones,
y el segundo, planteado en términos geométricos, es el del circulo como limite, hacia el cual
convergen las dreas de los poligonos inscritos cuando el niimero de sus lados crece mas y

mas [15, pp.6-7].

Desde la nocién que Aristételes le dio a las cantidades infinitamente pequefias, estas
cantidades habian estado ligadas a la intuiciéon geométrica. La nocién de cantidades infinitamente
pequenas no habia prosperado en términos aritméticos, esto debido a que los griegos
consideraban a la unidad como la minima cantidad numérica, y las fracciones racionales
se habian tratado como razones de dos niimeros asociados a una magnitud geométrica. Sin
embargo, en el siglo XVII vino un rdpido aumento de los métodos algebraicos en geometria,
de modo que desde la época de Fermat los infinitesimales habian sido la preocupacién tanto

del algebra como de la geometria.
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Ademaés de lo anterior existen dos hechos que sustentan porque las cantidades aritméticas
infinitamente pequenias no prosperaron, el primero corresponde a un aspecto filoséfico de
que la unidad aritmética es el concepto que resulta al abstraer de las “cosas” los rasgos que
conciernen exclusivamente a su singularidad; asi que no tiene sentido, desde el pensamiento
griego dividir a la unidad, dado que ésta perdera su esencia de la misma manera como un
hombre o un caballo no pueden ser divididos sin que pierdan su esencia. Lo que acabamos
de mencionar encierra la esencia de la cantidad discreta tal como la define Aristételes: “las
subdivisiones de una cantidad discreta no se pueden continuar mas alla de la unidad y, en
consecuencia, sélo es posible llevar a cabo un ndmero finito de estas divisiones” [38, p.7].
La indivisibilidad caracteriza al nimero, bajo esto, el dominio numeérico se limita como una

necesidad logica, a los nimeros naturales.

El segundo aspecto esté relacionado con el continuo geométrico, que parte del punto de vista
griego donde se establece una diferencia entre la aritmética y la geometria, es decir entre
contar y medir. Lo cual perdurard hasta que no se logre mostrar que los niimeros reales son
completos y continuos; y dado que para el pensamiento griego los niimeros son discretos, no
es posible dividir infinitamente a la unidad aritmética, si no se la considera continua y las
cantidades continuas que se tienen hasta esa época, son magnitudes geométricas; pero no

aritméticas.

En sus investigaciones, Newton manifestaba no haber considerado las cantidades infinitamente
pequenas, sin embargo al estudiar su método de razones primeras y ultimas, en términos de
la nocién de limite, pareciese que sus magnitudes evanescentes se volvieran infinitesimales,
lo que contradice sus argumentos. Por su parte Leibniz habia negado la existencia de
infinitesimales actuales, ya que a veces los consideraba asignables, a veces no asignables
y, en ocasiones, cualitativamente cero, sin embargo, el desarrollo durante el siglo XVIII del
concepto de funcién, con su énfasis en las relaciones entre variables, llevé a Cauchy a hacer
del infinitesimal no solo una cantidad asociada a lo geométrico y a las magnitudes fisicas
sino que llegd a ser considerada como una cantidad variable como se vera mas adelante en

su definicién.
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Con la definicién de variables y limite de esas variables, Cauchy define lo que se conoce
como infinitesimal, o cantidad infinitamente pequena, que corresponde a valores sucesivos
de dicha variable disminuyendo indefinidamente, de tal manera que caen por debajo de
cualquier nimero dado, donde una variable de este tipo tiene como limite al nimero cero. A
continuaciéon menciona a las cantidades infinitas como aquellas donde los valores numéricos
sucesivos, de una variable, dada aumentan méas y mas de tal manera que se elevan por
encima de cualquier nimero dado, tendiendo al infinito positivo como limite, denotado por
el simbolo co si es una variable positiva; e infinito negativo, denotado por —oo si es una

variable negativa.

Después, Cauchy entiende que debe relacionar las nociones de limite e infinito asi que utiliza

la definicién de limite para presentar la definicién de cantidades infinitas, como sigue:

Definicién de cantidades infinitas: Decimos que una cantidad variable se vuelve
infinitamente pequena, cuando su valor numérico disminuye indefinidamente de tal manera
que converge hacia el limite 0. ... Decimos que una cantidad variable se vuelve infinitamente
grande, cuando su valor numérico aumenta indefinidamente de tal manera que converge

hacia el limite co. [Traduccién al espaiiol de [15, pp.21-22]]

En este sentido, Cauchy define las cantidades infinitas que, mucho siglos atras, habian sido
planteadas por Aristételes como el “infinito potencial”, el cual se evidencia tanto en la
expresion “disminuye indefinidamente”, como en la expresién “aumenta indefinidamente”,

presentes en la definiciéon de cantidades infinitas planteadas por Cauchy.

Con respecto a las cantidades infinitamente pequefias, en [15, pp.21], vemos que Cauchy
distingue entre una disminucién constante y una disminucién indefinida. Por ejemplo, el
area de un poligono regular circunscrito sobre un circulo dado disminuye constantemente a
medida que el nimero de lados aumenta, pero no lo hace de forma indefinida, pues tiene
como limite el area del circulo dado. De la misma manera, sucede con una variable que toma,

los diferentes valores de la sucesion:
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si se lleva al infinito, esta sucesiéon disminuira constantemente, pero no indefinidamente ya

que sus valores sucesivos convergen hacia el limite 1. Por otro lado, si una variable toma los
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valores sucesivos de diferentes términos de la sucesion:

111111

Za§767g7g7?7"'7
en el infinito la sucesiéon no disminuye constantemente, pues la diferencia entre sus términos
es alternante, sin embargo disminuye indefinidamente, pues sus valores se vuelven maés

pequenos que cualquier niimero dado.

Con respeto a las cantidades infinitamente grandes, Cauchy menciona que es también
importante tener en cuenta que una variable que aumenta constantemente es diferente a una
variable que aumenta indefinidamente. En el caso del area de un poligono regular inscrito en
un circulo dado, aumenta constantemente a medida que aumenta el nimero de lados, pero

no indefinidamente. Por otro lado, los términos de la sucesién de niimeros enteros
1,2,3,4,5,...

aumenta constantemente e indefinidamente [15, pp.22].

Cauchy empieza a explorar las propiedades de las cantidades infinitamente pequenas e

infinitamente grandes. En particular en [15, pp.22], Cauchy menciona lo siguiente:

Sea a una cantidad infinitamente pequenia, esto es, una variable cuyo valor numérico decrece

indefinidamente. Cuando las diferentes potencias enteras de «, a saber
2
a, o, ..

entran en el mismo célculo, estas diferentes potencias son llamadas, respectivamente,
infinitamente pequenas de primer, segundo, tercer orden, etc. En general, llamamos a
cualquier cantidad variable infinitamente pequena, de primer orden si su razén con «
converge a un limite finito distinto de cero, cuando el valor numérico de a disminuye.
Llamamos a una cantidad variable que involucra a « infinitamente pequena, del segundo
orden si su razén con a? converge hacia un limite finito diferente de cero, y asf sucesivamente
para 6rdenes superiores. Dado esto, si k denota una cantidad finita distinta de cero y €
denota un nimero variable que decrece indefinidamente con el valor numérico de « la

forma general de las cantidades infinitamente pequefias de primer orden es

ko o al menos ka(l +¢).

De forma andloga funciona para los ordenes superiores, y en general para las cantidades

infinitamente pequenias de orden n (donde n representa un nimero entero), las cuales serdn
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ka™ o al menos ka™(1 £¢).

Newton habia trabajado con los infinitesimales, o cantidades evanescentes, de primer
orden, Leibniz habia intentado definir los de dérdenes superiores de los infinitesimales y
D’Alembert habia retomado estas ideas en términos de limites. En cierto sentido D’Alembert,
habia reconocido que los infinitesimales debian considerarse variables y que los 6rdenes de
magnitudes infinitamente pequenas debian definirse en términos de proporciones de estos;
pero su trabajo, carecia de la precision de la declaracién necesaria para su aceptacion general,

algo que Cauchy complemento con lo que enunciamos anteriormente.

Con respecto al infinito actual, Cauchy negé la posibilidad de su existencia en matematicas,
debido a las paradojas a las que tal suposicién parecia conducir. Sin embargo dio un gran

paso para la formalizacién® del infinito potencial aristotélico a través de la nocién de limite.

3.1.2. Conceptos basados en la definicién de limite

La definicién de limite planteada anteriormente, es la base fundamental del constructo
teodrico elaborado por Cauchy, pues se hace uso del concepto de limite para presentar las
definiciones de continuidad y convergencia que se pueden ver en el Cours d’analyse [15], como
también las definiciones de derivada e integral desarrolladas en el Cdlculo infinitesimal [14].
A continuacién presentaremos estas definiciones tomando algunos apartados de Judith
Grabiner [22] e iniciaremos presentando el concepto de continuidad y las propiedades bésicas
de las funciones continuas, dado que son necesarias para el estudio de los conceptos de

derivada e integral.

Continuidad

Tanto Cauchy como Bolzano, independientemente uno del otro, dieron la primera definicién
rigurosa de funcién continua, reconociendo por un lado su potencial para probar teoremas
y por otro el papel vital que la definicién podria jugar en el andlisis matemético. Con la

2 Anteriormente entre diferentes matematicos se habfan planteado nociones de limite e infinito
potencial que Cauchy recogid, y basandose en nociones claras para la época como la de cantidad
variable defini6 su concepto de limite, y con él, fundamento el infinito potencial, es decir, retomando
las ideas de sus predecesores le dio un nombre, un simbolo, una definicién y empezd a trabajar con

este tipo de infinito como objeto independiente de los de demés.
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definicién de funcién continua, Cauchy demostro los teoremas del valor intermedio, del valor

medio para derivadas e integrales y de la existencia de la integral definida.

La definicién de funcién continua planteada por Cauchy, se establecié de dos formas: la
primera usa un lenguaje algebraico y la segunda un lenguaje mas intuitivo relacionado con
los infinitesimales. Sin embargo, dado que las cantidades infinitamente pequenas planteadas
por Cauchy, son consideradas variables cuyo limite tiende a ser cero, ambas definiciones son

equivalentes. A continuacién presentamos la definicién, tomada de Cauchy [15, p.26].

Definicién de funcién continua: Sea f(x) una funcién de la variable z, y suponga que
para cada valor de z entre dos limites dados, la funcién siempre toma un valor tnico y
finito. Si, a partir de un valor de x comprendido entre estos limites, agregamos a la variable

r un aumento « infinitamente pequefnio, la funcién f se incrementa en la diferencia
fl@+a) = f(z),

la cual dependera al mismo tiempo de la nueva variable o y del valor de z. Dado esto, la
funcién f(z) es una funcién continua de x, entre los limites asignados, si para cada valor

de x entre estos limites, el valor numérico de la diferencia

f(IIE—FOA)—f(IL’),

decrece infinitamente con el valor numérico de «. En otras palabras, la funcidn f(x) es
continua con respecto a x entre los limites dados, si, entre esos limites, un incremento
infinitamente pequeno en la variable, siempre produce un incremento infinitamente pequeno

en la funcion.

También decimos que la funcién f(z) es una funcién continua de la variable z en una
vecindad, de un valor particular de la variable z, cuando ésta sea continua entre dos limites

de x, que encierran ese valor particular, atin si ellos estdn muy cerca.

Finalmente, cuando la funcién f(z) deja de ser continua en la vecindad de un valor
particular de x, decimos que ésta llega a ser discontinua y que hay una disolucion de

continuidad para este valor particular.

Una vez dada esta definicién, Cauchy realiz6 la prueba sobre la continuidad de la funcién

y = sen(z), para asi poder ejemplificar la definicién y evidenciar la claridad con la que se
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comprende este concepto.

La definicién, casi simultdnea, por parte de Cauchy y Bolzano®, de funcién continua, recoge
algunas ideas de los puntos de vista sobre la continuidad, planteados por los analistas del

siglo XVIII. Segin Grabiner, [22, p.88]:

Un gran numero de propiedades relacionadas al concepto moderno de continuidad fueron
discutidas en este periodo, y varias veces llamadas por el nombre continuidad. Estos puntos
de vista mencionan que “una funcién podria llamarse continua ésta tenia la propiedad del
valor intermedio; si era diferenciable; si era representable por una tunica férmula; “si no
tiene saltos”; o, si dado un cambio “minimo” en la variable independiente, la funcién solo

sufria un cambio “minimo” en si misma”.

El alcance de las definiciones dadas por Cauchy y Bolzano, desencadenaron segiin Grabiner

[22, p.88], en los siguientes tres aspectos:

1. Ellos fueron capaces de elegir la propiedad esencial de una funcién continua a partir de
las primeras caracterizaciones. (La propiedad esencial en el sentido de ser capaces de
respaldar demostraciones acerca de otras propiedades)

2. Una vez ha sido elegida esta propiedad, ellos fueron mas alla del lenguaje del siglo XVIII
para dar a la continuidad una definicién precisa basada en desigualdades.

3. Ellos usaron esta propiedad definitoria como la base para demostraciones de teoremas

acerca de funciones continuas.

Esta propiedad definitoria, es justamente la que tanto Cauchy como Bolzano necesitaban
para la demostracién completamente diferente del teorema del valor intermedio. Ademd4s,
para Cauchy, esta propiedad fue de gran utilidad en sus trabajos de cdlculo diferencial e
integral. Esto deja entrever las grandes cualidades de Cauchy para determinar la propiedad

crucial de un concepto partiendo de un conglomerado de resultados.

Una vez demostrado el teorema del valor intermedio, Cauchy utiliz6 este teorema y la
definicién de funcién continua, en su trabajo sobre célculo, con el objetivo de demostrar

los teoremas del valor medio para derivadas e integrales y demostrar la existencia de la

3La definicién de Bolzano se dio en un lenguaje ligeramente diferente y més preciso, pero su

significado es el mismo.
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integral definida. Méas adelante otros matematicos ampliaron la teoria de funciones continuas
de Cauchy; por ejemplo Weierstrass y su escuela distinguieron, entre continuidad puntual y

uniforme, aspecto que no se encontraba consignado en los trabajos de Cauchy.

Convergencia

El concepto de limite planteado por Cauchy formaliza el concepto de convergencia de series,
y este 1ltimo reside en heuristicas que ayudan a formalizar los procesos infinitos. Ademads,
segiin Grabiner [22, p.97], el concepto de convergencia es importante en el desarrollo del

analisis, por dos razones:

1. El tratamiento de convergencia de Cauchy es la primera demostraciéon préactica de su
sofisticada comprension de cémo el concepto de limite podria traducirse en desigualdades
complicadas para probar teoremas.

2. Mientras Cauchy no basé su calculo en series de potencias como Lagrange, las series y, en
particular, las series de potencias, conservan una importancia que solo es superada por la
derivada e integral en la teoria y aplicaciones del calculo, desde el tiempo de Euler hasta
el siglo XX. De hecho, Cauchy fue la primera persona en apreciar que la teoria de series
infinitas no era simplemente una extensiéon menor del algebra de los polinomios, sino
que se le podia dar una base en la teoria de los limites al igual que los otros conceptos

de analisis.
A continuacién presentamos la definicién de convergencia de una serie de Cauchy, [15, p.85]]:
Llamamos serie, a una sucesién indefinida de cantidades,
U, UL, U2, U,y -

que siguen la una a partir de la otra, de acuerdo a una ley determinada. Estas cantidades

en si mismas son los términos de la serie considerada. Sea
Sp =uo+u1 +uz+-+uUn-1

la suma de los primeros n términos, donde n denota cualquier nimero entero. Si, para
valores cada vez mayores de n, la suma S,, se acerca indefinidamente a cierto limite S, se
dice que la serie es convergente, y el limite en cuestién se llama la suma de la serie. Por el
contrario, si la suma S, no se acerca a ningun limite fijo cuando n crece indefinidamente,

la serie es divergente y no tiene una suma.
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Al dar esta definicién, Cauchy se apart6 un poco del uso comiin que le daban los matematicos

del siglo XVIII al término convergente.

Segin Grabiner [22, p.99], los mateméticos del siglo XVIII afirmaban que una serie era
convergente cuando el n-ésimo término tiende a cero y divergente cuando el n-ésimo término

no lo hace. Este resultado es refutado por el ejemplo de la serie arménica

YIRS G
2734

cuyo n-ésimo término tiende a cero, pero no tiene una suma finita.

La divergencia de la serie arménica ya era conocida desde el siglo XIV por Nicolds Oresme
(1320-1382) y fue redescubierta por Jakob Bernoulli en 1689. Euler era consciente de que una
serie cuyo enésimo término va a cero, no necesita tener una suma finita. Cauchy formaliz6
de buena manera el hecho crucial acerca de una serie infinita, hecho que no tiene que ver,
con que los términos de la serie convergen a cero, sino con que las sumas de términos de la
serie converjan a un limite. Lo importante para Cauchy era si la serie producia un ntimero
finito bien definido, como su suma; por el contrario, si la serie no tiene suma se denomina
divergente, lo que conlleva a una comprensién clara de las series, tanto convergentes como

divergentes.

La definicién de Cauchy sobre la convergencia de series guarda una estrecha relaciéon con
sus predecesores, pues, aunque Cauchy fue bastante conservador en su terminologia, no
criticé explicitamente la terminologia anterior ni desvaloro las investigaciones anteriores con

respecto a la convergencia.

La originalidad del trabajo de Cauchy sobre series no radica solamente en su definicién
de convergencia, ni tampoco en su insistencia de no confiar en los célculos sobre series
divergentes, porque la discusién que se dio sobre series infinitas que se encuentran en el

Traite de Lacroix, expresan esencialmente lo mismo. Lacroix, anteriormente habia senalado

. . a .
que la serie para la funcién desarrollada en potencias de x, es:
x

€T 1'2

14212
+a+a2

+ ...
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cuya suma es exactamente solo si x < a. Este ejemplo generé una reflexion similar a

la que ya habia hecho D’Alembert, de que para estar seguros al usar un desarrollo de series
de este tipo “debemos discutir con cuidado la convergencia de series numéricas ... y debemos
contar con estas determinaciones s6lo cuando podemos asignar los limites de la diferencia

que se puede encontrar entre estas series y el valor verdadero” [22, p.101].

Para que el desarrollo de la serie sea util, Lacroix menciona que la diferencia entre la serie
y su valor verdadero “sea menor que cualquier cantidad dada, no importa cudn pequena
esta sea, a medida que se toman mas y mas términos”. Lo que lleva a pensar que la suma
de una serie infinita debe entenderse como el limite de las sumas parciales, este argumento
ya se encontraba implicito en los trabajos sobre series del siglo X VIII, asi que la definicion
de convergencia de Cauchy, es solo el comienzo de una definicién correcta, para la teoria de

todo lo que comprende la convergencia.

La teoria de convergencia de Cauchy abrié nuevos caminos y establecié nuevos resultados
sobre una nueva base rigurosa. Haciendo uso de las desigualdades y tomando como base
el concepto de limite y la suma de series, Cauchy cred una nueva teoria general de series.
Reconocer la utilidad de las técnicas anteriores, hacer las generalizaciones correctas y sobre
todo explorar los métodos para demostrar los teoremas generales sobre series, fueron los
grandes logros, por los cuales se reconoce la originalidad de Cauchy. Sus demostraciones de
convergencia, dieron lugar a un campo completamente nuevo. Cauchy ayudé a fundamentar
la teoria rigurosa de las series de potencias, que fueron esenciales para el anélisis matematico
del siglo XIX. Fueron los trabajos de Cauchy sobre las series infinitas, los que inspiraron a las
nuevas generaciones de matemdticos como Niels Henrik Abel (1802-1829) y proporcionaron

el primer gran contraste entre el nuevo andlisis de Cauchy y el andlisis anterior a él.

Derivada

Uno de los conceptos més importantes del cdlculo es el concepto de derivada, definido por
Cauchy en términos de limites. El tratamiento de derivadas de forma rigurosa se registrd
por primera vez en el Cdlculo Infinitesimal de Cauchy. Sin dejar por fuera los desarrollos de
sus antecesores, Cauchy tomé el viejo concepto de cociente diferencial y le dio un significado

nuevo y preciso. Asi que definié la derivada al estilo del siglo XVIII, como el limite de la
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razon del cociente de diferenciales.

A continuacién presentamos la definicién, a la cual hicimos alusién:

Definicién de derivada: Cuando la funcién y = f(x) permanece continua entre dos
limites dados de la variable z, y asignamos a esta variable un valor entre los dos limites
en cuestién, un incremento infinitamente pequeno, asignado a la variable, produce un
incremento infinitamente pequeno en la funcién misma. En consecuencia, si establecemos

Ax = i, los dos términos de la relacion de las diferencias

Ay _ flz+i) - (=)

Az i
seran cantidades infinitamente pequenas. Pero, si bien estos dos términos se acercardan al
limite cero, de forma indefinida y simulténea, la relacién en si misma puede converger hacia

otro limite, ya sea positivo o negativo. [Traduccién al Espaifiol de [14, p.9]]

En esta definicién segin Grabiner [22, pp.114-115], Cauchy consideré el limite de la
razén de las diferencias [f(x + i) — f(z)]/i en un intervalo de continuidad de f(z),
donde la continuidad era necesaria para que f(x + i) — f(x) e i pudiesen “acercarse
indefinidamente y simultaneamente al limite cero”, o equivalentemente ser “cantidades
infinitamente pequefias”. Cauchy definié una cantidad infinitamente pequena como una
variable cuyo limite da cero. Para Cauchy, implicitamente cada funcién diferenciable debe
ser continua. Cauchy observé como hicieron muchos de sus predecesores que aunque el
numerador y el denominador de la razén [f(z + i) — f(x)]/i se fueran a cero, la razén
en si misma puede converger a otro limite o positivo o negativo. Pero Cauchy, agregé al
trabajo de sus predecesores “Este limite, cuando existe, tiene un valor definido para cada
valor particular de z; pero varia con z... y serd una nueva funcién de la variable z.... Para
indicar esta dependencia, le damos a la nueva funciéon el nombre de funcién derivada, y
la designamos por medio de la notacién 3’ o f'(x)”. La frase “este limite, cuando existe”
ejemplifica la actitud rigurosa de Cauchy. Y aunque la definicién de derivada es verbal,
Cauchy la tradujo al dlgebra de desigualdades para usarla en la demostracién de teoremas

sobre derivadas y crear la primera teoria rigurosa de derivadas.

El teorema crucial, de esa teoria rigurosa de derivadas, se refiere a los limites del cociente de
diferencias, el cual se puede ver en [22; p.115] que empieza de la siguiente manera: si f(x)

es continua entre  — zg, = X, y si A es el minimo de f’(x) en ese intervalo mientras que
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B es el maximo, entonces
A< fF(X) = f(xo) <B
< X — 1o <

En su demostracién, Cauchy tradujo su definicién de derivada al lenguaje de las desigualdades
€ — ¢ de la siguiente manera “Designar por § y € dos niimeros muy pequenos; el primero se
elige de tal manera que, para valores numéricos de ¢ menores que ¢, y para cualquier valor
de x entre g y X, la relacién [f(z + i) — f(x)]/i siempre permanece mayor que f'(x) —ey

menor que f'(x) 4 €”. Esta es la primera aparicién, en la historia, de la notacién € — 4.

De esta manera Cauchy expreso la propiedad crucial de la derivada en términos que cualquier
matematico pudiera reconocer. El tinico inconveniente de esta traducciéon de la definicién
es que asumié que su § funcionaria para todas las = en el intervalo dado. Sin embargo, el
uso de la desigualdad para traducir la definicién es uno de sus mas grandes logros. Segun
Grabiner [22, p.115], Cauchy fue el primero en saber exactamente a qué se referfa con “la

derivada es el limite del cociente de diferencias infinitesimales”.

Con respecto a la derivada, los conceptos de limite, continuidad y convergencia, Cauchy
separé la propiedad crucial € — & del conglomerado del trabajo anterior y explotd esa

propiedad en sus demostraciones de teoremas.

Para la rigorizacion del cdlculo diferencial, en especial la teoria y aplicaciones, Cauchy conté
con el trabajo que habia realizado anteriormente Lagrange, pues Lagrange fue el primero en
aplicar la poderosa herramienta de las técnicas € — § al cdlculo, pero donde Lagrange veia
un método para realizar demostraciones, Cauchy veia la propiedad esencial de la definicién
de derivada, asi que basoé su trabajo en un conjunto légicamente coherente de definiciones y

uso sus propias teorias de limite y continuidad para realizar las demostraciones rigurosas.

Integral

El dltimo concepto principal de la teoria de Cauchy, que se basa en el concepto de limite,
es el de integral definida. Este concepto requiere para su comprensién de las definiciones
que discutimos anteriormente. Cauchy, segiin Grabiner [22, p.140], defini6 la integral como
“el limite de sumas”; donde la clave de su teoria es la demostracién de la existencia de la

integral definida de una funcién continua; y demostrd, en lo que se conoce como el teorema
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fundamental del cdlculo que la integral era la inversa de la derivada.

Cauchy encontré relativamente pocos avances con respecto al trabajo realizado por sus
predecesores, en lo que respecta a la integral definida. Antes de Cauchy, los matemaéticos
generalmente se habian limitado a elaborar los cimientos para el célculo diferencial, pues
consideraban que dado que la integral se enunciaba como la inversa de la derivada, entonces
el cédlculo diferencial se encargaria del concepto de integral. Asi que el trabajo fuerte,
relacionado tanto con las técnicas como con los conceptos, fueron realizadas por Cauchy.
Cauchy regresa a la vision leibniziana de la integral como una suma, sin embargo necesitaba

que esta nocion fuera mas precisa.

No fue suficiente decir que la integral definida es el limite de sumas, primero necesitaba
especificar las sumas con precision y después tenia que demostrar que el limite de las sumas

existia, lo que sigue estd tomado de Grabiner [22, pp.146-148].

Sea f(z) una funcién continua respecto a la variable z en un intervalo comprendido por los

limites xg, X, se propone definir la integral definida

Cauchy comenz6 dividiendo el intervalo [zg, X] en n (no necesariamente iguales) partes,
obteniendo las diferencias {x; — zg, 22 — 21, ..., X — x_1}. Multiplicé cada uno de estos

“elementos” por el valor de f de su extremo izquierdo, para formar la suma:

S =(x1 —x0)f(xo) + (@2 —z1) f(z1) + oo + (X — 2p—1) f(@p—1). (3.1)

Cauchy senal6 que el valor de S obviamente depende tanto de n como del modo de divisién
del intervalo. La pregunta crucial es si el modo particular de divisién ya no importa si el
tamano de los subintervalos se vuelve muy pequeno y n muy grande. Usando la continuidad
de f(x) (en lo que ahora llamamos continuidad uniforme), Cauchy pudo demostrar que el
modo de divisién no importa, por lo que S tiene un limite tnico, que luego definié como la

integral definida.

Para demostrar que el valor de la integral es independiente del modo de dividir el intervalo

[0, X], Cauchy comenzé eligiendo el caso més simple: solo hay un subintervalo, [zg, X]. Al
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construir una particiéon de este intervalo dado, Cauchy demostré que para alguna constante
0 entre 0y 1
S = (X - $0)f[$0 + G(X - l‘o)] (32)

Volviendo ahora a (3.1), Cauchy aplicé la misma técnica aprovechada en (3.2) para cada

una de las n partes o subintervalos {x; — 2o, 22 — 1, ..., X — &,,—1}. Obteniendo la suma:
S = (.Tl — xo)f[xo + 90(33‘1 — J)o)] + (33‘2 — a:1)f[a:1 + 04 (X — .130)]

F+oo+t (X —zpo1) flen-1+0p—1(X —25-1)]. (3.3)

Ahora definié un conjunto de € valores para k =0,1,....,n — 1 por

J(oy — Op(zpq1 — 2p)] = flan) er

obteniendo, la siguiente suma:
S = (.731 — xo)[f(l‘o) :|:60] + (.132 — $1)[f($1) + 81] + ...+ (X — -Tn—l)[f(l'n—l) + &‘n_l] (34)

Cauchy argumentdé que si los subintervalos de longitud xj —zr_1 se toman lo suficientemente
pequenos, entonces el g se volverda “muy cercano a cero”, de modo que tomar una
subparticién de la particién original no cambiara apreciablemente el valor de S dado por

(3.1).

Cauchy observé que dados dos modos de divisién cuyas partes son muy pequenas, siempre
se puede construir un tercer modo de divisiéon que subdivida cada uno de los dos modos
dados. El valor de S para esta nueva subdivision es arbitrariamente cercano al valor de S
para cualquier divisién anterior; y asi, concluyé Cauchy, como los valores numéricos de los
elementos x; —x,_1 se vuelven muy pequenos y n se hace muy grande, los diferentes valores
de S, para los dos modos de divisién dados, difieren solo imperceptiblemente entre si. Por
lo tanto, “Si hacemos que los valores numéricos de estos elementos disminuyan mientras
su nimero aumenta, el valor de S finalmente llega a ser, para todo propésito practico,
constante. O, en otras palabras, finalmente alcanza un cierto limite ...”. Retomando los

aspectos anteriores, con respecto a la integral Grabiner [22, pp.147-148] menciona:

Aqui Cauchy asumié implicitamente la misma propiedad de los niimeros reales que asumié
al establecer el criterio para series: si los diversos valores de alguna expresién similar a S,

como en el ejemplo anterior, o la enésima suma parcial de una serie, se acercan mas y mas
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entre si, entonces la expresion tiene un cierto limite. En este caso, observé Cauchy, el limite
del valor de S depende solo de f(z) y de los puntos finales o y X del intervalo, y “este

limite es lo que se llama una Integral Definida”.

Observe que Cauchy usé la nocién de integral definida del siglo XVIII de una manera
nueva y precisa. Primero demostré que existia el limite de las expresiones dadas por S; solo
entonces definié la integral como igual a ese limite. Reintrodujo la notacién convencional,

que atribuyé a Joseph Fourier (1768-1830),

/: f(x)dx

para la integral definida, pero recordd a sus lectores que con el simbolo [ (una S establecida

/ f(z)da,

“indica no una suma de productos ... sino el limite de una suma de ese tipo”.

para suma) y la notacién

El planteamiento de la integral definida de Cauchy, conté con algunos predecesores los cuales

tenfan las siguientes ideas:

—_

. aproximaciones de una integral por sumas;

2. discusiones detalladas de la diferencia entre las sumas aproximadas y el valor de la
integral;

3. declaraciones de que las sumas aproximadas se acercan arbitrariamente a la integral para
subdivisiones lo suficientemente pequenas, independientemente del modo de particién;

4. argumentos de que existe un limite comin para las sumas aproximadas sucesivas para

subparticiones comunes suficientemente pequenas.

Las obras de Euler y Lacroix incluyen las tres primeras caracteristicas. El propio trabajo de
Cauchy sobre su criterio de convergencia, incluye la cuarta caracteristica, de modo que aqui

Cauchy fue su propio predecesor.

3.2. Las Conferencias de Weierstrass de 1861

Aunque fue Cauchy quien dio a los conceptos del calculo su forma general actual, basada en
el concepto limite, no se habia dicho la ultima palabra en cuanto al rigor. Karl Weierstrass

(1815-1897) construyé una base aritmética puramente formal para el andlisis, como rama
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de las matematicas, alejdndose de algunas nociones relacionadas con el movimiento y la

intuicién geométrica.

3.2.1. Los Argumentos € — §

Para Weierstrass era natural no confiar en la intuicién, entonces trato de ser lo mas riguroso
posible en sus desarrollos mateméticos. Weierstrass no compilé los elementos del calculo en
una serie de tratados, como si lo hizo Cauchy, sino que sus puntos de vista se conocieron

gracias a sus estudiantes, quienes asistieron a sus conferencias y publicaron las notas de clase.

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) tomé notas de estas conferencias que mas adelante
serfan publicadas por Pierre Dugac (1926-2000) como Eléments d’analyse de Karl Weierstrass
[16]. Dugac resalté los nuevos aspectos relacionados con conceptos fundacionales en el
analisis matematico, como son: funcién continua, derivada, una nueva definicién moderna

de infinitesimales y el concepto de limite en términos de € — 4.

Weierstrass inicié sus conferencias definiendo lo que para él era magnitud variable, en su
discurso empieza mencionando que a diferencia de una constante inmutable, la cual solo
puede tomar un valor, una magnitud variable se refiere a que se puede tomar no solo valores
individuales, sino un ntmero infinito de ellos, donde estos valores pueden ser positivos o
negativos, entonces pasa a llamarse variable ilimitada. Pero una magnitud variable también

puede ser limitada y tener limites inferior o superior o ambos al mismo tiempo.

Al hacer la base del cdlculo rigurosamente formal, Weierstrass también atacé la apelacién
a la intuicién del movimiento continuo, implicito en la expresion de Cauchy: “una variable se
acerca a un limite”. Desde Weierstrass las ideas de variable y limite involucran consideraciones
permanentemente estaticas. Weierstrass interpreté una variable x como, simplemente, una
letra que designa cualquier valor de una coleccién de niimeros. Ademas una variable continua
en términos de consideraciones estaticas: “si para cualquier valor xy del conjunto y para
cualquier sucesién de nimeros positivos d1, da, ...0,, por pequenos que estos sean, hay en los

intervalos xg — d;, zg + J; otros elementos del conjunto, esto se llama continuo” [10, p.286].
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Weierstrass dio la definicién de una “funcién” utilizando la nocién de correspondencia, esto
quiere decir que una variable cambia, siempre y cuando lo haga la otra. Lo que lo llevé a la
siguiente definicién importante, que no aparecié directamente en la teoria de Cauchy y que

se pueden encontrar en Nakane [30, p.54]:

Si es posible determinar, para h, una cota ¢, tal que para todo valor de h que en valor
absoluto, sea menor que 4, f(z+ h) — f(z) llega a ser més pequeno que cualquier cantidad
€, por pequena que ella sea, se dird que una variacién infinitamente pequeinia del argumento

corresponde a una variacién infinitamente pequena de la funcién.

En sus trabajos Weierstrass no definié cambios infinitamente pequenos de variables sino
cambios infinitamente pequenos de los argumentos corresponden a cambios infinitamente
pequenia de la funcién, los cuales se presentaron en términos de desigualdades ¢ — §.
Weierstrass fundamenté su teoria en esta correspondencia, y dio paso a la definicién de

“funcién continua’:

Si ahora una funcidn es tal que a cambios infinitamente pequetios del argumento corresponden
cambios infinitamente pequenos de la funcién, entonces se dice que es una funcién continua
del argumento, o que cambia continuamente con este argumento. [Traduccién al Espafiol

de [30, p.54]]

Es decir, f(z) es continua, dentro de ciertos limites de z, si para cualquier valor zy en
este intervalo y para un ndmero positivo arbitrariamente pequeno e, es posible encontrar
un intervalo alrededor de zg de tal manera que para todos los valores en este intervalo la
diferencia f(z) — f(zp) es en valor absoluto menor que ¢; o, como Heine lo expres6 segin
las conferencias de Weierstrass, si, dado un €, se puede encontrar un 7y tal que para n < ngy

la diferencia f(x £n) — f(x) es menor, en valor absoluto, que & [10, p.287].

Segin Grabiner [22, p.14], el trabajo de Cauchy influyé en los principales analistas de
mediados del siglo XIX de manera directa e indirecta a través de otros personajes. Como
evidencia de la influencia de Cauchy, podemos notar el uso generalizado de sus métodos de
prueba en trabajos posteriores como los de Weierstrass, donde se hace uso de la notacién

épsilon-delta que Cauchy introdujo.
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Con respecto a las funciones continuas, tanto Cauchy como Bolzano, iniciaron su teoria
de continuidad demostrando teoremas, como el del valor intermedio para las funciones
continuas, el del valor medio para derivadas e integrales; y para probar la existencia de la
integral definida para lo que Cauchy llamé una funcién continua. Esta teoria seria ampliada
mas adelante por Weierstrass y su escuela, realizando la distincién entre continuidad puntual

y uniforme, dado que la definicién de funcién continua en Cauchy era global [22, p.96-97].

Weierstrass usaba el concepto de “infinitamente pequeno” en sus conferencias. Solo hasta
que dio su definicién de derivada, Weierstrass en realidad continuaba usando el término
w o - . “ . . .

infinitésimamente pequeno” y a menudo escribia sobre “una funcién que se vuelve infinitamente
pequena con h”. Sin embargo en sus desarrollos se pueden ver, varios ejemplos donde las
cantidades “infinitésimamente pequefias” involucran los términos e—§. La definicién continua
es un ejemplo de esta relacion. Se presume entonces, que en sus conferencias, Weierstrass
utilizaba constantemente las desigualdades € — §, a pesar que sus definiciones no fueron

escritas directamente en términos de desigualdades.

3.2.2. La definicién de limite

Ahora presentamos la definiciéon de Weierstrass, de “limite de una funcién”, en términos de

€ — ¢, que no fue publicada por Dugac, pero se encuentra en el trabajo de Stolz (1885):

El nimero L es el limite de la funcién f(z) para © = zo si, dado cualquier ndmero
arbitrariamente pequefio &, se puede encontrar otro nimero 6 tal que para todos los valores
de z que difieran de xo, en menos de §, el valor de f(z) diferird del de L en menos de €.

[Traduccién al Espaifiol de [10, p.287]].

Esta expresion de la idea limite, asi como las definiciones de Cauchy, de la derivada y
la integral, proporcionaron las concepciones fundamentales del calculo con una precisién
que puede constituirse en formulaciones rigurosas de estos conceptos. Obsérvese que en la
definicién de limite planteada por Weierstrass, no hay referencia a los infinitesimales, de
tal manera que la designacién del “calculo infinitesimal” que es usado hoy en dia, resulta
inapropiado. Aunque varios matematicos, desde la época de Newton y Leibniz hasta Bolzano,
habian tratado de evitar el uso de cantidades infinitamente pequenas, puede considerarse

que el simbolismo de Weierstrass elimina efectivamente del célculo la nocién persistente de
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“infinitesimal” [10, p.287].

Weierstrass definié el concepto de limite para una funcién y también para una serie. Hay que
recordar que hoy en dia aplicamos el término “limite” no a variables como lo hizo Cauchy
sino a funciones y series. Asi, el origen de la definicion moderna de limite aparecié en este

contexto.

3.3. Comentarios Finales

El trabajo de Cauchy establecié una nueva forma de ver los conceptos del calculo. Como
resultado, el tema se transformé de una coleccién de métodos poderosos y resultados ttiles
en una disciplina matematica basada en definiciones claras y demostraciones rigurosas. La
definicién de limite de Cauchy, y el método usado por él, estan asociados a la notacion de
desigualdades y, en algunas interpretaciones, hace uso de la notacién € — § para precisar los
conceptos de continuidad, convergencia, derivada e integral. Y muchas de las consecuencias
importantes de estas teorias en el estudio de la convergencia, las demostraciones de existencia
para la soluciéon de ecuaciones diferenciales y las propiedades de integrales definidas fueron
pioneras del propio Cauchy. El reunio, tanto definiciones como demostraciones de teoremas,

en un solo sistema légicamente conectado y lo hizo de forma rigurosa.

Con el trabajo de Cauchy y sus inicios en la formalizacién del anélisis matemético, se empez6
a consolidar una base puramente aritmética para la nociéon de continuo geométrico, que
surge de los problemas relacionados con la medida de magnitudes, problema que habia sido
planteado por la antigliedad griega, y que gracias al cdlculo diferencial e integral, alcanzaria
un primer nivel de sistematicidad. En este sentido, segin Arbeldez [2, p.19] “La instauracién
del anélisis como rama auténoma de las matematicas, finaliza con la formulacién aritmética
del continuo geométrico y el reconocimiento del concepto de limite como herramienta tedrica
que formaliza los procesos infinitos”. Para dar cuenta de lo anterior, basandose en los trabajos

de sus predecesores, Cauchy reunié tres elementos que mencionamos a continuacién:

1. los principales resultados del anélisis, la mayoria de los cuales ahora podia probar;
2. algunos conceptos fructiferos y técnicas de dlgebra (particularmente aproximaciones

algebraicas) y anélisis;
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3. y el rigor y la estructura de prueba de la geometria griega.

Durante mucho tiempo, la geometria griega se habia considerado el modelo de prueba y
rigor para el algebra, el cdlculo y el andlisis. Si los origenes de las mateméticas modernas se
remontan al Renacimiento, entonces el rigor y la estructura, caracteristicas de la geometria
griega, primero se convirtieron efectivamente en parte de las matematicas modernas solo con
el trabajo de Cauchy. Por supuesto, la idea de finales del siglo XIX de que las matematicas
son la ciencia de los sistemas logicos abstractos en general estd ausente del trabajo de Cauchy.

Pero la rigorizacién del célculo de Cauchy fue un primer paso indispensable en esa direccién.

Cauchy dejé algunos asuntos pendientes, pero hay poco en el andlisis del siglo XIX que no
esté marcado, directa o indirectamente, por sus ideas. La estructura logica basica que erigio

Cauchy proporciona el marco en el que todavia pensamos en el calculo riguroso.

La mayoria de personajes que hemos venido mencionando en los capitulos 1 y 2 de esta
investigacion como, Newton, Leibniz, Bernoulli y Berkeley, influyeron de cierta manera en
Cauchy. Pero Cauchy ademds de discusiones relacionadas con la filosoffa; necesitaba de
discusiones relacionadas con las matematicas, y las matematicas que necesitaba provenian
del trabajo de los principales matematicos del siglo XVIII, como son Euler, D’Alembert, y

sobre todo Lagrange.

Cauchy pudo ver dénde nadie méas habia podido, cémo podrian usarse ideas que habian
planteado los matematicos del siglo XVIII, para construir un nuevo calculo riguroso. No
comenzé ni completé la rigorizacién del andlisis, pero mas que ningin otro matematico, fue
responsable de la primera gran revolucién en rigor matematico desde la época de los antiguos

griegos.

A pesar del cuidado con el que trabajé Cauchy, hubo una serie de expresiones en su exposicién

que requirieron mas explicaciones. Las expresiones:

= acercarse indefinidamente
= tan poco como se desee

= Ultimas proporciones de incrementos infinitamente pequenos
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debian entenderse en términos del concepto de limite, pero surgieron dificultades que se

habian planteado en el siglo anterior.

La idea misma de una variable que se acerca a un limite provocd vagas intuiciones de
movimiento y la generacién de cantidades. Ademads, en la presentacién de Cauchy habia
ciertas brechas légicas sutiles, como la omisién de una definicion clara de la méas fundamental
de todas las nociones: “numero”, que es absolutamente esencial para la definicién de
limites y, por lo tanto, para la de los conceptos del cédlculo, en esta cuestién, la dificultad
es esencialmente la de un circulo vicioso en la definicién de nimeros irracionales, que

Weierstrass buscé resolver.

Segin Gabriela Arbeldez [2, pp.96-97], es claro que, en principio, Weierstrass siguié los
delineamientos de Cauchy, pero mas adelante empezé a buscar no sélo el lenguaje adecuado,
sino a debilitar las hipdtesis de algunos de los teoremas y establecer la demostracién
correcta para aquellos resultados erréneos de Cauchy. Ella presenta, al menos, las siguientes

diferencias generales entre el andlisis de Cauchy y el de Weierstrass:

1. En Weierstrass aparece la nocién de variable como soporte fundamental. De esta manera
desaparecen expresiones como “tan cercano como se quiera” y se da paso a un algebra
de inecuaciones a partir de la forma “c — §”.

2. Weierstrass implemento claramente las definiciones de infimo y supremo.

3. Weierstrass establece un tratamiento conjuntista ausente en la obra de Cauchy. Esto le
permite clarificar e incorporar muchos aspectos topolégicos de R.

4. En el andlisis de Weierstrass se da la exigencia de una definicién precisa de niimeros
irracionales, lo cual trajo como consecuencia la supresion de los infinitesimales.

5. La técnica “c — §” permitié a Weierstrass establecer la diferencia entre continuidad y

continuidad uniforme de una manera precisa. Cuestién que en Cauchy no se diferencia.

Ademas es importante mencionar que con Weierstrass se llega a un techo en nuestra
investigacion, pues se presenta la definicion formal de limite en términos de € — 4, la cual
subsume el concepto de infinito potencial que habia sido planteado por Aristételes y definido
por Cauchy, escondiéndolo, sin permitir su visualizacién, dejando el concepto de limite de

forma estatica, tal como lo conocemos actualmente.






4

La nocion de limite en relacion con el infinito como

obstaculo epistemologico

4.1. La nocién de obstaculo epistemoloégico

Uno de los primeros tedricos en hablar sobre los obstéculos epistemolégicos, fue el filsofo
francés Gaston Bachelard, en su obra La formacion del espiritu cientifico. En este libro,
los obstaculos se encuentran enfocados en un contexto mas de las ciencias experimentales y

haciendo uso de la denominacién “obstaculo epistemolégico”, menciona que:

... hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de obstaculos. No
se trata de considerar los obstdculos externos, como la complejidad o la fugacidad de los
fenémenos, ni de incriminar a la debilidad de los sentidos o del espiritu humano: es en el acto
mismo de conocer, intimamente, donde aparecen, por una especie de necesidad funcional,
los entorpecimientos y las confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de estancamiento
y hasta de retroceso, es ahi donde discernimos causas de inercia que llamaremos obstaculos

epistemoldgicos. 7, p.15]

Bachelard menciona que la nocién de obstaculo epistemolégico “puede ser estudiada en
el desarrollo histérico del pensamiento cientifico y en la préctica de la educacién” [7,
p.19]. Ademsés, el papel del epistemdlogo es seleccionar los documentos recogidos por el
historiador y juzgarlos desde la razén. Y también que “Un hecho mal interpretado por una
época, sigue siendo un hecho para el historiador. Segun el epistemologo es un obstaculo, un
contrapensamiento” [7, p.20].

El epistemdlogo tendra que esforzarse en captar los conceptos cientificos en efectivas sintesis
psicolégicas progresivas, estableciendo, respecto de cada nocién, una escala de conceptos,

mostrando cémo un concepto produce otro, como se vincula con otro. Entonces tendra
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cierta posibilidad de apreciar una eficacia epistemoldgica. Y de inmediato el pensamiento se
presentara como una dificultad vencida, como un obstéculo superado.
Ahora presentaremos algunos obstdculos epistemoldgicos que desarrollé Bachelard en [7], de

los cuales daremos su significado en términos generales.

= Bachelard plantea la “experiencia basica” como el conocimiento que se adquiere en los
primeros anos de aprendizaje, el cual estd basado en libros de texto que presentan un
conocimiento inmévil, el cual es visto como verdad absoluta. Sin embargo, no se aprende
directamente de la experiencia propia. El tomar un conocimiento como verdad absoluta,
impide que el individuo tenga su mente abierta para adquirir nuevos conocimientos o
conocimientos que contradigan lo aprendido, esta predisposicién aleja al individuo del
conocimiento verdadero.

= Para Bachelard el “conocimiento general” es un obstidculo que estanca el avance de
conocimiento, pues en cuanto se toma un concepto como ley general, se anula la curiosidad,
ademas del deseo de conocer mas, pues ya todo estd descubierto. Una ley es tan clara, tan
completa, tan acabada en si misma que no se siente ya la necesidad de estudiarla. El dar
definiciones demasiado amplias para las cosas hace pasar por encima de los detalles de lo
singular. El conocimiento general como obstaculo epistemoldgico consiste en la creacién o
modificacién de conceptos, generalizando las leyes, sobre otros conceptos que han surgido
fuera de la tradicién histdérica.

= El “obstdculo verbal”, es concebido como el uso inadecuado de palabras o de iméagenes
para explicar un concepto o teorfa. Cuando un estudiante adquiere un conocimiento a
través de un ejemplo simple, no podrd contrastarlo con la complejidad real del objeto
quedandose con una explicacién superficial. Es uno de los obstdculos més dificiles de
superar, este obstaculo se presenta cuando se explica un concepto utilizando una sola
cualidad o calificativo creyendo que la respuesta es tan evidente que no hay necesidad de
explicarla més a fondo.

= El “conocimiento unitario y pragmético”. Exponer una teoria como perfecta y unica
porque es dada por un experto limita el pensamiento, se pueden construir estructuras
mentales imposibles de romper, de modo que cuando se plantea la teoria de otro autor no
es aceptada. Idealizar una teoria o crear falsas expectativas puede rayar en la perfeccién y
puede crear obstdculos al adquirir otros conocimientos. Este obstdculo se presenta cuando

se sobrevalora un tema.
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= El “obstaculo sustancialista”, es uno de los méas complejos que se dan en el proceso
cognitivo, en el cual la sustancia se extiende a toda cualidad del objeto y esto puede
ser contradictorio por sus diferentes caracteristicas, puesto que la sustancia se juzga o se
define por la sensaciéon inmediata que percibamos de dicho objeto. Lo que se debe hacer
para superar dicho obstaculo, es no reducir la sustancia a una sensacién inmediata, sin
elaborar un proceso analitico y racional que devele cualidades abstractas que se manifiesten
en los diversos espacios en los que influye el fenémeno u objeto.

= El “obstaculo animista”, da mayor importancia a los contenidos que tengan de por medio
la vida o todo lo que se relacione con ella, realizar ejemplos utilizando la naturaleza para
explicarse o utilizar los fenémenos bioldgicos, como explicacion de los fenémenos fisicos
incurren en el obstaculo animista. Otorgarle alma a ciertos objetos a la hora de adquirir
nuevos conocimientos, no es erréoneo solo que se debe relacionar adecuadamente el concepto
con la imagen, es decir la imagen debe permitir crear las conexiones cognitivas apropiadas
para traducir el concepto apropiado.

= Con relacién a los “obstaculos del conocimiento cuantitativo”, se plantean dos métodos
para la investigacion de un tema, el descriptivo y el cuantitativo, quienes incurren en este
obstaculo toman el método descriptivo como falaz ya que es subjetivo y aporta errores en
la descripcion, se tiene la concepcién que lo objetivo es todo lo que se pueda contar, lo
cuantitativo se preocupa por la precisién, esto puede producir un exceso de datos haciendo

perder la perspectiva.

Estos obstaculos, han perdurado durante mucho tiempo. Es probable que tengan su equivalente
en el pensamiento del nifo. Aunque el entorno cultural y material actual ha cambiado

indudablemente las condiciones en que los ninos presentan estos obstédculos.

4.2. Obstaculos epistemolégicos en educacion matematica

El concepto de obstéculo epistemoldgico en el campo de la Didactica de las matematicas fue
abordado por Brousseau en [11], quien basado en las concepciones de Bachelard, muestra que
los errores que cometen los estudiantes, a la hora de resolver un problema, estdn formados
por obstéaculos, tanto en el funcionamiento del profesor como en el del alumno, donde el error
constituye el significado del conocimiento adquirido. En este sentido Brousseau menciona que

sus investigaciones van encaminadas a examinar cuestiones de los obstaculos relacionados
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con problemas didacticos.

En relacién a la nocién de obstéculos epistemoldgicos, [11, p.105] menciona que:

El mecanismo de adquisicién de conocimiento’ descrito anteriormente puede aplicarse a
la epistemologia o la historia de la ciencia, asi como al aprendizaje y la ensenanza. En
cualquier caso, la nocién de obstaculo parece fundamental para plantear el problema del

conocimiento cientifico.

Segun Brousseau, él todavia no puede proporcionar una lista de obstaculos tan simple como
la de Bachelard, pero si da surgimiento a lineas amplias, asi como a clases de obstaculos; sin

embargo, dice:

La nocién de obstdculo en si misma se estd formando y diversificando: no es facil decir
generalidades relevantes sobre este tema, mejor hacerlo caso por caso. Ademas, del trabajo
de identificar y describir los principales obsticulos para la constitucion de conceptos, se
estdn desarrollando estudios sobre las caracteristicas operativas del conocimiento, tanto

como soporte y tanto como obstéculo. [Traduccién al espanol de [11, p.105]].

La nocién de obstaculo tiende a extenderse fuera del estricto campo de la epistemologia,
a la diddctica, la psicologia, la psicofisiologia, etc. Brousseau presenta en [11, pp.105-107],
algunas manifestaciones de obstaculos en la didédctica de las matemaéticas, que podemos ver

a continuacién:

= Un obstaculo se manifiesta por errores, pero estos errores no se deben al azar, los obstaculos
no son fugaces, ni erraticos, son reproducibles y persistentes.

= El obsticulo se constituye como un conocimiento, con objetos, relaciones, métodos
de aprehensién, prondsticos con evidencias, consecuencias olvidadas, ramificaciones y
resistencia al rechazo. Para superar un obstdculo se requiere un trabajo de la misma
naturaleza que el establecimiento del conocimiento, que es rechazado; se requiere de
interacciones dialécticas entre el estudiante y el objeto de su conocimiento.

= El conocimiento ayuda a superar un obstaculo, esto se logra, en una interaccién entre el

alumno y su entorno y, mas precisamente, entre el alumno y una situaciéon que hace que

!Este mecanismo se refiere a la adquisicién de conocimiento y a su aprehensién desde un punto

de vista cognitivo.
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el conocimiento sea “interesante”, significa que sea “6ptimo” en un determinado campo,

definido por caracteristicas numéricas “informativas” de este conocimiento.

Brousseau en [11, pp.108] presenta el origen de los diversos obstdculos didacticos, donde la
nocién de obstaculo epistemoldgico tiende a reemplazar el error de ensenanza o la dificultad

intrinseca del conocimiento. En este sentido, se encuentra obstaculos didacticos de origen:

1. Ontogénico: son aquellos que surgen debido a las limitaciones (neurofisiolégicas, entre
otras) del sujeto que desarrolla el conocimiento en un momento de su desarrollo: se
apropian de sus medios y objetivos. La epistemologia genética destaca las etapas, las
observaciones y las asimilaciones, que al mismo tiempo se asemejan a las etapas del
desarrollo de los conceptos por las leyes de los reglamentos que los hacen aparecer,
y difieren de ellos por la naturaleza exacta de las limitaciones que determinan estos
reglamentos.

2. Didéactico: son aquellos que parecen depender solo de una eleccién o un proyecto del
sistema educativo. Por ejemplo, la presentacion actual de decimales en el nivel elemental
es el resultado de una larga evolucion en el marco de una eleccion didactica hecha por
los enciclopedistas y luego por la convencién.

3. Epistemologico: son aquellos de los que uno no puede, y no debe escapar, por el hecho
mismo de su papel constitutivo en el conocimiento especifico. Se pueden encontrar en la
historia de los mismos conceptos. Esto no significa que debemos amplificar su efecto o
que debemos reproducir en un entorno escolar las condiciones histéricas en las que los

hemos superado.

Con respecto a la anterior clasificacién, en este trabajo, estamos interesados en lo epistemoldgico,
lo cual podemos encontrar en el desarrollo histérico del saber matematico. Estos obstaculos
no siempre se van a reproducir en el medio escolar, pues no se dan las mismas condiciones

histéricas para los estudiantes.

4.3. Obstaculos epistemolégicos relacionados con la nocion de

limite

La investigacién realizada por Anna Sierpinska en [34] se sitia dentro de la linea de

investigaciones indicadas en [11], centrando su atencién en el caso particular de la nocién de
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limite, donde se propone una lista de obstaculos relativos a esta nocién. Sierpinska quien se
basa ademds en [7], menciona que la aparicién de los obstdculos tiene un cardcter inevitable
y senala también que no tiene sentido tratar de evitar obstaculos; debemos enfrentar el
obstédculo, tomar conciencia de él y luego rebasarlo para avanzar en el desarrollo de nuestro

conocimiento. En este sentido Sierpinska [34, pp.8-9], menciona que

Es en este sentido que como parte de nuestra investigacion la historia desempeiia el papel
de una herramienta. Sin embargo, el estudio histdrico no procede paralelamente al estudio
experimental. Estos dos estudios estdan en interaccién. Por un lado, es de esperar que el
conocimiento de las condiciones histéricas, bajo las cuales un obstaculo ha sido reconocido
y luego cruzado, nos ayudarda a comprender las fuentes y la naturaleza de un obstéculo
similar descubierto en los estudiantes. Por otro lado, es posible que el descubrimiento y el
analisis de los obstaculos o dificultades, encontradas en el estudiante de hoy, puedan arrojar

algo de luz sobre los puntos de vista adoptados por los matematicos del pasado.

A partir del estudio del desarrollo histérico de la nocién de limite que presentamos en los
capitulos anteriores, creemos que podemos proponer una lista de obstaculos relacionados

con la nocién de limite, que también se puede encontrar en [34, p.38], estos son:

. Horror al Infinito.
. Obstaculos relacionados con la nocién de funcion.

1
2
3. Obstaculos geométricos.
4. Obstaculos 16gicos.

5

. El obstaculo del simbolo.

Esta lista y la clasificacién correspondiente se presentan a continuacion. Es de resaltar que
en este trabajo estamos interesados principalmente en obstaculos relacionados con lo que se

ha denominado el horror al infinito.

4.3.1. Horror al Infinito

Segtin Sierpinska [34, p.39] la expresién Horror al Infinito hace referencia a Georg Cantor
(1845-1918), cuando este decfa: “el horror del infinito es como una forma de miopia que nos
impide ver el infinito real, aunque en su forma superior este infinito nos cred y nos mantiene, y

en sus formas secundarias transformadas se manifiesta por todas partes de nosotros, y llega
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a habitar nuestras mentes”. En Sierpinska [34, p.39], se encuentra una clasificacién mds

detallada del obstdculo denominado “horror al infinito” en el siguiente sentido:

a) Rechazo a la operacién matemédtica de paso al limite.
b) Obstéculo de tipo algebraico.

¢) Limite relacionado con un movimiento fisico.

Presentamos a continuacién cada uno de estos items, para los cuales nos basamos en la
siguiente rejilla que se puede ver en la Figura (4.1)?. Para su elaboracién tuvimos en
cuenta varios factores como el desarrollo histérico que realizamos en esta investigacion,
la clasificacién de los obstdculos presentados en [34] y la rejilla de andlisis que presenta

Arbeldez en [2].

a) Rechazo a la operacion
a) Infinito | matematica de paso al limite.
Autor a) Infinitesimales Meétodo - Potencial b) Obstaculo de tipo
b) Indivisibles Heuristica Limite b) Infinito algebraico.
Actual ¢) Limite relacionado con un
movimiento fisico.
Euclides - a) Exhaustivo Proposicion X 1. a) a)
Arquimedes de los Elementos.
Kepler a) Aproximacion - a) a)
Cavalieri b) Indivisibles - b) — a) a)
Wallis b)— a) Aritmeético del Sucesiones de b) b)
infinito nimeros.
Newton a) — Cantidades Fluxiones Razones primeras b) c)
relacionas con el y ultimas de
movimiento cantidades
evanescentes.
Leibniz a) — Sumas y - b) -
Diferenciales Diferencias
Euler Rechaza a) Algoritmico - - b)
D’ Alembert Geométrico Teoria de limites c)
- como fundamento -
del calculo.
Cauchy Formaliza a) Analitico Definicion Formaliza c)
formal. a)—b)

Figura 4.1. Rejilla de anélisis del obstdculo epistemolégico: Horror al Infinito

2En esta tabla, la columna 4 se centra en la aparicién de la nocién del concepto de limite en
las diferentes proposiciones, teorias o métodos trabajados y la columna 5 hace mencién al tipo de

infinito ya sea potencial o actual, con el cual trabajan los diferentes personajes.
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Rechazo a la operacion matematica de paso al limite

Segtin Sierpinska [34, p.39], el “paso al limite” se puede ver como un método de demostracién
que sigue un esquema riguroso, que elimina el problema del infinito. Podemos evidenciar
manifestaciones de este obstaculo, en el método exhaustivo, el cual es utilizado por Arquimedes
para realizar la cuadratura del circulo y la cuadratura de la pardbola, ver [1] y [5], el cual
se encuentra apoyado en los hallazgos de intuicién, y reduccién al absurdo; donde se tiende
a considerar al circulo como el limite de los poligonos inscritos (o circunscritos), donde el
numero de lados se incrementa indefinidamente, en un sentido potencial. En este sentido, el
método exhaustivo de los griegos es un método deductivo y riguroso, con el cual se evade el
infinito, gracias al uso de la proposicién X.1 de los Elementos de Euclides y del método de

demostracion denominado “reduccién al absurdo”.

En el método utilizado por Kepler, el paso al limite se considera como la buisqueda de lo que
sabemos s6lo mediante aproximaciones. Tanto en el calculo del drea de un circulo, donde
sus infinitesimales son tridngulos, como en el caso de una esfera donde sus infinitesimales
son conos; se supone que se trata un numero infinito en el sentido potencial de términos
de una sucesién, cuando en realidad este ntimero es finito, y son los infinitesimales quienes
constituyen las aproximaciones, que forman el objeto en si, es decir el circulo y la esfera.
Para dar este paso, se elimina casi todos los términos que siguen a continuacion, es decir el

proceso infinito, obteniendo el resultado deseado [34, p.44].

En la filosofia griega, Demdcrito afirmaba que los cuerpos fisicos, estdn constituidos en
ultima instancia por d4tomos indivisibles; por el contrario Aristoteles pensaba que lo continuo
puede ser dividido ilimitadamente tinicamente en elementos de la misma naturaleza y esto
conlleva a que seria imposible dividirlo en elementos indivisibles, por lo que desde el punto
de vista aristotélico, una superficie plana acotada no puede estar constituida de lo que
Cavalieri llama “todas las lineas”. Aunque pareciera que Cavalieri se inclinara m&s por
el pensamiento atomista, debido a sus indivisibles, al parecer tenia una posicién segin
Rodriguez y Sandoval [33, p.23], ambivalente, en la que sostiene que los indivisibles no
constituyen el continuo y también considera que son una herramienta para realizar el
calculo de las cuadraturas. Las paradojas de Zenoén estuvieron relacionadas a la aplicacién

de procesos infinitos en geometria. Debido a la incapacidad de los gedmetras griegos de
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responder claramente, ellos dejaron por fuera de las matematicas el uso de métodos que
involucra el concepto de infinito e hicieron del horror del infinito, parte de la tradicién

matemdtica griega [29, p.34].

En el método de fluentes y fluxiones de Newton, se considera a un incremento infinitesimal
como una cantidad infinitamente pequena distinta de cero, esto al compararla con una
cantidad denominada momento [37, p.35], que més adelante sera criticada por Berkeley por
obedecer a cuestiones metafisicas. En el método de sumas y diferencias de Leibniz, considera
“los diferenciales” como cantidades infinitamente pequenas tal que cuando se busque su razén

no puedan ser consideradas iguales a cero [27, p.32].

Obstaculo de tipo algebraico

Wallis en su método aritmético del infinito, da un paso trascendente que va desde los

indivisibles a los infinitesimales e introduce el simbolo para el infinito como “co” e

“

P - 1, . . . (o ,
infinitamente pequenas como “—7”. Wallis, realiza la transferencia automatica de métodos
00

de algebra para manipular cantidades finitas a magnitudes infinitas, en este sentido, en la
1 A-Bj [

siguiente cita, se puede observar el tratamiento que les da: “co- A- B - 7 >

- 00
p.47] donde se encuentra un sintoma de este obstdculo epistemolégico, del tipo algebraico.
Podemos observar que el lenguaje algebraico de esta cita, tomado literalmente, va en contra

de la l6gica matematica.

En el caso de Euler, se basa en una posicién formal deliberada y se limita menos en
la justificacién de sus procedimientos algoritmicos, dado que él no estd interesado en
fundamentar su teoria. Sus puntos de vista y tratamientos a los procesos infinitesimales
eran similares a los de Wallis. Euler consideraba que las cantidades infinitamente pequenas
eran casi cero ademas de ser el reciproco de una infinitamente grande. En este sentido rechaza
los infinitesimales y por su tratamiento en las series de procesos infinitos cae en el obstaculo

epistemolégico relacionado con el algebra.

Limite relacionado con un movimiento fisico

El obstéaculo consiste en asociar el paso al limite con un movimiento fisico, un acercamiento:

“nos estamos acercando indefinidamente” o “nos estamos acercando cada vez méas”, como
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sucede con Newton, D’Alembert y Cauchy. Mientras que para un “acercamiento ilimitado”
el infinito potencial es suficiente; para la nocién de limite en la teoria formal de Weierstrass,
disenada de forma “estatica”, se requiere que consideremos todos los términos de una
sucesion, en otras palabras, requiere la existencia de un conjunto infinito, cabe resaltar
que la definicién planteada por Weierstrass es en cierto sentido, la definicién de limite que
conocemos actualmente en la cual ya existen unas nociones mas claras de lo que seria:

numero real, continuidad e infinito actual.

Cuando se planted la definicién de limite por parte Cauchy y Weierstrass, en los anos 1821 y
1885 respectivamente, atin no se tenia claro el concepto de infinito actual, no podemos negar
que habia algunas ideas por parte de J. Bernoulli o Bolzano, pero no estaba del todo claro
como lo presenta Georg Cantor en el afio 1873. Después de los trabajos de Cantor es posible
tomar todo el conjunto de niimeros reales en un sentido actual, pero mientras lo anterior no
suceda, hasta que no haya una instauracion del infinito actual, el infinito en el concepto de

limite de Cauchy y Weierstrass es un acercamiento potencial.

Newton considera el método de fluxiones, donde presenta la nocién de limite como una
cantidad (cociente) a la cual una razén de cantidades en movimiento se aproxima continuamente,
mas que cualquier diferencia dada, lo cual estd guiado por las nociones de la fisica como
movimiento. En su trabajo sus nociones son las fluxiones y fluentes las cuales varian con el

tiempo.

Tomando las ideas de Newton, D’Alembert traté seriamente de comprender los fundamentos
del calculo mediante su teoria de limites, bajo los términos de indefinidamente grande
e indefinidamente pequeno; lo que lo llevé a plantear la definicion de limite entre dos
magnitudes donde: “la segunda puede acercarse mas a la primera que a una magnitud
dada, tan pequena como esa magnitud [dada] puede suponerse” [22, p.8]. Sin embargo,
debido a su apego a las nociones geométricas, la elaboracién de D’Alembert del concepto
de limite carecia del rigor claro, necesario para hacerla aceptable como un sustituto de la

interpretacién infinitesimal.
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Cauchy fue el primero en incorporar una definicién formal de limite en [15, p.6] al mencionar
que “una variable particular, se aproxima indefinidamente a un valor fijo, de tal manera que
acaban por diferir de él tan poco como queramos”. Cauchy entiende que debe relacionar las
nociones de limite e infinito. Su trabajo de fundamentacién del andlisis matematico debe
pasar por incorporar definiciones para lo infinitamente pequeno y lo infinitamente grande.
Sin embargo en su definiciéon de limite, la expresiéon “aproximarse indefinidamente”, adin
guarda reminiscencias con el movimiento. Cauchy en su presentacion de lo infinitamente
pequeno, cuando habla de valores numéricos que disminuyen indefinidamente, no sélo se
esté refiriendo a variaciones discretas, sino también a variaciones continuas. A través de esta
nocién, Cauchy logra dar los primeros pasos en la formalizacién del infinito potencial [2, p.54]
y abona el terreno para el tratamiento del infinito actual en matematicas, por ejemplo al
considerar las sucesiones {n] la cual es un infinitesimal y la sucesién [n] la cual es una
cantidad infinitamente grande, Cauchy establece una operatividad entre ellos, en ese aspecto

hay una prefiguracién del infinito actual.

4.3.2. Otro tipo de obstaculos epistemolégicos

El concepto de limite tiene algunas otras problemdticas fuertes, existen otro tipo de
obstéculos epistemoldgicos que no son necesariamente de tipo histérico sino también didactico,

los cuales serdn mencionados de manera general a continuacién:

= Obstéculos relacionados con el concepto de funcién. La aparicién del concepto general
de funcién fue un momento decisivo que permitié, en el siglo XIX, una formulacion
clara de la palabra limite, liberada de las intuiciones geométricas y fisicas. En las etapas
que constituyen la rigorizacién de la definicion de limite, vemos aparecer cada vez mas
claramente la nocién de funcién, como es el caso de D’Alembert, Cauchy y Weierstrass,
lo cual se puede rastrear en cierta medida en [32, pp.268-269]. Un ejemplo de este
obstdculo segin Sierpinska [34, p.50] tiene que ver con la dificultad para identificar el
dominio o condominio de la funcién y, si la funciéon estd dada por una férmula del tipo
y = f(z), entonces la atencién se centra en esta férmula y los conjuntos de valores de x e
y permanecen en la sombra.

= Diseno geométrico del concepto de limite. El diseno del circulo como limite de los poligonos
inscritos o circunscritos seria uno de los sintomas de este obstdculo: cuanto mayor es el

numero de lados, més se acerca la forma del poligono a la forma del circulo. Ademds, una
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idea de tangente como limite de la secante variable, donde decimos que en cierto momento
la posicién de la secante difiere tan poco como queramos de la posicién de la tangente, es
otro sintoma de este obstaculo. Las fuentes del obstaculo “geométrico”son la falta de un
concepto bien formado de nimero real; en este sentido para Sierpinska [34, p.53] la nocién
del niimero real se vuelve clara solo después de haber entendido la nocién de limite. No se
puede decir si la nocién de limite se especifico en el siglo XIX por la definicién del nimero
real, o, por el contrario, una definicién precisa de la nocién de nimero era posible porque
se habia entendido la nocién de limite y se queria extender el conjunto de niimeros.

= Obstaculos 16gicos. Corresponde a la falta de uso de los cuantificadores, al no tener en
cuenta que estos no se deben conmutar, a no tener en cuenta su orden. La falta de
cuantificadores es un obstaculo para definir la nocién de limite, cuando usamos un lenguaje
natural y no simbdlico. En el lenguaje natural no prestamos mucha atencion al orden de
las palabras y las sutiles diferencias que se derivan de ese lenguaje.

= El obstaculo del simbolo. El simbolo fue introducido por Simén L’Huillier y méas adelante
por Cauchy en [15, p.26]. Cauchy se vio obligado a dar un simbolo de limite lo que favorece
la operatividad del célculo de limites de funciones y sucesiones, y asi establecié la nocién
base de los conceptos de derivada, continuidad e integral. Inicialmente, la simbologia en el
algebra habia sido planteada por Vieta y en ese mismo sentido lo establecié Cauchy, quien
al plantear su simbologia en el calculo, esta presentaba similitudes con la del dlgebra, lo
que oculta las diferencias entre estas dos ramas de las matematicas y puede conducir a

una pérdida de significado del concepto de limite.

Sin embargo Sierpinska [34, p.57] menciona que los obstéculos epistemolégicos relacionados
a la nocién de limite, no son definitivos o exhaustivos. Pues la interaccién de la ensenanza
con un estudio histérico y filoséfico de los problemas relacionados con el infinito, resulta
especialmente en un cuestionamiento de su lista, su modificacién y una profundizacion.
Ademads, menciona que la manifestaciéon conjunta de muchos obstdculos epistemoldgicos
encontrados en la historia y en los alumnos, son justificacion seria, para establecer cursos de

historia del desarrollo de conceptos matematicos, para la formacion de profesores.

El trabajo de B. Cornu (1983) citado por [34, pp.62-63] permite discutir més a fondo los
obstaculos para aprender la nocién de limite. En este sentido presenta una lista que podemos

ver a continuacion:
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1. Transposicién numérica. Es un obstaculo relacionado con la “dificultad de separarse
del contexto geométrico y cinemaético, para trabajar no en las magnitudes, sino en los
nimeros”.

2. Aspecto metafisico. Donde la nocién de limite estd ligada al infinito. El infinito no entré
en el dominio de las matematicas clasicas y es por eso que este concepto, asi como
el concepto de limite parecia pertenecer més bien a la metafisica o la filosofia de las
matematicas. De ahi la tendencia a evacuar el infinito del razonamiento matematico,
una tendencia que todavia estd presente en el trabajo de D’Alembert.

3. Los conceptos de magnitud “infinitamente pequenio” e “infinitamente grande”.

4. (El limite es alcanzado o no? (Esta pregunta es, segin el autor, “una fuente de

obstaculos”, pero no especifica cuales.

Sierpinska menciona en [34, p.64] que en el segundo obstéculo de B. Cornu corresponde a todo
el grupo de obstaculos denominado como “horror al infinito”. Es el grupo méas importante,
contiene los problemas relacionados con la idea de una constante infinitamente pequena, la

cuestion de si el limite debe o no debe ser alcanzado.

4.3.3. Infinito actual, en la definicion de limite, como obstéaculo epistemolégico

En la historia de las matemaéticas, la nocién de limite de una sucesiéon se puede encontrar
cuando se realiza la cuadratura de un circulo o una pardbola mediante una sucesion de
poligonos inscritos y circunscritos. Siendo esta la idea primigenia de lo que mas tardes seria
formalizado por Cauchy, quien ademés de presentar la definicién de limite en un lenguaje

natural, también formaliza el concepto de infinito potencial.

Otro obstaculo epistemoldgico para tener en cuenta, tiene que ver con la idea de que lo
que estd formalizando la definiciéon de limite planteada por Cauchy es el infinito actual;
sin embargo, existe la posibilidad de que esa idea cobra fuerza, cuando se tome en cuenta
la definicién de limite que conocemos modernamente, donde no hay un movimiento de la
variable, dado que se tiene en cuenta el conjunto infinito de los niimeros reales. El concepto
de limite en términos actuales encapsula los procesos infinitos, presentdndolos de forma

estatica, sin permitir su visualizacién.
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La definicién de limite planteada por Weierstrass, es la definicion moderna de limite, aquella
que se encuentra libre de expresiones que apelan a intuiciones geométricas, siendo un
resultado de su programa el cual se centraba en la aritmetizacién del andlisis, donde se
da significado a la expresién “ntmero real”. Weierstrass corrigié el aspecto relacionado con
el movimiento que presentaba la definicién de limite planteada por Cauchy, al definir el
concepto de limite de forma estatica, desde un punto de vista més formal, desde un punto

de vista aritmético.

4.4. Algunos ejemplos

A continuacién se presentan algunos ejemplos de calculo de limites, en los cuales pueden

percibir algunos de los obstdculos epistemoldgicos antes mencionados.

4.4.1. Ejemplos

Ejemplo 1

Demostrar que:
o 3)
lim sin | — |,
x—0 x

Demostracién: Por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un A € R, tal que:

1
lim sin () =A
x—0 x

Por la definicién de limite tenemos que: Ve > 0, 3§ > 0, tal que:

no existe.

1
0<|x|<5:>sin(x)A|<5

Para A, se debe cumplir que | A |< 1. Pues si | A |> 1, entonces | A | —1 > 0, por lo que
podemos elegir un ¢, tal que:

0<e<(|A]-1)

Pero como | f(z) |< 1, tenemos:
| flx) —Al=| A= f(z) [Z| Al = | f(x) [2[ A] -1>¢

=|flz)—Al>e (=)
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Por lo que | A |[< 1.

1
Ahora con | A |< 1, elegimos un ¢ = 3 > 0. Para obtener la contradiccién debemos

demostrar que no existe un § > 0, tal que:
. (1 1
0<|z|<d=sin (> —Al< = (4.1)

x 2

Por la propiedad Arquimediana, para z € R,3n € Z*, tal que:
2

0< —<|z|<$é

nmw

2

Donde y = —. La propiedad Arquimediana nos garantiza un nimero entero, se mantendra
T

para cualquier niimero entero mas grande, por lo que podemos elegir uno con la propiedad

de ser n =4p — 3,p € Z*. Pero:

2
0<—<|z|<d=0< <lz|<é
nm ™

2
(n+2)

1
Entonces a partir de la definicién de f(z) = sin <) y n = 4p — 3, tenemos que:
x

/() =)
() - (252) -

2 1 1
|f(mr)—A|<2:>|1—A|<2 (4.2)

Lo cual satisface (4.1), tomando en cuenta (4.2) y | A |< 1, tenemos que:

Pero entonces:

1 -3 3
5<A<1:>—2<—1—A<7$§<|—1—A|<2 (4.3)

Ademsds:

2
—— | -Al=|-1-A
17 (g ) — Al -1- 4]
Y por (4.3) tenemos que

2 1
——— | —A|> = (=«
|f(m+2ﬁ> > 5 ()
Lo cual contradice la definicién de limite que se establecié en (4.1), por lo cual podemos

afirmar que no puede haber un A € R, tal que:

lim sin <1) = A.
x—0 x
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Ejemplo 2

Demostrar que el

lim f(z) =1,
donde
1, z#2
f(z) =
0,z=2

Demostracién: Podemos observar que la funcién f(z) = 1 (ver Figura 4.2), es discontinua

(o]

X J

Figura 4.2. El limite de f(z) cuando z se aproxima a 2.

en el punto x = 2. Al calcular el limite de esta funcién en el punto x = 2, se hace un andlisis
lateral tanto por izquierda como por derecha, encontrando que el limite sera el mismo ya
que las imagenes laterales siempre van a tomar el valor de 1. Es decir, que en esta funcién

sus limites laterales coinciden, entonces el limite existe y es 1.

Por definicién de limite, tenemos que para todo € > 0, 36 > 0, tal que
lz—2|<d=|flz)—1l|<e (4.4)

Es decir que para todo € > 0, 3§ > 0, tal que si z € (2 — 4,2 + §),z # 2, entonces
f(z) € (1 —g,1+¢). Observemos que si z es tal que 0 <| x — 2 |< 4, entonces f(z) = 1,
luego | f(z) —1|=0.

Del resultado anterior y de la definicién de limite, tenemos que, la desigualdad de (4.4),
siempre se cumple para todo € > 0, ademds se puede observar que no hay ninguna
dependencia del delta, pues delta puede tomar cualquier valor, y siempre se va a cumplir la

implicacion de la definicién de limite.
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Ejemplo 3

En este ejemplo el estudiante puede pensar que la funcién es discontinua en todo punto.
Este obstaculo, estd relacionado con la nocién de funcién, pues al creer que la funcién es

discontinua en todo punto, entonces no existiria el limite en ninguno de ellos. Sea:

0 si z es irracional
f(z) =

x si x es racional

cuya grafica es:

flx) =0

-2 ERS 1 2 3 5 [

Si se sugiere la pregunta ;Existe el limite de la funcién en el punto z = 07 Entonces: ;Cual

serd la respuesta de los estudiantes?

Haciendo uso de la definicién, se demuestra que:

1. Para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que:
0<|z-0]<d=|0-0|<ee0<|z-0|<d=0<e¢ (4.5)

Como 0 < ¢ es una verdad, el enunciado (4.5) se cumple para cualquier § > 0. En particular,

para d = ¢, se tiene:

0<]lz—-0]<d—=>0<d—>0<e—|0]|<e—=|0-0|]<e (yaqued=c¢)
Asi, se ha establecido que si § = ¢, el siguiente enunciado se cumple:
si0<|z—0]<d=]0-0|<e¢
El razonamiento anterior demuestra que:

lim, o f(z) =lim, 00 =0,siz €1
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2. Para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que:
O0<lz—-0l<d=lz-0l<keel<lz-0|<i=|z|<e

El dltimo enunciado indica que es adecuado tomar § = €. Con esta eleccién de § se establece

el siguiente argumento:
O0<|z—-0l<d—=|z|<d—=|z|<e—=|z—0|<e(yaqued =¢)
Asi, se ha establecido que si § = ¢, el siguiente enunciado se cumple:
si0<|z—0|<d=lz—-0|<e
El razonamiento anterior demuestra que:

limy o f(x) =limy oz =0, si z € Q

4.4.2. Discusién acerca de los ejemplos

Para dar solucién a estos ejemplos, se parte de la definicién formal de limite, sin embargo
se utiliza una nocién intuitiva para conocer la existencia del limite, esta nocién intuitiva
corresponde a el infinito potencial, relacionado al obstaculo epistemolégico “Horror al
infinito” que tiene que ver con entender el limite como un movimiento fisico, este es un
obstaculo dado que, no hay un movimiento, es decir no nos acercamos al valor ¢, sino que
se toma valores cercanos a ¢ dado que estos ejemplos en especial el 1 y 2 se encuentran en

el conjunto de los nimeros reales.

En el caso del ejemplo 3, el cual se desarrolla en dos conjuntos, los cuales son densos e
infinitos, sucede de igual manera, el obstdculo de movimiento fisico, sigue presente. Dado
que en la modernidad se entienden las propiedades del infinito, en estos ejemplos no se da

cuenta del obstaculo relacionado con el algebra.

El obstaculo relacionado con la aceptacién del infinito actual en la definicién de limite se
presenta en el ejemplo 3, donde al tomar valores cercanos a 0, se obtiene como limite en
ambos conjuntos a este valor, sin embargo es la toma de valores y la definicién de limite lo

que nos permite tomar el valor 0, mas no se llega a él, como sucede también en el ejemplo 2.
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En este trabajo se sustenta la tesis, segin la cual, la nocién de infinito potencial planteada
por Aristételes se formaliza a través del concepto de limite en Cauchy. Para dar cuenta de
ello, se presenta un desarrollo histérico a través de diferentes personajes, técnicas, métodos

y teorias, las cuales se consideran relevantes para el desarrollo del presente trabajo de grado.

De este modo, la idea de infinito potencial aristotélica fue heredada por Euclides quien,
en los FElementos, incorpora un método formal para hacer matematicas; sin embargo, no
hay una formalizacién de un objeto matematico que acoja el infinito potencial, no hay un
formalismo para involucrar el infinito potencial en la matematica griega; sino una tradicién de
la concepcién filoséfica de que en matematicas se trabaja con el infinito potencial, lo cual se
puede evidenciar en Euclides, con el uso de expresiones como: “se extiende indefinidamente”,

o “se puede adicionar tanto como se quiera”, o “se puede dividir tanto como se quiera”.

Desde la filosofia surgen las siguientes preguntas: ;Qué es el infinito? y con respecto a
esto jEs una cantidad? y si lo es, ;Es infinitamente pequena o infinitamente grande? En
respuesta a esto, Aristoteles menciona que existen dos tipos de infinito, el potencial y el
actual. Ademads, menciona que en mateméticas no hay cantidades infinitamente pequenas,
ni infinitamente grandes en el sentido actual; este tipo de infinito tiene validez en la filosoffa.
Es decir, que para Aristételes no existen niveles de infinito, no tiene sentido hablar de un
infinito mas grande que otro; de sumar un infinito con otro para obtener algo de la misma
naturaleza. Por ello el infinito actual existe, pero no tiene sentido en las matematicas griegas.

La aritmetizacion del infinito se establece en matemaéticas, sélo hacia finales del siglo XIX,
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con los trabajos de Cantor sobre los nimeros ordinales y cardinales transfinitos.

En el método utilizado por Kepler, en el caso de los barriles de vino y otros sélidos de
revolucion, se podia refinar su aproximacion usando méas y més cilindros, tantos como se
quiera, lo que obedece a un infinito potencial. A medida que se aumenta el nimero de
cilindros, el grosor de cada cilindro puede ser tan fino como se quiera imaginar. Es decir, las
capas cilindricas estan apiladas y todas juntas forman el barril que obedece al infinito actual,
pero su manera de ver los objetos matematicos en ese entonces, no permitian el acceso a
este tipo de infinito. En el mismo sentido Cavalieri establece un formalismo para tratar el
infinito actual en el marco de cuadraturas y curvaturas. Sin embargo su método fracasa por
dos razones: (1) no se puede extender para todos los casos, pues los procesos operativos

algebraicos son limitados y (2) hace falta de un sustento formal para los indivisibles.

A causa de la discusiéon presentada en el Capitulo 2 entre Leibniz y J. Bernoulli, podemos ver
que hay cierta coincidencia y similitud en los planteamientos de J. Bernoulli y los realizados
por Cantor varios siglos después; de modo que las ideas de Cantor tendrian un precursor
en J. Bernoulli, en el siglo XVII. Esto muestra que no todos los matematicos padecian del
llamado “horror al infinito”, también hubo matematicos que estaban a favor del infinito

actual que alcanza legitimidad con los trabajos desarrollados por Georg Cantor.

Los trabajos de D’Alembert sobre el concepto de limite, los aportes de Lagrange y Euler,
se realizaron con el objetivo de fundamentar el cédlculo. Se necesitaba de un personaje
trascendental para retomar ese cumulo de saberes, y construir los nuevos fundamentos.
Por un lado Bolzano, respondié al llamado de Lagrange para reducir el calculo al algebra;
pero fue Cauchy quien dio las definiciones rigurosas y las demostraciones para todos los
conceptos fundamentales, quien entendié el poderoso alcance del concepto de limite basado
en desigualdades para formalizar el infinito potencial, y asi plantear el riguroso calculo
moderno, donde la letra épsilon, €, que inicialmente se habia utilizado para representar un
“error”, histéricamente se convirtio en el simbolo caracteristico de la precision y el rigor en

el calculo.
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Sustentamos que el concepto de limite planteado por Cauchy formaliza el infinito potencial
aristotélico, ya que retomando las ideas de sus predecesores, al infinito potencial se le
da un nombre, una simbologia y una definicion, a través de la definicion de cantidades
infinitamente pequenas e infinitamente grandes. Ademads, Cauchy toma los infinitesimales,
trabaja con ellos, presenta sus caracteristicas, realiza demostraciones, establece un orden,
considerandolos como objetos matematicos. Estos planteamientos de Cauchy son, claramente,
novedosos, en el sentido de que ninguno de sus predecesores logra este nivel de rigorizacion

y este tratamiento de tales cantidades.

El estudio histérico-epistemolégico de la nocién de limite permite reconocer que sus origenes
y proceso de formalizacién fueron sumamente complejos y controvertidos y, dependiendo del
momento histérico, habia una u otra forma de entenderlo. Para la consolidacién del concepto
de limite se presentaron algunas rupturas con conocimientos previos, hubo avances, lo cual
dependia de las herramientas con las que contaban los diferentes matematicos a la hora
de plantear su nocién; sin embargo, para plantear sus nociones como es el caso de Wallis
y Newton, ellos tuvieron también que mirar hacia atrds, ir a las raices primigenias del
concepto de limite, lo cual se encontraba en los planteamientos de los griegos, especialmente
en Euclides y Arquimedes. Y hubo cambios en los puntos de vista tedricos, dependiendo
de las dificultades a superar. Las ideas que dieron paso a su formalizacién como el método
exhaustivo, la sucesién aritmética de niimeros, las razones primeras y iltimas de cantidades
evanescentes, los aportes de diferentes matemdticos como D’Alembert, la simbologia de
L’Huillier, los aportes de Carnot, Lacroix y su formalizacién retérica por parte de Cauchy,
fueron en gran parte retomadas y por otro lado quedaron encapsuladas en la definicién

estatica planteada por Weierstrass.

La ensenanza y el aprendizaje del concepto de limite, de una funcién de valor y variable
real, enfrenta grandes desafios por la complejidad del concepto mismo y de otros conceptos
matematicos que intervienen en la definicién, tales como: el concepto de funcion, la
continuidad, lo geométrico, el lenguaje y la simbologia de la légica subyacentes en la
definicién, entre otros. Pero el epicentro desde este aspecto tedrico se centra en lo relacionado
con el infinito. Uno de los obstaculos epistemolégicos principales es la idea “errénea” de que

el concepto de limite encapsula el infinito actual. Realizar un analisis sobre las investigaciones



128 5 Comentarios Finales

relacionadas con los obstaculos epistemoldgicos nos ayuda a entender la naturaleza de
los objetos matemédticos y su desarrollo; lo cual puede ayudar a superar las dificultades
conceptuales y didacticas de algunos estudiantes y futuros docentes de matematicas. Como
vimos en el capitulo 4, los obstaculos epistemoldgicos son multiples, y conocerlos nos ayuda
en un primer momento a entender la comprensién de un concepto, a anticipar las dificultades,
a indagar con detenimiento en los errores y planear estrategias para superar los obstaculos
que se presenten en los estudiantes. En las investigaciones relacionadas con los obstaculos,
estos no siempre se repiten en el aula, debido a que no se presentan las mismas condiciones
histéricas. En este trabajo sélo se analizaron algunos obstaculos epistemolégicos relacionados
con el concepto de limite, sin embargo, es importante mencionar que obstaculos diferentes a
los relacionados con el infinito son relevantes en si mismos y su estudio se deja para futuras

investigaciones.
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