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Resumen

Un reticulo euclideano o lattice euclideano es un subconjunto A de R™ que consiste de todas
las combinaciones lineales enteras de n vectores linealmente independientes. Los lattices
de primer tipo son especiales porque poseen la propiedad de tener superbase obtusa. Esta
caracteristica se traduce en que debe existir un conjunto de n + 1 vectores del lattice donde
la suma de todos estos vectores sea cero, donde cualquier subconjunto de n vectores es una
base del mismo, y el producto interno de cualquiera dos de estos vectores es negativo. La
region de puntos que estan mas cerca de v € A que de cualquier otro punto de A se conoce

como la celda de Voronoi en v.

El contexto de esta investigacion surge al enfrentar el desafio de encontrar el mejor lat-
tice cuantizador para lattices de primer tipo, eficiencia que se mide con la constante de

cuantizacion G,, de cada lattice

Co(A) = 1 fv(o)x~xdx
! nvol(V(0))+

donde V(0) es la celda de Voronoi centrada en el origen. En este sentido, a lo largo del
documento, exploraremos resultados que no solo tienen un impacto en la teoria de lattices,
sino que también establecen puentes entre geometria, combinatoria y grafos. Se muestra que
las celdas de Voronoi en estos lattices son permutahedros. Esta conexién entre geometria y
combinatoria abre nuevas perspectivas y posibilidades para abordar problemas relacionados
con lattices. Lo anterior se obtuvo con una generalizacién de la técnica usada por Barnes
en [4] y [8]. .

Entre los resultados destacados se encuentra la determinacién del volumen y el segundo
momento de la celda de Voronoi, desde una perspectiva combinatoria, ademas se demuestra
una férmula combinatoria sintética para la constante de cuantizacion para lattices de primer
tipo en dimensién 5, lo que proporciona informacién esencial para resolver el problema del
mejor lattice cuantizador y se plantean posibles aplicaciones en Criptografia y Teoria de la

Informacion.

Palabras Clave: Lattices Euclideanos, Permutohedro, Celda de Voronoi, Segundo Momento,



problema del vector mas cercano, Criptografia basada en lattices.
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Introduccion

Un reticulo o lattice euclideano es un subconjunto A de R™ que consiste de todas las

combinaciones lineales enteras de n vectores linealmente independientes de R™, es decir,

A={>"" kvi:k; € Z} donde el conjunto B = {vy,..., v, } es una base de R".

Un ejemplo muy sencillo de lattice es Z", es decir, todos los puntos del espacio R™ cuyas

coordenadas son todas enteras; y es llamado , el lattice ciibico o el lattice candnico (standard).

De otro lado, un cuantizador o quantizer puede ser pensado como un conversor analogico-
digital, son extensamente usados en el mundo real. Intuitivamente un cuantizador es un
dispositivo que aproxima una senal analégica continua mediante una senal digital discreta,
o como dice Conway en [8] (Capitulo 2 pdg 56), enfocandonos en cuantizadores en R: un

cuantizador es un aparato que transforma nimeros “feos” en “bonitos”.

Figura 1: Representacién de un cuantizador.

En la figura, x es una senal que pasa por el dispositivo, cuantizador, el cual lo transforma en
uno de sus puntos P;. Un ejemplo muy sencillo de un cuantiazador, es redondear niimeros

reales a nimeros enteros.

En el proceso de cuantizacién, se agrupan senales analdgicas en colecciones que se asocian a
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un elemento de un conjunto discreto de senales digitales, es decir, cada senal de esa coleccién

se cambia por el valor digital asociado.

Los cuantizadores son ttiles en la codificacién de senales, por ejemplo, de audio y video,
y en la transmisién de informacion digital. Su uso permite comprimir datos y reducir la
cantidad de informacién necesaria para representar una senal, logrando una mejor eficiencia

en la transmision y el almacenamiento de informacion digital.

Desde un punto de vista mas formal, se puede construir un cuantizador utilizando un sub-
conjunto discreto H de R". Para ello, se asigna a cada punto x € R” un punto P; € H
que cumpla la condicién de ser el mas cercano a x con respecto a la métrica euclidiana. En
otras palabras, un cuantizador sobre H es una relacién que asigna a cada punto x € R™ un
punto P; € H, de manera que la distancia euclidiana entre x y H sea igual a la distancia
entre x y P;. La region de puntos que estan mas cerca de P; que de cualquier otro punto
de H se conoce como la celda de Voronoi en P;, note el lector que dichas celdas generan

una particion del espacio.

Celda de Voronoi
U rededor de P,

Figura 2: Ejemplo de un cuantizador finito y de la particién generada en el plano.

También se puede observar que en algunos casos la asignacién realizada en el proceso no
es Unica, esto pasa en aquellos puntos que se encuentran en las fronteras de las celdas de
Voronoi. Para estos casos, se realiza la asignacion de manera aleatoria, al ser la frontera

delgada, esos puntos no interfieren en el proceso de cuantizacion.
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Como es evidente, el proceso de identificacion que lleva a cabo un cuantizador, es decir,
asignar puntos de H a los puntos de R", introduce errores ya que el punto que entra al
cuantizador generalmente no es el mismo punto que se le asigna. Estos errores se miden
usualmente con el error cuadrdtico medio. Se pueden consultar los detalles técnicos en [§]

(Capitulo 2, pagina 56).

El problema del cuantizador 6ptimo consiste en encontrar una forma de elegir los puntos

P; de manera que se minimice este error cuadratico medio, es decir, se busca minimizar

=1 Nx-P)pxax, 1)

n Jgn
donde P; es el punto de H més cercano a x, N(x) = x-x y p(x) es la distribucién de
densidad de x, que ademé&s de decir como se comportan las senales o puntos x, dan un
grado de controlabilidad de la integral, ya que esta funcién, por definicién, en puntos muy
dispersos tiende a cero. El valor de p(x) en los puntos de la fronteras de las celdas de Voronoi

se toma despreciable.

Un lattice es una estructura matematica que puede ser usada como cuantizador. Una de las
principales ventajas de utilizar un lattice como cuantizador es que los puntos de cuantizacion
estan ubicados regularmente sobre el espacio y las celdas de Voronoi son todas congruentes
entre si, lo que hace el cdlculo de E, més sencillo. En la seccién (1.5) se muestra una
generalidad del proceso que se usa para llegar a definir la constante de cuantizacién, G,,, de
un lattice en R", que mide la eficiencia de un lattice como cuantizador, y dicha constante
es la que se debe minimizar evaluandola sobre todos los lattices en una dimensién especifica

n. La constante de cuantizacion G,, para un lattice A en R™ viene dada por:

B l fV(o) X - Xdx
G = o) .

donde V(0) es la celda de Voronoi centrada en el origen. La solucién del problema de
cuantizacion en dimension 1, se logra al colocar los puntos P; de manera uniforme a lo largo

de la recta real. Esto resulta, sin pérdida de generalidad, en la formacion del lattice entero
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Z . De esta manera, las celdas de Voronoi son intervalos de longitud 1.

El calculo del error cuadratico promedio en la cuantizacion unidimensional uniforme se

puede realizar utilizando la integral

/2 2
L rtdr 1

G = fll//i— = o5 = 0083333,
f—1/2 dx

donde [—%, %} es el intervalo de cuantizacién y 0 es el valor digital asociado a los puntos

dentro del intervalo.

G. Fejes T6th resolvié el problema para dimensién 2 [15], donde como era de esperarse
el reticulo hexagonal es el mejor cuantizador. En dimensién 3 el problema fue resuelto
por Barnes y Sloane [4]. Conway y Sloane realizaron una serie de calculos de constantes de
cuantizacién para algunos lattices y reunieron resultados en capitulo 21 [8]. Estos resultados
se calcularon explicitamente utilizando la técnica empleada por Barnes y Sloane en [4] y

que servird como paso inicial para el desarrollo de este documento.

La siguiente es una grafica de resultados generales sobre el problema de cuantizacién, la

cual ha sido tomada de [1]. !

'El dual de un reticulo es otro reticulo obtenido a partir del original por medio de un proceso llamado
dualizacion. El proceso consiste en tomar el conjunto de todos los vectores de R™ que son perpendiculares
a cada vector del reticulo original y formar un nuevo reticulo con ellos. Es decir, el dual de un reticulo en
R™ estd compuesto por todos los vectores de la forma (y1,y2,...,yn), donde cada y; es un nimero entero,
tal que su producto escalar con cualquier vector del reticulo original es un nimero entero, el dual de A se
denota por A*.
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Figura 3: Problema de cuantizaciéon en dimensiones menores a 24.

En la grafica presentada, la curva aproximada, dada por la familia de reticulos A,,, se repre-
senta mediante una linea roja. Este tipo de reticulo se define en R™*! como el conjunto de
vectores (1, Ty, ..., Tny1) € Z™ cuya suma es igual a cero, es decir, Z?Ill x; = 0. La linea
naranja representa la cota inferior obtenida al calcular el segundo momento normalizado de
la esfera, mientras que la linea verde representa la cota superior dada por Zador. La linea
azul, por su parte, representa la cota inferior dada por Conway. Ademas, se menciona que
existen otros reticulos especiales como E, y Kjs, pero no seran objeto de estudio en este
proyecto. Si el lector desea profundizar sobre alguno de los tépicos tratados en este parrafo
puede consultar [8] Capitulo 2 seccién 3, Capitulo 4 donde se hace la construccién y el
estudio de los reticulos mencionados y Capitulo 21 donde encontrara una serie de resultados

sobre la constante de cuantizacion en diferentes familias de reticulos.
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n | Name of quantizer | Mean squared error G
0 Ao 0
1 A 0.083333
2 Ay = Ay 0.080188
3 Aj = D3 0.078543
A3z = Dy 0.078745

4 D; =D, 0.076603

A} 0.077559

Ay 0.078020
5 D¢ 0.075625

D5 0.075786

Af 0.076922

As 0.077647
6 Eg 0.074244

Es 0.074347
7 E% 0.073116

E- 0.073231
8 E = Eg 0.071682

D 0.074735

Dy 0.075914

Aj 0.075972

As 0.077391
9 AEq 0.071622
12 Kiy = Ko 0.070100 =+ 0.000024
16 A = A 0.068299 + 0.000027
24 Ay 2 Aoy 0.065771 £ 0.000074

Tabla 1: Mejores reticulos cuantizadores conocidos en dimensiones menores a 24.

La Tabla 1.1 y la Figura (3) muestran los mejores reticulos cuantizadores encontrados hasta
dimensién n < 24. Para algunos de estos reticulos G(A) se determiné exactamente, (ver [§]
Capitulo. 21).

Es importante destacar que cualquier avance que se logre en esta direccion serd significativo,
ya que representaria nuevos logros en la compresion del problema general en donde se
enmarca esta investigacion, dicho sea de paso los ultimos resultados completos son los que
corresponden a dimension 3, hay otros resultados parciales en dimension 4 obtenidos por

el asesor de este proyecto, y los que recientemente, y de manera computacional, usando
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métodos de estimacién han obtenido Agrell et al [1]. Ademads, dado que la cuantizacién es
un problema de optimizacién, cualquier contribuciéon que permita calcular la constante de
cuantizacién para diferentes lattices (como en este caso la familia de lattices Tipo I) seria
un avance significativo en la comprensién del comportamiento del problema. Esto ayudaria
a determinar el camino apropiado a seguir para encontrar la soluciéon optima, asi como

también evitaria seguir por caminos que no conducen a la solucion.

Como es de esperarse, la esfera tiene el menor segundo momento normalizado debido a
su simetria esférica perfecta y su distribucién uniforme de puntos. El segundo momento
normalizado se puede entender como una medida de la dispersion de los puntos en una figura,
por lo que la esfera seria un candidato ideal para la cuantizacién, desafortunadamente, los
cuantizadores no pueden ser construidos con esferas como celdas de Voronoi a excepcion de
dimension 1, ya que estos objetos no llenan el espacio. Aun asi la esfera puede ayudar a
determinar qué politopo es mejor para la cuantizacion, ya que se puede comparar su segundo
momento normalizado con el de la esfera y evaluar cuanto distan los resultados, sabiendo

que el segundo momento normalizado de la esfera

1
G(S,) — 9re = 0.0585498 ... cuando n — o
e

genera una cota inferior a la constante de cuantizacion la cual es conocida como la cota de

Zador, estos calculos se pueden ver en [8] y [27].

En este trabajo de investigacion, se estudiard el problema del reticulo cuantizador
optimo o lattice quantizer problem en dimension 5. En particular aportamos una ma-
nera de expresar la constante de cuantizacién de un lattice de primer Tipo en dimensién 5

mediante una férmula combinatoria sintética de facil recordacion.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presenta una breve intro-
duccion a los lattices euclidianos, se incluyen definiciones y propiedades fundamentales para
el desarrollo del estudio que hemos realizado. En particular se presentan tres sistemas de
coordenadas para puntos en R"”, los cuales serdn ttiles para manipular los calculos que se

haran. Ademas, se ofrece un breve estado del arte sobre como se han calculado las formulas
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para la constante de cuantizacion en lattices de primer tipo en dimension 2, 3 y 4.

En el Capitulo 2, ofrecemos una descripcion detallada, tanto combinatoria como vectorial,
de la celda de Voronoi para lattices de primer tipo en cualquier dimensién. Exploramos
el comportamiento de los vértices y aristas de la celda en dimensiones arbitrarias, lo que
proporciona una comprensién mas completa de su estructura y caracteristicas. Ademas,
presentamos ejemplos concretos en dimension 5, que es el enfoque principal de este trabajo.
Al final de este capitulo, presentamos una férmula que conjetura la constante de cuantizacion

para lattices de primer tipo en cualquier dimensién, lo cual abre la puerta al Capitulo 3.

En el Capitulo 3, validamos la conjetura en dimension 5 para lattices de primer tipo. Para
hacerlo nos apoyamos fuertemente en la descripcion detallada de la celda de Voronoi pre-
sentada en el capitulo anterior y nos inspiramos en el trabajo realizado por Barnes y Sloane
en [4]. Ademas, realizamos un andlisis exhaustivo de las simetrias de la celda y descubrimos
que, utilizando nociones de otras areas de las matematicas, como arboles binarios y grafos,
los algoritmos para calcular esta constante pueden optimizarse considerablemente, lo cual
hizo posible el célculo. Estos algoritmos optimizados se detallaran en el apéndice al final del

trabajo.

En el Capitulo 4, concluimos nuestro trabajo destacando las contribuciones realizadas y
explorando las posibles direcciones futuras que se derivan de nuestra investigacion. Presen-
tando algunas generalidades sobre posibles aplicaciones de lattices a la criptografia moderna.
Ademas, identificamos areas de investigacién mas tedricas, como la exploracion de nuevas
dimensiones y familias de lattices, que podrian ampliar aiin més nuestra comprension de
estos objetos matemédticos. Por ltimo, hacemos referencia a dos articulos especificos [22]
y [24] que tienen alta sinergia con nuestro trabajo, ya que presentan algoritmos para resol-
ver el problema del vector més cercano para lattices de primer tipo en tiempo polinomial.
Ademas, destacamos que estos articulos abren la posibilidad de aplicar estas ideas en el
mundo real, especialmente en areas como la transmisiéon de informacién y la criptografia

pos-cuéntica [18].
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Capitulo 1

Preliminares

En esta primera secciéon de los preliminares, exploramos algunos aspectos algebraicos de
los lattices, los cuales seran el soporte para las cuentas que realizaremos. Es asi como, se
exploraran conceptos y definiciones fundamentales, entre estas la nocién de base y superbase,
la norma de un vector de un lattice y la norma de un vector de Voronoi. Estos conceptos son
esenciales en nuestro acercamiento al problema del reticulo cuantizador. Algunos resultados
se presentan unicamente en calidad de informaciéon complementaria y por tal razén se omiten

sus pruebas.

1.1. Lattices

Definicién 1.1. Un subconjunto A de R™ es un lattice (o reticulo) n-dimensional o de rango
n si existe un subconjunto B = {vy,Vvs,...,v,} de n vectores linealmente independientes

en R"” tales que

A= {zn:xzvz DX EZ}.
i=1



Figura 1.1: Puntos de un lattice en dimensién 2.

Es bien sabido que cualquier combinacion lineal de vectores puede representarse como el
producto de un vector por una matriz. Por lo tanto, se define la matriz generadora M del
lattice como aquella que tiene como columnas los vectores de la base del lattice, es decir,

considerando las coordenadas de los vectores de B en la base canodnica de R”,

T
Vi = (V117V21, e 7Vn1)
T
Vo = (V12>V22, e 7Vn2)
T
Vp = (VITU Von, .. 7V7m)

Se tiene que la matriz generadora es de la forma

Vii Viz -+ Vi

Vo1 Va2 -+ Vo
M =

Vpl Vp2 - Vpp



. . . T
En consecuencia, para cualquier elemento t € A, existe x = (z1,22,...,2,) € Z" tal que

t = Mx. De esta manera, el lattice también se puede representar como A = {Mx : x € Z"}.

La matriz de Gram A del lattice se define como A = MTM. La matriz de Gram es muy
importante en el desarrollo de este trabajo, entre otras cosas debido a que sus entradas se
utilizaran como parametros del lattice y a través de ellos se puede obtener una descripcién

detallada no soélo del lattice sino también de su celda de Voronoi.

Definicién 1.2. Sea A un lattice n-dimensional y B = {vq,vy,...,Vv,} una base para A.
Al conjunto
i=1

se le llama Paralelotopo fundamental para A.

] @ ® @ ®
@ ® L © ® @
® @ ® ® ®
@ ] o @ @ ©
® o ] ] ]
@ L @ O ] ©

Figura 1.2: Paralelotopo fundamental en dimensién 2.

Es importante destacar que el paralelotopo fundamental cubre el espacio R™ por traslacion

sobre los vectores del lattice.

En general, el paralelotopo fundamental proporciona una comprensién intuitiva de cémo se
organiza un lattice en el espacio. A partir del paralelotopo se pueden inferir propiedades

importantes del lattice, y como se asemeja a otros lattices.

En ese sentido, una pregunta importante que resulta es jcudndo dos lattices son equivalen-



tes o semejantes?, es decir, jcuando tienen la misma estructura geométrica y pueden ser
transformados uno en el otro mediante una transformacién rigida del espacio o incluso una

homotecia?

Esta cuestion es interesante ya que muchos problemas en lattices se reducen a encontrar

una base de un lattice equivalente a otro con ciertas propiedades deseables.

Proposiciéon 1.3. Dos bases distintas generan el mismo lattice, si y solo si, existe una
matriz invertible (con determinante +1) que relaciona las coordenadas de una base con las
de la otra. Es decir, si B; y Bs son dos bases para R", entonces By y By generan el mismo
lattice si, y solo si existe una matriz U invertible con determinante +1 y entradas enteras
tal que My = M, U, siendo M, y M, las respectivas matrices generadoras asociadas a By y
Bs.

De esta manera, se pueden encontrar bases que sean mas convenientes para ciertos calculos o
para la resolucién de problemas especificos. La matriz U pertenece al grupo lineal simétrico
GL,(Z), que es el conjunto de todas las matrices invertibles de n X n con coeficientes enteros

y determinante +1.

Decimos que el volumen de un lattice es el volumen de su paralelotopo fundamental. Ahora,
si las bases By y B, se representan mediante las matrices generadoras M; y M, respecti-
vamente, es evidente que el volumen del lattice generado por B; es igual al volumen del
lattice generado por Bs, ya que el volumen del paralelotopo fundamental es el mismo para
ambas bases, por esto se puede decir que el volumen del paralelotopo fundamental es una

caracteristica propia del lattice independiente de la base.

Asi que, cada lattice tiene asociado un volumen, que se le conoce como el volumen del lattice
y se denota por vol(A). Més ain, el volumen del lattice y el determinante de la matriz de

Gram, A, asociada al lattice se relacionan de la siguiente forma:

vol(A)? = det(A).



1.2. Celdas y Vectores de Voronoi

En esta seccion trataremos el concepto de celdas de Voronoi de un lattice, las cuales son
regiones que particionan el espacio y su forma muestra parte del comportamiento del lattice.
Las celdas fueron introducidas por el matematico ruso Georgy Voronoi en 1907 en un estudio

sobre las formas cuadréticas. [25].

Definicién 1.4. Sea A un lattice n-dimensional, y u € A. La celda de Voronoi al rededor
de u, que se denota por V(u), es el conjunto de puntos de R" que estén al menos tan cerca

de u como de cualquier otro punto del lattice, esto es:

V(u) ={x € R": d(x,u) < d(x,v) para todo v € A}

donde d(-, ) es la distancia euclidea en R"

Figura 1.3: Ejemplo de celda de Voronoi para un lattice en dimension 2.

Estas celdas son una herramienta importante en el estudio de los lattices, ya que permiten
construir un teselado o embaldosamiento del espacio, y su forma es una caracteristica propia
del lattice. Considerando la celda de Voronoi asociada al origen, V(0), mediante traslaciones

de dicha celda por vectores del lattice, se puede cubrir todo el espacio,



V(u) =u+ V(0) para todo u € A.

Por otro lado, si P es el paralelotopo fundamental de un lattice A, y V(0) es la celda de

Voronoi centrada en el origen, y ademas

A, =PN(v+V(0)) yB,=V(0)Nn(v+P), parav € A.

Figura 1.4: Relacion entre el paralelotopo fundamental y la celda de Voronoi.

Se puede probar, sin mucha dificultad, que

B,=[(-v+V(0)NP|+v=A_,+v.

Debido a la construccion del paralelotopo fundamental y las celdas de Voronoi, los conjuntos

A, son disjuntos, de igual manera pasa con los elementos de B,. Asi que

Vol (V(0)) = Vol (UyepB,) = Vol (UyepA_,,) = Vol (P).



Lo que se recoge en el siguiente resultado.

Proposicién 1.5. [26] La celda de Voronoi V(0) y el paralelotopo fundamental P de un

lattice A tienen el mismo volumen. Atin mas, si A es la matriz de Gram asociada al lattice,

Vol(A) = Vol(V(0)) = Vol(P) = Vdet A.

Definicién 1.6. Sea A un lattice n-dimensional, un vector v € A se dice que es un vector

de Voronot si el hiperplano

1
H(,::{XER”:X-VZ§V~V} (1.1)

tiene interseccion no vacia con V' (0) (la celda de Voronoi centrada en el origen).

Ademas, se dice que un vector de Voronoi es estricto o relevante, si la interseccion anterior
es una facet o cara (n — 1)-dimensional de V(0), en caso contrario se dice que es laxo o

irrelevante.

Se puede observar que para cada v # 0 en el lattice, los semiespacios de la forma

1
HV::{XER”:X-V§§V-V} (1.2)

definen un semiespacio que contiene a la celda de Voronoi V(0). En otras palabras, para
cualquier punto x en la celda de Voronoi, se cumple que x - v < %V - v para todo v € A\O.
Por lo tanto, la celda de Voronoi V(0) se puede expresar como la interseccion de todos los

semiespacios H, para v € A\O.

A continuacion, se presenta un resultado dado por Conway y Sloane, que ofrece una carac-

terizacion de los vectores de Voronoi.
Teorema 1.7 ( [10], pag 56). Sea A un lattice en R" y v un vector no cero de A. Entonces

= v es un vector de Voronoi, si y solo si, v es uno de los vectores mas cortos de la clase



v + 2A.

= v es un vector de Voronoi estricto si y solo si v y —v son los Unicos vectores mas

cortos en v + 2A.

Dado que hay 2" — 1 clases no nulas en A/2A, segin el primer {tem del teorema, hay a lo

sumo 2 (2" — 1) vectores de Voronoi.

1.3. Parametros de Selling y Lattices Tipo 1

Definicién 1.8. Sea A un lattice en R", se dice que:

» B ={vg,vy,...,V,}, un conjunto de n + 1 vectores de A, es una superbase de A si

{v1,va,...,Vv,} es una base de A y Z?:o v; = 0.

= Si el producto interno de cualquier par de vectores de una superbase B, es menor o
igual que cero, a B se le llama una superbase obtusa de A. En caso de que A admita
una superbase obtusa se dirda que es un lattice de Tipo I, si el producto de cada par
de vectores de la superbase es estrictamente menor que cero, decimos que B es una

superbase obtusa estricta.

En la definicién de superbase obtusa estricta, uno de los requisitos es que el producto
interno entre cualesquiera dos elementos de la superbase sea negativo. Esto se debe a que el
producto interno esta relacionado con el coseno del angulo entre los vectores, y si los angulos
son obtusos, garantiza que las sumas de vectores sean vectores mas cortos que restas de ellos.
Por ejemplo, si se tienen dos vectores con un dngulo agudo entre ellos, la suma de los vectores
serd un vector mas grande que la resta de ellos. Al tener angulos obtusos en la superbase, se
evita esta situacion y se asegura que todas las sumas de vectores sean cortos, estos vectores
cortos finalmente seran los vectores de Voronoi del lattice, resultado que se presenta en el
Teorema (1.11).

En dimensién 2 y 3, todos los lattices son de tipo I, es decir admiten una superbase obtusa,
pero de dimensién 4 en adelante, hay lattices que no admiten dicho tipo de superbases, en
dimension 4 hay 3 posibles tipos de lattices, en dimension 5 hay 222 tipos de lattices, este

numero crece considerablemente a medida que la dimension del lattice crece.



1
Definicién 1.9. Si B = {vg, vy,...,v,} es una superbase de un lattice A, a los ( " —2|— )

valores

pij:_vi'vj7 COHOSZ<]§TI/

se les llama pardmetros de Selling de A relativos a la superbase B. Adicionalmente, si se
denota por pjjji... = pij + Pik + - - + pa, siendo p;; a los parametros de Selling, entonces la

matriz de Gram aumentada para la superbase es

Poj12-.n  —Po1 - —Pon
—Por  Pijoz-n - —D1
e " (1.3)
—Pon —Pin " Pnjol-n-1
Teorema 1.10. Sea A un lattice n-dimensional y B = {vq, vy, ..., Vv,} una superbase de A
con pardmetros de Selling asociados p;; = —v;-v; para 0 <i < j <n,yseaXx =y .  x;V;,

con z; € R. Entonces, la norma de x, es decir, N(x) = x-x se expresa de la siguiente forma:

N(x) =Y pij (i — a)*.

1<j



Demostracion. Consideremos x = )", x;v;, de ahi que

N(x) = (i: ZEiVi> : (zn: fivi)
i=0 i=0
= z”: vai -v; +2 Z T;TEV; - Vi
i=0

i<k
n
= Z TIv; - (— Z Vj) -2 Zpikxi:ck
=0 i i<k
n
= Z ; szj —2 sz‘k;%fk
=0  j#i i<k
= szj (27 + %2) —2 Zpiwﬂk
i<j i<k
= Zpij (:1322 + a:? — Qxixj)
i<j
2
= pij (i —x)*
i<j

Nota. Los z; dependen de x mientras que los p;; dependen de la superbase.

Teorema 1.11 ( [10], padg 57). Sea A un lattice n-dimensional de Tipo I y B = {vq, v1,...,V,}
una superbase obtusa para A. Sean S un subconjunto propio de I,, = {0,1,2,...,n} y S su

complemento respecto a I,,, entonces
= Lasuma vg =) . o V; es un vector de Voronoi de A. Ademaés, vs y vg = —Vg.
= Los vectores vg son todos estrictos si y sélo si la superbase es estricta.

Proposicién 1.12. Si A es un lattice de Tipo I y B = {v¢,vy,...,V,} es una superbase
obtusa de A con pardmetros de Selling p;; = —v;-v;, y 0 <7 < j <n, entonces las normas

de los vectores de Voronoi de A vienen dadas por:

10



N(vg) = Z Dij-

i€S,jES

La prueba de esta proposicién se sigue directamente de los dos teoremas anteriores.

1.4. Tipos de coordenadas para R"

Existen ciertos tipos de coordenadas para representar un elemento de t € R™ que son muy
utiles para describir la celda de Voronoi en funcién de los parametros de Selling del Lattice.
En particular, si se considera una base B = {vy,va,...,v,} de un lattice n-dimensional A,

se puede representar cada vector t de tres formas:

= En coordenadas euclideas. En este caso, al punto t € R" lo puedo escribir en términos

de la base canénica ey, e, . . ., €,, es decir, t = (t1,ta, ..., t,)T = tie;+toeo+- - +t,e,.

» Las x-coordenadas de t asociadas a la base B. Si x = (z1,%9,...,7,)T, entonces
t = 21vy + 29ve + -+ + x,v,. Ademas, si M es la matriz generadora del lattice A

asociada a la base B, se tiene que t = Mx.

= Si A es la matriz de Gram asociada a la base B, se definen las y-coordenadas de t

como y = Ax.

Se puede deducir que y = MTMx = M7Tt. De esta forma, las y-coordenadas de t € R”
respecto a la base B son los productos internos del vector t con los elementos de B, lo que

se expresa comoy = (vi-t,vo - t,...,v, - t)T.

Si se considera una superbase en lugar de una base para el lattice, se pueden utilizar las
llamadas “coordenadas aumentadas”. En este caso, para un punto t € R", las coordenadas
aumentadas no son unicas, pero capturan la simetria de la celda en mejor manera, este
sistema de coordenadas corrige un defecto del usado por Barnes y Sloane en [4], en el que

no se captura totalmente la simetria de la celda al ser descrita con los parametros de Selling.

Ahora, si t € A, la norma de t, que denotada N (t), se puede escribir en términos de sus

11



x-coordenadas, esto es

Adicionalmente, N(t) se puede expresar con respecto a las y-coordenadas de t, utilizando

el hecho de que y = Ax, concluimos que

N(t) =y A ly.

Ahora bien, dado que A™! = m adj(A), siendo adj(A) la matriz adjunta de A. Al calcular

adj(A), expandir y reordenar se logra establecer la siguiente proposicion:

Proposicién 1.13. Sea B = {vq, vy,...,V,} una superbase de un lattice n-dimensional A
en R™, con matriz de productos internos A = (v;-v;), con 0 < i < j < n, A =det(A) y
A = 8%_]_. Seat € A, si x = (xg,xq,... ,xn)T son las x-coordenadas de t, e y = Ax son sus

y-coordenadas, entonces

1 n
N(t) = N (Z Aoy} + Z (Ao + Agj — Ayj) yiyj> :
i=1

1<i<j<n

Definicién 1.14. Un politopo convexo P en R™, es la envolvente convexa ! de un ntimero

finitos puntos de R".

Dado que para un reticulo las celdas de Voronoi son politopos congruentes a la celda de
Voronoi centrada en cero, y teniendo presente que si P es un politopo en R" entonces, su

segundo momento no normalizado respecto al origen, que se denota por U(P), estd dado

'La envolvente convexa es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a un conjunto
de puntos X de dimensién n. Dados k puntos x1,xs,..., 2, su envolvente convexa C viene dada por la

expresion:
k k
C(X) = {ZO@(EZ | x; € X,Cti S R,Oéi > O;Zai = 1}
i=1 =1
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por:

U(P) = /P x - xdx.

El momento de inercia de P respecto al origen, el cual se va a denotar por I(P), se expresa

COomao:

u(pr)
vol(P)’

I(P) =

donde vol(P) = [, dx es el volumen de P. Por 1ltimo, el segundo momento normalizado de

P respecto al origen es:

1 u(P) 1 I(P)
CP) = P ~ nvol(P)n (14)

La anterior es otra manera de representar (2).

Ya que la finalidad de este trabajo es encontrar el segundo momento normalizado de un
politopo, celda de Voronoi para lattices en dimensién 5, y su célculo sigue siendo engorroso,
se dividird este problema grande en varios problemas pequenos, es decir, se dividira la celda
de Voronoi en regiones més pequenas, para las cuales su segundo momento no normalizado
sea mas sencillo de calcular. En efecto, al dividir la celda de Voronoi en regiones mas
pequenas y disjuntas, el numerador de la expresién del segundo momento normalizado se
puede expresar como una suma de integrales sobre estas regiones mas pequenas. Esto hace
que el calculo del segundo momento normalizado sea méas manejable, utilizando el siguiente

resultado, ver capitulo 21, pagina 456 de [8].

Definicién 1.15. Un simplex o n-simplex es un politopo y es la envolvente convexa de un
conjunto de n+ 1 puntos independientes uy, ..., u,; € R™ afines, es decir, que u; —u;,1 <

i <n+ 1,7+ j son linealmente independientes para todo j € {1,...,n + 1}.

Asi, un 0-simplex es un punto, un 2-simplex es un triangulo, y al 3-simplex le corresponde

un tetraedro.
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Teorema 1.16. [4] Siv; = (Vi1, Via, ..., Vin), para 0 < i < n, son los vértices de un simplex

n-dimensional 7" en R™, entonces:

s El centroide de T es el baricentro de los vértices:

1 n
Ba = § i- 1.5
a 1 Z‘:Ov (1.5)

s Kl volumen de T es:

I vor -+ Vo
vol(T) = — det . '
mn:
1 Vnp1i 0 Vg

= El momento de inercia al rededor del origen es:

n+1 1 " )
I(T) = Bal® + v;||”.
)= 2Bl + Gy 2 M

De la definicién de U(P) se puede ver que si ) es una particién en n-simplices de un
politopo P entonces, el segundo momento no normalizado de P se puede expresar de la

siguiente forma:

U(P)=>» U(T). (1.6)

TeQ

Asi las cosas, usando (1.4) y (1.6), vamos a calcular la constante de cuantizacién para lattices

de primer tipo realizando una particién 6ptima de la celda en simplices.
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1.5. Cuantizacion con Lattices

Un cuantizador es una relacion ) : R®™ — H que mapea puntos en R"™ a puntos en un
subconjunto discreto H C R™. La funcién @ se define de tal manera que el punto en H mas

cercano al punto de entrada x es el valor de salida de Q(x).

Ahora bien, si H consiste de un numero finito de puntos del espacio euclideo R", el error

cuadratico medio se expresa como
Z/ N (x — P;) p(x)dx, (1.7)

se puede notar que F depende de n, la dimension del espacio, M, el nimero de puntos de

H, y de la funcién de probabilidad p.

El problema del cuantizador consiste en encontrar el infimo de F, cuando se recorren todas

las posibles distribuciones finitas de puntos H, en simbolos:

E(n,M,p) = inf E.
(n, M, p) = fnf
Zador, [27], demostré que

n+2
A}lm M*"E(n, M,p) = G, (/ p(x)”/("+2)dx) , (1.8)
—00 n
donde G,,, llamada constante de cuantizacion, s6lo depende de n.

Al suponer que x se distribuye uniformemente en una region suficientemente grande de R”,
es decir, p(x) es la funcién de densidad uniforme, el error cuadréatico medio se minimizara

si cada punto P; estd en el centroide de su regién de Voronoi, y (1.7) se puede ver como

_ . sz\g fV(Pi) N (x = P;)dx
= M
> it fv(P ) dx

15
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y el valor de la integral del lado derecho de la igualdad (1.8) es 1. En consecuencia, usando

las ecuaciones (1.8) y (1.9), se tiene

G, = lim ——= - (1.10)

Ahora, se asume que M es suficientemente grande, de tal manera que la siguiente expresion
se aproxime a G,. El problema consiste en elegir los puntos Pi,..., Py en R” de manera

que se minimice

M=
?

vy N(x —P;)dx
(1.11)

( i»)l* |

proporcionando el cuantizador éptimo para entradas distribuidas uniformemente en una

-
Il

S|

|
Mz

region muy grande de R".

El lector puede inferir que debido a que los puntos pueden ser elegidos arbitrariamente, las
celdas de Voronoi tendran formas arbitrarias y se requerira el cdlculo de M integrales y
volumenes en R". Esto hace que el estudio de la constante de cuantizacién sea una tarea
dificil, ya que queremos que M sea muy grande. Para suavizar el problema, elegimos los
puntos de H sobre un lattice, asi, todas las celdas de Voronoi sean congruentes a V' (0), la

celda de Voronoi que contiene al origen. En este caso, (1.10) se transforma en:

B l fv(o)x - xdx
G.(H) = n—VOI(V(O))H% (1.12)

A esta ultima expresion se le conoce como la constante de cuantizacion para H, el problema

del cuantizador para un lattice, consiste en minimizar la expresién (1.12) sobre lattices.
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En particular, para esta investigacion, se van a considerar solo los reticulos de tipo I, es
decir, aquellos a los que se puede asociar una superbase obtusa, debido a que la construc-
cién y etiquetamiento (de vértices y caras) de la celda de Voronoi es comoda y cuenta con
mucha simetria, por ejemplo, como en el reticulo hexagonal. Por lo tanto, se pretende cal-
cular la constante de cuantizacion para reticulos en dimensién 5, utilizando otro sistema de

coordenadas que provienen de los productos internos de una superbase obtusa del lattice.

1.6. Constante de cuantizacion para lattices en dimen-

siones bajas

En esta seccion, presentamos una descripcion de como se representa la celda de Voronoi
en lattices de primer tipo, siguiendo el enfoque propuesto por Conway y Sloane [13]. Este
calculo es de gran importancia en este trabajo porque resulta ser la inspiracion para la

generalizacion del calculo de la constante de cuantizacion en dimension n.

1.6.1. Descripcion de la celda de Voronoi en dimensién 3

Consideremos A, un lattice en R3 con B = {vg, vy, v2, v3} como una superbase obtusa,
que sin perdida de generalidad podemos imaginar estricta, de este lattice. Definimos las y-
coordenadas aumentadas como (Yo, Y1, Yo, yg)T = (vo-t,vy-t,vo-t,vy- t)T, donde t € R3.
Dado que vg+ vy + va + vy = 0, se cumple yo + y1 + y2 + y3 = 0. Se puede ver que existe la
correspondencia de los vectores de la superbase que se suman con respecto a los subindices
de los F'.

La celda de Voronoi V(0) es fundamental para el cdlculo de la constante de cuantizacién
del lattice. Como hemos dicho, para describirla, nos basaremos en [13]. El Teorema (1.11)
establece que los vectores de Voronoi del lattice son de la forma vg = ), s v;, donde S
es un subconjunto propio de {0, 1,2,3}. Esto implica que los siguientes vectores definen la

celda de Voronoi:

Vo, Vi, V2, V3, Vo+ Vi, Vog+Va, Vg+ Vs Vi+Vy Vi+V3 Vy+ Vg,

Vo+Vvi+Vy, Vo+Vi+vVs Vgt Vy+ Vs, Vi+ Vet Vs
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Cada vector de Voronoi determina una cara 2-dimensional de V' (0). Por ende, la celda de
Voronoi tiene 14 caras, denotadas por Fg, donde S es un subconjunto propio de {0, 1,2,3}.

Las caras correspondientes a los vectores de Voronoi mencionados son:
Fo, Fi, Fy, I3, Foi, Foo, Fos, P2, Fi3, Fas,  Foie,  Fois,  Fos y Fios,

donde se resalta la correspondencia de los vectores de la superbase que se suman con los

subindices de los F'. Asi por ejemplo Fjs es la cara asociada al vector v; + vs.

El razonamiento a continuacion revela una caracteristica importante de los puntos que
pertenecen a una cara 2-dimensional de la celda de Voronoi y, al mismo tiempo, nos ayudara

a encontrar las y-coordenadas aumentadas de los vértices de la celda.

Consideremos el conjunto S = {0,1,2,3}\S. Segun lo establecido en el Teorema (1.11),
podemos concluir que Fg = —Fs, lo que implica que las caras 2-dimensionales Fg y Fg
son opuestas con respecto al origen. Adicionalmente, observamos que las caras adyacentes
Fi, Fz’l,Fijk,Fijl y Fi. En

consecuencia, las caras del tipo F; y sus opuestas tienen forma de hexdgono, ya que tienen

a Ij, es decir, aquellas que comparten una arista con Fj, son Fj;,
6 caras cada una de ellas es paralela con otra, a modo de ejemplo los vectores v;, v;; y
Vi = —V; estan en el mismo plano, es decir, las aristas que se generen de las intersecciones
de v; con v;; y de v; con v,y serdn paralelas. Ahora, en lo que respecta a la cara Fj;, notamos
que sus caras vecinas son Fj, Iy, Fijr vy Fij, lo que significa que las caras del tipo Fj; y sus

opuestas tienen forma de cuadrilatero. Esto se puede observar en la figura 1.5.

Sabemos que un vértice de la celda se define mediante la interseccion de tres caras, cada
una de las cuales es vecina de las otras dos. Por lo tanto, si denotamos a un vértice de V' (0)
con P;ji;, donde 75kl es un reordenamiento de 0123, entonces este vértice se define mediante

la interseccion de las caras F;, Fi; vy Fijp.

En resumen, para cada permutacién de {0, 1,2, 3}, obtenemos un vértice de la celda de
Voronoi, lo que significa que V(0) consta de 24 vértices. Ademds, tiene 8 caras con forma
de hexdgono y 6 con forma de cuadrilatero. Por lo tanto, para un lattice 3-dimensional A,

su celda de Voronoi es un octaedro truncado o permutoedro IIs.

Cada vértice pj;w = F; N Fj; N Fji, pertenece a los hiperplanos (1.1) de los vectores de
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Voronoi v;, v4j, Vi, por lo tanto se cumplen las ecuaciones:

2p V= Vz)

Vi + v+ vi)?

(

2p - (vi+vy) = (vi +V])
2p'(Vi+Vj+Vk) (
(

2p - v; = (vy)%

Podemos darnos cuenta que del lado izquierdo de estas igualdades van quedando las y-

coordenadas del vértice, entonces podemos tener que:

2y; = (vi)°
2-(yi+y;) = (vi +v;)?
2-(yi+y; +y) = (Vi +Vj +vi)?
2.y, = (v)2

En consecuencia, por el Proposicién (1.12), las y-coordenadas aumentadas del vértice P;jx

SO

1

vi=g (pij + pir + Dir)
1

Y; = 5( —pij + Djk + Pit)
1

Yk = 5( Pik — Pjk + Dii)
1

Y = 5( —Dit — Dji — ki) -
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3210

Figura 1.5: Representacién de la celda de Voronoi en R? con los vértices etiquetados con
elementos de S,

Adicionalmente, la matriz de Gram del lattice es de la forma:

Po1 + P12 + P13 —P12 —P13
A= —D12 Po2 + P12 + P23 —P23
—P13 —D23 Poz + P13 + P23

Luego, su determinante esta dado por:

A =po1DP02P03 + Po1Po2P13 + Po1Po2P23 + Po1PosP12 + Po1PosP2s + Po1Pi2P13 + Po1Pi2P23
+ Po1P13P23 + Po2Po3P12 + Po2P03P13 + Po2P12P13 + Po2P12P23 + Po2P13P23 + Po3P12P13
+ Po3P12D23 + Po3P13P23-
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1.6.2. Calculo de la constante de cuantizacion en dimensién 3

Nuestro objetivo es encontrar la férmula de la constante de cuantizacién para lattices en
R3 en términos de sus pardmetros de Selling. Asi las cosas consideremos un lattice tridi-
mensional A con superbase obtusa estricta B = {vg, v, Ve, v3}. Para lograr esto, primero
necesitamos calcular el segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi centrada
en el origen V' (0). Comenzaremos realizando una particién de esta celda en simplices, con
el fin de utilizar el Teorema (1.16) y la férmula (1.4), dividiendo el problema “dificil” de
calcular el el segundo momento de un permutaedro, en varios problemas “faciles” calculando

los segundos momentos para simplices.

La celda de Voronoi tiene forma de octaedro truncado ver Figura 1.5. Podemos dividir cada
cara hexagonal en 6 tridngulos que tienen como vértice comun el centro de la cara y se
unen al origen. Esto genera 6 tetraedros en relacién con cada cara hexagonal. Aplicando

este procedimiento a todas las caras hexagonales, obtenemos un total de 48 tetraedros.

Ademas, cada cara con forma de cuadrilatero se puede dividir en cuatro triangulos con el
centro de la cara y el origen como vértices comunes. Esto genera 4 tetraedros en cada una
de estas caras. En total, las caras con forma de cuadrilatero generan 24 tetraedros. Por lo

tanto, en la celda de Voronoi centrada en el origen, hay un total de 72 tetraedros.
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Figura 1.6: Particién en simplices de la celda de Voronoi.

Ahora, consideremos por ejemplo, la cara hexagonal F} y sea m; su centro. En esta cara,
uno de los seis tetraedros se forma con los vértices 0, my, P13 v P1230, que denotaremos
como Tip. Vamos a determinar las y-coordenadas de estos vértices. Las coordenadas de

0 son (0,0,0)”. Para m;, podemos observar que m; = %vl. Dado que las y-coordenadas

aumentadas de vy son (—po1, o1 + P12 + P13, —Pi2, —plg)T, podemos inferir que las de m;

son 5 ( Po1,Po1 + P12 + P13, —P12, —p13)T-

Utilizando el Teorema (1.16) y la técnica vista en (1.6.1), podemos decir que la inercia de

T1 esta dada por

1
@)

4
I(T) = 5I|m1||2 IP1asoll® + 7~ || Pr2osl* + o],

1
(4 )( ) @)
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donde

0:(0,0,0)
1
my : 5 (po1 + P12 + P13, —P12, —P13)
1
Vi20s © = (Po1 + P12 + P13, Po2 — P12 + P23, —Do3 — D13 — Da3)
2
1

V1230 - B (po1 + P12 + P13, Po2 — P12 + P23, Po3 — P13 — P23)

Utilizando (1.13) para calcular las normas y de nuevo el Teorema (1.16) para calcular el

volumen de T}, concluimos que

1
I(T12) :ZL()_A{A (6po1 + 3poz2 + Pog + 6p12 + 6p13 + 3pas)

— Po1Po2Po3 (3p12 + P13 + P23) — 3po1Pozp12 (P13 + Do3)
— Po1Pos (P12P13 + 4p12p2s + P13Pa3) — PozPos (4p1aP13 + Pr2p2s + Dispas)
— 3p12p13P23(Po1 + Doz + Po3) }

y el volumen de T}, es

1
24\/Zp03 (po2 + p23) (Po1 + p12 + P13) -

Aplicando este mismo proceso para los demds tetraedros, un tetraedro por cada arista de la

celda, y después sumandolos computacionalmente utilizando algoritmos en Sagemath, por
(1.6), tenemos

U(P)=>_U(T)=>_I(T)vol(T)

TeQ TeQ

Dado que sabiendo que G(P) = %Vol((;()ﬁz =1 L) omo hemos dicho, Barnes y Sloane

n vol(P)27)
[4], concluyeron el siguiente resultado.
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Teorema 1.17. [4] Sean p;; = —v; - v;, con 0 < i < j < 3 los parametros de Selling

asociados a una superbase obtusa de un lattice 3-dimensional A, y sean
(4) (3)
A= mepozpoza + ZP01P23 (Po2 + po3 + p12 + p13)
S1 = po1 + poz + po3 + p12 + P13 + P23

So = Po1P02P13P23 + Po1Po3Pi2P23 + Po2P03P12P13
(4)
K = ZP01P02P03 (p12 + P13 + pa3)

Entonces, la constante de cuantizacién de A es:

A8 425+ K

Gay(h) = =7 (1.13)

Utilizando este mismo proceso pero para lattices en dimensién 2 se puede calcular de manera
muy sencilla la constante de cuantizacién para estos lattices, esto debido a que la cantidad

de céalculos que se deben hacer son muchos menos que en dimension 3.

Proposicién 1.18. Sea A un lattice 2-dimensional con parametros de Selling asociados p;;,
donde 0 < 7 < j < 2. Si definimos a S1 = po1 + po2 + P12 ¥ K = po1poep12, entonces la
constante de cuantizacion de A esta dada por la siguiente expresion:

CAS + K

Ga(d) = = (1.14)

1.6.3. Constante de cuantizacién para lattice en dimension 4

En esta seccion, presentaremos algunos resultados sobre lattices de tipo I en dimensién 4,

que se encuentran en [17].

Es importante destacar que en todas las dimensiones hay lattices primitivos de tipo I, en
dimensién 2 y 3 es el unico tipo de lattices existente, en dimensién 4, ver [25], [7] hay 3
tipos primitivos de lattices, a partir de la dimensién 5, que tiene 222 tipos primitivos, [14],

la cantidad de tipos primitivos aumenta considerablemente en relacién con la dimension.
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En el trabajo de J. Veldsquez, se aplicé la técnica de Conway-Sloane [13] para describir la
celda de Voronoi en lattices 4-dimensionales. Uno de los objetivos de ese trabajo fue calcular
la constante de cuantizacién de un lattice A en R* en términos de sus pardmetros de Selling

reducidos. Para los lattices de tipo I en dimension 4 obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 1.19. [17](cap 4, pdg 85) Sea A un lattice de Tipo I en R* con parametros de

Selling reducidos p = [po1, Pog, - - - , P24, P34, entonces la constante de cuantizacién de A viene
dada por:
AS; + 2880 + KO
G(A) = ISAT (1.15)
donde
(10)
S = Zpip
(60) (12)
I
Sé )= Zpijpjkpklplmpmj + Zpijpjkpklplmpmia
(30) (60) (60)

KW = Zpijpjkpkipilpim + Zpijpjkpkipilpjm + Zpijpjkpkipilplm+
(12)
Z DijPjkPkiPimPmi-
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Capitulo 2

Descripcion de la celda de Voronoi

El Teorema (1.11) establece una correspondencia entre los vectores de Voronoi y los sub-
conjuntos propios S de {0,1,...,n}. Segun este teorema, cada vector de Voronoi vg estd

asociado a una cara (n — 1)-dimensional de la celda de Voronoi, que denotamos como Fg.

En este capitulo, exploraremos a fondo dicho teorema para generar informacion detallada
sobre las caracteristicas combinatorias de la celda de Voronoi. Estos resultados no solo
son significativos desde un punto de vista tedrico, sino que también son esenciales para
realizar los calculos necesarios para determinar la constante de cuantizacién. La informacién
derivada de este teorema sera fundamental para optimizar y reducir la carga computacional

en nuestras evaluaciones.

2.1. La celda de Voronoi para Lattices de primer tipo

y el permutaedro

Es interesante observar que existe una relacion simétrica entre los conjuntos S y su comple-
mento S = {0,...,n}\S. En particular, si consideramos los vectores correspondientes vg y
vg, podemos ver que vg es igual a —vg. Esto implica que las caras Fg y Fg son congruentes,

pero opuestas con respecto al origen 0.
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Observacion 2.1. Del trabajo de Voronoi [25] y de Conway [13], se tiene que si {vy, ..., v, }
es una superbase obtusa para un lattice de primer tipo, A, B son subconjuntos propios
distintos de {0, 1,...,n} entonces, F4 y Fp son caras vecinas (comparten una cara (n — 2)-

dimensional) de la celda de Voronoi centrada en el origen si y solo si A C B o B C A.

Esta idea permite presentar desde una perspectiva mas combinatoria una descripcion de la
celda de Voronoi en lattices de primer tipo. Para ello, estableceremos una correspondencia
entre los vértices de la celda de Voronoi y los elementos del conjunto S,,,1. Ademads, carac-
terizaremos los elementos que se encuentran en una de las caras de dimensién n — 1 de la
celda. Este razonamiento nos permitird una comprensién més profunda y estructurada de

la celda de Voronoi, resaltando las relaciones combinatorias en su geometria.

Con esta idea, en una celda de Voronoi de dimension n, se puede observar que un vértice p
es la interseccién de n caras vecinas de dimensién (n—1). En virtud de la observacién 2.1 los
subconjuntos con los que se han etiquetado estas caras forman una cadena de subconjuntos

Unicos estrictamente encajados. Esto nos esta diciendo que:

p="Fy N Fyypy NN Fogr (2.1)

siendo o = (0, ...,0,), donde o es una permutacién de {0,...,n}, donde por simplicidad

escribimos o - - - 0; en lugar de {og, -, 0;}.

Esta interseccion es unica para cada vértice, por lo tanto, cada vértice estd en correspon-
dencia biunivoca con las permutaciones del conjunto {0, ...,n}, es decir, los vértices de la
celda de Voronoi estan en correspondencia biunivoca con los elementos del grupo S,1. De
esta manera denotaremos un vértice dado por p = £, N Fyp0, N -+ N Fyy .., COMO Py, s

también como p, o incluso simplemente como o.

Nota. En adelante vamos a considerar que Fy,...,, representa unicamente los vértices de la

celda que estan en esta cara.

Observaciéon 2.2. Notemos que la (n — 1)-cara F,,...,, contiene a todos los vértices py,...0,,

cuyos primeros i + 1 subindices son un reordenamiento de (oy, ..., 0;), y que los siguientes
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(n — i) subindices son un reordenamiento de (o1, ..., 0,), es decir, los vértices

p ’ N /oy
9070941 %n

’ ’ ., . / ’
donde o - - - 0; es una permutacion de oq---0;, y de igual manera, o, -0, es una per-

mutacion de o;41 - - - 0.

Ejemplo 2.3. Para n = 3, sea L un lattice con superbase obtusa B = {vq, vy, vy, v3}.
Los vectores de Voronoi para L se obtienen al realizar la suma ) 4 vg donde S recorre los

subconjuntos propios de {0, 1,2, 3}. Asi pues, los vectores de Voronoi son:

Vo Vot+Vi Vog+Vi+ Vo

Vi Vog+Vy Vog+Vi+Vy

Vo Vg+V3 Vg+vVve+ vy

Vz Vi+Vy Vi+Vy+tvy
v+ V3

Vo + V3

a cada uno de estos vectores, y en consecuencia a cada subconjunto propio S de {0, 1,2, 3}, le
corresponde una cara 2-dimensional, F, de la celda de Voronoi. Por ejemplo, como resultado
de la Observacién 2.2, notemos que la cara Fyy que estd dirigida por el vector vos = v+ va,

dicha cara conti a los vértices cuyas etiquetas corresponden a:

0213, 0231, 2013, 2031.

De igual manera, los vértices en F) se corresponden con

1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320. (2.2)

y como ultimo ejemplo los elementos de Fj3, la cual es la cara opuesta de la cara F; debido

a que sus vectores de Voronoi correspondientes son opuestos, son

3201, 2301, 3021, 0321, 2031, 0231. (2.3)
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Al analizar las palabras en el ejemplo (2.2) y (2.3), podemos notar una correspondencia
estructural entre ellas: cada palabra tiene su permutacién inversa ubicada en la cara opuesta.
Esta similitud no es una coincidencia fortuita, sino que estd relacionada con la simetria

presente en la celda de Voronoi.

Este analisis nos conduce a un resultado clave, el cual se deriva de la observaciéon anterior y
establece una conexién directa entre la distribucién de vértices y la estructura (tamano) de

las palabras generadas por esta division. Lo cual se puede resumir en la Proposicién (2.4).

Proposicién 2.4. La cantidad de vértices en Fj,..,, en una celda de Voronoi de un lattice

de primer tipo es (i + 1)!(n — 7)!

Ahora, consideremos los vértices de dos caras (n—1)-dimensionales, Fy..o; y Fy...o; Vecinas,

por la Observacion (2.2) tenemos que los elementos de F,,..,, son todos los vértices

! !’ / 3
9070941 %n

donde o, ---0; sea una permutacién de og---0;, y de igual manera, o, b1 o, sea una
permutacion de oy -+ - 0,. Del mismo modo los vértices que estdn en la cara Fj ., son
todos los vértices

/

/ ! y
0939417 %n

/ / / / . .
donde o -0,y 0,0, sonunapermutaciones de o -0,y 041 - -+ 0y, TESPECtivamente.

Asf pues, si ¢ < j, entonces los vértices que estan en la interseccion Fy.p; N Fyy ..o, estdn

dados por

p / VAN /i ’
0000441700541 0p

d d / / / / ’ /
onae 0-0"'0-7:, 0-71_‘_1"'0-] y O-j+1“‘0-

, son una permutaciones de g0y, 0ip1--0; ¥

Oj41 -+ 0y Tespectivamente.

Vemos que el resultado de interceptar los vértices de dos caras (n — 1)-dimensionales a las
que pertenece o, son todos los vértices que se pueden generar con la division de o dos veces y

realizar las todas las permutaciones de los elementos dentro de cada uno de los tres bloques
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resultantes, el verde, el azul y el rojo. Esto nos conduce a la siguiente proposicién, la cual

es un analoga de la proposicién (2.4).

Proposicién 2.5. La cantidad de vértices en la interseccion de Fi,..,, v Foy...o; €n una

celda de Voronoi de un lattice de primer tipo es (i + 1)!(j —i)!(n — j)!

Por supuesto, el impulso que tenemos ahora es generalizar esta idea. Si queremos caracterizar
los vértices de una cara (n — k)-dimensional, debemos interceptar los vértices de k caras
vecinas dos a dos de dimensién n — 1, es decir, se deben escoger k£ subconjuntos Sy, ..., Sk_1
de U = {0, ...,n} de tal manera que estén encajados; sin perdida de generalidad asumamos
Sp C -+ C Sk_1 y con ellos generamos los correspondientes Fg,, ..., F's, ,, con esta cadena

de conjuntos podemos construir la siguiente particiéon de U

{507 Sl - SO7 ) Sk—l - Sk—27 U- Sk’—l}

De manera mas especifica, un vértice que pertenezca a la cara (n—k)-dimensional, resultante
de la interseccién de las caras Fy,, . .., Fs, _, se encuentra representado con un reordenamien-
to de los elementos en el conjunto {0, ...,n}, obtenido asi: los elementos se distribuyen en
k + 1 subconjuntos ordenados, siguiendo una disposicion tal que en el reordenamiento, los
primeros |Sy| elementos corresponden a un orden especifico de los elementos en Sy; poste-
riormente, los siguientes |S; — Sy| elementos son un reordenamiento del conjunto S; — Sy,
y este proceso se repite sucesivamente hasta que los tltimos |U — Sy_1| elementos sean un

reordenamiento del conjunto U — Si_1. A este conjunto de vértices lo denotaremos por

F(Byl|---|Bk_1|Bx) (2.4)

donde
BO = SOaBl = Sl - 507 s 7Bk71 = Sk*l - Sk*?) Bk =U - Sk*l-

Proposicién 2.6. Las caras k-dimensionales de la celda de Voronoi estan en corresponden-
cia biunivoca con las particiones ordenadas del conjunto {0,...,n}, en n —k+ 1 bloques no

vacios By, ..., Bn_k.
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Ahora bien, los vértices en la cara correspondiente a la subdivision en bloques By, ..., B, _x

estan dados por las n — k intersecciones de los conjuntos

FBOJ FBOUBl7 sy FBQUBT--UB,L,}N

es decir, resulta ser F'(By|B|- - |Bn_1-k)-

Corolario 2.7. Una cara k-dimensional de la celda de Voronoi de un lattice tipo I dada
por F(By|Bi| - |Bn_1-k) contiene |By|! - |By|!- - - | Bp_1_k|! vértices.

Ejemplo 2.8. Hablemos de las caras 1 y 2-dimensionales de la celda de Voronoi de un
lattice 3-dimensional L. consideremos la superbase obtusa B = {vq, v, Vo, v3} de L, asi los
vectores de Voronoi son obtenidos al realizar la suma ) ¢ vg donde S son los subconjuntos
propios de {0, 1,2, 3}.

= Las caras 1-dimensionales estan en correspondencia biunivoca con las particiones orde-
nadas del conjunto {0, 1,2, 3} en 3 bloques no vacios, se puede ver que necesariamente

uno de estos bloques tiene que tener dos elementos y los bloques restantes uno.

Supongamos que una de las particiones de U en tres conjuntos no vacios es { By, By, Ba},
Por ejemplo se pueden tomar los elemento de la particién como By = {2, 1}, By = {3}
y By = {0}, de esta particién salen 3! reordenaciones de los bloques que son unas
de las particiones ordenadas que estdn en correspondencia con las siguientes caras

1-dimensionales de la celda:

F(By|Bi|Bs)  F(Bo|Bs|B1)
F(B\|Bo|Bs)  F(Bi|Bs|By)
F(By|Bo|B))  F(Bs|Bi|By)

De esta manera el nimero de caras 1 dimensionales en la celda es
3!(s(4,3)) =66 = 36,

donde s(4, 3) es el nimero de Stirling de segunda especie de 4 en 3 que representa la
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cantidad de particiones posibles de un conjunto de 4 elementos en un tres bloques no

vacios.

Las caras 2-dimensionales estan en correspondencia biunivoca con las particiones or-
denadas del conjunto {0, 1,2,3} en 2 bloques no vacios, por tanto hay dos casos; uno
de ellos es que en la particiéon exista un bloque de tres elementos y el restante de 1, o

el otro caso que hayan dos bloques de dos elementos.

Supongamos que una de las particiones de U en tres conjuntos no vacios es { By, B1 },
Por ejemplo se pueden tomar los elemento de la particion como By = {2,1} y
B; = {0,3}, de esta particién salen 2! reordenaciones de los bloques que son unas
de las particiones ordenadas que estan en correspondencia con las siguientes caras 2

dimensionales de la celda:

F(By|B))  F(Bi|By)

De esta manera el nimero de caras 2 dimensionales en la celda es
21(s(4,2)) =27 =14,

donde s(4, 3) es el numero de Stirling de segunda especie de 4 en 2 que representa la
cantidad de particiones posibles de un conjunto de 4 elementos en un dos bloques no

vacios.

Los ntimeros de Stirling de segunda especie, denotados como s(m, d), se utilizan para contar

de cuantas formas diferentes se pueden dividir m elementos en d conjuntos no vacios. Son

utiles para problemas de conteo que implican distribuir objetos en grupos, sin importar el

orden dentro de los grupos, en este caso nos ayudan a contar la cantidad de caras de una

dimensién determinada en la celda.

La férmula general para los nimeros de Stirling de segunda especie:

sm,d) = 5 > (1) < ' )f“.

J
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Estos niimeros son una herramienta muy ttil en la descripcién que estamos haciendo y nos

conduce al siguiente corolario.

Corolario 2.9. La celda de Voronoi para un lattice tipo I en dimensién n contiene (n +

1—k)!(s(n,n+1—k)) caras k-dimensionales.

Siguiendo la Proposicion (2.6), estos vértices estdn en correspondencia con las subdivisiones
ordenadas de U = {0,...,n} en n 4+ 1 bloques ordenados no vacios. Dado que la cantidad
de bloques de la divisién coincide con la cantidad de elementos en U, cada bloque debe
contener solo un elemento. Por lo tanto, como se mostré anteriormente en (2.1), los vértices

pueden representarse como permutaciones del conjunto U.

Observacion 2.10. Siguiendo la misma observacién, podemos deducir que las caras de
dimensién 1 de la celda también estan relacionadas con las subdivisiones ordenadas de
U = {0,...,n} en n bloques ordenados no vacios. En esta instancia, es importante notar
que en la divisién debe existir un bloque que contenga exactamente dos elementos. Como
resultado, podemos afirmar que la representacion de los vértices como elementos de S,
en una cara de dimensiéon 1 difieren Unicamente en una transposicién de dos caracteres

consecutivos.

Con estos resultados vamos a presentar como ejemplo la descripcion asociada a la combina-
toria de la estructura de todas las caras en todas las dimensiones de la celda de Voronoi en

dimension 5.

2.2. Caracterizacion combinatoria de la celda de Vo-

ronoi para lattices de tipo I en dimension 5

Sean = 5y sea L un lattice con superbase obtusa B = {v, vy, Vg, V3, V4, V5 }, los vectores de
Voronoi son obtenidos al realizar las sumas ) |4 vg donde S recorre todos los subconjuntos
propios de {0,1,2,3,4,5,6}.
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2.2.1. Caras 0O-dimensionales de la celda

Los vértices de la celda son caras de dimension 0, como hemos visto, los podemos representar
como F(og|o1|oz|os|os|os) donde o; € {0,1,2,3,4,5,6}. Y por lo tanto existen (n + 1)!

vértices en la celda.

2.2.2. Caras l-dimensionales de la celda

Por otro lado las caras de dimension 1 de la celda de Voronoi estan en correspondencia con
las subdivisiones ordenadas del conjunto U = {0,1,2,3,4,5} en 5 subconjuntos disjuntos

no vacios.

Por la Observacién (2.10), las caras de dimensién 1 corresponden a segmentos de recta en
los cuales los vértices en los extremos se diferencian inicamente por una transposicién de

dos elementos consecutivos. Esto se ilustra claramente en la siguiente figura.

000201030405 000102030405
@ o

Figura 2.1: Ejemplo de cara 1 dimensional de la celda de Voronoi,donde
o, €{0,1,2,3,4,5,6}.

De esta manera el nimero de caras 1 dimensionales en la celda es

51(s(6,5)) = 120 15 = 1800.

2.2.3. Caras 2-dimensionales de la celda

Las caras de dimensién 2 de la celda de Voronoi estan en correspondencia con las subdivi-
siones ordenadas del conjunto U = {0,1,2,3,4,5} en 4 subconjuntos disjuntos no vacios.
Lo cual nos indica que en las particiones pueden pasar dos cosas, tener un conjunto de 3

elementos y tres conjuntos de 1 elemento o tener dos conjuntos de 2 elementos y dos de 1.
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012354 021354 014235 014325

012435 013425

@ ®
012345 021345
012345 013245

Figura 2.2: Ejemplo de dos caras 2-dimensionales de la celda de Voronoi, F'(0|12|3]|45) y
F(0]1|234]5) respectivamente.

2.2.4. Caras 3-dimensionales de la celda

Hablemos ahora de las caras tridimensionales de la celda de Voronoi. Siguiendo la Observa-
cién (2.6), estas caras estan relacionadas con las particiones ordenadas de U en 3 bloques.
En consecuencia, existen tres posibilidades para lograr esto. A continuacién, presentaremos

un ejemplo de cada una de estas posibilidades y la estructura grafica resultante.

La primera posibilidad implica que el conjunto U se divide en tres subconjuntos, cada
uno con dos elementos. En otras palabras, los vértices en una cara tridimensional con esta

caracteristica se pueden representar como F'(o¢oy|0203|04075).
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102354
103254

012354

013254

102345

012345

013245

Figura 2.3: Ejemplo F'(01]|23|54) de cara tridimensional de la celda de Voronoi.

La segunda posibilidad implica tomar un subconjunto de tres elementos, otro de dos ele-
mentos y finalmente uno de un elemento. De esta manera, los vértices en una de estas caras

pueden ser de la forma F(ogoy03|03|0405) y obtenemos una cara asi:
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210354

120354

201354

102354

201345

102345

021345

012345

Figura 2.4: Ejemplo F'(012|3]|54) de cara tridimensional de la celda de Voronoi
Por tltimo, la ultima posibilidad para realizar esta division de U en subconjuntos no vacios
es tener un conjunto de 4 elementos y el resto de conjuntos de un elemento. Por ejemplo, la

siguiente figura muestra una de estas caras con esta estructura, y los vértices estan dados

por: F(ogo10203|04]05).
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031245 301245

302145

Bl —

013245

310245

7
023145
320145
\
012345 € >
4
x 130245
- 103245
\
\
" aaaaaaaa
e 321045
&
102345 -

~
201345
\

\
\

123045
120345
210345 213045

Figura 2.5: Permutaedro como ejemplo de cara tridimensional de la celda de Voronoi de

dimensién 5, F'(0123|4/5).

2.3.

Hasta este punto, hemos obtenido un conocimiento valioso sobre el comportamiento de los
vértices en la celda de Voronoi y también sobre las caracteristicas de sus caras. Sin embargo,
esta ha sido una presentacién netamente combinatoria, nos enfocaremos en una presentacion
especifica vectorial de los vértices en la celda de Voronoi en funcién de los parametros de
Selling del lattice. Esta presentacion nos permitira comprender aiin mas los aspectos de esta

estructura geométrica y revelar posibles patrones y propiedades que puedan estar ocultos
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en su configuracion.

2.3.1. Vértices de la Celda

Como hemos visto cada vértice pyy..oy, = Foy N Foyoy N -+ N Fyyoo,, 4, Pertenece a los
Hiperplanos (1.1) de los Vectores de Voronoi vy, Voo, s - - - s Voo, » DOT 10 tanto se cumplen

las ecuaciones:

2p * Voo = (V00)2

2p Voo = (V0001)2

2P Vogoy = (Vao-~~an71)2

_2p : VU'rL = (‘fo'n)2

Podemos darnos cuenta que del lado izquierdo de estas igualdades van quedando las y-

coordenadas del vértice. Y restando ecuaciones consecutivas finalmente obtenemos:

2y, = (Voo)z

2y01 = (VUO + V01)2 - (Vﬂo)z

2y0¢ = (VUO T+t VCU)Q - (VG'O Tt VUi—l)Z

2y0’n71 - (VUO +oeeet V0n71>2 - (VUO T+t V0n72>2

—2Yo, = (Vo ) 2
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Veamos la coordenada

2y, = (Vop + -+ Vo'i>2 — (Voo + -0+ + VUi—1)2

= (Voo Vo) +2(Voy + -+ Vo) Vo, + V2, — (Vo + -+ Vo, )

- 2(VUO Tt V0i71) * Vo, + Vgi
= _QZpajm +V§iu

Jj<i

por la Proposicién (1.12) tenemos que v2 = Zgj 4o, Poioy» PO tanto

2yo‘¢ = _2zp0j0¢ + Z Poio;-

1<t 0;#£0;
Asi concluimos el siguiente resultado.
Proposicién 2.11. Sea o € 5,41, un vértice de la celda de Voronoi, tal que o = (09, 01, . .., 0y),
con o; € {0,1,...,n} y 0 < i < n. Entonces, la coordenada o; de las y- coordenadas au-
mentadas del vértice o estan dadas por:
1 1 o 1 1
Yo, = _5 ;paiaj + Ej;lpaioj = _5 Poilooai_1 + 5 Poiloiv1on> (25)

donde Po,o; = Dojo;-
Observacion 2.12.

» El término p,,,, aparece en dos de las coordenadas del vértice dado por o, en la

coordenada o; y 0;.
» El signo de p,,0, en cada coordenada depende de si o; > 0; 0 si g; > 0.

Definicién 2.13. Sean o0;,0; € {0,1,...,n} y 0; < ;. A los vectores que sus compo-

nentes son cero, excepto en las posiciones o;, 0, las cuales le corresponden p,, o, ¥ —Po,.0;
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respectivamente, se denominaran vectores principales y los denotaremos por €., 0 €40,

Haciendo uso de la Observacién (2.12) y la Definicién (2.13), podemos notar que las y-
coordenadas de los vértices de la celda de Voronoi se pueden expresar en términos de los
vectores principales, es decir, como la suma de todos los vectores principales é,,,, multipli-

cado por el signo de o; — 0;, esto es:

1
P(U) = 5 Z Sg(O'j - 0'1) eaia'ja (26)
1<J

donde sg es la funcién signo.

Ejemplo 2.14. Sea n = 2, entonces tenemos 3! vértices etiquetados con permutaciones de
{0,1,2}. En particular, consideremos la permutacién o = (2,0, 1). Entonces, la descompo-

sicién del vértice en términos de los vectores principales es:

1 1 1
P(2,0,1) = 589(0 —2)ep2 + =sg(1 — 0)eoy + 539(2 — 1ess

2
1 1 1
= —5602 + 5601 - 5612
— 0
Do2 1 Po1 1
=75 0 + 5| “Pu [ T35 D12
—Po2 0 —Pi12
- 1 Po1 — Po2
~ 9 —Po1 — P12
Po2 + D12
2.4. Aristas de la celda
Ejemplo 2.15. Consideremos la dimensiéon n = 5, y un lattice con superbase obtusa

{vo, V1, V2, Vs, vy, v5}, los vértices que estan en F(5|2]43|0[1), que son los vértices de una
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cara 1- dimensional de la celda de Voronoi del lattice son

P(524301) = 5(601 — €g2 — €03 — €4 — €05 — €12 — €13 — €14 — €15
+ €93 + €24 — €25—C34 — €35 — €45)
P(523401) = 5(601 — €02 — €03 — €o4 — €05 — €12 — €13 — €14 — €15

+ €93 + €94 — €a5+€34 — €35 — €45).

Podemos notar que solo cambia de signo el vector principal e34, con esto en mente, la arista

que va del vértice 523401 al vértice 524301 esta dado simplemente por

P(523401) — P(524301) = e

Por otro lado, el baricentro de esta cara, esta determinado por la mitad de la suma de estos

dos vértices por lo tanto, pasa lo contrario que lo hecho anteriormente

P(523401) + P(524301) = €91 — €p2 — €p3 — €p4 — €05 — €12 — €13

— €14 — €15 + €23 + €24 — €95 — €35 — €45

Una de las ideas destacadas en el ejemplo anterior resulta especialmente interesante, ya que
senala la existencia de una relacién entre los vectores principales y las aristas de la celda de

Voronoi. Ahora exploraremos este concepto de manera mas general.

Consideremos un lattice L de primer tipo en R". Segun la Observacién (2.10), las caras
1-dimensionales de la celda de Voronoi contienen exactamente dos vértices ubicados en
sus extremos. Lo interesante aqui es que estos dos vértices solo difieren en una trans-
posiciéon de dos elementos consecutivos. Supongamos que estos vértices se denotan como
O = 09+ 0;0;41" 0, y 0 = 0g--+04410; -+ 0p, donde la unica diferencia radica en la

transposicion entre o; y 0;41. Con esta observacion en mente, por la ecuacién (2.6), tenemos
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1
P(o) == E 59(0j — Ok) €opo; + 3
k<j,

kA,
jAit1

P(o') == E 59(0; — Ok) €apo; +
k<j7
J#i,
k£i+1

Sg(o-i+1 - Ui)60i0i+1 )

1

isg(Ui - Oi+1)60'i0'i+17

El signo del vector principal €,,,,,, es diferente para cada vértice, asi que.

P(al) - P(U) = Sg(0'1~+1 - O'i)ecn'oiﬂ

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que o; < g;41. Al ordenar adecuadamente la resta,
aseguramos que 0,11 — 0; > 0. De esta manera, obtenemos una caracterizacion vectorial de

las aristas con los vectores principales de la celda de Voronoi.
Podemos notar que la cara 1-dimensional determinada por estos vértices se representa como:
F(Bo|Bil---|Bi| - |Bn)

donde By = {00}, B1 = {01}, ..., B = {04,0441}, ..., Bn_1 = 0,,. Entonces el baricentro de

cada arista se puede expresar como:

1 1
é(P(g’) +P(o)) = 5 Z 59(0j — Ok) €opo, (2.7)
k;<.j7
ki,
J#£i+1
1
S Z 59(0j — Ok) €opo; — 5 Z Z 59(0j — Ok) €oyo, (2.8)
k<_] B; k)<],
ok,0;€B;
= —Z Z 59(0j — Ok) €oyo, (2.9)
I<m op€By,
O‘jEBm

43



Nota. En adelante vamos a denotar como ecyc,, donde Cy y € son subconjuntos disjuntos
de U =10, ...,n} al vector

Ccolcy = Z Sg(aj — o) Coraj

or€Co,
0;€C

Entonces (2.9) se puede ver como:

1
5 > enp,.- (2.10)

I<m
Observacion 2.16. Podemos notar que la coordenada ¢ de ecy)c, estd dada por:
" pijc, sit € Cy,
= —pjjc, sii e Ch,
= 0 por 0 en otro caso.

» Ademds, si sumamos las coordenadas de ecy|c, dadas por el conjunto Cy U C} tenemos
como resultado 0, y si sumamos las coordenadas indexadas por el conjunto Cy (C4

respectivamente) vamos a tener como resultado peyic, (—Pcyjc, respectivamente).

Como predmbulo podemos decir que la expresién (2.10) representa la suma pero solo to-
mando en cuenta los términos que se obtienen entre dos elementos los cuales viven en
bloques diferentes, en otras palabras, captura las contribuciones de los vectores principales

que conectan elementos de distintos bloques de la particion.

Por otro lado, la expresién con signo — de (2.8) representa la suma pero solo de los términos
obtenidos por dos elementos dentro de un mismo bloque, es decir, captura las contribuciones

de los vectores principales que conectan elementos de un mismo bloque de la particién.

En la celda de Voronoi existen muchas aristas iguales, es decir, dadas por el mismo vector

n+1
2

son, la cantidad de posibilidades de hacer transposicién de dos elementos consecutivos en

principal, incluso podemos decir que existen ( ) aristas diferentes en la celda, las cuales
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una reordenacién cualquiera de el conjunto {0,1,...,n}.

Por otro lado, podemos calcular cuanto mide cada arista, esto es, calcular las normas de
los vectores principales. De la Definicién (2.13) recordemos que el vector principal e;;, con
1 < j, estd dado por un vector desde la componente 0 hasta la componente n para el cual
sus posiciones 0,05, las cuales le corresponden p,, o, ¥ —Po,,s; respectivamente. Utilizando

la Proposicién (1.13) obtenemos:

leij] = pij NG

Ejemplo 2.17. Para asentar las ideas, vamos a presentar como ejemplo los vértices que son

adyacentes al vértice 140253, esto puede ser representado graficamente como sigue

104253

142053
410253

140523 140235

Figura 2.6: Vértices adyacentes al vértice 140253

Por otro lado, por ejemplo las y-coordenadas del vértice 012345 y del vértice 012435 segun
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(2.6) de manera explicita son

1
P<012435) = 5(601 + €g2 + €03 + €04 + €05 + €12 + €13 + €14 + €15
+ €93 + €24 + €95 — €34 + €35 + €45)

Po1 + Po2 + Po3 + Poa + Pos
—Po1 + P12 + P23 + Pia + P15
—Po2 — P12 + P23 + P2as + Pas
—Po3 — P13 — P23 — P34 + P35
—Po4 — P14 — P24 + P34 + Pas
—Pos — P15 — P25 — P35 — P45

N | —

1
P(012345) = 5(601 + €02 + €03 + €04 + €05 + €12 —+ €13 —+ €14 —+ €15

+ eg3 + €94 + €25 + €34 + €35 + €45)

Po1 + Po2 + Po3 + Poa + Dos
—Po1 + P12 + P23 + Pia + P15
—Po2 — P12 + P23 + P2s + Pas
—Po3 — P13 — P23 + P34 + P35
—Po4 — P14 — P24 — P34 + Pas
—Pos — P15 — P25 — P35 — P45

N —

El baricentro de la cara que definen estos dos vértices segun (2.10) explicitamente esta dado

por
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Ba(F(0[1]2|43]5)) = (P(012435) + P(012345))
25(601 + €02 + €03 + €04 + €05 + €12 + €13 + €14 + €15
+ eg3 + €24 + €25 + €35 + €45)

Po1 + Po2 + Po3 + Poa + Pos
—Po1 + P12 + P23 + Pi1a + Pis
—Po2 — P12 + P23 + P24 + P25

—Po3 — P13 — P23 + D35
—Po4 — P14 — P24 + Das
—Pos — P15 — P25 — P35 — P45

DO | —

Es interesante notar que esta idea nos permite contar todas las aristas de la celda de Vo-
ronoi. Dado que tenemos 6! vértices en total, cada vértice esta conectado a otros 5 vértices
adyacentes. Sin embargo, debemos considerar que cada vértice en el extremo de una aris-
ta se cuenta dos veces. Por lo tanto, el nimero total de aristas en la celda de Voronoi es
6! x g = 1800. Esto coincide con la estrategia que desarrollamos previamente para contar

las aristas, como se menciono en 2.9.

Esta observacion nos proporciona una forma eficiente de calcular el niimero total de aristas
en la celda de Voronoi, y refuerza la relacién entre la combinatoria y la geometria que

estamos explorando en nuestro trabajo.

2.5. Caras de dimension 2 de la celda

Como vimos en la Proposicién (2.6), cada cara dos dimensional de una celda de Voronoi
para un lattice de primer tipo en R", esta en correspondencia con una particién ordenada
de {0,...,n} en n — 1 bloques. Lo cual nos indica, como en (2.2.3), que en las particiones
pueden pasar dos cosas, tener un conjunto de 3 elementos y n — 2 conjuntos de 1 elemento

o tener dos conjuntos de 2 elementos y n — 3 de 1. Esto se puede apreciar en el ejemplo
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escogido que se muestra en la siguiente figura.

012354 €10 021354 023415 €31 024315
< ™

€13
€14

€45 ° €45 023145 024135

€14

€13

012345 '4 Ty '021345

021345 021435

€34

Figura 2.7: Caras 2 dimensionales

Aqui se puede ver que, las y-coordenadas de los baricentros By y By, se encuentran con la
suma de uno de los vértices de la cara del respectivo baricentro con la mitad de sumas o
restas de los vectores principales involucrados en las aristas de estas caras, estos vectores

acompanados de un signo conveniente.

Por ejemplo, podemos llegar al baricentro By sumando el vértice P(021345) con 3 (e12 —es5),

explicitamente:

1
Ba(F(0[21[345)) = P(021345) + 5 (e12 — ex5)

= —(ep1 + €o2 + €03 + €04 + €05 — €12 + €13 + €14 + €15

2
+ €23 + €24 + €25 + €34 + €35 + €45) + %(6’12 — €45)
Po1 + Doz + Po3 + Posa + Pos
—Po1 + P13 + P14 + Pis
1 —Po2 + P23 + DPaa + Pos
2 —Po3 — P13 — P23 + P34 + P35
—Po4 — P14 — P2a — P34

—Pos — P15 — P25 — P35
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Notemos que, los indices de los vectores principales, e15 v e45, que se sumaron al vértice
P(021345), representan las transposiciones que se deben hacer en la permutacién que de-
termina a dicho vértice 021345 para llegar a su vértice opuesto P(012354) en F'(0]|21|3]45)

con relacion al centro de la cara, es decir el baricentro buscado.

Calculemos ahora este mismo baricentro utilizando la formula (1.5) para comprobar que se

obtiene el mismo resultado

1
Ba(F(0[21[3]45)) = (P (021345) + P(012345) + P(012354) + P(021354))
= 5(601 + eg2 + €3 + €oa + €05 + €13 + €14 + €15 + €23 + €24 + €95 + €34 + €35)
DPo1 + Po2 + Po3z + Pos + Pos
—Po1 + P13 + P14 + P15
—Po2 + P23 + P24 + Pos
—Po3 — P13 — P23 + P34 + P35
—Po4 — P14 — P24 — P34
—Pos — P15 — P25 — P35

DO | —

Notemos que F'(0[12|3]|45) representa los vértices en la cara determinada por la particién
By ={0}, By ={2,1}, B; = {3} y By = {4,5}. De este modo, como en (2.10), el baricentro

también se puede ver como

1
5 ZeBl|Bm'

l<m

Lo cual estd sumando solo las contribuciones de los vectores principales e;; generados por

indices que viven en diferentes bloques.

De la misma manera se puede hacer el mismo proceso para el otro caso de cara dos di-
mensional. Por ejemplo, podemos llegar al baricentro By sumando el vértice 023145 mas

%(613 — e14 — €34), explicitamente como sigue:
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1
Ba(F(0\2|143|5)) = P(023145) + 5(813 — €14 — 634)

= 5(601 + €02 + €03 T €ps + €05 — €12 — €13 + €14 + €15

1
+ €93 + €94 + €25 + €34 + €35 + €45) + 5(613 — €14 — €34)

Po1 + Po2 + Po3 + Poa + Pos
—Po1 — P12 + P15
—Po2 + P12 + P23 + P2s + Pas
—Po3 — P23 + P35
—Poa — P24 + Pas
—Pos — P15 — P25 — P35 — P45

N | —

De nuevo, los indices de los vectores principales que se sumaron al vértice, ey3, €14 v €34,
como debe ocurrir, representan las transposiciones que se deben hacer en el vértice 023145
para llegar a su opuesto 024135 en F'(0|2]|143]5), es decir, el vértice también en F'(0]2]143|5)

tal que su suma con 021345 de como resultado el centro de la cara, es decir, el baricentro.

Y se puede calcular este mismo baricentro utilizando la formula (1.5) y se comprueba que

1
5 ZeBl|Bm'

l<m

tienen el mismo resultado.

que de nuevo, estd sumando solo las contribuciones de los vectores principales e;; generados

por indices que viven en diferentes bloques.

Estos ejemplos proporcionan una intuicién clave sobre como podemos calcular el baricentro
de manera general en cualquier cara y en cualquier dimensién. Ademas, nos ayudan a

identificar qué vértices son opuestos en cada cara.
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2.6. Caras k-dimensionales de la celda

Definicién 2.18. En una celda de Voronoi correspondiente a un lattice de primer tipo, el
vértice opuesto o’ de un vértice o en una cara de dimensién k se define como aquel vértice

tal que la semisuma %(O’l + o) resulta en el baricentro de la cara mencionada.

Teorema 2.19. Sea L un lattice de primer tipo y sea F una cara k-dimensional de la celda
de Voronoi, correspondiente a la particién ordenada By, By, ..., B,_1- de U = {0,1, ...,

n}, entonces el baricentro de F en y-coordenadas aumentadas estd dado por

Ba(F) = %Z Z 59 (05 — Ok) €o0; = %Z €By|Bum s

I<m op€By, I<m
O'jEBm

donde sg (o — 0;) es la funcién de signo, igual a 1 si o, > 0; y —1 si 0} < 0.

Demostracion. Consideremos F, la cara k-dimensional de la celda de Voronoi, correspon-
diente a la particién ordenada By, Bi,...,B,_1 de U = {0,1,...,n}. Sabemos que el

baricentro de un politopo se define como el promedio de sus vértices, es decir,

1 m
Ba:E;Vh

donde m es la cantidad de vértices en el politopo y v; son los vértices. En nuestro caso,
el baricentro de la cara F se calcula de la misma manera, pero considerando m = |By|! -
|By|!- -+ | Bp—1-k|!. Recordemos que los vértices estan representados por un reordenamiento
de {0,...,n} en n—1—k subconjuntos ordenados. Estos subconjuntos se organizan de forma
que los primeros |By| elementos corresponden al orden especifico de By, seguidos por |B|
elementos reordenados de By, y asi sucesivamente hasta que los tltimos | B, _1_x| elementos

sean un reordenamiento de B,,_1_.

De esta manera, las y-coordenadas de todos los vértices o, denotados como P (o), se expresan

Ccomao:
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1
P(o) == Z 59(0j — 0i)€s,0;;

0;<0;

en F. Observamos que cada contribuciéon de los vectores principales, representados por
indices 03, 0; que pertenecen a bloques diferentes, tienen el mismo signo, ya que los bloques
tienen un orden especifico. Dado que hay m vértices, hay también m contribuciones idénticas

de estos vectores principales. Asi, el baricentro de F se puede expresar como:

aF) =SS S sl e+ | my S0 S s0(0; — ke, | (211)

B; BESB Br<Bj I<h akegl,
o;E€EB)

Donde Sp, es el conjunto de permutaciones del conjunto B;, y B, 8; € 8. Notamos que la
expresion anterior (2.11) ya nos proporciona el resultado del teorema. Solo resta demostrar

que

oD > 598~ Bess, = 0. (2.12)

B; BESE,; Br<B;

Podemos observar que (2.12) representa la suma de las contribuciones de todos los vértices
de los vectores principales, los cuales tienen indices pertenecientes al mismo bloque de la

particion. Esta suma tiene en cuenta todas las permutaciones dentro de cada bloque.

Sin pérdida de generalidad, demostraremos para B; que

Z Z 59(Bj — Br)es.s; = 0.

BESE,; Br<Bj

Es necesario que |B;| = r > 1, para que se puedan seleccionar dos indices y generar un

vector principal. Tomemos 5 = By--- ;- ;- fr—1 € Sp,. De esta permutacién se genera
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el vector principal sg(8; — fi)es,s;, €l cual estd incluido en la suma mencionada. Por otro
lado, la permutacién (5;8;)8 = Bo--- B, -+ Bi - - - fr—1 también estd en Sp, porque este consta
de todas las permutaciones de B;. Por lo tanto, también esta presente el vector principal
59(Bi — Bj)ep,p, en la suma, lo que significa que este vector principal se cancela. Este proceso
es repetible para cualquier par de elementos de cualquier permutacion de B;, lo que nos

lleva a concluir que

Z Z Sg(ﬁj - 6k)€ﬁkﬂj - 07

BESE; Br<B;

y, finalmente,

Ba(F) = %Z Z 59 (05 — Ok) €o0; = %ZGB”BW

I<m op€By, I<m
O'jEBm

]

El grupo simétrico S,, es el conjunto de todas las permutaciones posibles de un conjunto con

m elementos. Una permutacién simplemente implica una reorganizaciéon de estos elementos.

Regresemos a F, la cara k-dimensional de la celda de Voronoi, asociada con la particion
ordenada By, By,...,B,_1—x de U = {0, 1,...,n}. Desde la perspectiva de S,,, un vértice o
puede ser representado por la concatenacién en orden de las palabras obtenidas a partir de

las permutaciones op, con op, € Sp., para cadai € {0,1,...,n+ 1 — k}. Asi,

0 = UBO||JBll| T ||O-Bn+17k7

donde || denota la operacién de concatenacién de palabras.

Dado que S,, es un grupo, cada permutacion tiene su inversa. El inverso de una permutacién
es aquella que deshace los intercambios realizados por la permutacién original. Por ende, si

o es una permutacién en S,,, su inversa, denotada como o, se define como la permutacién
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que deshace los intercambios realizados por o. Especificamente, si ¢ = 0105...0,,, donde

o; es el elemento en la posicién 4, entonces su inversa o~ ! estd dada por:

ol = OmOm—1-..-02071.

Tomando en consideracion este concepto, el siguiente resultado demostrara la relacion entre
los vértices opuestos en una cara de la celda de Voronoi y los inversos en el grupo simétrico.

Corolario 2.20. Sea L un lattice de primer tipo en R" y sea F una cara k-dimensional de la
celda de Voronoi, correspondiente a la particién ordenada By, By, ..., B,_1_x de U = {0, 1,
., n}, entonces, dado un vértice o = op,||op,||---||oB,,, ,, su opuesto en la cara F,

denotado por opg(0), esta dado por

opr(0) = apllop |-+ llog., -

-1 .
Donde o es el inverso de op, en Sg,
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Capitulo 3

Calculo de la constante de

cuantizacion

La metodologia para calcular la constante de cuantizacion en dimensién 5 en este capitulo
se basa en la técnica que se presenté en la Seccién (1.6). En ese capitulo, particionamos la
celda de Voronoi en simplices. La idea central es dividir la celda de Voronoi en estas piezas

mas manejables y calcular su inercia y su volumen.

Este proceso de descomposicion nos permite calcular el segundo momento no normalizado
para cada uno de estos simplices. El segundo momento no normalizado es esencial para
determinar la constante de cuantizacion, ya que solo restaria dividir este segundo momento
por una potencia especifica del volumen. La idea es calcular la contribucién de cada simplex
y luego sumar todas estas contribuciones para obtener el segundo momento no normalizado

de la celda de Voronoi en su totalidad.

Una vez que tengamos el segundo momento no normalizado de la celda de Voronoi, podemos
calcular la constante de cuantizacion en el lattice. Esta construccién nos llevara a encontrar
patrones para asi dar una idea de como serfa una férmula generalizada para la constante de

cuantizacion que sea aplicable a cualquier lattice de primer tipo en cualquier dimension.
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3.1. Motivacion

Analizando las ecuaciones (1.14), (1.13) y (1.15), en primera instancia podriamos percibir
que no tienen relacién entre si. Sin embargo, es importante destacar que los coeficientes en
todas estas ecuaciones estan estrechamente relacionados con su dimension. Para destacar
que estas ecuaciones siguen un patron, vamos a representar cada término del numerador de

las ecuaciones, asi como el determinante, utilizando grafos.

Un grafo no dirigido es un tipo de grafo en el cual las aristas representan relaciones simétricas

y no tienen un sentido definido.
Formalmente, se definen por un par de conjuntos G = (V, E), donde:
s V # () es el conjunto no vacio de vértices o nodos.
» £ C{(a,b) € V xV} es el conjunto de aristas, tal que (a,b) = (b,a).

Un grafo es simple si a lo méas existe una arista uniendo dos vértices cualesquiera. De esta
manera, un grafo completo es un grafo simple no dirigido donde cada par de vértices esta

conectado por una arista.

n(n+1)
2

El grafo completo de n 4 1 vértices tiene aristas, y se denota con K, ;.

En este caso, siendo A un lattice con superbase obtusa B = {vg, vy ...,Vv,}, vamos a tomar
el grafo K, con vértices etiquetados con los elementos de B y se etiqueta la arista que

une a v; con v; con el pardmetro de Selling p;;.

Ejemplo 3.1.
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Vo — P01 — Vi

Figura 3.1: El grafo K5 etiquetado con los pardmetros de Selling e indices vectores de la
superbase obtusa.

Un arbol es un grafo en el que cualquier par de vértices estan conectados por exactamente
un camino, o alternativamente, es un grafo conexo sin ciclos. Sea GG un grafo simple. Un

arbol generador de GG es un subgrafo de G que es un arbol y contiene todos los vértices de

G.

El siguiente resultado se presenta sin demostracion y describe como calcular el determinante
en cualquier dimension de un lattice. Este teorema y su demostracion se pueden encontrar
en la Seccién 1.6 de [17].

Teorema 3.2. Sea A un lattice n-dimensional, y B = {vg, vy ..., v, } una superbase para
A. Si pijjg..t = Pij + pik + -+ i, con pij = —v;-v; para 0 < i < j < n. Entonces el

determinante del lattice, det(L), viene dado por:

T [viv,leT

donde T’ recorre todos los arboles generadores de K, 1 son los vértices etiquetados con B y

las aristas con p;;, y [v4, v;| denota la arista entre los vértices v; y v;.

Ejemplo 3.3. Un lattice en dimensién 3 con una superbase obtusa B = {vq, vy, Vo, v3},

tiene asociado el grafo completo
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D23
V3 ————— Va2

po3 P12

Po1 Vi

Figura 3.2: Kj.

Tiene grafos generadores que se pueden obtener de uno de los dos siguientes grafos.

Vi1 Vi Vi Pkl Vi
it Dik Djk
Vi Pij Vj Vi Pij Vj

Figura 3.3: Generadores de los arboles generadores de K. Variando 1, j, k,l en {0, 1,2,3}.

Entonces por el Teorema (3.2), cada uno de estos grafos corresponde a un sumando de:

det(A) =po1po2pos + Po1Po2p13 + Po1PosPi2 + Po2PosPiz + Po2Pospis+
Po1Po2P23 + Po1P12P13 + Po1Po3P2s + Po2P12P13 + Po3P12P13 + Po1P12P23+
Po1P13P23 + Po2P12P23 + Po2P13P23 + Po3P12P23 + Po3P13P23-

Por otro lado si tenemos un lattice en dimensién 5, que tiene superbase B = {vg, v, Vo, V3, V4, V5 },
entonces el grafo completo Kg con los vértices etiquetados con B y las aristas etiquetadas

con los parametros de Selling, tiene la forma
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Vo

V4 Vg

Figura 3.4: K.

Vo

Los arboles generadores son obtenidos por los siguientes grafos

Vo, Vog Voys = Vog
Voo Vo Vo Vo
Voo Vo, Voo = Vou

poo o1 pol 02p02 03p030'4po'4o'5 po'oo'l po'l 02190203])03 U4p(71 o5

Vo, Vog
Vog \ Vo,
Voo — Vou

pdodlp0102p0203p0104p0105

Vog Voo
Voo — Vou

p0001p0102p0203p0204p0105

Vos — Vog

N\

Vog

pUO o1 pal o9 p02 0317030—4170205

Vou Vo
Vos \ Voy
Voo — Vo

paoalp0102p0103p0104p0105

Figura 3.5: Generadores de los arboles generadores de K. Variando los ¢; con 0 < i < 5 en

{0,1,2,3,4,5}.
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De esta manera, en virtud del Teorema (3.2), el volumen del lattice en dimensién 6 es la

suma de todos los drboles generadores obtenidos de la Figura (3.5).

Asi, con esta informacion, disponemos de una herramienta poderosa para determinar el
volumen de un lattice sin necesidad de calcular explicitamente el determinante de la matriz
de Gram. Ademas, esta metodologia nos permite expresar el volumen de un lattice de forma

concisa y eficiente, evitando la necesidad de una escritura explicita.

A la luz de los arboles generadores y la representacién de términos dados por multiplica-
ciones de pardametros de Selling, el numerador de las ecuaciones (1.14), (1.13) y (1.15), si
cumplen un patrén, al menos en estas tres dimensiones, veamos que si tomamos a C; como
la representacion de la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de
los grafos que son arboles generadores del grafo completo a los cuales se les ha aniadido una

arista para formar un ciclo de longitud .

Ejemplo 3.4. Es decir, (5 representa la suma de todos los términos obtenidos de arboles

como los siguientes

P01P01P02P23 P01P02P02P03 P01P13P13P02

Figura 3.6: Ejemplo de algunos terminos de C'5 en dimensién 3.

(5 representa la suma de todos los términos obtenidos de arboles como los siguientes
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Po1P02P12P23 P01P02P03P13

Figura 3.7: Ejemplo de algunos términos de C'3 en dimensién 3.

Y como tultimo ejemplo en esta dimension, C; representa la suma de todos los términos

obtenidos de arboles como los siguientes

Po1P12P23P03 P01P02P12P23

Figura 3.8: Ejemplo de algunos términos de Cy en dimensién 3.

Con esta idea en mente, el numerador de las expresién (1.14), que es la constante de cuan-
tizacién para un lattice en dimensién 2, se puede expresar utilizando estos “ciclos” y queda

de la forma
B Cy +4Cs

Ga(h) = (3.1)

Por otro lado, con la misma idea pero ahora en dimensién 3, la ecuacién (1.13) se puede

expresar como

| Cy+4Cs +6Cy

Gs(A) 36A3

(3.2)
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No solo es interesante que también se puede expresar la constante de cuantizacién para
lattices de primer tipo en dimension 4 utilizando estos ciclos, sino que también lo es y mucho
mas, la confirmacion de un patrén que venian siguiendo las dos expresiones anteriores, la

expresién en dimensién (1.15) queda de la forma

Oy +4C5 4 6C, + 8C;

Gald) ASA5/4

(3.3)

El patréon que siguen las ecuaciones para la constante de cuantizacion es uno de nuestros
principales aportes en este trabajo, porque se convierte en nuestra conjetura para calcular la
constante de cuantizacion para lattices de primer tipo en cualquier dimensién, esta conjetura

esta enunciada como sigue.

Conjetura 3.5. Sea A un lattice de Tipo I en R™ con superbase obtusa B = {vy, ..., v, },
con parametros de Selling reducidos p;; con i, j en {0, ...,n} y determinante A, entonces la

constante de cuantizacion de A viene dada por:

_ 02 + 2 ZZ:Q ]CC]C+1

Gn(A) 12nAn+1/n Y

donde C; representa la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de
los grafos que son arboles generadores del grafo completo a los cuales se les ha anadido una

arista para formar un ciclo de longitud <.

La finalidad de el resto de este capitulo es demostrar que esta conjetura se cumple para
lattices de primer tipo en dimension 5, lo cual se convierte en el aporte mas importante de

este trabajo de investigacion.

3.2. Particion de la celda de Voronoi

Como hemos mencionado, vamos a presentar una particion de la celda de Voronoi en simpli-
ces, de manera general. Recordemos que un simplex es la envolvente convexa de un conjunto
de n 4 1 puntos distintos uy, ..., u,1; € R”. En este caso, estos puntos seran seleccionados

de la siguiente manera:
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» Fn primer lugar elegimos un vértice o = oyoq - - - 0, en la celda de Voronoi, para este

caso es la interseccion de las n caras C' = {F,,, Fooors s Fogon_1 )

= El vértice cero del simplex coincide con el centro de la celda, 0, que corresponde al
baricentro de la celda de Voronoi. Hacemos notar que el primer baricentro coincide

con Ba(F(U)), donde U = {0, 1,...,n} tal como se definié en (2.4).

= Kl vértice uno del simplex que estamos construyendo sera el baricentro de una de las
caras n — 1 dimensionales de la celda a la que pertenece el vértice. Especificamente,
tenemos n posibilidades de escoger esta cara. Llamémosla FUO...UTO, asi las cosas el

segundo vértice serd Ba(Fy,..., ), siendo 7o € {0,1,...,n — 1} .

s El vértice dos del simplex que estamos construyendo sera el baricentro de una de
las caras (n — 2)-dimensionales de la celda a la que pertenece el vértice, la cual estd
contenida en la cara previamente escogida [, . Sabemos que las caras (n — 2)-
dimensionales son la interseccién de dos caras (n — 1)-dimensionales. Por lo tanto,
necesitamos escoger otro elemento de C' diferente de Fy,..,, . Tal eleccion las podemos
hacer entre n — 1 posibilidades. Supongamos que esta cara es Fy,.... . Entonces, el

vértice dos del simplex es Ba(Fy,...;,, N Foy...0,, ), siendo 71 un elemento en {0,1,...,n—

13\ {70}
En general,

» Eli-ésimo vértice del simplex serd el baricentro de una de las caras (n—i)-dimensionales
de la celda a la que pertenece el vértice, la cual esta contenida en la cara obtenida en el
paso anterior: Fy..o, MFy..on N -NEyo.o . Dado que las caras (n—i)-dimensionales
son la interseccién de i caras (n— 1)-dimensionales, necesitamos escoger otro elemento
de C diferente a previamente elegidos para realizar la interseccion con la cara obtenida
en el paso anterior. Para lo cual tenemos n —i+ 1 posibilidades. Supongamos que esta
cara es FUO...gTi_l. Entonces, el i-ésimo vértice es Ba(FC,O...UT0 ﬂFGO...C,Tl n-- 'ﬂFamvn_l)

con 7;q §é {7'0,7'1, c. 77—1‘72}'

Note que el proceso anterior termina después de n cuando se llega al vértice o, que es el

baricentro de la cara O-dimensional, la cual es la interseccion de todos los elementos de C.
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Esto nos revela varias observaciones importantes. Primero, para cada vértice hay n! formas
de construir un simplex. Segundo, bajo esta construccién, no hay simplices repetidos; todos
son disjuntos, y su union resulta en la celda. Esto significa que la particién esta bien defi-
nida. Es decir, la cantidad total de simplices construidos siguiendo este procedimiento es el
producto de (n+1)!, que es el niimero de vértices, con n!, que es el nimero de simplices que
se pueden construir para un vértice dado. Finalmente, estos simplices se pueden etiquetar

con elementos de 5,1 X S,,.

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de simplices generados por la par-
ticién descrita y S,41 X S,. Una pareja ordenada (o, 7) en S, ;1 X S, representa los vértices
del simplex determinado por el proceso descrito en los items anteriores. Tomando o como
el vértice y 7 como el conjunto ordenado resultante {7y, 71,...,7;_2}, que representa los

baricentros resultantes en dicho proceso.

Ejemplo 3.6. Sea A un lattice en R3 con superbase obtusa B = {vq, V1, Vs, v3} entonces el

simplex asociado a la pareja (o, 7) = (2301, 210) esta delimitado por los siguientes vértices:

Vértice 0: este vértice esta determinado por el Ba(F(2301)) = 0, el cual es el baricentro
de la celda.

Vértice 1: ya que el primer elemento de 7 es 2 este vértice esta determinado por el baricentro
de la cara Fy3y ya que segun el proceso, se toman los indices desde la posicién 0 hasta la

posicién 2 del vértice, esto es

2Ba(F(230|1)) =—e€e19 —e13+ €en (3.4)
DPo1

_ —Po1 — P12 — P13 (3 5)
P12
P13

En general, en cualquier dimension, el vértice 1 estd siempre determinado por la mitad de

un vector de Voronoi.
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Vértice 2: ya que el segundo elemento de 7 es 1 este vértice esta determinado por el

baricentro de la cara Fysg N Fhs, esto es

2Ba(F(23[0[1)) = — e12 — €13 + €01 — €2 — €03 (3.6)
Po1 — Po2 — Po3
_ —Po1 — P12 — P13 (3 7)
P12 + Po2
P13 + Po3

Vértice 3: finalmente como es de esperarse ya que el ultimo elemento de 7 es 0 este vértice
esta determinado por el baricentro de la cara Fy39 N Fos M Fy, el cual es justamente el vértice

o, esto es

2Ba(F(2[3]0[1)) = — €12 — €13 + eo1 — €2 — €03 + €23 (3.8)
Po1r — Po2 — Po3
_ | ~Por— P12~ P13 (3.9)

D12 + Po2 + P23
P13 + Po3 — P23

Por lo tanto el simplex esta determinado por el conjunto de vértices

A(o,7) ={0,e12 — €13 + €o1, €12 — €13 + €01 — €02 — €03, €12 — €13 + €01 — €2 — €03 + €23}
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Ba(F(2[3/0]1) Ba(f(23/0/1)

Figura 3.9: Simplex A(2301, 210).

Ya que vamos a concentrarnos en dimensién 5 conviene presentar un ejemplo de la cons-

truccién de un simplex de dicha dimensién.

Ejemplo 3.7. Sea A un lattice en R5 con superbase obtusa B = {vq, Vi, Vs, V3, V4, Vs}
entonces el simplex dado por (o,7) = (234051, 32140) esta determinado por los siguientes

vértices:

» Vértice 0: este vértice estd determinado por el Ba(F(234051) = 0, el cual es el

baricentro de la celda.

= Vértice 1: ya que el primer elemento de 7 es 3 este vértice estd determinado por

el baricentro de la cara Fy349 ya que segun el proceso, se toman los indices desde la
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posicion 0 hasta la posicién 3 del vértice, esto es

2Ba(F(2340|51) = —e19 — €13 — €14 + €g1 + €95 + €35 + €45 + eg5 (310)

Este es el vector de Voronoi vy + v3 + vy + vg.

= Vértice 2: ya que el segundo elemento de 7 es 2 este vértice esta determinado por el

baricentro de la cara Fhsyg N Fhay, esto es

2Ba(F(234|0|51) = — €19 — €13 — €14 + €01 + €925 + €35 + €45 + €05

— €p2 — €03 — €p4

= Vértice 3: debido a que el tercer elemento de 7 es 1 este vértice estd determinado
por el baricentro de la cara Fhgyg N Fogy N Fhg, el cual es justamente el vértice o, esto

€S

2Ba(F(23|4|0|51) = —e12 — €13 — €14 + €01 + €25 + €35 + €45 + €05

— €02 — €03 — €o4 T €24 + €34

= Vértice 4: el cuarto elemento de 7 es 4 este vértice esta determinado por el baricentro
de 1& cara F2340 N F234 N F23 N F23405,

2Ba(F(23[4]0[5|1) = — €12 — €13 — e14 + €p1 + €25 + €35 + €45 + €05

— €02 — €03 — €o4 T €24 + €34 — €15
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= Vértice 5, finalmente como el ultimo elemento de 7 es 0 este vértice esta determinado
por el baricentro de la cara Fo349 N Fozq N Foz N Fozeos N Fy, el cual es justamente el

vértice o,esto es +20+

2Ba(F'(2|3]4]0|5|1) = — e12 — e13 — €14 + €01 + €25 + €35 + €45 + €03

— €02 — €03 — €o4 T €24 + €34 — €15 + €93

Por lo tanto el simplex esta determinado por el conjunto de vértices

A(U, 7) :{0, €2340|51, €2340[51 T €234]0, €2340/51 1 €234]0 + €23]4,

€9340[51 + €234/0 + €23)4 + €51, €2340[51 + €234/0 + €23)4 + €51 + €253}

Del Teorema (2.19) que nos dice que si tenemos a L un lattice de primer tipo y sea F
una cara k-dimensional de la celda de Voronoi, correspondiente a la particién ordenada
By, By, ...,By_1 de U = {0,1, ..., n}, entonces el baricentro de F en y-coordenadas
aumentadas esta dado por

1
Ba(F) = 5 Z eBl|Bm7

l<m

tomando el simplex como el conjunto ordenado de vértices A(o,7) = {dy,...,d,} donde
o= (00,...,0,) vy T = (T0,--,Tn1) €n Sp11 X Sp, el proceso para la obtencién de los

vértices de dicho simplex puede ser descrito de la siguiente manera.

Dado que el primer vértice dy del simplex es Ba(F,,...,,,) = 0 la particién de U = {0, ...,n}

correspondiente a esta cara es U mismo.
Por otro lado el segundo vértice d; del simplex es Ba(F5,..o,,) la particion de U es By =

{o0,...,0,} v B1 ={0r+1,...,00}, esto es

1
d, = Ba(F(By|B)) = 3€Bo|B
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Ahora, el tercer vértice dy del simplex es Ba(Fy,..., N Fyy..0, ), sin perdida de generalidad
supongamos que 7y < 71, la particién de U es By = {00,...,04}, B1 = {0r41,---,0n} ¥

By ={0741,---,0,}, esto es

2
1
dy; = Ba(F(By|B1|Bs)) = 3 ZeleBma

<m

1 1
d; = 56B11B + 5 €BolB1UB:

1
d; = §€Bl|32 +d;.
El vértice d; del simplex serd el es d; = Ba(FUO...UTO NFopor, N NFp, ). Si la particién
de U correspondiente a la cara Fy...q, N Fpyo, N+~ N Fyyp, correspondiente al vértice
anterior d;_y es T'= {By, By, ..., Bi_1}, debido a que

i—1
1
d;_y = Ba(F(Byl|---|B;)) = 5 ZeBl|BM’

l<m

entonces

1
d;, = §eCo|Cl + di—17 (311)

donde {Cjy, C}} es una particién de algin elemento de T

Observacién 3.8. Esto nos muestra que dado el conjunto ordenado de vértices que de-
terminan los vértices de un simplex A(o,7) = {do,...,d,}, podemos inferir que, ya que
cada uno de esos vértices son baricentros de caras que estdn en correspondencia con una
particién ordenada de U, la diferencia d;;; — d; de dos vértices consecutivos d; y djy; da
como resultado la suma de los vectores principales correspondientes a una particiéon en dos
conjuntos Cy y € de uno de los elementos B; de la particién de correspondiente a la cara

a la que pertenece d;.
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De esta manera, con las diferencias d;;; — d; tendriamos unos vectores que representan el

camino que va desde el origen hasta el vértice.

Ejemplo 3.9. Los vértices del simplex A(42301,0321) estdn dados por las sumas de los

siguientes vectores:

(42301, 0321)

5 €2|3
2 |

Figura 3.10: Camino desde el centro de la celda de Voronoi hasta el vértice 42301,
recorriendo los vértices del simplex A(42301,0321).

Paso seguido a la obtencion de la particién de la celda de Voronoi en simplices, debemos
calcular para cada simplex, el volumen y el momento de inercia, esto haciendo uso del
Teorema (1.16).
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3.3. Arboles de biisqueda binarios

Para facilitar el entendimiento de los calculos que vamos a mostrar, es necesario presentar
algunos conceptos sobre arboles binarios ya que estos son una gran herramienta de repre-

sentacion de los simplices construidos.

Un arbol binario plano, es un arbol en el que cada nodo puede tener como maximo dos hijos.
En ciencias de la computacién, un arbol binario es una estructura de datos en la cual cada
nodo puede tener un hijo izquierdo y un hijo derecho. No pueden tener mas de dos hijos, de

ahi su nombre “binario”. Llamaremos raiz del arbol binario al vértice que no tiene padre.

El tamano de un arbol es el nimero de sus nodos. El nimero de arboles binarios planos de

tamano n es el numero catalan C,, definido como:

o 1 2n\ 2n/!
" n4+1\n/) nln+1)

Un arbol etiquetado es un arbol con una etiqueta adjunta a cada nodo. En nuestro caso, en

primera medida vamos a tomar las etiquetas sobre todo el conjunto {0,...,n — 1}, que son

los elementos con los que vamos a formar .

Un subéarbol de un arbol binario es una porcién del arbol que se forma tomando un nodo
especifico, junto con todos sus descendientes (nodos que estan conectados a él en niveles infe-
riores), y las aristas que los conectan. En otras palabras, un subarbol se genera al seleccionar

un nodo y "recortar” todo el subconjunto de nodos y aristas que cuelgan de él.

Definicién 3.10. Un arbol de buisqueda binario es una estructura de datos en forma de
arbol en la que cada nodo tiene como maximo dos hijos, denominados hijo izquierdo y
derecho. Ademaés, para cada nodo, todos los elementos en el subarbol izquierdo son menores

que el nodo, y todos los elementos en el subdrbol derecho son mayores que el nodo.
Para construir un drbol de bisqueda binario 7T'(w) con una palabra w, seguimos estos pasos:
1. Leer la palabra w: Recorre la palabra w de izquierda a derecha y toma cada caracter.

2. Insercién en el arbol: Inserta cada caracter en el arbol siguiendo estas reglas:
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= Si el arbol esta vacio, crea un nodo raiz con el primer cardcter de w.

= Si el caracter es menor que el nodo actual, se inserta en el subarbol izquierdo

recursivamente.

= Si el cardcter es mayor que el nodo actual, se inserta en el subarbol derecho

recursivamente.

Ejemplo 3.11. El drbol binario de bisqueda 7'(6412530) que representa la palabra 6412530

es construido de la siguiente manera:

6 4 1 2

Figura 3.11: Construccién del arbol de bisqueda binario 7'(6412530), el cual tiene como raiz
al 6.

La idea es usar estos arboles de bisqueda binarios tanto para representar los simplices, como

para representar el volumen de ellos.
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Sean 0 = (0g-+-0,) € Spy1 y T = (70 Tu_1) € Sp, donde los elementos de 7 van a

representar permutaciones de los espacios entre los elementos de o, es decir,

o=(00 O -+ O Oig1 -rc Op).

A 2 T
0 1i—-14 i+1ln—1

Definicién 3.12. Para (0,7) € S,,41 X Sy, se construye el drbol de bisqueda binario T'(o, 7)

siguiendo estos pasos:

1. Se inicia el proceso de construccion del arbol binario generando un nodo raiz, el cual se

obtiene etiquetando los espacios de o de 0 a n — 1, tal como se ilustra a continuacion.

o= (00 01 *++ Oi Oiq o On).

A 2 T
0 1i-14 i+1ln—1

Y sustituyendo el espacio 7y por una subdivisién |, creAndose asi dos palabras, una a

la izquierda y otra a la derecha del espacio 7.

2. Para 7 desde 1 hasta n — 1 se genera un nuevo nodo subdividiendo la palabra que
contiene al espacio 7; en el nodo N mas inferior donde dicho espacio aparece; este
nuevo nodo serd un hijo a la izquierda o a la derecha de N segun la palabra que lo

contenga sea la izquierda o la derecha de N.
3. El proceso termina cuando recorremos 7.

Ejemplo 3.13. El arbol de busqueda T(03264751,6412530) se construye de la siguiente

manera.
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6 4 1 2
0 p 03264751 ) 0326475|1 p 0326475 11 0326475|1

/ / /

03264/75 03264/75 03264|75
03264 03[264
2/64
5 3 0
—_— 0326475|1 4 03264751 __p  0326475|1

03264(5 O?64|75 03264/75

03264 7[5 0312% 715 03/264 715
2|64 2/64 03 2(64

6|4 6[4

Figura 3.12: Construccién del arbol de bisqueda binario 7°(03264751, 6412530), el cual tiene
como raiz a 0326475|1.

Observacién 3.14. Sin contar el baricentro 0, el i-ésimo baricentro d; que aparece en la

construccién de un simplex A(o, 7) corresponde a la suma de

di = 1ieNj7
2 4

donde N7 es el j-ésimo nodo insertado en la construccién del arbol T'(o, 7).
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Observacién 3.15. Para el arbol T'(o,7), cada nodo N representa una subdivisién en
dos palabras de una palabra ¢’ donde ¢’ es una sub-palabra de o. Por lo tanto, podemos
concluir que el conjunto de caracteres de cualquier nodo en el subarbol con raiz en N dentro

de T'(o,7) no contiene caracteres que no estén presentes en o’.

En la siguiente seccién, demostraremos el siguiente teorema. Gracias a la representacién
de los simplices en arboles binarios, podemos enunciar este teorema de una manera mas

concisa.

Teorema 3.16. Sea A(o,7) la representacién de un simplex proveniente de la particién
(3.2) de una celda de Voronoi para un lattice de primer tipo. Entonces el volumen de este

simplex esta dado por:

1
VOI(O', 7') = W Hpv, (312)
) veV

donde V es el conjunto de nodos del arbol binario de busqueda T'(o, 7)

3.4. Volumen de un simplex

: t . Ja . . .
Si v, = (Vi4, Vai, ..., Vi)', para 0 < ¢ < n, son los vértices de un simplex n-dimensional

(0, 7) en coordenadas euclideas en R™, entonces el volumen de A(o, 7) es:

1 1 1
vol(o,7) = gt .10 'H 1 . (3.13)
Voo Vp1 ' Vpp

Como podemos ver, si tenemos los vértices en las y-coordenadas aumentadas, no podremos
calcular este determinante de esta manera, debemos encontrar una manera de calcular este

volumen cuando las coordenadas sean y-coordenadas.

Recordemos que las y-coordenadas de un vértice estan dadas por d = M7v; donde v; esté

en coordenadas euclideas en R" y M es la matriz generadora del lattice, podemos ver que

75



(MT)_ld = V;.

Si anadimos a la matriz (M7)™! una columna cero y una fila cero las cuales en su primera

componente tengan un 1 y el resto sean ceros, de la forma

1 0 - 0
(M—l)/_ 0
(M=
0

podemos decir que det(M 1) = det(MT)~! y que si afiadimos a d una coordenada cero con

un 1, de la forma,

Yn

las columnas de la matriz en la ecuacién (3.13 )para los vértices de un simplex dado por (o, T)
en orden, son iguales a (M ~1)'d; donde d; es el vector en y-coordenadas correspondiente a

v; agregandole un uno. De esta manera la ecuacién (3.13) se puede ver como

1 1 1
vol(o,7) =— (MY | = 7 .1 (3.14)
n: : : e :
an dnl dnn
1 1 1
1 dyy di; di,
- 2 (3.15)
an dnl dnn




Debido a que el primero de los vértices del simplex es dg = 0 (3.14) queda de la forma:

1

dnl e dnn

Hemos logrado que las filas de esta matriz estén dadas por las y-coordenadas No aumentadas
de los vértices del simplex A(e, 7), son no aumentadas porque no tienen la componente 0

de las coordenadas aumentadas.

Haciendo la operacion C; — C;_1 — C; siguiendo el orden descendente desde i = n hasta

i = 2 a la matriz en (3.16), por la observacién (3.8) tenemos

] T T T
Azé Ccilet 1 Ccjlei T eagler | (3.17)

donde {C},C1} es una particién de U = {0, ...,n}, v {C4, Ci} es una particién de C} para
algin j <14,y k €{0,1}.

Se puede ver que cada columna ey se corresponde con un nodo N del arbol de busqueda

binario T'(o, 7). Este nodo N representa una subdivisién de una palabra ¢’ en dos palabras.

Por las Observaciones (2.16) y (3.15), podemos concluir que cualquier columna representada
por un nodo en el subdrbol con raiz en N dentro del drbol T'(o, 7) tendra un valor de 0 en

las coordenadas que no estén indexadas por elementos presentes en la palabra o”.

Para calcular el valor absoluto del determinante de la matriz (3.17), realizamos operaciones
que nos lleven a una fila especifica en la que solo hay un elemento P distinto de cero. Una vez

que logramos esto, podemos calcular el determinante de la matriz sobre esa fila particular.

Cuando tenemos una fila en la que solo un elemento, P, es diferente de cero, el valor
absoluto del determinante de la matriz se simplifica. Podemos calcularlo tomando |P| y

multiplicandolo por el determinante de la matriz que resulta cuando eliminamos la fila y la
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columna a la que pertenece P. Después de calcular el determinante de la matriz resultante al
seleccionar una fila con un tnico elemento P, repetiremos este proceso de manera recursiva

con cada nueva matriz resultante.
El proceso se hara de la siguiente manera:

Tomamos la primera columna ecy o1, debido a que los vectores dados por cada columna de
esta matriz no contienen la coordenada cero de las coordenadas aumentadas, sin perdida
de generalidad, vamos a sumar las filas indexadas por el conjunto C! el cual es el conjunto
de {C}, Cl} que no contiene al 0, y esta suma la vamos a ubicar en la fila indexada por el
primer elemento de C*, C'[0]. Al realizar esta operacion, por la Observacién (2.16), la fila
C'[0] consiste de ceros en todas las posiciones excepto en la posicién uno, la cual va a estar
determinada por +pcyicr, entonces el valor absoluto del determinante (3.17) el producto de
Pyt con el determinante de la matriz A, = A[1, C*[0]] resultante de eliminar la columna
uno y la fila C*[0].

Procedemos de manera similar con la matriz A;, tomando su primera columna egzic2, la
cual no contiene coordenada 0 ni coordenada C*[0], y vamos a sumar las filas de la matriz
indexadas por el conjunto C? el cual es el elemento de {CZ,C?} que no contiene a 0 ni
a C10], y esta suma la vamos a ubicar en la fila indexada por el primer elemento de C?,
C?[0]. Al realizar esta operacién, la fila C%[0] de A; consistira de ceros en todas las posiciones
excepto en la posicion uno, la cual va a estar determinada por +pcz|c2, entonces el valor
absoluto del determinante de A; es el producto de pgzic2 con el determinante de la matriz

Ay = Ay[1, C?0]] resultante de eliminar la columna uno y la fila C?[0].

Este proceso se hace de manera recursiva, asi que en el paso ¢ vamos a tener una matriz
A;_1 la cual es una matriz que se le han eliminado las primeras i — 1 columnas y ¢ — 1 filas
dadas por los i — 1 pasos anteriores. Asi que la primera columna de A;_; es eci|ci, Vamos a
sumar las filas de la matriz indexadas por el conjunto C* el cual es el elemento de {C}, Ci}
que no contiene a los indices de las filas eliminadas en los ¢+ — 1 pasos anteriores, y esta
suma la vamos a ubicar en la fila indexada por el primer elemento de C?, esta operacién

estd descrita por
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Z F’] — Fci[o],

jecs
donde C[0] es el primer elemento de C".

Al realizar esta operacion, la fila C*[0] de A;,_; = [1,C""*[0]] consistird de ceros en todas las
posiciones excepto en la posiciéon uno, la cual va a estar determinada por +pcijci, entonces el
valor absoluto del determinante de A;_;[1, C*[0]] es el producto de pe|ci con el determinante

de la matriz A[1, C?[0]] resultante de eliminar la columna uno y la fila C?[0].

En consecuencia el determinante de la matriz A es:

1 n
det(A) - 2_n H PCé|C’i7 ;

y como cada C§|Ci estd determinado por un nodo del drbol de biisqueda T'(o,7) tenemos

que

1
VOI(O? 7_) = 2nn'A1/2 H p’U’ (318)
) veV

donde V es el conjunto de nodos del arbol binario de buisqueda T'(o, 7). Lo cual demuestra
el Teorema (3.16).

Surge ahora la pregunta, jpara un simplex dado A(o,7) cudntos y cudles otros simplices

dados por ¢’ y 7’ tienen volumen igual?

Veamos que peyjc, = Poy|cy, asi que si hacemos a (o, 7) una operaciéon adecuada para que
alguno de sus nodos N = Cy|C sea intercambiado por N’ = C|Cy y a su vez se intercambia
el subarbol izquierdo por el subarbol derecho de N tendriamos otro (¢’, 7') con igual volumen

que (o, T).

Ejemplo 3.17. El simplex A(435012,03421) representado en el &rbol binario 7'(435012, 03421)

esta dado por:
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4]35012

\

350[12

/ \
350 1)2
/

3/5

Y el simplex A(412530,02143) representado en el arbol binario 7'(412530, 02143) esta dado

por:

412530

\

12530

/ \

112 53[0

53

Podemos notar que la diferencia entre los dos arboles que se han intercambiado el orden de
la divisién en los nodos 12|350 y 3|5 y por consiguiente sus respectivos subérboles izquierdo

por el derecho. Aun asi, por el Teorema (3.16) estos simplices tienen el mismo volumen.

Definicién 3.18. Siendo (0,7) € Sp41 X Sy, llamaremos como r; a la transformacion que

convierte al simplex A(co,7) en el inico simplex A(o’,7') de manera que:

= 7; toma el arbol binario T'(o, 7) y lo transforma en otro arbol binario T'(¢’, 7’) aplicando
el intercambio entre palabra derecha e izquierda y a su vez el intercambio entre el
subédrbol derecho e izquierdo del i-ésimo nodo N’ que aparece en la construccién de
T(o,7),

» y que no modifica el orden de aparicién de los nodos de T'(c, 7), donde el lugar de N°

sera tomado por el nodo resultante de la transformacién aplicada a el.
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Observacion 3.19.

= Las transformaciones r; no modifican ningin otro nodo del arbol original salvo pre-
cisamente N, de aqui podemos decir que si dos arboles T'(c,7) y T(¢’,7') cumplen
que uno se puede obtener con una transformacién r; aplicada al otro, entonces los

simplices A(o,7) v A(o’,7") tienen el mismo volumen.

= Si tomamos el nodo N’ del drbol T(c,7) y el nodo N* del arbol T(¢’,7'), pode-
mos darnos cuenta por la Observacién (2.16) que los vectores eyi y ey tienen signo

opuesto.

3.5. Segundo momento de un simplex

Segun el Teorema (1.16) Si d; = (dy;, dy;, - - - ,dm-)t, para 0 < ¢ < n, son los vértices de
un simplex n-dimensional (o, 7) en y-coordenadas no aumentadas, entonces el momento de

inercia al rededor del origen es:

101 = e TS <||Zd||2+z||d ||> (3.19)

por la Observacion (3.14) y sabiendo que dg = 0 tenemos que

I(o,7) = (n+1 o) <||—ZZeNJ||2+Z||—Zem||2> (3.20)

=1 j=1

Notemos que se cumple que

||ZZ€NJH _||Z (n+1—i)ey:

=1 j=1

Y
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de esta manera

I(o,7) = 4(n—|—1§(n+2) (Z(njtl—i)e]w) + <Z€Nj> (3.21)

Por lo tanto, expandiendo cada S; y Sy de (3.21) y luego sumando dentro de los paréntesis,
vamos a tener sumandos de la forma agenr-ent con I, k € {1,...,n} obtenidos de la siguiente

maneras:

Si k =1, de Sy obtenemos (n + 1 — k)?e3,, por otro lado de S, obtenemos (n + 1 — k)ex,

por lo tanto en este caso el coeficiente ay; de e?vk es

Sin perdida de generalidad si k < [, de Sy obtenemos 2(n +1 — k)(n + 1 — l)eyr - epi. Por
otro lado de Sy, obtenemos 2(n + 1 — l)exw - epn por lo tanto en este caso el coeficiente oy
de enk - ent €S

Por lo tanto (3.21) queda de la forma

n

llom) = 4(n + 1§(n +2) (kz:;(n +1=k)(n+2 - k). (3.24)
+i2(n+2—k)(n+1—l)e]vk.eNl) (325)
k<l

Sabemos que existen n transformaciones r;, una por cada nodo, que le podemos aplicar a
A(o, 7). Para cada nodo N’ tenemos dos opciones aplicar o no aplicar la transformacién

r; (debe ser claro que aplicar dos veces la transformacién deja todo igual que antes), por
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ende, de A(c, 7) obtenemos 2" simplices dados por la eleccién en cada nodo si aplicar o no

la transformacion.

Veamos ahora que sucede si aplicamos a A(c,7) una trasformacién r;, de manera que
ri(A(o,7)) = A(o’, 7). Por la Observacién (3.19), la expresién I(o,7) solo se va a dife-

renciar de I(A(o’,7’)) en el signo de los términos agent - ey, cuando k =i V1 = i.

De esta manera si sumamos todas las inercias de todos los 2" simplices obtenidos de A(o, 7)
al decidir si aplicar o no r; a cada nodo N* del drbol T'(c,7), sobreviven solamente los

términos ayenr - ent, con k = [. Por lo tanto, si tomamos el conjunto de simplices
R={ri(A(o,7)) :i € {1,...,n}}
tenemos que:

n

2" 2
> 1(5) = TCESCES) (Z(n +1—k)(n+2— k)eNk> (3.26)

0ER k=1

Es de gran relevancia que todos los simplices de R tengan el mismo volumen, debido a que

nuestro objetivo era calcular el segundo momento no normalizado
U(A(Uv T)) - I(O’, 7-) ' VOI(A(Ua T))

para cada simplex. Con lo hecho anteriormente no solo podemos calcular U para cada
simplex si no que también podemos calcular la suma de los U para todos los simplices en el

conjunto R de la siguiente manera.

Teorema 3.20. Sea A(o,7) la representacién de un simplex proveniente de la particién
(3.2) de una celda de Voronoi para un lattice de primer tipo y sea R = {r;(A(o, 7)) : i €
{1,...,n}} el conjunto de simplices obtenidos al aplicar las transformaciones r; dadas por la

Definicién (3.18) a A(o, 7). Entonces la suma de los segundos momentos no normalizados
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de los simplices en R esta dada por:

S U(s) = m <Z(n F1—k)(n+2— kz)e%k> gka, (3.27)

0ER

donde N* es el k-ésimo nodo insertado en drbol binario de bisqueda T'(c, T)
Por (3.26) y el Teorema (3.16) el resultado es inmediato.

El Teorema que hemos desarrollado en este trabajo ha demostrado ser fundamental para
reducir drasticamente el nimero de calculos necesarios para validar nuestra conjetura en
dimensiones mas altas. Sin este teorema, el nimero de calculos requeridos seria muy grande,
creciendo de manera exponencial con cada dimensién adicional como (n+1)!n!. Por ejemplo,
en el caso de una dimension 5, el numero de célculos necesarios ascenderia a 86400, sin
tener en cuenta que cada uno de estos calculos implica la evaluacion de al menos 4 normas
y el almacenamiento de estos resultados para su posterior comparacion. Esto no solo seria
computacionalmente prohibitivo, sino que también consumiria una cantidad significativa de

memoria.

Sin embargo, gracias a nuestro teorema, hemos logrado reducir significativamente la carga
computacional. Al dividir el trabajo por 2°, pudimos reducir el nimero total de célculos a
2700. Esta optimizacién nos permitio verificar la conjetura en dimension 5 con los recursos
computacionales disponibles. En resumen, el teorema ha sido crucial para hacer factible la
validacién de nuestra conjetura en dimensiones mas altas, proporcionando un enfoque mas

eficiente y manejable para abordar el problema.

Teorema 3.21. Sea A un lattice de Tipo I en R® con superbase obtusa B = {vg, vy, Vs, V3, V4, Us },
con parametros de Selling reducidos p;; con i, j en {0, 1,2,3, 4,5} y determinante A, entonces

la constante de cuantizaciéon de A viene dada por:

G +23 kChn
n 60A6/5 ’

Gs(A)

donde C; representa la suma de todos los términos obtenidos al multiplicar las etiquetas de

los grafos que son arboles generadores del grafo completo a los cuales se les ha anadido una
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arista para formar un ciclo de longitud <.

Los algoritmos utilizados para la verificacion de este teorema seran puestos en el apéndice

del trabajo.
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Capitulo 4
Conclusiones y propuestas futuras

En este capitulo final del trabajo, presentaremos una serie de conclusiones y exploraremos

posibles nuevos caminos que podrian continuar después de este proyecto.

En primer lugar, es importante destacar los numerosos puentes que se han tendido entre
diferentes areas de las matematicas, asi como entre las matematicas y la computacion. Por
ejemplo, hemos logrado proporcionar una descripcién combinatoria sintética (3.21) para una
expresion totalmente analitica (1.12) de la constante de cuantizacién en lattices de primer
tipo en dimensién 5. Al hacerlo, hemos establecido conexiones entre elementos combina-
torios, como las caras de la celda de Voronoi, y conceptos mas abstractos como los grafos
y arboles binarios. Estas conexiones nos han permitido formular ecuaciones analiticas de
manera combinatoria (3.27), (3.26), (3.12) y (3.24), lo que a su vez ha enriquecido nuestra

comprension de la estructura subyacente de los lattices y sus propiedades.

Ademas, al explorar estas interrelaciones, hemos abierto la puerta a nuevas lineas de investi-
gacion que podrian profundizar atin mas en estos temas. Por ejemplo, podriamos investigar
como las técnicas combinatorias utilizadas en este trabajo podrian aplicarse a otros pro-
blemas en teoria de lattices o en areas relacionadas de la matemética discreta. También
podriamos explorar como estas conexiones entre combinatoria y andlisis podrian generali-

zarse a dimensiones superiores o a diferentes tipos de lattices.
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El siguiente paso natural en la continuacién de este trabajo de investigacion es validar la
conjetura planteada (3.5) en dimensiones superiores a 5, y, si somos més ambiciosos, buscar

demostrarla.

Por otro lado, enfocandonos en el caso de lattices en dimension 5, se puede continuar tra-
tando el problema de encontrar el lattice 6ptimo que minimice la constante de cuantizacion
para lattices de primer tipo en dimensién 5. Como primer paso, podriamos utilizar la formu-
la proporcionada por (3.21), realizando evaluaciones sobre diferentes familias de lattices en
esta dimensién. De esta manera, con las ideas que resulten de estas evaluaciones, se podrian
aplicar métodos de optimizacién para determinar la constante de cuantizacién de mane-
ra precisa, tomando los pardmetros de Selling como variables de la ecuacién, sabiendo la
dificultad de esta tarea, porque tendriamos 15 variables diferentes. Ademas, vale la pena
recalcar que este trabajo ha representado un avance significativo en esta direccién, ya que
hemos desarrollado la capacidad de calcular la constante de cuantizaciéon para cualquier

lattice de primer tipo.

El aporte realizado en este trabajo de investigacion es predominantemente tedrico, siendo el
resultado mas importante el Teorema (3.21) reforzando la posible veracidad de la Conjetura
(3.5). Por otro lado, aunque se pudiera demostrar la conjetura planteada, lo cual podria
significar un gran impulso en la cuantizacion vectorial, su aplicacién sigue teniendo dificul-
tad, una de las razones detrds de esta condicién es la relacién directa entre el problema del

lattice cuantizador y la dificultad de resolver problemas fundamentales en teoria de lattices.

4.1. Problemas asociados a lattices y una posible apli-

cacion en Criptografia

El proceso de cuantizacién vectorial utilizando un lattice estd intrinsecamente vinculado al
desafio de encontrar el vector mas cercano en dicho lattice, el cual es uno de los problemas
fundamentales en la teoria de lattices. A su vez este problema esta relacionado con otros
problemas de lattices tales como el Problema del vector mas corto, Problema de la base de

vectores cortos, Problema del gap o distancia més corta entre vectores, entre otros [3].

La resolucién de estos problemas no solo es fundamental para comprender en profundidad el
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proceso de cuantizacion vectorial con lattices, sino que también tiene aplicaciones practicas
significativas en campos como la comunicacién digital [1,2,9] y la criptografia ( [5] capitulo
3).

Definicién 4.1. (Problema del Vector Mas Corto (SVP)). Dado como entrada una base B

de un lattice A, calcular un vector no nulo v € A de norma |v| minima sobre A.
El Problema del Vector Mas Cercano podria interpretarse como una version de SVP.

Definicién 4.2. (Problema del Vector Mas Cercano (CVP)). Dado como entrada una base
B de un lattice A en R™, y un vector objetivo t € span(A), calcular un vector del reticulo

c € A més cercano a t, es decir, [t — c| = dist(A, t).

El problema del punto del lattice més cercano y la celda de Voronoi estan relacionados en

el sentido de que x € A es un punto de reticula més cercano a 'y si y solo si y —x € Vor(A).

El Problema del Vector Més Cercano (CVP) y el Problema del Vector Mas Corto (SVP)
son conocidos por ser dificiles de resolver en general, y su dificultad esta estrechamente
relacionada con la complejidad computacional asociada a su resolucion. La determinacion del
vector del lattice més cercano a un vector objetivo puede ser computacionalmente intensiva,

especialmente en dimensiones altas.

Aunque no somos expertos en teoria de la complejidad computacional, entendemos que
tanto el CVP como el SVP son problemas NP-dificiles [19], lo que sugiere que es improbable
que exista un algoritmo polinomial capaz de encontrar la solucién exacta en un tiempo
razonable, a menos que P sea igual a NP. Por lo tanto, la busqueda de soluciones eficientes
para estos problemas sigue siendo un desafio importante en la investigacion en teoria de

lattices y dreas relacionadas [21].

Dejamos referencias sobre el tratamiento de estos problemas y su complejidad debido a nues-
tras limitaciones en este campo [19]. Sin embargo, reconocemos la importancia de compren-
der la complejidad computacional asociada con el CVP y el SVP para abordar eficazmente

estos problemas en la préactica y en futuras investigaciones.

Es interesante destacar que las referencias propuestas se encuentran en publicaciones rela-

cionadas con la criptografia. Esto se debe a que la dificultad de resolver problemas como el
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CVP y el SVP brinda una oportunidad significativa en el campo de la criptografia.

Un criptosistema de clave publica implica la generacién de un par de claves, una publica
y una privada, relacionadas matematicamente. La clave ptblica se comparte abiertamente
para cifrar mensajes, mientras que la clave privada se mantiene en secreto y se utiliza para
descifrar los mensajes cifrados. La seguridad de un criptosistema de clave publica depende
de la dificultad computacional de resolver ciertos problemas mateméticos asociados con la
generaciéon de claves y el proceso de cifrado-descifrado. En general, estos problemas deben
ser lo suficientemente dificiles de resolver como para que un atacante no pueda deducir la
clave privada a partir de la clave publica o descifrar mensajes cifrados sin conocer la clave

privada. Esto se aplica en seguridad en linea, autenticacion de usuarios y firma digital.

Las construcciones criptograficas basadas en reticulos emergen como candidatos promete-
dores en el contexto de la criptografia post-cuantica. A diferencia de los esquemas de clave
publica convencionales, como RSA o la criptografia de curva eliptica, que pueden ser vulne-
rables a ataques cudnticos ( [5] capitulo 4), los sistemas de lattices ofrecen una alternativa

maés resistente.

El CVP y SVP son fundamentales en la construccion de sistemas de seguridad criptografica

debido a las siguientes razones:

Seguridad criptografica basada en lattices: La dificultad en la resolucién del CVP
y el SVP proporciona una base solida para el diseno de esquemas criptograficos basados
en lattices. Estos problemas se utilizan en la construcciéon de protocolos de seguridad que
posiblemente puedan garantizan la confidencialidad y la integridad de la informacién, asi

como en el diseno de sistemas de autenticacién y firma digital.

Resistencia contra ataques criptograficos: Los problemas de lattices como el CVP
y el SVP se utilizan en la construcciéon de criptosistemas resistentes a diversos ataques,
incluidos los ataques de bisqueda exhaustiva y los ataques basados en técnicas de reduccion
de problemas dificiles a problemas mas simples. La dificultad de resolver estos problemas

puede garantizar la seguridad y la robustez de los sistemas criptograficos basados en lattices.

En un criptosistema basado en lattices, la generacién de claves implica la seleccién de bases

del lattice. Una buena clave privada se basa en una base que contiene vectores cortos,
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como una superbase obtusa para lattices de primer tipo. Estos vectores cortos hacen que la
resolucion de problemas como CVP y SVP sea més factible ( [5] seccién 11, [22,24]). Por otro
lado, una buena clave piblica se basa en una base que contiene vectores largos con angulos

agudos entre ellos, lo que dificulta la resolucién de los problemas antes mencionados.

De nuevo como no somos expertos en el campo de la criptografia, dejamos referencias sobre

esta interesante aplicacién [5,18].

En resumen, es posible que el impacto practico del trabajo de investigacion tardard en
materializarse debido a la dificultad del Problema del Vector Més Cercano (CVP), el cual
estd estrechamente relacionado con el proceso de cuantizaciéon vectorial con lattices. Sin
embargo, como hemos observado, la dificultad puede ser una oportunidad. El aporte de este
trabajo proporciona una idea del comportamiento de una familia de lattices, especificamente

los del primer tipo.

4.2. Lattices de primer tipo como cuantizadores

En el contexto de esta investigacion, hay dos articulos fundamentales que merecen ser des-
tacados [22] y [24], donde se logra resolver el Problema del Vector Més Cercano (CVP) en
tiempo polinomial para lattices de primer tipo y una generalizacion de este algoritmo para
lattices zonootopales, respectivamente. Estos avances evidencian un progreso significativo
en la resolucién de problemas relacionados con lattices, lo que potencialmente abre nue-
vas posibilidades para la aplicacion practica de la cuantizaciéon vectorial en areas como la

criptografia post-cuantica.

Una pregunta que surge en la discusién del articulo en mencion es: jexisten lattices del primer
tipo que sean eficaces como cuantizadores? Este interrogante abre la puerta a explorar la
manipulacién y optimizacién de la férmula en la conjetura (3.5), utilizdndola con el fin de

responder esta cuestion.

Como se menciona en [22], existe un método relativamente sencillo para construir una
reticula del primer tipo de manera “arbitraria”. Este enfoque implica la construccion de
una matriz simétrica A de tamano (n + 1) x (n + 1), conocida como la matriz de Gram

aumentada (1.3). En esta matriz, las entradas son los pardmetros de Selling, los cuales son
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nimeros positivos. Una vez obtenida la matriz A, se puede aplicar un método de Cholesky
para recuperar una matriz B tal que BB’ = A. Las filas de esta matriz B representan los
vectores de la superbase obtusa del lattice del primer tipo. Este procedimiento sugiere que
la construccion de lattices de primer tipo es factible utilizando tnicamente una serie de

nimeros positivos que serviran como parametros de Selling.

Los autores de [22] concluyen su articulo destacando que su algoritmo tiene potencial apli-
cacion en problemas de ingenieria de comunicaciones, como la codificacién y la cuantizacion.
Un area de investigacién interesante para el futuro seria encontrar lattices del primer tipo
que sean efectivas en la generacién de buenos codigos, cuantizadores eficientes o criptosiste-
mas robustos. Ademads, la manipulacién y optimizacién de la férmula en la conjetura (3.5)

podria ser un indicador de la eficiencia de los lattices de primer tipo en dichas aplicaciones.
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Apéndice

En esta secciéon vamos a adjuntar todos los programas que se utilizaron para realizar el

calculo de G5. Los paquetes utilizados fueron:

from

itertools import product

import numpy as np

import itertools

from
from
from
from
from

from

itertools import combinations
copy import deepcopy

operator import add,mul
collections import defaultdict
collections import Counter

sage.combinat.cartesian_product import CartesianProduct_iters

import time

La siguiente funcién toma como entrada una lista y un elemento de esa lista. Devuelve los

indices, de izquierda a derecha, de los elementos anteriores mas cercanos en la lista, uno

mayor y otro menor que el elemento dado. En caso de que no exista un elemento menor, se

considera el indice 0. Si no hay un elemento mayor, se considera el indice como el tamano

de la lista.

Este programa es 1til para obtener la subcadena de una cadena (denotada como sigma)

donde se necesita realizar una division. Esta subcadena es crucial para construir los nodos

de los arboles binarios, proporcionando los indices del primer y ultimo elemento de esta

subcadena.
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def intervalo(numbers, target):
smaller = None

larger = None

for num in numbers:

if num == target:
break
if num < target:
if smaller is None or num >= smaller:
smaller = num+l
elif num > target:
if larger is None or num < larger:

larger = num+l1

if smaller==None:
smaller=0

if larger ==None:
larger=len(numbers)+1

return [smaller, larger]

Una vez obtenida la subcadena utilizando los indices proporcionados por el programa ante-

rior, procedemos a realizar de manera recursiva las divisiones necesarias.

def conjuntos(sigma,tau):
particiones_recursivas=/[]
for t in tau:

I=intervalo(tau,t)

#con intervalo se obtiene la subpalabra de sigma que

#se va a dividir, se procede a ello en el espacio t

particion_t=[sigmal[I[0]:t+1],sigmalt+1:I[1]]]
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particiones_recursivas.append(particion_t)

return particiones_recursivas

Este programa toma como entrada una lista grande y dos sublistas conexas de ella. El ob-
jetivo es dividir una de estas sublistas en dos sublistas contiguas. Utilizando este programa,

determinaremos los indices en la lista grande donde ocurren estas subdivisiones.

Este enfoque nos permite identificar los puntos de particion en la lista grande, lo que es
esencial para realizar operaciones mas complejas o andlisis detallados de sus elementos.
Este programa nos ayudara a determinar qué sucede con los indices de los espacios en
una cadena, denotada como sigma, cuando obtenemos otra cadena, sigma_prima, a partir
de sigma y una aplicacion r; 3.18. Este proceso implica una transformacién en la cadena

original, lo que puede afectar la ubicacién de los espacios dentro de ella.

def ind_espacio(sigma_prima,nodo):

#ordena los elementos a cada lado de la division del mnodo.
A=sorted(nodo[0])

B=sorted(nodo[1])

listal=sigma_prima.copy()

#crea una lista de indices de los elementos a la izquierda
#(resp der) de la division del nodo

C=[listal.index(izq) for izq in nodo[0]]
D=[listal.index(der) for der in nodol[1]]

#ordena los elementos de la palabra sigma_prima

#preparandolas para compararse con A y B.

listal[min(C) :max(C)+1]=sorted(listal[min(C) :max(C)+1])
listal[min(D) :max(D)+1]=sorted(listal[min(D) :max(D)+1])

#finalmente se compara para averiguar en que indice estd

#el espacio de la division del nodo.
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division=0

if A+B ==listal[min(C):max(D)+1] or A+B ==listal[min(D):max(C)+1]:
division=listal.index(A[-1])

elif B+A ==listal[min(C) :max(D)+1] or B+A ==listal[min(D) :max(C)+1]:

division=listal.index(B[-1])

return division

Este programa crea todos los elementos de la clase (sigma,tau) dadas por las aplicaciones
7'2,318

def r_(sigma , tau,i):

sigma_prima=sigma.copy()

#toma el i-esimo nodo de T(sigma,tau).

N=conjuntos(sigma,tau) [i]

#hace el respectivo intercambio de la palabra izquierda

#del nodo por la de la derecha

sigma_prima[sigma_prima.index(N[0] [0]):sigma_prima.index(N[0] [0])+
len(N[O]J+N[1])]=N[1]+N[0]

#va llenando tau_prima a medida que va encontrando donde
#quedaron los indices de los espacios en sigma_prima,
#esto con la funcidon ind_espacio para cada mnodo.
tau_prima =[]

for nodo in conjuntos(sigma, tau):

tau_prima.append(ind_espacio(sigma_prima,nodo))

return [sigma_prima,tau_prima]
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def clase(sigma,tau):

n=len(tau)

opciones=[0, 1]

#crea todas las listas de n elementos solamente con
#entradas ceros y unos, es claro que son 27 n.

combinaciones=list(itertools.product (opciones,repeat=n))

#con cada lista de ceros y unos se aplica r_% cuando ¢ sea el indice con un 1
clase_s_t=[]
for 1ist_0_1 in combinaciones:

L=np.array(list_0_1)

representante=[sigma, tau]

# toma los indices de Lis_0_1 de los elementos que

#son 1

for k in list(np.nonzero(L) [0]):
representante=r_(representante[0] ,representante[1],k)

clase_s_t.append(representante)

return clase_s_t

Este programa crea la lista de todas las clases dadas por los r; que particionan S, 11 X .5,.

def clases(n):

permutaciones_n = list(itertools.permutations(range(n + 1)))
# Permutaciones de 0 a n

listas_n_1 = list(itertools.permutations(range(n)))

# Permutaciones de 0 a n-1

pares_de_listas = [[list(perm_n), list(perm_n_1)] for

perm_n in permutaciones_n for perm_n_1 in listas_n_1]
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clases=[]
suma_clases=[]
for i in pares_de_listas:
if i not in suma_clases
clasei=clase(i[0],i[1])
clases.append(clasei)

suma_clases=suma_clases+clasei

return clases

Vamos a mostrar como se calculan, la matriz de Gram gram(n), los vectores principales
vector_principal(i,j,n), sumas de vectores principales e_conjuntos(sigma,tau), volu-
men de un simplex volumen (sigma,tau), norma de vectores en y-coordenadas normal (n,vectorl),

suma de inercia de simplex en la misma clase suma_inercias(sigma,tau).

def vector_principal(i,j,n):
w = zero_vector(SR, n+1)
wlmin(i,j)I=var('p{}{}' .format(min(i,j) ,max(i,j)))
wlmax(i,j)]=-var('p{}{}"' . format(min(i,j),max(i,j)))

return w

def gram(n):
P=matrix(SR,n)
for i in range(l,n+1):
for j in range(l,n+1):
if i==j:
5=0
for 1 in range(n+1):
if 1!=i:
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s=s+var('p{}{}' . format(min(i,1) ,max(i,1)))
P[i-1,j-1]=s
else:
Pli-1,j-1]=-var('p{}{}' . .format(min(i,j),max(i,j)))
P[j-1,i-11=P[i-1,j-1]

return P

def volumen(sigma,tau):
volum=1
for i in conjuntos(sigma,tau):
C = [[x, y] for x in i[0] for y in i[1]]
factor_volumen = sum([var('p{}{}'.format(min(c[0],c[1]),max(c[0],c[1]))) for c
chH
volum *= factor_volumen

return volum.expand ()

def DERIVADAS1(dimension,D):

Derivadas=matrix(SR,dimension+1)

for i in range(dimension+1):
for j in range(dimension+1):
if i==3:
Derivadas([i, j]=0
else:
Derivadas[i,j]=D.diff (var('p{}{}'.format(min(i,j),max(i,j))) )

return(Derivadas)

def DERIVADAS2(dimension,D):

Derivadas=matrix (SR,dimension+1)
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for i in range(dimension+1):
for j in range(dimension+1):
if i==§:
Derivadas[i, j]=0
else:
Derivadas[i,j]=D.diff (var('D{}{}'.format(min(i,j),max(i,j))) )

return(Derivadas)

def DERIVADAS(dimension):

Derivadas=matrix(SR,dimension+1)

for i in range(dimension+1):
for j in range(dimension+1):
if i==j:
Derivadas([i, j]=0
else:
Derivadas (i, jl=var('D{}{}'.format(min(i,j),max(i,j)))

return(Derivadas)

#La norma de un vector en y-coordenadas

def normal(n,vectoril):
N1=0
dif=DERIVADAS(n)
for i in range(l,n+1):
N1=N1+(dif [0] [i])*(vectorl[i]*vectorl[i]) .expand()
N2=0
for i in range(1l,n+1):
for j in range(l,n+1):

if i<j:
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N2=N2+((dif [0] [i])+(dif [0] [31)
-(dif [i] [j1)) *(vectorl[i]l*vectorl[j]) .expand ()

norma=(N1+N2)

return norma

def e_conjuntos(sigma,tau):

n=len(tau)

suma_sobre_clase=[]
A=conjuntos(sigma,tau)
for i in range(n):
C = [[x, y] for x in A[i]J[0] for y in A[i][1]]
sumanorma= sum([sgn(c[1]-c[0])*vector_principal(c[0],c[1],len(tau)) for c in
cH
suma_sobre_clase.append (sumanorma)

return suma_sobre_clase

def suma_inercias(sigma,tau):
n=len(tau)
suma_sobre_clase=0
A=e_conjuntos(sigma,tau)
for i in range(n):

suma_sobre_clase+=(n-i)*(n+1-i)*normal(n,A[i])

return suma_sobre_clase.expand()
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Este siguiente programa calcula G_conj(n), que es el calculo de la conjetura 3.5 en dimensién

n.

def

def

def M(n):

M = [[0]*(n)]*(n)
for i in range(n):
M[i] = [-var('p%d%d' 7 tuple(sorted((i+1,j+1)))) for j in range(n)]
M[i] [i] = sum([var('pld%d' % tuple(sorted((i+1,k))))
for k in range(O,n+1)]) - var('pxdid' 7% (i+1,i+1))

returnMatrix(M))

d(n):

lis=list(combinations(list(range(n+1)), 2))

c=0

for j in lis:
i=1list(j)
ct=var('D%d%d" % tuple(sorted((i[0],i[1]))))*var('pkd%d"' %
tuple(sorted((i[0],i[11))))

return c/n

G_conj(n):
G=20
Ck = C_k(n+1)

for g in Ck:
k = Graph(g,multiedges=True) .girth()
if k ==
G += mono(g)
if k > 2:
G += 2%(k-1)*mono(g)
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return(expand(G))

def mono(g):
mono = 1
for e in g:
mono = monox*var('p’d/d' % (sorted(e) [0],sorted(e)[1]))

return (mono)

def C_k(n):
P = prufer(n)
c=1

for ps in P:

for i in range(n):
for j in range(i+l,n):
c = prufer_to_tree(ps)
c.append([i,jl)
if sorted(c) not in C:

C.append(sorted(c))

return(C)

def prufer_to_tree(ps):

n = len(ps)+2

ps = list(ps)

N = list(range(n))

T =[]

while len(N) > 2:
j = min(set(N)-set(ps))
T.append(sorted([j,ps[01]1))

N.remove(j)
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ps.remove (ps[0])
T.append ([N[0],N[1]])

return(T)

def prufer(n):

return(itertools.product(range(n), repeat=n-2))

Estos ultimos programas hacen uso del paquete multiprocessing debido a la gran cantidad
de cdlculos que se debe realizar (2700 en dimensién 5), tomando en cuenta que cada calculo
es muy grande. El proceso que realizan es calcular la conjetura y U por separado, para
después, hacer la resta de las dos cosas. En el proceso se sacan como factor comun las
derivadas provenientes de la matriz adjunta y finalmente se expande todo. De esta manera
como el resultado fue cero, podemos concluir que G,, y G_conj son lo mismo, como se muestra

en la imagen para dimensién 5 queda demostrada la conjetura.

from concurrent.futures import ProcessPoolExecutor

import multiprocessing

def calcular_contribucion(i):

return (suma_inercias(i[0], i[1]) * volumen(i[O0], i[1])) .expand()

def U_paralelo(n):
start_time = time.time()
A = representantes_de_clase(n)
print("--- Y%s seconds Ul ---" 7, (time.time() - start_time))
with ProcessPoolExecutor (max_workers=multiprocessing.cpu_count()) as executor:
contribuciones = list(executor.map(calcular_contribucion, A))
print("--- Y%s seconds U2 ---" 7, (time.time() - start_time))
suma_total = sum(contribuciones)

print("--- 7s seconds U3 ---" % (time.time() - start_time))
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return (suma_total / (factorial(n + 2)) * 3)

def calcular_contribucion2(i,dif,gif):
start_tim = time.time()
F=(dif [i[0]1[i[1]] * gif[i[0]][i[1]]) .expand()
print("--- Ys seconds un cdlculo ---" 7, (time.time() - start_tim))

return F

def final(n):
start_time = time.time()
a=U_paralelo(n)
print("--- 7s seconds para U ---" % (time.time() - start_time))
G=((G_conj(n)*d(n)) .expand()-a)
print("--- %s seconds para Gconj-U ---" 7 (time.time() - start_time))
deter=det (gram(n)) .expand()
dif=DERIVADAS1(n,deter)

gif=DERIVADAS2(n,G)

print("--- %s seconds Ul ---" % (time.time() - start_time))

lis=list(combinations(list(range(n+1)), 2))
suma=0

for j in 1lis:

i=1list(j)
suma+=(dif [1[0]] [i[1]]1*gif [i[0]] [i[1]]) .expand()
print("--- Ys seconds para un cdlculo ---" 7 (time.time() - start_time))
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return suma

Finalmente mostramos los resultados en cada dimensién hasta 5, donde podemos evidenciar

que cada resultado da cero, lo que verifica la conjetura en todas estas dimensiones:

In [B]: final(2)

-=-- @.889526968802319336 seconds UL ---

=== 3,846579368961914 seconds U2 ---

--- 3.8468263626858633 seconds U3 ---
.B47844838772583 seconds para U ---
.B491286645965576 seconds para Gconj-U ---
.B52523374557495 seconds Ul ---
.B534517765045166 seconds para un cdlculo ---
.B53845167168834 seconds para un cdlculo ---
.B55269956588745 seconds para un calculo ---

L]
L}
¥
LIS W8 'S I S % R WS

In [7]: final(3)}

.B23238791891918945 seconds Ul ---
.282615976333618 seconds U2 ---
.284921887156372 seconds U3 ---
.286153631218327 seconds para U ---
.2296347618183027 seconds para Gconj-U ---
.2794253826141357 seconds Ul ---
.283360004425849 seconds para un calculo ---
.2868282794952393 seconds para un calculo ---
.298329694747925 seconds para un calculo ---
.2939274311065674 seconds para un calculo ---
--- 3.2978869541168213 seconds para un calculo ---
--- 3.308112101699829 seconds para un calculo ---

1
I
1
Wl wWowW W W W oW w®

Qut[7]: @
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In [9]):

final(4d)

--- B.D3208422000827637 seconds Ul ---

--- 5.588671625137329 seconds U2 ---

--- 5.624651908874512 seconds U3 ---

=== 5.634766101837158 seconds para U ---

--- 5,0928552546463@13 seconds para Geonj-U ---

--=- 15.39533281326294 seconds Ul ---

--- 15.857349634178532 seconds para un calculo ---
--- 16,36398728741272 seconds para un calculo ---
--- 16,8989520872937 seconds para un calculo ---
-=-- 17.45855951389284 seconds para un calculo ---
-== 18.8928877697753%9 seconds para un calculo =--
-== 1B.663387298583984 seconds para un cadlculo ==--
--- 19.24356722831726 seconds para un calculo ---
--- 19.81760848B66272 seconds para un calculo ---
--- 28.485521536835156 seconds para un calculo ---
--- 28,98869739341736 seconds para un calculo ---
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In [2]: final(s)

--- 6.18421662249145588 seconds Ul ---

-=-= 48,7781735496521 seconds U2 ---

--- 95 .86389723854865 seconds U3 ---

--- 95.36B62754821777 seconds para U ---

=== 283.92514848789186 seconds para Gconj-U ---
--- 327.43474411964417 seconds Ul ---

--- 1326.5927267@74585 seconds para un calculo ---
--- 2824.6962878706487 seconds para un calculo ---
--- 2751.6424293518866 seconds para un calculo ---
--- 3494,9460804462433 seconds para un calculo ---
--- 43252 683781223297 seconds para un calculo ---
--- GR28.B@7720244232 seconds para un calculo ---
--- 5795,239112615585 seconds para un calcule ---
--- 6573,074412107468 seconds para un calculo ---
--- 7352.284101486206 seconds para un calculo ---
--- B135.137571334839 seconds para un calculo ---
--- BOGR.958785425262 seconds para un calculo ---
--- 9682.519746303558 seconds para un cdlculo ---
--- 10450.310079097748 seconds para un calculo ---
--=- 11225.9576511383@6 seconds para un calculo ---
--- 1200B.713238954544 seconds para un calculo ---
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